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Lektion 1: Eigenschaften von Funktionen

[E] [EXE]l:Koordinaten anzeigen
Y13=2xx—10y
E’ld:—EH{xi Y2¥1

2 g o R R T 2 wf

SCHNITTPUNKT
X=4.8R2875666 | Y=-0'.3542486889




1.1 Grundaufgaben zu linearen und quadratischen Funktionen

Lektion 1: Eigenschaften von Funktionen

1.1 Grundaufgaben zu linearen und quadratischen Funktionen

Diese nachfolgenden Aufgaben dienen dazu, grundlegende Kenntnisse im Bereich der linearen
Funktionen zu festigen. Dabei handelt es sich um folgende Basiskompetenzen:

sicher

ziemlich sicher
eher unsicher
unsicher

Ich kann ohne GTR ...

definieren, was eine (lineare) Funktion bedeutet und ein Beispiel dafiir nennen.
eine Gerade mittels Funktionsgleichung einzeichnen.

eine Funktionsgleichung in Normalform fiir eine Gerade angeben.

einen Funktionswert mittels Funktionsgleichung berechnen.

einen x-Wert fiir einen vorgegeben Funktionswert berechnen.

Nullstellen einer linearen Funktion berechnen.

tiberpriifen, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt (Punktprobe).

eine Geradengleichung bestimmen, wenn Steigung und 1 Punkt gegeben sind.
eine Geradengleichung bestimmen, wenn 2 Punkte gegeben sind.

die allgemeine Form einer Geraden in die Normalform umwandeln.

den Schnittpunkt zweier Geraden berechnen.

ein einfaches Anwendungsproblem zu linearen Funktionen losen.

den Schnittpunkt einer Parabel mit einer Geraden rechnerisch bestimmen.

die Schnittpunkte einer Parabel mit den Koordinatenachsen bestimmen und
damit die Scheitelpunktform bestimmen.

D|5[e|®|N|a vk |w|N|R| Aufgabe

o
N

o
w

Uy
=

Aufgabe 1: Definiere, was man unter einer linearen Funktion versteht. Erldutere an einem Praxis-
beispiel den Begriff der linearen Funktion.

Aufgabe 2: Zeichne die Geradey = — %X — 5 in ein Koordinatensystem.

Aufgabe 3: Gib die Gleichungen der folgenden Geraden in Normalform an:

N A
f f\ f /’J/
i 4 3 L1 f4
~
gl
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1.1 Grundaufgaben zu linearen und quadratischen Funktionen _

Aufgabe 4: Berechne fiir f(x) = 2x — % den Funktionswert an der Stelle -0,5.

Aufgabe 5: Berechne den x-Wert, fiir den f mit f(x) = 2x — % den Funktionswert 1 annimmt.

Aufgabe 6: Bestimme die Nullstelle der linearen Funktion f mit f(x) = 5x — %

Aufgabe 7: Uberpriife, ob die A(1/-5) und B(-1/-7) auf der Geraden mit y = 2x - 5 liegen.

Aufgabe 8: Bestimme die Gleichung der Geraden in Normalform, die durch den Punkt A(1/-5)
verlduft und die Steigung 2 besitzt.

Aufgabe 9: Bestimme die Gleichung der Geraden in Normalform, die durch die Punkte A(1/-5) und
B(-1/-7) verlauft.

Aufgabe 10: Bestimme die Normalform der linearen Gleichung %x —2y+1=0.

Aufgabe 11: Gegeben seien die Geraden g durch y - 5x = 0 und h durch 7y - 14x = 2. Untersuche
die Lagebeziehung der beiden Geraden g und h und bestimme ggf. den Schnittpunkt.

Aufgabe 12: Die Stadtwerke senken die Gaspreise um einen Cent pro kWh auf 5,2 Cent. Gleichzeitig
wird aber der alte Grundpreis von 28 € um 12 € erhoht. Berechne, bei welchem Energieverbrauch
der alte bzw. der neue Tarif giinstiger ist.

Aufgabe 13: Bestimme alle Schnittpunkte der Parabel zu f(x) = 3,5x* mit der Geraden zu g(x) = 14x.

Aufgabe 14: Bestimme alle Schnittpunkte der Parabel zu f(x) = 3x* — 3x — 18 mit den beiden Ko-
ordinatenachsen. Gib die Scheitelpunktform an.

Losungen:
'G.8T — ,(5°0 —X)g = (x)J 13]0F
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1.2 Potenzfunktionen

1.2 Potenzfunktionen

Definition: Funktionen der Form f(x) = a - Xx™ heifsen Potenzfunktionen vom Grad n. Dabei ist
n eine nattirliche Zahl (kurz: n € IN) und a eine reelle Zahl (kurz: a € R).

a) Gegeben sind die Potenzfunktionen fi(x) = x! und f2(x) = x3 und f3(x) = x°. Fiille jeweils die Wer-
tetabelle aus und zeichne die Grafen mit unterschiedlichen Farben in das linke Koordinatensys-
tem!1

Aufgabe 1: Potenzfunktionen der Form f(x) = x"

b) Gegeben sind weiter die Potenzfunktionen fi(x) = x2, f5(x) = x* und fe(x) = x¢. Fiille jeweils die
Wertetabelle aus und zeichne die Grafen mit unterschiedlichen Farben in das rechte Koordina-

tensystem!
X 1,5 |-1,25| -1 |-0,75| -0,5 | -0,25 0 0251 05 | 0,75 1 1,25 | 1,5
f1(x)
f2(x)
f3(X)
X 1,5 |-1,25| -1 |-0,75| -0,5 | -0,25 0 0251 05 | 0,75 1 1,25 | 1,5
f4(X)
f5(X)
fé(X)
A A
y y
4 4
3+ 3¢
2 2
1 1
X | X |
2 1o 1 2 | 2 10 1 2 |
-1 -1
2 -2
34 -3+
-4 -4

T Mithilfe des GTR kannst Du unter MENU 7 nach Eingabe der Funktionsgleichung und SET (Start-, Zielwert
und Schrittweite) den Rechenprozess vereinfachen. Anschlieffend kannst Du den Grafen dort auch zeichnen

lassen. Das Zeichnen kann z. B. auch unter MENU 5 erfolgen.
] -



1.2 Potenzfunktionen _

a) Gegeben sind die Potenzfunktionen f7(x) = 0,5:x3 und fs(x) = - 0,5-x%. Fiille jeweils die Werteta-
belle aus und zeichne die Grafen in das linke Koordinatensystem!

Aufgabe 2: Potenzfunktionen der Form f(x) = a - x"

b) Gegeben sind weiter die Potenzfunktionen fo(x) = 0,25-x4, fio(x) = - 0,25-x*. Fiille jeweils die Wer-
tetabelle aus und zeichne die Grafen in das rechte Koordinatensystem!

X -2 -1,5 -1 -051-025|-0125| 0 | 0,125 | 0,25 | 0,5 1 1,5 2
£(x)
fg(X)
f9(X)
f1o(X)
A A
y y
4 4
3T 34
2 2
1 1
X | X |
2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
-1 -1
-2 -2
_3-- _3..
-4 -4

c) Vergleiche alle gezeichneten Grafen und begriinde die folgenden Merksétze.

Wichtige Eigenschaften von Potenzfunktionen der Form f(x) = a - x"

1. Fir jede Potenzfunktion gilt £(0) = 0; Der Graf geht durch den Punkt S (0/0).

2. Der Faktor a ist der Stauchungs- bzw. Streckfaktor.

3. Fiir Potenzfunktionen mit ungeradem Exponent gilt: Der Graf ist punktsymmetrisch zum
Ursprung und wechselt dort das Vorzeichen. Es gilt f(x) = -f(-x). Fiir a > 0 nehmen die Funk-
tionswerte fiir wachsendes x zu, fiir a < 0 nehmen sie dagegen ab.

4. Fir Potenzfunktionen mit geradem Exponent gilt: Der Graf ist achsensymmetrisch zur y-

Achse und hat immer das gleiche Vorzeichen. Es gilt: f(x) = f(-x).

K



1.2 Potenzfunktionen _

Weiterfiithrende Aufgaben

¥

Aufgabe 3 )

.

Ordne ohne Nutzung des GTR begriindend
(mindestens 2 Argumente angeben) 4 der 6
nachfolgenden Funktionsgleichungen den
Grafen 1 bis 4 zu:

fi(x)=0,1-x3

f,(x) =0,5-x°

f3(x) = x*

f,(x) =0,2-x* X,
fo(x) = x1°

fo(x) =0,5-x3

X

Aufgabe 4

Beurteile, ob folgende Aussagen ,immer zutreffen”, ,nie zutreffen” oder , unter bestimmten Be-
dingungen” zutreffe. Gib die Bedingung gegebenenfalls an.

a) Der Graf der Funktion mit f(x) = a - x" geht durch den Punkt P(0,5/0,5a).
b) Der Graf einer Potenzfunktion mit ungeradem Exponent n steigt fiir a € R tiberall an.
c) Wenn bei einer Potenzfunktion x um 1 erhoht, werden die Funktionswerte f(x) auch grofser.

d) Wenn bei einer Potenzfunktion mit f(x) = a - x" der Faktor a kleiner als -0,5 ist, dann ist der
Graf im Vergleich zum Grafen der Funktion g mit g(x) = x" gestreckt.

Aufgabe 5

Gegeben sind die Funktionen f und g mit f(x) = —0,25 - x* und g(x) = 50 - x”. Wie muss man beim
GTR den , Y-Bereich” einstellen, damit im Intervall -1 < x < 4 alle Funktionswerte dargestellt wer-
den?

Aufgabe 6

a) Zeichne mit dem GTR die Grafen zu f mit f(x) = x? und q mit q(x) = VX in ein gemeinsames
Koordinatensystem und beschreibe Zusammenhinge zwischen den Grafen.

b) Ergdnze den Grafen von a mit a(x) = x und beschreibe die Lage der Grafen zu f und q beziiglich
dieser Geraden.

K



1.3 Wurzelfunktionen und Potenzen mit rationalen Exponenten

1.3 Wurzelfunktionen und Potenzen mit rationalen Exponenten?

¥

Aufgabe 1: Quadratische Wurzelfunktion

\ 1 / d
y %
f(x)=x2, x <0 f(x)=x2, x =0 /
4 /
\ P(xly=x") 4
\ X2 F=—+—= . Y g(x)=vx, x=0"|
| % | "]
=
', ,'r’ iP (y=x4/x)
Y17 |
/ | | |
N i 3
>
4 3 -2 -1 0N 1 x2 y=x> 4 5 | 6
P N
-1
7 N~
/ 5 T —
/ ) I
T ——
Jid -3 g()=-vx, x20_|
/
/

a) Erkldre, wie aus der Normalparabel zu f(x) = x2 geometrisch der Graf der quadratischen Wur-

zelfunktion mit g(x) = vx hervorgeht und warum die Wurzelfunktion im Gegensatz zur Parabel
nur einen ,, Ast”?

b) Nenne den Definitionsbereich (welche Zahlen fiir x darf man einsetzen?) und den Wertebereich
(welche Funktionswerte bzw. y-Werte werden angenommen?) der Normalparabel sowie der
quadratischen Wurzelfunktion. Was fallt Dir auf?

f(x) = g0) =Vx

Definitionsbereich D

Wertebereich W

¢) Quadratzahlen und Quadratwurzeln hingen zusammen: Zum Beispiel ist 32 = 9 und V9 = 3.
Beschreibe mit den Uberlegungen aus a) und b), wie sich die Gleichung y = x? rechnerisch in
die Gleichung y = vx umformen ldsst.

2 Fakultativ z. B. als Referat

I -



1.3 Wurzelfunktionen und Potenzen mit rationalen Exponenten

b

Aufgabe 2: Kubische Wurzelfunktion
A /
Yy 7’
[f()=x3, x=0
y) // /// g(x) = R/x, x>0
/T
1 P
(/1 X
ooy >
54 3|2 -1/6 |1 | 2 3| 4 5 |6
/7
g = —V—k, X_S__ ) _—T7 )
—-———'—"—_I——_ 7/
[
A
/7
s
f(x)=x3, x<0 {
/7

a) Erkldre, wie aus der Parabel zu g(x) = x3 geometrisch der Graf der kubischen Wurzelfunktion
mit k(x) = ¥x hervorgeht.

b) Nenne den Definitionsbereich (welche Zahlen fiir x darf man einsetzen?) und den Wertebereich
(welche Funktionswerte bzw. y-Werte werden angenommen?) der Parabel zu g(x) = x* sowie der
kubischen Wurzelfunktion. Was fillt Dir auf?

g(x) =x k(x) = Vx

Definitionsbereich D

Wertebereich W

¢) Quadratzahlen und Quadratwurzeln hingen zusammen: Zum Beispiel ist 2% = 8 und V8 = 2.
Beschreibe mit den Uberlegungen aus e) und f), wie sich die Gleichung y = x3 rechnerisch in
die Gleichung y = 1/x umformen lasst.

Bei den Potenzfunktionen war der Exponent stets eine nattirliche Zahl. Doch was passiert, wenn
wir dort auch Briiche und negative Briiche zulassen? Dass sinnvoll ist, auch rationale Exponenten
zuzulassen, zeigt folgendes Beispiel:

Aufgabe 3: Potenzen mit rationalen Exponenten

Eine Bakterienkultur stirbt so ab, dass sich ihre Anzahl nach jeder Stunde halbiert. Nach einer
Stunde ist noch die Halfte der anfanglich gezdhlten Bakterien tibrig, nach zwei Stunden betragt der
Anteil die Halfte von der Halfte: 0,51 - 0,51 = 0,52 = 0,25. Wie grof ist der Anteil nach 15 Minuten?

Ill



1.3 Wurzelfunktionen und Potenzen mit rationalen Exponenten

Fiille mithilfe Deines Taschenrechners die folgende Tabelle aus.

+1 >
) +%
Zeit(h) | 2¢— 0 4 e - S PO ENG R 2
Anteil «— 1 +—» - — —t> - 05 —»
X = R
-0,5=x"- .

Wie lisst sich der Anteil nach einem Bruchteil einer Stunde - z. B. nach % Stunde - mithilfe des
Faktors 0,5 berechnen?

Ist x der Anteil der Bakterien nach % Stunde, dann muss man nach einer Stunde - d. h.

4 -% Stunde - den Anteil 0,5 erhalten. Es gilt: = 0,5. Als Lo-

1
sung der Gleichung = 0,5 definieren wir x := 0,52 = 1/0,5. Der Taschenrech-
1
ner liefert uns 0,5¢ = /0,5 ~ . Also: 0,5 ist der Anteil nach ___ Stunde, 0,52

1
der Anteil nach Stunden und 0,54 der Anteil der Bakterien nach ___ Stunde.

Wie lisst sich der Anteil nach ; Stunden mithilfe des Faktors 0,5 berechnen?

5
Hier schreibt man entsprechend: ( v 0,5) =

Wie ldsst sich der Anteil der Bakterien 2 Stunden vor Beobachtungsbeginn mithilfe des Faktors
0,5 berechnen?

Fiir den Anteil 2 Stunden vor Beobachtungsbeginn schreiben wir . Diese Zahl
erhidlt man, indem man 1 = 100 % durch 0,52 (Anteil nach zwei Stunden)
.Also0: 0,572 =

1
Merke: an = V/a ist die nicht negative Lésung der Gleichung x™ = a (a = 0,n # 0). Dartiber hinaus

m
definiert man an = Ya™ = (‘{/E)mund a~X = aix .




1.4 Wachstumsprozesse

1.4 Wachstumsprozesse

Einfiihrungsaufgabe (Die Mindestlohnfalle)3

Der Beginn des Mindestlohns

Ohne Zweifel, das Gesetz fiir eine Lohnuntergrenze in Deutschland ist ein Erfolg. Manche mogen
es fiir verrtickt gehalten haben, weil sie beftirchteten, dass eine Verteuerung der Arbeit viele Jobs
vernichten und Menschen damit arbeitslos machen wiirde. Doch das ist nicht eingetroffen. Friseu-
rinnen, Kellner und Putzfrauen, die bisweilen auf schabige Stundenlohne von lediglich vier bis ftinf
Euro gekommen sind, haben heute mit 8,50 Euro erheblich mehr Geld in der Tasche. Diese Lohnan-
hebung hat zudem dazu gefiihrt, dass sich das gesamte Gehaltsgefiige nach oben verschoben hat,
dass also auch noch andere Lohngruppen profitiert haben. Und trotzdem ist die Beschiftigungssi-
tuation in Deutschland so gut wie seit Jahren nicht mehr.

Die Weiterentwicklung des Mindestlohns

Die Mindestlohnkommission hat heute entschieden, dass die gesetzliche Lohnuntergrenze Anfang
2017 auf 8,84 Euro steigen soll. Ein Plus von 34 Cent. Die Entscheidung ist nicht im luftleeren Raum
gefallen. Vielmehr stiitzt sich das Verfahren auf gesetzliche Regeln, die vorschreiben, dass sich die
Entwicklung des gesetzlichen Mindestlohns an der Entwicklung des Tariflohnindex des Statisti-
schen Bundesamtes orientieren soll. Dieser Index fasst die Lohnentwicklung in mehr als 500 Fla-
chen- und Haustarifvertragen aus allen Branchen zusammen. Fiir den mafigeblichen Zeitraum vom
1. Januar 2015 bis zum 30. Juni 2016 kam er auf ein Plus von 3,2 Prozent. Rechnet man noch die schon
beschlossene Lohnerhohung im 6ffentlichen Dienst hinzu, so ergeben sich rund 4 %.

Ziel des Mindestlohnes und seiner Entwicklung
Die immer grofler gewordene Lohnungleichheit soll verringert werden.

a) Priife, ob die Mindestlohnerhcshung zur ,normalen” Lohnentwicklung passt.

b) Berechne den Anstieg des Durchschnittsstundenlohns von 20,81 €. Vergleiche die Anstiege von
Mindest- und Durchschnittslohn. Kommentiere die Zielsetzung.

¢) ,Naja, die paar Cent - auf die kommt es doch nicht an.”

Untersuche, welcher Durchschnittslohn und welcher Mindestlohn sich errechnen, wenn es zehn
Lohnerhéhungen von 4 % gibt. Bewerte die Unterschiede mit Blick auf die Zielsetzung.

d) Untersuche, nach wie vielen wie vielen Erhchungen um 4 % der Mindestlohn auf der Hohe des
aktuellen Durchschnittslohnes ist. Bestimme die Hohe des entsprechenden Durchschnittslohns.

e) Stelle die obige Lohnentwicklung (Modell I) tiber 50 Lohnerhdhungen von 4 % grafisch dar.
Markiere die Lohnunterschiede nach 10, 23 und 50 Lohnerhshungen.

f) Andere mogliche Vorgabe fiir die Entwicklung des Mindestlohns:

Modell II: Der Mindestlohn wird prozentual erhoht wie der Durchschnittslohn, erhilt aber zu-
satzlich die Hilfte der Differenz.

Fiihre Teil e) fiir das Modell II durch. Kommentiere die Wirkung auf die Lohnunterschiede.

3 www.mued.de: Arbeitsblatt des Monats September 2016 (abgerufen am 18.9.2017)
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1.4 Wachstumsprozesse

Zur Geburt haben Konstantins Grofieltern ihrem Enkel einen Sparbrief iiber Ky = ¢ =
5000 € mit 18-jahriger Laufzeit geschenkt, um ihn damit spiter einmal in der Studen- #4 w
tenzeit zu unterstiitzen. Damals gab es Jahreszinsen von 5 %. Die Zinsen wurden am W J
Jahresende dem Kapital des Sparbriefes zugeschlagen und in der Folgezeit mitverzinst.

Aufgabe 1: Zwei Sparmodelle im Vergleich

Peters Grofieltern legen wie Konstantins Grofieltern ein Kapital von K, = 4500 € mit 18-jahriger
Laufzeit zu einem festen jahrlichen Zinssatz von 5 % an.

Julias Grofseltern haben bei Julias Geburt K, = 5000 € zum Festzins von 5 % fiir 18 Jahre bei ihrer
Bank angelegt und ihrem Enkelkind ein leeres Sparschwein mitgebracht. Seitdem schenken sie Julia
jedes Jahr zum Geburtstag die Zinsertrdge. Dieses Geld wird dann feierlich in dem Sparschwein
versenkt. Zum 18-ten Geburtstag darf Julia das Sparschwein schlachten und soll dann auch das frei
werdende Kapital K, = 5000 € fiir eine grofiere Anschaffung erhalten.

Stelle unter Angabe der entsprechenden Formeln das angesparte Kapital der drei Jugendlichen ver-
gleichend in einer Tabelle und grafisch in einem Koordinatensystem dar und bewerte die Anspa-
rungsmodelle.

Der sogenannte Realwert eines Geldbetrages, also seine Kaufkraft, wird durch die Inflation standig
vermindert. Dies wird ausgeglichen, indem man das Geld , arbeiten” ldsst. Die einfachste Moglich-
keit stellt die Anlage bei einer Bank dar, welche das Geld investiert und dem Sparer eine , Leihge-
biihr” in Form von Zinsen entrichtet. Dadurch steigt zumindest der Nominalwert, also der auf dem
Papier des Kontoauszugs stehende Wert.

Aufgabe 2: Realwert und Nominalwert eines Geldbetrages

a) Berechne fiir die kommenden 10 Jahre den Nominalwert und den Realwert eines thesaurierend
(Zinsen werden einbehalten und nicht ausgeschiittet) angelegten Kapitals K, = 2000 € unter der
Bedingung, dass die Inflationsrate bei 3 % und der Zinssatz bei 4 % [3 %, 2 %] liegen. Vergleiche
die Ergebnisse mithilfe des GRT fiir unterschiedliche Zinssatze.

b) Gib an, um welchen Faktor und um welchen Prozentsatz sich der Nominalwert bzw. der Real-
wert unter diesen Bedingungen nach n Jahren vermehrt [vermindert]. Gib einen Term an, mit
dem man den Realwert nach n Jahren aus dem Nominalwert berechnen kann.

c) Beweise: Eine Inflation von 3 % (allgemein p %) wird nicht durch Zinsen in Hohe von 3 % (all-
gemein p %) ausgeglichen. [Tipp: 3. Binomische Formel]

Wichtige neue Funktionen bei Deinem GRT:

e Wertetabellen-Anwendung ( ]ﬂ) mit den Funktion Wertetabelle erstellen (iiber [F5 als
TABLE) und Plotten von Grafen (tiber [F6|bzw. [F5 als GPH-PLT bzw. GPH-CON) aus Werten
in einer Tabelle.

e Mit der Taste [F1| (SELECT) kann eine Funktionsgleichung ein- und ausgeschaltet werden.

e Mit der Tastenkombination (V-Window) gelangt man zur Einstellungsanzeige ftir
das Betrachtungsfenster.

I14



1.4 Wachstumsprozesse

Mit 68.870 km? Fliache ist der Viktoriasee der grofite See in Afrika und nach
dem Kaspischen Meer und dem Oberen See auch der drittgrofite See (und
der zweitgrofite Stifiwassersee) der Erde. Er ist etwa so grofs wie Irland.
Neben anderen Umweltproblemen leidet der See darunter, dass er von *
Wasserhyazinthen tiberwuchert wird. Die tiberwucherte Fldche vergrofiert |
sich ohne Gegenmafsnahmen im Monat auf das Dreifache. Dabei wird ver-
einfachend von jahreszeitlichen Schwankungen abgesehen.

Aufgabe 3: Hyazinthenwachstum

a) Fiille Tabelle 1 aus (1 Monat = 30 Tage). Wéahle eine geeignete Einheit und runde auf ganzzah-
lige Werte (Hilfe: 1 ha = 100 m - 100 m). Stelle die zugehorigen Rechnungen mit den exakten
Ergebnissen im Heft dar.

Tabelle 1

Zeit t

0

% Monat

% Monat

1 Monat

1 % Monate

7 Monate

Flache A (m?)

200

b) Bestimme, wie grofs die tiberwucherte Fldche einen Monat vor Beginn der Messungen war.

c) Fiille Tabelle 2 aus (1 Monat = 30 Tage). Wéahle eine geeignete Einheit und runde auf ganzzah-
lige Werte (Hilfe: 1 ha = 100 m - 100 m). Stelle die zugehorigen Rechnungen mit den exakten
Ergebnissen tibersichtlich im Heft dar.

Zeit t t=0

Flache A (m2)

‘ Tabelle 2 1 Tag 2 Tage 5 Tage 10 Tage | 365 Tage

d) Beschreibe das Wachstum der Fldche, die durch Hyazinthen bedeckt ist, durch eine Exponenti-
alfunktion mit A(t) = 200 - a*, wobei die Zeit t in Monaten zu messen ist. Berechne A(—2,5) und
interpretiere das Ergebnis mit Blick auf die Situation des Viktoriasees.

e) Berechne, wie grofs eine von Hyazinthen bedeckte Fldche sein miisste, die sich binnen eines Jah-
res auf den gesamten See ausweiten wiirde.

f) ,Wenn schon1 % des Viktoriasees mit den Hyazinthen tiberwuchert ist, so dauert es 126 Tage,
bis der See zu gewuchert ist.” Bestitige diese Aussage durch eine Rechnung.

a) Zeichne mit dem GTR den Grafen der Funktion zu f; (x) = 1,2 im Bereich -4 < x < +4. Erstelle
im gleichen Bereich eine Wertetabelle. Gib den Schnittpunkt mit der y-Achse an. Welche y-Werte
treten als Funktionswert von f; auf? Wie verhailt sich der Graf fiir grofSe x-Werte bzw. kleine x-
Werte?

Aufgabe 4: Bedeutung der Parameter a und c bei f(x) = c- a*

b) Zeichne zusitzlich zum Grafen von f; noch den Grafen zu f,(x) = 2X. Ubertrage die Zeichnung
beider Grafen als Skizze in Dein Heft. Welchen Punkt haben beide Grafen gemeinsam? Fiir wel-
che x-Werte ist f; (x) < f,(x)? Ist es denkbar, dass es einen zweiten Schnittpunkt gibt? Begriinde.
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1.4 Wachstumsprozesse

c) Trage in deine Skizze zusétzlich den Grafen zu f3(x) = 3% so ein, wie er deiner Meinung nach in
Bezug auf die beiden anderen verlaufen miisste. Uberpriife deine Vermutung mit dem GTR und
formuliere eine Regelmaifdigkeit.

d) Losche alle Funktionen. Gib dann nacheinander folgende Paare g;(x) und h;(x) ein und zeichne

die Grafen mit Deinem GTR. Schreibe deine Beobachtungen auf. Ubertrage fiir ein Paar die
Zeichnung als Skizze in dein Heft.

g1(x) = 2¥Xund h; (x) = 0,5% g,(x) = 1,5 und h,(x) = (g)x gz(x) = (g)xund h;(x) = 0,75%

Erklidre deine Beobachtungen aus der Kenntnis von Potenzrechenregeln.

Wichtige neue Funktionen bei Deinem GRT:

¢ Grafik-Anwendung (MENU] @) mit der Funktion DRAW (iiber )
e Mit der Taste [F2) (DELETE) kann eine Funktionsgleichung geloscht werden.
e Mit der Tastenkombination SHIFT|[F1| (TRACE) kann man Grafen abtasten (Trace-Funktion).

i

Aufgabe 5: Bestimmung der Parameter a und c bei f(x) = ¢ - a* - Steckbriefaufgaben

Ebenso wie eine Gerade mit einer Funktionsgleichung der Form g(x) = m-x+ b ist auch eine Ex-
ponentialfunktion mit einer Funktionsgleichung der Form f(x) = c-a* durch zwei verschiedene
Punkte auf dem Grafen eindeutig festgelegt.

a) Bestimme der Reihe nach die Parameter a und c einer Exponentialfunktion, deren Graf durch
die beiden gegebenen Punkte P und Q verlauft.

(@1) P (0]3),Q (1]8)

@) P (2]2,7), Q (3]8,1)
@3) P (4]3,7), Q (5,5|10)
@4) P (2,4]3,7),Q (5,119,2)

b) Erkldre, warum eine Exponentialfunktion mit einer Funktionsgleichung der Form f(x) = c-a*
durch Angabe zweier verschiedener Punkte auf dem Grafen eindeutig bestimmt ist.




1.5 Transformationen am Beispiel der Sinusfunktion

1.5 Transformationen am Beispiel der Sinusfunktion*

a) Stelle den Grafen der Sinusfunktion f(x) = sin(x) mit Hilfe des GTR dar. Beschreibe die Eigen-
schaften des Grafen.

Aufgabe 1: Sinusfunktion und Transformation der Sinusfunktion

b) Untersuche mit Hilfe des GTR die Wirkung der Parameter a, b, c und d auf den Verlauf des
Grafen. Setze verschiedene Zahlenwerte fiir den jeweiligen Parameter ein und vergleiche die
erzeugten Funktionsgrafen mit dem Grafen von f(x) = sin(x). Beschreibe die Wirkung des je-
weiligen Parameters auf den Verlauf des Grafen fiir ...

o f,(x) = a-sin(x) (Wirkung des Parameters a)
o fh(x) =sin(b - x) (Wirkung des Parameters b)
o f.(x) = sin(x — c) (Wirkung des Parameters c)
o fy(x) = sin(x) + d (Wirkung von d)

g Aufgabe 2

Ordne begriindend die Grafen I bis III den Funktionsgleichungen zu f, g und h zu und beschreibe
die Transformationen, um von der Sinusfunktion (durchgezogene Linie) zum Grafen der entspre-
chenden (gestrichelten) Funktion zu kommen. [Tipp: Zeichne jeweils die Nulllinie ein.]

f(x) = 2 -sin (% . x) und g(x) = sin (X — g) + 2h(x) = 3 - sin (2 . (x — E)) -1

2
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Aufgabe 3

Gib eine Funktionsgleichung der Form f(x) = a - sin(b - (x — ¢)) +d an, die jeweils folgende Be-
dingungen erfiillt:

a) Der Funktionsgraf ist punktsymmetrisch und die Amplitude betragt 2.
b) Die Funktionswerte liegen im Intervall [-0,5; 0,5] und der Graf ist achsensymmetrisch.
c) Die Nullstellen sind ganzzahlige Vielfache von n und alle Funktionswerte sind < 0.

4 Die Aufgaben orientieren sich an der Aufgabesammlung des QUA-LIS NRW unter http://www.schulent-

(25.06.2016)

wicklung.nrw.de/materialdatenbank/nutzersicht/ materialeintrag.php?matld=4347&marker=Sinus
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1.5 Transformationen am Beispiel der Sinusfunktion

Aufgabe 4
Bestimme die Funktionsgleichungen von f; und f,. [Tipp: Zeichne jeweils die Nulllinie ein.]
\
2
P ~ i ~ _ L =5 - ~
- -~
~ - o) ~ = -F ~ ~ — -
i L
] sin)
L AN A N\ P N P
y ” ~ YA 7y - A AY 4y -~ 75 -
\ LD Bt N A A N B\ DR SN 3N T\ At
o TamTE N NS E N g N NS T S TN
1 [ 4t 1\ 1 1 \ 4 ) ;| P \ /I 4 ‘N 4\ 1
T (- s o - N S —— - r S N
\od ‘\‘ LA N W A O LW \\ lr’ v AP O YO U | O 4 O | O O L W A B 1
\Jl \ \J \ 9 \ ‘\./ f") \ \/ \ \\_.’ \/ \/ \ /
g 2
i
Aufgabe 5

Wihle 2 verschiedenfarbige Arbeitsauftrage und wende sie auf die Sinusfunktion an.

Streckung mit dem Faktor 0,5 in x-Richtung Verschiebung um 2 Einheiten in y-Richtung
Streckung mit dem Faktor 2 aus in y-Richtung | Verschiebung um 2 Einheiten in x-Richtung

Vertausche nun die Reihenfolge der Arbeitsauftridge und vergleiche die dazugehorigen Funktions-
terme. Nimm~ Stellung zur Aussage: , Erst verschieben, dann strecken.”

Aufgabe 6

Die Zeitspanne zwischen Sonnenaufgang und Sonnenuntergang bezeichnet man als astronomische
Sonnenscheindauer. Aufgrund der geneigten Erdachse verdndert sich diese im Jahresverlauf (Mo-
dellannahme: 12 Monate mit jeweils 30 Tagen). Sie liegt in unseren Breitengraden zwischen ca. 8
und 16 Stunden. Der zeitliche Verlauf der Sonnenscheindauer kann durch folgende Funktion f mo-
delliert werden (x in Monaten, x = 0 bedeutet der 21.12. eines Jahres, f(x) wird in h angegeben):

f(x) =4,2-sin<i—1zt-(x—3)>+12

Ferner werden in einem Jahr folgende Zeiten fiir die Sonnenscheindauer gemessen.

Datum 21.6. | 21.7. | 21.8. | 21.9. |21.10.|21.11.|21.12.| 21.1. | 21.2. | 21.3. | 21.4. | 21.5.
Dauerinh | 16,2 | 154 | 13,8 | 12,0 | 10,2 | 8,6 7,8 87 |1 103 | 12,2 | 13,9 | 154

a) Berechne mithilfe der Funktion f die Sonnenscheindauer am 21.7. eines Jahres und bestimme
die prozentuale Abweichung zum gemessenen Tabellenwert.

b) Erstelle mit der GRT eine Wertetabelle und notiere, fiir welche Monate der berechnete Wert mit
dem tatsdchlichen Wert gut tibereinstimmt.

c) Die Funktion f hat die Form f(x) = a - sin(b c(x— c)) + d mit den entsprechenden Parametern a,
b, c und d. Gib die Parameter a, b, c und d an. Beschreibe, welche Transformationen notwendig
sind, um vom Grafen der Sinusfunktion g mit g(x) = sin(x) zum Grafen von f zu gelangen.

d) Analysiere die Modellfunktion f, indem Du die Parameter a, b, c und d im Hinblick auf ihre

Bedeutung fiir die Sonnenscheindauer interpretierst.
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1.5 Transformationen am Beispiel der Sinusfunktion

Aufgabe 75

Auf einem Jahrmarkt befindet sich ein grofies Riesenrad. Der Einstieg ist 10 Meter tiber dem Boden,
der Aufsendurchmesser des Rades betrdgt 40 Metern. Fiir eine komplette Umdrehung benétigt es
120 Sekunden. Die Funktion h beschreibt die Hohe h(t) einer Gondel tiber dem Boden in Abhingig-
keit von der Zeit t [h(t) in Metern und t in Metern pro Sekunde].

50 -

30 +

20 4

-10 4

a) Betrachte die GeoGebra-Animation zur Modellierung der Hohenfunktion h www.geo-
gebra.org/de/upload/index.php?action=downloadfile&filename=Riesenrad.geb&direc-
tory=ggb dateien/MatheSchmidt&PHPSESSID=bd9%753c7ef56daae939b905a79995a7

b) Begriinde, dass die Funktion h mit h(t) = 20 - sin (1277; (x— 30)) + 30 die Modellfunktion fiir

die Hohe einer Gondel iiber dem Einstiegsniveau darstellt.
c) Zeichne mit Hilfe des GTR den Grafen von h fiir eine Umdrehung des Riesenrads.

d) Gib den Funktionsterm h(t) an, wenn die Fahrt des Riesenrads

(i) 240 Sekunden dauert.
(i) von einer Webcam auf Schulterhéhe (1 m unter dem Punkt A) gefilmt wird.
(iii) auf einem Riesenrad von 100 m Durchmesser stattfindet.

e) Ermittle, wie lange sich jede Gondel wihrend einer Fahrt mehr als 30 m tiber dem Einstiegsni-
veau befindet.

— Arbeitsblatt: Ubersicht zur Transformation der Sinusfunktion

5 fakultativ als Schiilervortrag. Idee und Abbildungen sowie GeoGebra-Applet von http://medienviel-
falt.zum.de/wiki/Trigonometrische Funktionen 2/Anwendungen 2 (25.06.2016)
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1.5 Transformationen am Beispiel der Sinusfunktion

Wie entsteht der Graf der Sinusfunktion? Welche w1cht1gen Elgenschaften hat der Graf der Sinusfunktion?

Y
= S| Rad* GTR rechnet im Bogenmaﬁ
z 1
1 B *.
- < . © Deg*: GTR rechnet im Winkelmaf3 Nullstellen: k- 7 mitk € Z (...
J/ 2 m— 0;3 - \ Maximum: 1
<o) X LA1Y N £ Maximumstelle:
\ - A TN 37 A2T Minimum: -1
\ 0.5 N
\\ -~ My (o] T \\ 1 //
X 7 G=22:5 0° 180 " g 360 .
—— i Amplitude: 1
— 270
IyJ * SETLLIR) 1and-Anele kanmn-das-MafR.-eincectellt-iverden
NUJ (SET UP) und Angle kann das Maf eingestellt w erder

Eigenschaften der Sinusfunktion:

,—,0,m, 2™, ...)

§+ 2k - T mitk € Z
Minimumstelle: 3711 +2k-mtmitk € Z

Periodenldnge: 2m (oder im Winkelmafs 360°)

Wie wird der Graf der Sinusfunktion sin(x) durch einfache Transformationen verandert?

Transformation Streckung in y-Richtung Streckung in x-Richtung Verschiebung rechts - links | Verschiebung oben - unten
Parameter Amplitude a b (= m) c d (Nulllinie)
Funktionsgleichung f(x) =a - sin(x) f(x) =sin(b - x) f(x) = sin(x - ¢) f(x) =sin(x) +d
) A 2l -
l’ - /-' " N \f /, i ‘11 —/
# i / “‘A i i
<=7 3 AT _71 '
Beispiele — o T ok ‘
P £,() = sin(0,5 ) f09 = sin(x - 3) 2
-3 A 1
2n = si (==
£,(x) = 3 -sin(x) f,(x) = sin (? : X) = sin(2 - x) f2(x) = sin <X ( 4)> f,(x) =sin(x) + 1,5
T .
f,(x) = 0,5 -sin(x) f,(x) = sin(x + Z) f,(x) = sin(x) — 2
Insgesamt f(x)=a - sin(b - (x-c))+d




1.6 Kontrollaufgaben

1.6 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster Teil I (Hilfsmittelfreier Teil)

g

i

cHE

2] .3

Ich kann ... S| EB| ¢

= | S| S| B

o. _,f:" g B -

S| 2|l el | g

2 k7 N =) 7
einen Funktionswert an einer bestimmten Stelle berechnen. la
Nullstellen einer quadratischen Funktion berechnen. la
aus der allgemeinen Parabelform die Scheitelpunktform ermitteln. 1b
die Nullstellen einer Parabelschar bestimmen. 1c
die Schar von Nullstellen zur Aussage zur Lage einer Parabel nutzen. 1c
durch Eigenschaften von Grafen Potenzfunktionen zuordnen. 2a
anhand eines Grafen eine Geradengleichung bestimmen. 2b
anhand eines Grafen eine Parabelgleichung bestimmen. 2b
anhand eines Grafen eine Gleichung der Form y = c-ax bestimmen. 2b
Grafen transformierter Sinusfunktionen einer Gleichung zuordnen. 3a
fiir Grafen transformierter Funktionen eine Gleichung bestimmen. 3b

Kompetenzraster Teil II (mit GTR)
)

Yol

ciEE

2} .3

Ich kann ... S| 5| 2

5| 2| £ E

. 'g g | = —

o |<g| 3| 2| =

2 | @R8] 8%

anhand einer Wertetabelle erkennen, ob es sich um lineares oder expo-

nentielles Wachstum handelt. 4a
die Funktionsgleichung fiir ein lineares Wachstum begriinden. 4a
die Funktionsgleichung fiir ein exponentielles Wachstum begriinden. 4a
den Funktionswert an einer bestimmten Stelle berechnen. 4a
Grafen von Funktionen unter Nutzung eines geeigneten Darstellungsbe- Léb
reichs mit dem GTR zeichnen. 53
ein Schnittpunkts-Problem mit dem GTR losen. 4c
das Ergebnis eines Schnittpunkts-Problems im Sachkontext deuten. 4c
die Parameter einer allgemeinen Form der Sinusfunktion in einer An- 54

wendungssituation deuten.
die Extremstelle einer transformierten Sinusfunktion bestimmen. 5b
ein Sachproblem im Bereich der transformierten Sinusfunktion mithilfe
von Symmetrieiiberlegungen 16sen.

Verdnderungen innerhalb eines Funktionsterms zu einer transformier-
ten Sinusfunktion situationsangemessen deuten.




1.6 Kontrollaufgaben

Teil I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1

Gegeben ist die Parabel mit der Gleichung f(x) = x> — 8x + 12. Der Graf ist l

rechts dargestellt. —2 /

a) Berechne f(4) und die Schnittstellen der Parabel mit der x- und y-Achse. _—

b) Ermittle die Koordinaten des Scheitelpunktes und gib die Scheitelpunktform e /
der Parabel an. \ /

c) Gegeben ist eine zweite Funktion mit f,(x) = x2 — 8x + a, wobei a eine belie- — 5
bige aber feste Zahl sein darf. Fiir a = 12 erhdlt man beispielsweise die obige \ /
Funktion f. ae \/5 10
Untersuche, fiir welche Werte fiir a die Funktion f, keine Nullstellen hat. .

Aufgabe 2

a) Gib an, welcher der folgenden Grafen A bis D zu welcher Funktionsgleichung f1(x) bis f(x) ge-
hort: f;(x) = 0,5 x*, f,(x) = %'X3, f3(x) = x3, f,(x) = 0,5 - x°. Begriinde Deine Entscheidung je-

weils unter Angabe von 2 Argumenten.

H I /
3 7 l'
b) Gib Funktionsgleichungen zu den Grafen I bis V an. AV ot v
] |
B¢ Tl
1 1 173 "rL-»-
A 4/
\ 37 ==k
I
05 * 2’
-, A
el 0 prdl o
15 -1 .08 [0 15 L o] N 0
D 432101 2 3 45
AL —0s 11
-2 m
" r l‘
r’. _1 ‘I'

Aufgabe 3

a) Die Sinusfunktion (durchgezogene Kurve) wurde transformiert, so dass der gestrichelte Graf
entstanden ist. Gib durch Ankreuzen an, welche Funktionsgleichung dem gestrichelten Grafen
entspricht.

Pl R PN Pt nE U g(x) =sin(x—2) —1
" h ’ ~ ’ \\

’ > 1 1P piae > g =sin(x+2)-1
y \“'.\’, 0 4 JRe /

8 76 5 -4 3.2 101 2 3W 7 Mgl =sin(x—2)+1

1 ‘ | | i O g(x) =sin(x+2) +1

b) Gib die Funktionsgleichung h(x) einer Funktion h an, dessen Graf entsteht, wenn man den Gra-
fen der Funktion f mit f(x) = 0,5 - sin(x + 1) + 2 zun&chst um den Faktor 2 in y-Richtung streckt,
dann um 1 Einheit nach rechts und schliefflich um 2 Einheiten nach unten verschiebt.
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Teil II: Aufgaben unter Nutzung des GTR

Aufgabe 4 (lineares und exponentielles Zinswachstum)

Von seiner Bank bekommt Herr Krause zwei Angebote. Dabei hat er sich nur die ersten fiinf Werte
notiert. Zu Hause tiberlegt er, wie die Modelle genau aussahen. Den ersten Wert (0 Jahre) hat Herr
Krause leider vergessen. Danach gibt es einen bestimmten Zuwachs. Fiir die ersten fiinf Jahre hat
Herr Krause folgende Tabelle notiert:

Jahre | Modell 1 | Modell 2
0

1 945 960

2 992,25 1020

3 1041,87 | 1080

4 1093,96 | 1140

5 1148,65 | 1200

a) Begriinde, dass Modell 1 durch die Funktionsgleichung f mit f(x) = 900 - 1,05* und Modell 2
durch g mit g(x) = 900 + 60x beschrieben werden kann. Gib an, wie hoch der Zinssatz der Bank
bei Modell 1 ist. Berechne, wie viel Geld Herr Krause jeweils nach 10 Jahren hitte sowie zum
Zeitpunkt x = 0.

b) Zeichne die Grafen zu beiden Funktionen mit dem GRT. Beschreibe Deine Vorgehensweise un-
ter Berticksichtigung des Darstellungsbereiches. Skizziere die Grafen auch in Deinem Heft.

c) Untersuche mithilfe des GRT, in welchem Punkt sich beide Grafen schneiden. Beschreibe, wie
Du dabei vorgehst. Gib die Bedeutung des Schnittpunktes in der obigen Situation an.

Aufgabe 5

Ein Triathlet andert wahrend seines vorbereitenden Trainings fiir die Weltmeisterschaft anndhernd

periodisch seine Geschwindigkeit v beim Schwimmen. Es ist v(t) = 0,5 - sin (1271:) . t) + 1,5 [t: Zeit

in s, v(t): Geschwindigkeit in ms-]6

a) Skizziere mit Hilfe des GTR den Grafen von v(t). Interpretiere seinen Verlauf im Sachzusam-
menhang.

b) Ermittle rechnerisch den Zeitpunkt, zu dem der Triathlet zum ersten Mal seine maximale Ge-
schwindigkeit erreicht.

c) Berechne die Strecke, die der Schwimmer in 2 Minuten zurticklegt. [Tipp: Symmetrie des Grafen
beziiglich der Nulllinie ausnutzen.]

d) Erldutere Verdnderungen im Trainingsprogramm, wenn die Geschwindigkeit mit folgender

Funktion h mit h(t) = sin (z—g . t) + 2 — 0,002 - t beschrieben wird. Erstelle dazu den Graf in das

gleiche Koordinatensystem wie in a).

® Rechne im Bogenmaf RAD, Einstellung iiber SHIFT| und [SET UP|
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1.7 Losungen

1.2 Potenzfunktionen

Aufgabe 1
X -1,5 [ -1,25( -1 |-0,75] -0,5 | -0,25 0 025 05 | 0,75 1 1,25 | 1,5
fix) | -1,5 | -1,3 -1 -08 | 05| -0,3 0 0,3 0,5 0,8 1 1,3 1,5
f2(x) | -3,4 -2 -1 -04 | -01 | -0,0.. 0 00..| 01 04 1 2 3,4
f3(x) | -7,6 | -3,1 -1 -0,2 | -0,0.. | -0,0.. 0 0,0..|00..| 02 1 3,1 7,6
X 1,5 (-1,25( -1 | -0,75] -0,5 | -0,25 0 025 05 | 0,75 1 1,25 | 1,5
fax) | 2,3 1,6 1 0,6 0,3 0,1 0 0,1 0,3 0,6 1 1,6 2,3
fs(x) | 5,1 2,4 1 0,3 01 | 0,0.. 0 00..| 01 0,3 1 2,4 51
fo(x) [ 11,4 | 38 | 1 | 02 [00.|00.| 0 |[00.[00.| 02| 1 | 38 |114
A \ \ \ A /
Y>3 y .
6 4 2
X x4 [ x
MY \ : /
Ill X \ /
’ T
) VL
EREAN /
X
d L /
\ /

)

ﬁ
A\
\ Aa¥

2 | 15| -1 |05 |-025|-0125
f() | -4 | -1,7 | 05 | -01 |-0,0..| -0,0..
fs(x) | 4 | 1,7 | 05 | 01 | 00..| 00.
x| 4 | 1,3 |025]00.]00.]| 00.
f0x) | -4 | -1,3 |-0,25 | -0,0.. | -0,0.. | -0,0..

0125 | 025 | 05 1 1,5 2
00.. | 00.| 01 | 05 | 1,7 4
-0,0.. |-0,0..| -01 | -05 | -1,7 | -4
00.. | 00..]00..|025| 1,3 4
-0,0.. {-0,0..|-0,0..|-025| -1,3 | 4

o || |Oo | O
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Y y

3_R0,25'x4/

\ ol
\ Aol

Aufgabe 3 | ; A II [
. 1 2 Y " 3
1: f,(x) =0,2-x \ . 4 i Il 3
e Exponent gerade ' R {
e f,(1)=02) | .', 34 : [, _.
2: f3 (X) = X4 \ :-_ :: "’/ *
e Exponent gerade L ) iy £
e f5(1,2)=2,0736 \ ' 1y / £
e f5(1,2) =1,210>6) L] -:// :"
3 £() = 05 N | s X
e Exponent ungerade v petie 4 >
° f6(2) — 4) '3 _i."" ']/ O 1 2 3
4 f _ 3 | :-‘. / -1
T f,(x) = 0,1-x S
e Exponent ungerade & ” ,
e f,(1)=0,1 3 y -
4 3
i !
Aufgabe 4 (Aufgabe 6)

a) Die Aussage trifft nur zu firn=1,daf(0,5) =a-0,5"=05-a< 05"=05<n=1.

b) Die Aussage trifft nur zu, falls a > 0 ist, da nur in diesem Falle die entsprechende Funktion mo-
noton fallend ist.

c) Diese Aussage stimmt nur fiir jede beliebige Zahl x, wenn a > 0 und der Exponent n ungerade
ist. Hier ist der Graf durchweg ansteigend. Im Falle a < 0 und ,n ist ungerade” ist die Aussage
nie giiltig, da der Graf durchweg monoton fallend ist. Im Falle ,n ist gerade” gilt die Aussage
fiir a > 0 (Parabel nach oben geoffnet) nur fiir x > -0,5. Bei negativem a und geradem n (Parabel
ist nach unten geoffnet) gilt die Aussage nur fiir alle x <-0,5.

I -
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d) Fir-1<a<-0,5ist der Graf von f im Vergleich zum Grafen von g gestaucht. Nur wenn a kleiner
-1 ist, trifft die Aussage zu.

Aufgabe 5
Wegen {(-1) = -0,25 und £f(4) = -64 muss die y-Achse tiber V-WIN von -64 bis 0 dargestellt werden:
[E|[S] Hath Rad|Form1) E E
Grafikfunkt. :Y= Betrachtungsfenster 0
Y1E-0.25xx" [—3 Xmin -1
max 4 =
o3 %10, 01322751
. _ ) :0. ]
¥‘5‘: E_§ Ymin :-64 =
: — |l max 0 -
¥o VWi S it iz s v wjsaui
Wegen g(-1) = -50 und g(4) = 819200 muss die y-Achse von -50 bis 819200 dargestellt werden:
E] g B
Grafikfunkt.:Y= Betrachtungsfenster v
Y1=—0.2><x4 [—1 Xmin :211
_ max . £00000)
Y2ESOXx [ ] Sc%le:(]j 01322751 500000
. _ o : . 400000
¥5: (=1 | |dming i 50 e
ve . 1 max :819200 10000
%
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1.3 Wurzelfunktion und Potenzen mit rationalen Exponenten

1a) Durch Spiegelung des rechten Astes der Normalparabel an der Winkelhalbierenden zu w(x) = x
entsteht der Graf der quadratischen Wurzelfunktion. Wiirde auch der zweite Ast gespiegelt werden,
wire die nach rechts getffnete Normalparabel kein Graf einer Funktion, da zu einem x-Wert (z. B.
x =1) zwei y-Werte existieren (y =1 und y = -1).

b) f(x) =2 a9 = Vx
Definitionsbereich D alle reellen Zahlen R x>0: R>°
Wertebereich W x>0: R0 x>0: R>°

Dy = W¢ und D¢, = Wy / x und y-Wert sind vertauscht
y= Vx

— g2 — y2
C) y=x x und y—Wert vertauschen X=Yy nach y auflésen
2a) Durch Spiegelung Parabel zu g(x) = x* an der Winkelhalbierenden zu w(x) = x entsteht der Graf
der kubischen Wurzelfunktion. Der gespiegelte Graf ist Graf einer Funktion. Allerdings betrachten

wir erneut nur den rechten Ast, da aus Griinden der Einheitlichkeit die Zahl unter jeder Wurzel
nicht negativ sein darf.

b) g() =X k() = V&
Definitionsbereich D alle reellen Zahlen: R alle reellen Zahlen: R
Wertebereich W alle reellen Zahlen: R alle reellen Zahlen: R

Dy = W¢ und D¢ = W, / x und y-Wert sind vertauscht
oy=x3 x=y3 —>y= 3k

x und y—Wert vertauschen y nach y auflésen

Aufgabe 3

Fiille mithilfe Deines Taschenrechners die folgende Tabelle aus.

+1 R
1 1 1
-2 + % +2 +2 +2 + %
. 1 1 3 5
Zeit (h) 24— 0 4 1 —_> 3 -— 4 1 —» 3 2
Anteil 4 «— 1 —+—>»=084 +—»~0,71 +>»~059 +—>» 05 —» =042 0,25

1 1 1
:0,520der-0,5"2 -x=05+ .x=05+ -x=05+ -x=05+ -x=0,5+

.x*=0,5

Wie lisst sich der Anteil nach einem Bruchteil einer Stunde - z. B. nach i Stunde - mithilfe des
Faktors 0,5 berechnen?

Ist x der Anteil der Bakterien nach % Stunde, dann muss man nach einer Stunde - d. h. 4 - i Stunde -
den Anteil 0,5 erhalten. Es gilt: x - x - x - x = x* = 0, 5. Als Losung der Gleichung x* = 0, 5 definieren
wir x := 0,5% = 1/0,5. Der Taschenrechner liefert uns 0, 5% =1/0,5 ~ 0,84. Also: 0,5 ist der Anteil
nach einer Stunde, 0,5% der Anteil nach zwei Stunden und O,Si der Anteil der Bakterien nach %
Stunde.

E
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Wie lisst sich der Anteil nach ; Stunden mithilfe des Faktors 0,5 berechnen?
. 5 1\5 5
Hier schreibt man entsprechend (,/ 0,5) = (0, 54) =0,51~ 0,42

Wie ldsst sich der Anteil der Bakterien 2 Stunden vor Beobachtungsbeginn mithilfe des Faktors
0,5 berechnen?

Fiir den Anteil 2 Stunden vor Beobachtungsbeginn schreiben wir 0, 572. Diese Zahl erhilt man, in-

dem man 1 = 100 % durch 0,52 (Anteil nach zwei Stunden) dividiert. Also: 0,572 = L—4=

T 052
400 %.
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1.4 Wachstumsprozesse

Einfithrungsbeispiel

a)

b)

d)

8,84 €
8,50 €
Der Mindestlohn wird um 4 % erhéht, wie auch die Tarifléhne.

=1,04 bzw. + 4 %

20,81 €-0,04=0,83€

Der Durchschnittslohn steigt um 83 Cent.

Er steigt um mehr als das Doppelte im Vergleich zu der 34-Cent-Zunahme beim
Mindestlohn.

Die gleiche prozentuale Erhdhung vergréRert die Ungleichheiten (die Absténde)
der Léhne.

20,81€-1,04"=30,80 €

8,50€-1,04"°=~ 12,58 €

Vergleich: Der Durchschnittslohn steigt von 20,81 € auf 30,80 €, also um 9,99 €,
der Mindestlohn von 8,50 € auf 12,58 €, alsoum 4,08 €.

Bewertung: Da der Durchschnittslohn um mehr als das Doppelte steigt im Ver-
gleich um Mindestlohn, wird die Zielsetzung "Verringerung der Lohnungleich-
heit" grob verfehlt.

8,50 - 1,04 =20,81

1.04% = 2081
8,50
1,04 =245

Probieren ergibt 1,04%% = 2,40 und 1,04% = 2 46.

Nach rund 23 Lohnerhdhungen liegt der Mindestlohn in etwa auf der Hohe des
aktuellen Mindestlohnes.

20,81-1,04*°=5129€

Dann liegt der Durchschnittslohn bei etwa 51,29 €, also 30,48 € héher.

e) I: Mindest- und Durchschnittslohn bei 4 % Lohnsteigerung.

160

140

120

100

80 1

60

40

20 1

77 rrrrrrrr 1
0 10 20 30 40 50 60

x-Achse: Zahl der Lohnerhéhungen um 4 %; y-Achse: Lohne in €
Durchschnittslohn Lp(x) = 20,81 - 1,04*

Mindestlohn Ly(x) = 8,50 - 1,04"

Differenz: D\(x) = (20,81 - 8,50) - 1,04*

Senkrechte Striche: Differenz fur x = 10; 23; 50
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f) II: Prozentuale Erhchung plus 50 % der Differenz

180

160

140

120

100

80

60

40+

20+

0

x-Achse: Zahl der Lohnerhéhungen; y-Achse: Léhne in €
Durchschnittslohn Lp(x) = 20,81 - 1,04*
Mindestlohn Ly(x) = 8,50 - 1,04* + 0,5 - (20,81 - 8,50) - 1,04"

0

10

20

40

Differenz: Dy (x) = 20,81 - 1,04*-[8,50 - 1,04* + 0,5 - (20,81 - 8,50) - 1,04%]
=6,155 - 1,04*
Senkrechte Striche: Differenz bei x = 10; 23; 50
Die Unterschiede zwischen Mindest- und Durchschnittslohn nehmen weiterhin
zu, aber deutlich geringer als bei blof} prozentualer Steigerung.

1) Man erhilt die Funktionsgleichungen K, = 5000 - 1,05" (Konstantin), K;, = 5000 - (1 + 0,05 - n)
(Julia) und K, = 4500 - 1,05" (Peter). Man erhalt folgende Wertetabelle (sinnvoll runden!):

Jahre | Kapital (K) Kapital (J) Kapital (P)
0 5000 5000 4500

1 5250 5250 4725

2 5512,50 5500 4961,20
3 5788,13 5750 5209,31
4 6077,53 6000 5469,78
5 6381,41 6250 5743,27
6 6700,48 6500 6030,43
7 7035,50 6750 6331,95
8 7387,28 7000 6648,50
9 7756,64 7250 6980,98
10 8144,47 7500 7330,03
11 8551,70 7750 7696,53
12 8979,28 8000 8081,35
13 9428,25 8250 8485,42
14 9899,66 8500 8909,69
15 10394,64 8750 9355,18
16 10914,37 9000 9822,94
17 11460,09 9250 10314,08
18 12033,10 9500 10829,79

E! [EXE]l:Koordinaten anzeigen

g,e:sooox(uo.osxx)/

.~ SCHNITTPUNKT
¥=11.41346689 , ¥=7853,366746 , X

2]

X Y1 ¥2

{m 5000 5000 ]

1 5250 5250
2 bb612.5 5600
3 b788.1 5750

0
FORMULA) [PENA13 IEWITIP[ EDIT J(GPH-CON][GPH-PLT

Man erkennt, dass Peters Sparplan trotz des kleineren Startkapitals schon nach 12 Jahren zu einem
hoheren Kapital fiihrt (vgl. Abb. rechts). Die angesparten Summen sind in der letzten Zeile ablesbar.

2) a) Den Nominalwert erhélt man tiber die bekannte Zinsformel:

I30
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K, (nominal) = 2000 - 1,04".

Beim Realwert wird zusitzlich noch die Inflationsrate berticksichtigt. Es findet eine Entwertung des
Nominalwertes um die Inflationsrate von 3 % statt. Daher gilt dort:

K, (real) = K,(nominal) - 0,97™ = 2000 - 1,04™ - 0,97".

So erhdlt man wie im ersten Beispiel folgende Wertetabelle (sinnvoll runden!):

Jahre | Kapital (nominal) Kapital (real) &

0 2000 2000

1 2080 2017,6 X va ¥o LA
2 2163,20 203535 B coo0 2000 2000
T L, e 1ee2
4 2339,72 2071,33 3 2249.7 20b3.2 19984.6
5 2433,31 2089,56 0
6 2530,64 2107,95 FORMULA) (ENA3 IGRITIP EDIT )[GPH-CON)(GPH-PLT)
7 2631,86 2126,50 -
8 273714 214521

9 2846,62 2164,09

10 2960,49 2183,14

Man erkennt an der Tabelle, dass der Realwert immer {iber dem Startwert liegt, allerdings nur sehr
langsam ansteigt. Ware der Zinssatz bei 3 % (Y6) oder 2 % wire der Realwert unter 2000 € und
wiirde langsam abnehmen (vgl. Tabelle rechts).

2b) Der Nominalwert vermehrt sich in n Jahren um den Faktor 1,04". Der Prozentsatz, um den das
Kapital nach n Jahren gestiegen ist, betragt 1,04 — 1. Im obigen Falle von n = 10 wire dies 1,04!° —
1 =~ 48 %. Der Realwert steigt um 1,04" - 0,97" = (1,04 - 0,97)" = 1,0088". Fiir den obigen Fall be-
tragt die prozentuale Steigerung bei einer Inflationsrate von 3 % und einem jdhrlichen Zinssatz von
4 % real 1,0088° — 1 ~ 9,2 %. K(real) = K,(nominal) - 0,97" (siche Aufgabe 2a)

2c) Wegen 1,03-0,97 = 0,9991 < 1 kann die Inflationsrate von 3 % nicht durch einen jahrlichen
Zinssatz von 3 % ausgeglichen werden. Allgemein gilt nach der dritten binomischen For-
mel (1+p%) - (1 —p%) =12 — (p%)? < 1.

3a) Zeit t 0 % Monat % Monat | 1 Monat | 1 % Monate 7 Monate

200- 3" | Fliche A (m2) | 200 | 288,45 346,41 600 1039,23 437400

3b) A(~1) = 200- 37! ~ 66,67

3¢) Zeit t t=0 1 Tag 2 Tage 5 Tage 10 Tage 365 Tage

L

200 - 330 | Flache A (m?) | 200 207,46 215,20 240,19 288,45 | 127645427,3

3d) A(—2,5) = 2003725 ~ 12,83 beschreibt die bedeckte Fliche zweieinhalb Monate vor Messbe-
ginn.

3e) Ansatz: A(t) = c- 3" (Startwert c ist gesucht) und A(12) = 68870000000 (nach 12 Monaten ist der
See bedeckt) ergibt c-312 = 68870000000 & ¢ = 22279209990 & 179591 m? Die Fliche miisste
12,9591 ha betragen und entspricht etwa 26 Fufiballfeldern.

312
I -
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126
3f) Da 330 = 100,90 > 100 ist, vergrofert sich die Ausgangsfldche in 126 Tagen um mehr als das
Hundertfache, d. h. ist zu Beginn 1 % der Ausgangsflidche bedeckt, so wird nach 126 Tagen der ge-
samten See bedeckt sein.

4a) Zum Zeichnen des Funktionsgrafen zu f; (x) = 1,2* im Bereich -4 < x < +4 (iiber ) sollten
nach Eingabe der Funktionsgleichung zuerst die y-Werte der Rénder untersucht werden, um den
Betrachtungsbereich festzulegen. Wegen f; (—4) = 1,27* ~ 0,48 und f; (4) = 1,2* = 2,07 kann der zu
betrachtende Bereich, (Betrachtungsfenster tiber ) z. B. wie nachfolgend beschrieben,

gewdhlt werden. 5
Betrachtungsfenster

max :4

scale:1

dot :0.02116402
Ymin :0

max

: 3
INITIAL) [ TRIG ] STARDRD) MR AL

Nach @ (entspricht der Zeichen Funktion DRAW) wird der Graf in dem entsprechenden Be-
reich gezeichnet (vgl. Abb. unten links). Der Schnittpunkt mit der y-Achse kann z. B. mit der
TRACE-Funktion ( ) durch Abtasten des Grafen erreicht werden. Man erkennt aber auch
durch Rechnung, dass f;(0) = 1,2° = 1. Es treten in dem betrachteten Bereich nur positive y-Werte
auf. Durch Verindern des Betrachtungsbereichs z. B. mit der ZOOM-Funktion (SHIFT|[F2[OUT|[EN-
) lasst sich x- und y-Bereich vergrofiern (OUT) bzw. verkleinern (IN). Man erkennt, dass der
Graf stets tiber der x-Achse liegt und fiir grofie x gegen Unendlich strebt (vgl. Abb. 2. v. 1i.).

4b) und 4c) Die beiden Grafen haben wegen f; (0) = 1,2° = 1 = 2° = £,(0) den Punkt (0/1) gemein-
sam. Fiir x > 0 liegt der Graf von £, {iber dem von f;, (klar, da 2* fiir grofie x schneller wichst als 1,2%)
fiir x < 0 genau umgekehrt. Weitere Schnittpunkte kann es nicht geben wegen f; (x) = f,(x)

X X
12X=ol 1o (%) =1& 0,6 =1 x = 0. Der Graf von f; ist unten gemeinsam mit de-
nen von f; und f; angegeben (Abb. 2. v.r.).

2x

d) Man erkennt, dass der Graf der zweiten Funktion immer der an der y-Achse gespiegelte Graf der

X
ersten Funktion ist. Dies gilt, da z. B. g;(x) = 2* und h;(x) = 0,5* = G) = (2 H*=27% Also

gilth; (—x) = g;(x), was gleichbedeutend ist mit der Achsensymmetrie der beiden Grafen (Abb.
rechts).

E [EXEl:Koordinaten anzeigen El [EXEl:Koordinaten anzeigen [Math][Rad]
Y7=1.2"(x) ¥ Y7=1.2"(x) ¥y

[E]

fo \
t0.1) fl \_E

OL 0
X=0 =1

]
— B

X
5al) f(x) = c-a*, f(0) =3 und f(1) = 8ergibtc=3undc-a’ =8 e a= g, also gilt: f(x) = 3 - (g)
a2) f(x) =c-a* f(2) =27 und f(3) =8,1 ergibt cra? =27 undc-a*=8lea= cal _81_ 3,

ca2 2,7
alsoc-32=27 & c= % = 0,3. Daher gilt: f(x) = 0,3 - 3%,
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.55
a3) f(x) = c-a*, f(4) = 3,7 und f(5,5) = 10 ergibt c-a* = 3,7 und c-a>° = 8,1 & al® = Cca7 = % -
2 2 4 ’
% Sa= (%)3 ~ 1,94, also erhilt man durch Einsetzen c - ((¥)3> =3,7 @ c = 0,26. Also gilt:

f(x) ~ 0,26 - 1,94%,

.q5,1
ad) f(x) = c-a*, f(2,4) =3,7 und f(5,1) = 9,2 ergibt c-a** =3,7 undc-a>! =9,2 & a?” = zzﬁ -
1 1\ 24
2=2oa= (2)2'7 ~ 1,40, alsoc- <(2)2’7> = 3,7 © c = 1,65. Nun gilt also: f(x) ~ 1,65 - 1,40%.
3,7 37 37 37

5b) Man benétigt zwei Bedingungen, um die Parameter c (Startwert) und a (Wachstumsfaktor) zu
bestimmen.
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1.5 Transformationen am Beispiel der Sinusfunktion

2:1: g(x) = sin (x - E) + 2 (Nulllinie bei y = 2; Verschiebung um E nach rechts und 2 nach oben)
II: h(x) = 3 - sin (2 : (x - g)) —1 (Nulllinie bei y = -1; Amplitude a = 3; Verschiebung um g nach
rechts und 1 nach unten; Streckung um Faktor 3 in y- und 2 in x-Richtung)

II: f(x) = 2 - sin G : x) (Streckung um Faktor 2 in y- und 0,5 in x-Richtung)

3a) f(x) = 2 - sin(x) (Graf der Sinusfunktion ist bereits punktsymmetrisch) (Abbildung links)

3b) Idee: Hier wird der Graf der Sinusfunktion um % nach links verschoben, so dass er achsensym-
metrisch wird (man erhilt die cos (x)) und anschliefsend in y-Richtung von der x-Achse aus mit
dem Faktor 0,5 gestreckt. Man erhilt: f(x) = 0,5 - sin(x) . (Abbildung Mitte)

3c¢) Idee: Die Hochpunkte bertihren die x-Achse bei ganzzahligen Vielfachen von . Die restlichen
Funktionswerte sind negativ. Daher betrdgt die Periodenldnge m. Dafiir wird der Graf von sin(x)
also zunéchst in x-Richtung von der y-Achse aus mit dem Faktor 2 gestreckt und dann um E nach
links verschoben, bevor er um eine Einheit nach unten verschoben wird. Man erhilt die Gleichung;:

f(x) = sin (2 (X + E)) — 1 (Abbildung rechts)

B HatRadforn] E MetiRadForl R
1.5HF ¥

3
2:5]
2 0.5
1.5 ! =
3 — | | | | 3
8.5 2 0, 7.853 o 7.8539
X -0/5)
=L % 15.%07 7 0 2%
L a5 -1
& 15
—2:5
-3

-1

-1.5]

4:,(x) = 05-sin(x+5)+2,5 f,(x) = 1,5 - sin(4 - x) —1,5

5: Die Reihenfolge der Transformationen muss beachtet werden. Wiirde man die Sinusfunktion zu-
nédchst um 2 Einheiten in y-Richtung verschieben, erhielte man g(x) = sin(x) + 2. Bei Streckung dieses
Grafen um den Faktor 2 in y-Richtung erhilt man h(x) =2 - g(x) = 2 - sin(x) + 4. Dies ist eine andere
Funktionsgleichung als fiir eine anféangliche Streckung in y-Richtung um den Faktor 2 und anschlie-
lender Verschiebung um 2 Einheiten in y-Richtung. Hier erhielte man h(x) =2 - sin(x) + 2. Vergleich-
bares gilt fiir die Verschiebung um 2 in x-Richtung und die Streckung um 0,5 in x-Richtung. Dagegen
beeinflussen sich , wechselseitige” Streckung in x-Richtung und Verschiebung in y-Richtung und
umgekehrt nicht, da die Anderungen innerhalb des Funktionsterms unabhéngig voneinander sind.

15,637-15,4
15,4

6a) f(7) = 4,2 - sin (i—: (7- 3)) + 12 = 15,637; prozentuale Abweichung: ~ 1,5 %.

6b) Gute Ubereinstimmung bei drei Werten.

Datum |21.6.| 21.7. | 21.8. | 21.9. [21.10.| 21.11. | 21.12. | 21.1. | 21.2. | 21.3. | 214. | 215.
Dauerinh |162| 154 | 138 | 120 | 102 | 86 | 78 | 87 | 103 | 122 | 139 | 154
X 6 | 7 8 9 | 10 | 11 |0(12)| 1(13) | 2(14) | 3(15) | 4(16) | 5(17)
f(x) 16,2 [15,637| 141 | 12 | 99 (83626 7,8 (83626 99 | 12 | 141 (15,637
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Die Tabelle erhilt man zum Beispiel iiber MENU|[7]

B B B
X _¥1 X Y1 D SN & T
0 7.8 4 14.1 8 14.1
1 8.3626 5 15.637 9 12
2 9.9 6 16.2 10 8.9
3 12 0 HE 15.637 IR s.3626
7 11
FORHULA) (W13 WGP EDIT | (GPHECONGPH-PLT) | | (FORMULA (NES MNP [ EDIT ) [GP-Con)(GPA-pLr) | | [FORMULA) (TR IETIP (ED 1T ) [GPH-CON) GPH-PLT

6c)a=42,b= i—:, ¢ =3, d =12. Der Graf der Sinusfunktion wird zunichst mit dem Faktor a = 4,2 in

y-Richtung gestreckt, anschlieffend mit dem Faktor b = i—: in x-Richtung gestaucht, dann um c =3
Einheiten nach links verschoben, bevor um 12 Einheiten nach oben verschoben wird.

6d) Mit der Menufunktion GRAF (MENU] ) konnen durch Verschieben des Betrachtungsfensters
nach oben und Verkleinern (Zoom-Funktion) sowie dem Einsatz der Trace-Funktion folgende Bilder
erzeugt werden.

B [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=4,2xsin (((2nyrl2)x{x-3))+12 Y1=4.2xsin ({({(2ryrol@)x(x-3))+12

: b4
X¥57983986007 OF=16.1998523F"25%

Man erkennt folgende Zusammenhange:
Maximum: .« = 16,2 h
Minimum: y,;, = 7,8 h;

Amplitude (maximaler Ausschlag von der Nulllinie nach oben bzw. unten): a = (Yipax — Ymin) *
2=4,2h;

Senkrechte Verschiebung von der x-Achse aus (Nulllinie): d = (Yiax + Ymin) ¢ 2 = 12 h; Periode:
p = 12 Monate, denn f(x) = f(x + 12)

Streckfaktor b in x-Richtung;: i—: alsob =~ 0,524;

Verschiebung in x-Richtung: Die ndchste Schnittstelle des Grafen mit der Nulllinie, bei der der Graf
ansteigt, liegt bei x = 3, d. h. Verschiebung um c = 3 in positive x-Richtung.

Interpretation von ...

a: Von einer ,mittleren” Sonnenscheindauer von 12 Stunden wird maximal 4,2 Stunden nach oben
bzw. nach unten abgewichen.
b: Die Periodendauer der Sinusfunktion betrdgt 2m, die von f betrdgt 12. Der Umrechnungsfaktor

von 12 nach 2m betrédgtb = 21—: ~ 0,524.

c: Zeitraum vom mittleren Wert 12 (Nulllinie) bis zum Maximalwert bzw. Minimalwert.

d: Verschiebung der Nulllinie nach oben um die , mittlere” Sonnenscheindauer von 12 Stunden.

I -



1.7 Lésungen

7a)
Riesenrad und Sinus 0 ] Situation im
w:,-lo [ Modellierung
A
0 10 20
Riesenrad und Sinus 80 Situation im Koordinatensystem betrachten
(‘: 90° [[] Modellierung mit einer Sinusfunktion

-50 -40 -30 -20 -10 o 10 20 30 40 50 80 70 80 @0 100 110 120 130 140 150

5 http:. ikimedia.org/wikiFile:Prater ri ]

7b) Die Amplitude des neuen Grafen betragt 20 (Meter), die Periodenldnge T ist 120 (Sekunden). Die
Nulllinie liegt bei 30 Metern. Da der Einstieg am unteren Ende des Riesenrades ist, muss die Sinus-
funktion um 30 Sekunden phasenverschoben werden. Umgesetzt in Funktionsterme erhélt man fol-
gende Transformationen:

21 21 21
sin(t) - 20sin(t) -» 20sin (— . t) — 20sin (— . t) + 30 — 20sin 120 (t—30) )+ 30

120 120
7¢)
B [EXE]:Koordinaten anzeig FOYTRUMMSNS .l EE
W 0=20xsin (((2m)1120)x(x-3 '~
¥11=40

SCHN

7
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7d) (i) h(t) = 20 - sin (% (t— 30)) +30;

ii) h(t) = 20 - si am 30 29
(ii) () = -51n<%-(t_ )>+

i) h(O) = 50 - si 2m 30 60
(iii) h(t) = .Sm<m.(t_ )>+

7e)

205111(2_“' (= 30)) t30=40o ZOSin(Z_T[' (t— 30)) =10 sin(z—n- (t— 30)) =0,5
120 120 20

‘:’%'(t—30)=arcsin(0,5)=gund ©x—-30=10=x=40

Nach 40 Sekunden befindet sich die Gondel auf einer Hohe von 40 Metern. Ebenso nach 80 Sekun-
den. Also befindet sich die Gondel von der 40. bis 80. Sekunde mehr als 30 Meter tiber dem Einstieg
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1.6 Kontrollaufgaben
Hilfsmittelfreier Teil

1a)f(4) =42 —-8-4+12=—4;f(0)=12; x* —=8x+12=0 (p=-8,q=12);
2
D:(% —q=u+42=4:x:—givﬁ=4i41=4i2:x=6vX=2

1b) S(4/—4) (x-Wert des Scheitelpunktes ist der Mittelwert der Nullstellen, y-Wert ist f(4))
f(x) = (x — 4)? — 4 (Alternativ: Normalform in Scheitelpunktform umwandeln)

P\ 2
10 f,(x) =x?—8x+a=0(p=-8q=a)D=(5) —q=16-a<0=a>16

2
Flir a > 16 hat f, keine Nullstellen.

2a) f;(x) = 0,5 - x* gehort zu Graf B, f,(x) = %- x3 gehort zu Graf D, f5(x) = x> gehort zu Graf A,
f,(x) = 0,5+ x° gehort zu Graf C. (A und D gehoren zu ungeraden, B und C zu geraden Funktio-
nen, f,(1) = i, f3(1) = 1, der Graf von {; steigt fiir x > 1 schneller an als der fiir fi)

2b) iy =2x—2,Il:y =—0,25x+ 4,1l y = —x3,IV:y = 0,55, V:y = 2: 3*

3a) g(x) = sin(x + 2) + 1, 3b) h(x) = sin (x)

Aufgaben unter Nutzung des GTR

4a) Modell 1: f(x) = 900 - 1,05* (exponentielles Wachstum = Zinseszins; Quotient zweier aufeinan-
derfolgender Kapitalwerte ist konstant 1,05). Den Zinsfaktor a erhélt man durch a = 992,25:945 =
1,05. Daher betrédgt das Startkapital ¢ = 945:1,05 = 900. Der Zinssatz betragt 5 %. Modell 2: g(x) =
900 + 60x (lineares Wachstum; Differenz zweier aufeinanderfolgender Kapitalwerte ist konstant 60)
Hier kommen jedes Jahr 60 Euro dazu. Daher betrug das Kapital zu Beginn 960 - 60 = 900. f(10) =
900 - 1,051 ~ 1466,01; g(10) = 900 + 60 - 10 = 1500. £(0) = g(0) = 900.

4b, ¢)

Beschreibung: Mit der Menufunktion GRAF ( @) und Eingabe der Funktionsgleichungen
konnen die Grafen gezeichnet werden. Dabei muss allerdings vorher das Betrachtungsfenster {iber
V-Window angepasst werden (Abbildung links). Anschlieffend kann der Schnittpunkt tiber die
Trace-Funktion ungefahr abgetastet werden. Genauer geht es mit der G-Solve Funktion. Dort kann
mit dem Befehl INTSECT der Schnittpunkt zweier Grafen berechnet werden. Gibt es mehrere
Schnittpunkt (hier ist (0/900) ein weiterer Schnittpunkt) geleangt man mit der Cursur rechts Taste
zum néchsten Schnittpunkt (vgl. Abb. rechts). Ab etwa 12 Jahren, ist Modell 1 giinstiger, vorher
Modell 2.

B Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
WL=000x1.05"(x)
ac ung sfenster F2=900%00xx | Ll
max :15 . :
scale:1l

dot :0.03968253
Ymin : 800

max 1800 i SCHNIT'?I‘PUNKT
(INITTALJTRIG ] [STANDRD) MY SN X=12,19390828 | ¥=1p31.634497 =

I38



1.7 Lésungen

5a)
B [EXEl:Koordinaten anzeigen E [EXE]:Koordinaten anzeigen
%7=1.5 Wo=-0.002x+2
¥6=0.5xsin (((2n)1120)xx)+1.5
< :’,-\ ) ;-..,,’—"‘\:L
L SCHN;[TTPUNK'I}'{ r SCHN;ITTPUNK'I}'{
R | 1 S £ 10

Der Geschwindigkeitsverlauf wiederholt sich alle 120 Sekunden, da die Periodenldange von f 120
Sekunden betrdgt. Die Geschwindigkeitsschwankung betrdgt 1 Meter pro Sekunde, da die
Amplitude von f 0,5 betragt. Die Nulllinie d betragt 1,5 und gibt bezogen auf die Zeitpunkte 120,
240 Sekunden usw. die Durchschnittgeschwindigkeit an.

5b) Gesucht ist, Stelle, bei der der f(t) maximal (also 2) wird: 0,5-sin (%-t)+ 15=2<

sin(%-t) =1e 2l t="et=30
5¢) Da der Graf zu f achsensymmetrisch zur Nulllinie mit y = 1,5 ist, hat er die ersten Sekunden mit

einer Durchschnittgeschwindigkeit von 1,5 Metern pro Sekunde zuriickgelegt. Daher hat er nach
120 Sekunden 1,5 - 120 Meter = 180 Meter zurtickgelegt.

5d) Das zweite Trainingsprogramm besitz eine grofiere Schwankung zwischen Maximal und Mini-
malgeschwindigkeit (groflere Amplitude). Der Wechsel erfolgt doppelt so oft wie im ersten Pro-
gramm (Streckfaktor b ist doppelt so grofi). Die Ausgangsgeschwindigkeit ist mit 2 Metern pro Se-
kunde hoher. Allerdings nehmen die Maximalgeschwindigkeiten linear ab (Korrekturterm -0,002x).




Lektion 2: Anderungsraten und Ableitung

[E] Ausfihrposition wahlen




2.1 Einfiihrung in die Differenzialrechnung

Lektion 2: Anderungsraten und Ableitung

2.1 Einfiihrung in die Differenzialrechnung

Die Differenzialrechnung beschiiftigt sich mit Anderungen bei funk- L

tionalen Verldufen. Die Begriinder der Differenzialrechnung waren
die beiden Mathematiker Isaac Newton (1642 - 1727) und Gottfried 31

Wilhelm Leibnitz (1646 - 1716). Beide Mathematiker haben unab-

hingig voneinander eigenstindige Formen der Differenzialrech- 2

nung gefunden. Wahrend Newton stiarker den physikalischen Zu- p

sammenhang von Weg-Zeit-Funktion und Geschwindigkeits-Zeit- 1

Funktion im Blick hielt, richtete Leibnitz seinen Fokus auf innerma- 7

A Ko

thematische Betrachtung wie das sogenannte , Tagentenproblem®.

Das Tangentenproblem stellt ein Grundproblem der Differenzial-
rechnung dar, bei dem die Steigung der Tangenten an einen Gra- -
phen einer Funktion f an einer bestimmte Stelle xo bestimmt werden

soll (vgl. Abb. rechts).

Im Folgenden sind zwei Beispiele angegeben, die zum zentralen Begriff der Anderungsrate fiihren.
Im innermathematischen Bezug spricht man von Steigungen (Beispiel 1), bei zeitlichen Verldufen

(Beispiel 1) von Geschwindigkeiten. Kannst Du einige der folgenden Fragen beantworten?

1. Beispiel: Steigung im Gelinde - Hohenprofile”

I Hohef(x)
380 (i m iiber NN

3604
340+
3204
300+
2804
260+
240+
220+
200
180+
160
(Engelskirchen
1204———

100

Schimmelhau

£ (9000|3600

Stiefelhagen |-

Py (4300200}

Unlurkaltﬂnh

£, (2000 130)

£ (12000[305)

P (1275012100

Weg x
£ 0)120) £y (14400[120) (inm)

a) Welche Hohe wird zwischen den Punkten P> und Ps zurtickgelegt?
b) Zwischen welchen Punkten wird die grofite Hohe zurtickgelegt?
c) Wie grof? ist der mittlere Anstieg zwischen Brachen und Schimmelhau?

I ] T T I 1 I
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

d) Zwischen welchen Wegpunkten befindet sich der grofite Anstieg (das grofite Gefélle)?

e) An welcher Stelle ist das Gefille (der Anstieg) am steilsten (stdrksten)?

" Abbildung stammt aus ,, Mathematik 11. Schuljahr”, Cornelsen, (2000)

I41



2.1 Einfihrung in die Differenzialrechnung

Der Sport-Leistungskurs modelliert auf der Basis von Zwischenzeiten den 100-m-Lauf ei-
nes Schiilers mithilfe einer ganzrationalen Funktion dritten Grades. Der Graph ist im Fol-
genden dargestellt.

2. Beispiel: 100m-Sprint

A

y | Laufstrecke in Metern

—100
| /

| 4

| /
I60 /r
0 /

| //

o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 13 14
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ \ \ ‘ ‘ [Zeit in Sekunden

<
>

)
b) Wie grof8 ist die Durchschnittsgeschwindigkeit fiir die gesamte Strecke?
) Wie grof ist die mittlere Geschwindigkeit zwischen der 3. und 5. Sekunde?
d) Welche Geschwindigkeit hat der Liufer nach 4 Sekunden?
e) Wann erreicht der Laufer seine maximale Geschwindigkeit?

a) Welche Leistungsstdrke hat der 100m-Laufer?
C

Losungen:

(uapunsjag £ yoeu) 3st usjs[ials we ydein) op om 410(J (3¢

GOL® (PT @y 9€=w 0l = oo = %A (¢
uxix o€ = % %8 = —uf S;I — [et:ol, (qz (_MYUDS-¥T usuId INJ POTJ) Uapunsag g1 ‘ed (eg

“yoequajTey] I0A zIny 3ansuy I9)SNIE)S ‘Ua3e[9Jong I0A ZINny :J[eJor) sasyIeIs (91

00ct 00€¥—00SS Y€ 000L-0006 8L
0, ‘C ~ = = [*d! d]uI 0, = N=—7 77— = [8d d]]]] ]
WEB'S ~ <~ = sozmorz (PT %TZ =200 = —;=05¢ (o1

W Gp- =W GOg - W 0T (T w0z = w 0gT - w 00g (BT




2.2 Mittlere Anderungsraten

2.2 Mittlere Anderungsraten

Aufgabe 1 (Radtour oder Wanderung?)8

Von Engelskirchen aus mochte eine Gruppe von Schiilern eine Fahrradtour machen. Jedoch hat eine
Schiilerin Bedenken, ob sie nicht zu oft an steilen Stellen absteigen und das Fahrrad schieben muss,
da sie eine ungetibte Radfahrerin ist. Sie wiirde daher lieber wandern. Ihre Mitschiiler planen nun
eine Route, die ihrer Meinung nach trotzdem geeignet ist (siehe Abb. rechts). Auf dieser Route mar-
kieren sie markante Stellen wie Dorfer, Abzweigungen oder Hochpunkte und erstellen aus der to-
pografischen Karte ein ungefdhres Hohenprofil der Strecke (siehe Abb. unten).

§ Hohe f(x)
380 [:Lﬂﬂ'l. uber}J}J]

360
3401
320+
300
280 1
260
240 7
220-
200 -
180+
160

Engelzkinchen ; .
% P 2000] 130y Engelskirchen Weg x

1204 .
P, 0120 Py (14300|1200 (inm)
100 - ] I T T T T T - | T -
2000 4000 G000 8000 10000 12000 14000

P (D000 360)

Po 12000305

P (127501210)

Stiefelhagen

P4 (4300]200)

Unlnri-caltanh

a) Folgende Tabelle kann euch bei der Beantwortung der Aufgaben b) bis e) helfen. Fiille sie aus.

P, P P; P4 Ps Ps P Ps Py
0 2000 | 4300

Entfernung xo vom
Startpunkt Py
Entfernung h zwischen
zwei Nachbarpunkten

Hohe f(xo) tiber NN | 120 | 130 200

2000 | 2300

Hohenunterschied
£(xo + h) - f(x0) 10470
Hohenunterschied
0,5% | 3,04%
Entfernung

b) Gib den groften Hohenunterschied zwischen zwei Stationen an.

C) Zwischen Unterkaltenbach und Kaltenbach bzw. zwischen Kaltenbach und der Weggabelung
miissen jeweils 70 Hohenmeter tiberwunden werden.

Begriinde, warum die Strecken nicht gleich anstrengend sind.

8 Abbildungen und Aufgabenidee stammt aus ,Mathematik 11. Schuljahr”, Cornelsen, (2000)

E



2.2 Mittlere Anderungsraten

d) Erldutere, wie man trotz der unterschiedlichen Lingen der Strecken zwischen zwei Nachbar-
punkten anhand der Zeichnung und mithilfe einer Rechnung erkennen kann, wie anstrengend
ein Abschnitt ist. Gib an, wo es am anstrengendsten.

e) Gib die Bedeutung von w}w im obigen Sachkontext an.

f) Begriinde, warum trotz der bisherigen Ergebnisse eine Wanderung fiir eine Schulklasse ange-
messener sein konnte.

g) Folgende Schilder stehen am Rand der Strecke.

Markiere im Hohenprofil, an welchen Stellen die Schilder auftauchen kénnen. Begriinde deine
Markierungen.

h) Ermittle fiir Schilder A und E die Steigung und den dazugehérigen Steigungswinkel.

Definition: Ist eine Funktion f auf einem Intervall [xo; xo + h] definiert, dann kann man mit dem

sogenannten Differenzenquotienten Wdie Steigung der Sekante durch die Punkte

P(xq/f(x0)) und Q(xq + h/f(xq + h)) berechnen.

Diese entspricht in Anwendungssituation allgemein der mittleren Anderungsrate im Intervall
[x0; X0 + h]. Bei zeitlichen Verldufen spricht man speziell von einer mittleren Geschwindigkeit im
Zeitintervall [xo; xo + h].

Man nennt den Winkel o im Steigungsdreieck den Steigungswinkel. Er berechnet sich durch

tan(«) = —f(X°+h£_f(x°) und damit gilt: a = tan™? (—f(X°+h;_f(X°)).
Sekante
B e
Fxo+h) %4 - - - Steigungswinkel
;] bei negativer Steigung:
5
5
49 f h) —f
(xo+h) = F(xo) Merke: Der GTR gibt bei
N negativen Steigungen als
Steigungswinkel entwe-
21 der den positiven stump-
; o fen Winkel o an oder den
(xo), § | negativen Nebenwinkel
: | von a.
|
-~ -1 0o 2 3 4 5 B 7 B g
X %o+ h




2.2 Mittlere Anderungsraten

Aufgabe 2 (Verbreitung eines Geriichts)

In einer niederldndischen Kleinstadt verbreitet sich unter 10000 Menschen ein Gerticht. Der zeitliche
Verlauf der Verbreitung unter den Menschen ist in der nachfolgenden Tabelle bzw. im nachfolgen-
den Diagramm dargestellt. Dabei sei t die Zeit in Tagen und N(t) die Anzahl der Personen, die das
Gerticht insgesamt kennen.

Zeit t in | Anzahl der Personen N(t), e Anzal N(t) der
Tagen |die das Geriicht kennen fersomen die fas
10000 ruc ennen ¢ : ¢
0 1
1 10
B000
2 40
3 250
6000
4 1370
5 5000
4000
6 8600
7 9750
2000
8 9960
9 9990 Zeit tin Tagen
o — | | | | |
10 10000 o 2 a & 8 10 12

¥

Gib an, wie viele Menschen das Gerticht am dritten Tag zum ersten Mal gehort haben und un-
tersuche, an welchem Tag die meisten Menschen das Gerticht erstmals horen.

Berechne die mittlere Anderungsrate von N im Zeitintervall [3; 5] sowie die mittlere Geschwin-
digkeit, mit der sich das Gerticht vom zweiten bis zum vierten Tag dndert.

Begriinde, in welchem der Zeitintervalle [0; 1], [1; 2], ..., [9; 10] die mittlere Verbreitungsge-
schwindigkeit am grofiten ist.

Bestimme den Zeitraum, in dem die Verbreitungsrate zu- bzw. abnimmt.

Untersuche, an welchem Tag die Geschwindigkeit, mit der das Geriicht verbreitet wird, am
grofiten ist und beschreibe, wie dies am Graphen ablesbar ist.

Aufgabe 3 (Interpretieren von Anderungsraten)

Gib die Bedeutung der mittleren Anderungsrate einer Funktion f im Sachzusammenhang an, wenn
f(t) die ...

Anzahl der Autos beschreibt, die nach t Minuten eine Messstelle passiert haben.
Produktionskosten angibt, die bei t produzierten Artikeln anfallen.
zugeflossene Wassermenge in einen Stausee nach der Zeit t beschreibt.

Anzahl der Bakterien in einer Kultur nach t Stunden darstellt.
Schadstoffkonzentration eines Autos bei einer Geschwindigkeit t angibt.




2.3 Momentane Anderungsraten

2.3 Momentane Anderungsraten

Definitionen:

(1) Die Steigung des Graphen einer Funktion f in einem Punkt P
ist gleich der Steigung der Tangente an den Graphen in diesem
Punkt P.

(2) Unter der Ableitung einer Funktion an einer Stelle xo versteht
man die Steigung der Tangenten an den Graphen der Funktion
an der Stelle xo.

Diese Ableitung wird mit f'(xg) (gelesen: f Strich von xo) be-
zeichnet.

Im rechts dargestellten Beispiel gilt f'(2) = 1.

\ Aol

Im Folgenden werden wir zwei Verfahren kennenlernen, um die Steigung des Graphen einer Funk-
tion f an der Stelle xo zu bestimmen. Zum einen soll die Steigung des Graphen in einem Punkt P
mithilfe einer Zeichnung ermittelt werden (grafisches Differenzieren), zum anderen erfolgt die Be-

stimmung mittels eines Rechenverfahrens (h-Methode).
Grafisches Differenzieren mittels Tangentensteigung

B

Aufgabe 1: Ablesen von Steigungen eines Grafen?

a) Lies die Steigung des Graphen in den Punkten P;, P>, P;, P4 und P5 ab und notiere jeweils die

Ableitung £"(xo).
l / [

f/
]
! £ /|

/

—

//

|)\

/-::

TR T

{ 7~ | -
24 , 200 i/ J_ﬁ._._k . = 1000 2000
7 F20)l<10 : 5
| /'f'/ o | !/ { ! \?‘\i\-
y/ £ 3 N \ N
P / \]\ /_,/ | £
,;v’/f" - ,/71 - 2‘0“\ 2000

L1 2 2 7| 100 200 3 } 4

¢) Zeichne in die Darstellungen 2 und 3 aus Aufgabenteil b) Punkte ein, in denen der Graph von

f genauso steil ist wie im Punkt P.

d) Beschreibe die in den obigen Abbildungen beschriebenen Lagen einer Tangente an einen Gra-

phen einer Funktion im Punkt P.

9 Idee aus , Elemente der Mathematik”, Jahrgang 11, Schroedel (1999)
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2.3 Momentane Anderungsraten

Aufgabe 210 (Spiegelmethode)

Es ist moglich, mithilfe eines Taschenspiegels und eines Geodreiecks die Steigung eines Funktions-
graphen an einem bestimmten Punkt zu ermitteln. Daftir geht man folgendermafSen vor:

Der Taschenspiegel - —7 1. Schritt: Stelle einen Spiegel so auf den
entspricht senkrecht ]
von oben gesehen der —g ersten markierten Grafenpunkt, dass der

Normalen

1,2 sichtbare Teil des Graphen und sein Spie-
gelbild bei Blick von schrdg oben ohne

N —5

/=[N

Knick ineinander tibergehen.

2. Schritt: Zeichne nun eine Gerade entlang
der Spiegelkante (durch den markierten

TN
/

J 1.2 Grafenpunkt). Die gezeichnete Gerade ist

1 die sogenannte Normale an den Grafen im
/ 0 ausgewdhlten Grafenpunkt.

3. Schritt: Zeichne mit dem Geodreieck die

-1

/ Lotgerade (sie ist senkrecht zur Normalen)
2 zu dieser Geraden durch den Grafenpunkt.
-3 Dies ist die Tangente an den Graphen.

4. Schritt: Ermittle mithilfe eines geeigne-
ten Steigungsdreiecks die Steigung der

Tangenten. Die Steigung entspricht der Ab- |

leitung an der Stelle -1. Im obigen Beispiel

——
P ——
| |
(=] w

7 gilt f°(-1) = 1,2. Diesen Wert tragt man un- i
I ten in die Tabelle und als Grafenpunkt der ’é" Ry oo
I 8 Tagentensteigungsfunktion in das Koordi- & ‘ 1
| 9 natensystem ein. i

Schritt 5: Fiihre die Schritte 1 bis 4 fiir alle im Graphen von f markieren Punkte aus und verbinde
die Punkte zu einem Graphen der Tangentensteigungsfunktion.

Definition:

Die Funktion f°, die jedem x-Wert xo die Steigung des Graphen von f im Punkt
(xo/ f(x0)) zuordnet, heifst Ableitungsfunktion oder Tangentensteigungsfunktion.

Ermittle mithilfe der Spiegelmethode durch grafisches Differenzieren den Graphen der Ableitung
bzw. Tangentensteigungsfunktion.

X0 3| -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
£ (x0) 1,2

X0 8 9 0 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17

£ (x0)

10 Aufgabenidee stammt aus Fokus Mathematik, E-Phase, Cornelsen (2015)
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|
L
. \
I
I

Bei Aquaplaning verlieren die Reifen des Fahrzeugs den Kontakt zur StrafSe. Dadurch fehlt die fiir
das Spurhalten, Lenken, Bremsen und Beschleunigen benétigte Reibung. Man verliert damit also
auch die Kontrolle tiber das Fahrzeug. Im Bild ist der Verlauf einer Strafie dargestellt. Die weifs ge-
zeichnete Mittellinie wird durch die Funktion f mit f(x) = 0,25 - x3 beschrieben. Der Fahrer erkennt
die grofse Pfiitze im Punkt P zu spét, das Fahrzeug bricht aus.

Aufgabe 3 (Aquaplaning)!!

ny I,r’l
4 i
7
2 [}
/]
N RATAY/
4 /
. & X
-4-3-3/1’0 2 3 4 |
yAviv/nk
/I
//'l/- 2
/:’/ ’

a) Berechne die Koordinaten des Ausbruchpunktes P.

11 |dee aus Fokus Mathematik, E-Phase, Cornelsen (2015)
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b) Bestimme zeichnerisch die Richtung in die sich das Auto ohne Zutun des Lenkers bewegt. [Hin-
weis: y-Achse zeigt in Richtung Norden und die x-Achse in Richtung Osten.]

c) Ermittle die Gleichung der Tangenten t im Punkt P.

d) Nimm an, dass das Auto sich auf der von Dir in Aufgabenteil b) eingezeichneten Tangenten
weiterbewegt und die rechte Leitplanke fiir 0 < x < 3 ndherungsweise durch einen Graphen mit
der Funktionsgleichung g(x) = 0,2 - (x — 0,2)3 — 0,47 dargestellt werden kann.12

Bestimme zeichnerisch und rechnerisch mithilfe des GTR die Koordinaten des Punktes Q, an
dem das Auto auf die Leitplanke trifft. [Nimm fiir die Tangente die Gleichung t(x) = 0,75 x -
0,5 an und verwende beim GTR das MENU A Gleichung sowie das MENU 5 (Graph).]

& Aufgabe 4 (100-m-Sprint)

a) Bestimme in der folgenden Abbildung von Einfiihrungsbeispiel 2 (100-m-Sprint) mittels Spie-
gelmethode den Graphen der Tangentensteigungsfunktion fiir 0 < x < 14.

* y__Léufsfreékelin Metern /L,.A
——1P0 ‘,/"”

50 N

m s

|

60+ |

| /
50

| /

b

0 1 2 | 3 | 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ \ \ \ \ \ ]Zeit in Sekunden

i1
-

b) Gib die Bedeutung der Ableitungsfunktion im Sachzusammenhang an.

f'(u) a
1+[F (w)]? 1+[f' (w)]?

Graphen einer Funktion f ein Graph einer Funktion g finden, der an jeder Stelle den Abstand a zum Graphen

12 Mithilfe einer Parametrisierung x = u+ a undy = g(x) = f(u) ¥ lasst sich zu einem

der Funktion f hat.
l 2
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Rechnerisches Differenzieren mittels h-Methode

Die Mutprobe bei der ersten 1000000 Euro Show im deutschen Fernsehen am 1. April 2017: Car-
Dropping der Superlative! An einem Spezialkran geht es mit dem Auto auf 100 m Hohe. Auf Kom-
mando des Moderators stiirzen sie in die Tiefe — nur von einem Bungee-Seil gehalten. Von 0 auf 100
in nur 3 Sekunden. Wird es ein Paar wagen?

Aufgabe 5 (Mit einem Kleinwagen von 0 auf 100 in unter 3 Sekunden!)!3

Im Folgenden soll iiberpriift werden, ob der PKW tatsidchlich nach 3 Sekunden eine Geschwin-
digkeit von mindestens 100 kTm haben kann.

Hinweis aus der Physik: Die Bewegung eines Korpers im freien Fall kann durch die Weg-Zeit-
Funktion s beschrieben werden. Mit t wird die Zeit in Sekunden bezeichnet und g die Fallbeschleu-

nigung, s(t) wird in Meter berechnet. Dabei gilt: s(t) = % -g - t? mit g~9,81 sz

a) Untersuche, nach welcher Zeit das Auto auf dem Boden aufkommen wiirde, wenn es nach 80
m nicht durch das Bungee-Seil abgebremst werden wiirde.

b) Berechne die Hohe des Autos tiber dem Boden nach 2, 3 und 4 Sekunden.
c) Zeichne den Graphen der Weg-Zeit-Funktion mithilfe des GTR.

d) Berechne die Durchschnittsgeschwindigkeiten fiir die ersten 3 Sekunden, fiir die Zeit zwischen
der 3. und 4. Sekunde [2. und 3. Sekunde] fiir die Zeit zwischen 3 und 3,5 Sekunden [2,5 und 3
Sekunden], zwischen 3 und 3,1 Sekunden [2,9 und 3 Sekunden], zwischen 3 und 3,01 Sekunden
[2,99 und 3 Sekunden] und allgemein mit h > 0 zwischen 3 und 3 + h Sekunden [3 - h und 3
Sekunden].

s(3+h)-s(3) s(3)-s(3-h)

S

e) (1) Interpretiere den Term ] im obigen Sachkontext.

(2) Gib die geometrische Bedeutung des Quotients an.

(3) Veranschauliche diesen Quotient fiir ein beliebiges h > 0 in der Zeichnung aus Aufgabe c).

s(3+h)—s(3) s(3)-s(3—h)

(4) Vereinfache den Term [
genau zum Zeitpunkt 3 Sekunden? Beantworte die oben gestellte Frage.

] und bestimme die Momentangeschwindigkeit

Aufgabe 6 (Peter, der korrekte Autofahrer?)14

Peter rithmt sich, ein besonders korrekter Autofahrer zu sein. ,,Gestern®, so sagt er, ,,habe ich fiir die
2,5 km lange Ortsdurchfahrt in Marl genau 3 Minuten bendétigt. War Peter so korrekt, oder hat er
dabei nur Gliick gehabt, dass an manchen Stellen keine Geschwindigkeitskontrolle war?

Die Auswertung des elektronischen Fahrtenbuchs, das die Fahrzeit und die zurlickgelegte Strecke

speichert, hat ergeben, dass fiir 0 < x < 3 die Weg-Zeit-Funktion ungefahr durch eine ganzrationale

5

Funktion dritten Grades beschrieben werden kann: f(x) = —5" x3 + z - x2 (x in min, f(x) in km.)

13 Aufgabenidee aus dem Materialpool Schulentwicklung NRW (Autorin: Christel Weber) unter
http:/ /www.schulentwicklung.nrw.de/materialdatenbank/upload /204 /1107799619171 Ergebnissiche-
rung-Ableitung-%20von %202003-04.doc.(01.07.2016)

14 Quellenangabe vgl. unter 7
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" “y Weg in km
\
\ 4
\
\ 3T
\ -
\ N
\ 2t \\
\
\ \
v 1T \
\
N N
2 -1 0o 1t 2 3 4%Vs &
Zeit in Minuten
-1+ \
\
\

a) Erldutere, wie Peter zu der Aussage kommt, dass er ein korrekter Autofahrer ist.

b) Untersuche ohne und mit GTR, ob es Zeitintervalle gibt, in denen er schneller/langsamer als

km .
50 <= gefahren ist.

c) Gib einen Funktionsgrafen und einen dazugehorigen Funktionsterm an, bei dem Peter korrekt
gefahren wire.

d) Peter hat erfahren, dass nach 1,5 Minuten Fahrzeit die Geschwindigkeit gemessen wurde.

ﬂberprﬁfe, ob er mit einem Bufigeldbescheid rechnen muss.

Wir wollen nun die Steigung des Grafen der Funktion f mit f(x) = 0,25 x* + 2 im Punkt P(2/3)
bestimmen.
y /

' //G _ {7 /G

Aufgabe 7 (Rechenverfahren zur Bestimmung der Ableitung - h-Methode)

A

74+ I f
/ : y
6 //
5 / > /
/ 4 #Q(3/4,25)
|, bi2r%) 13 APi3)
| //‘ _*0(1/2,25)
11 1 |
X | i );
> 0 1 2 3 4 5 6




2.3 Momentane Anderungsraten

a) Zeichne in die linke Abbildung mit dem Geodreieck und einem Spiegel die Tangente an den
Grafen im Punkt P(2/3) und lies die Steigung ab.

b) Zeichne in die rechte Abbildung die Sekanten durch die Grafenpunkte P(2/3) und Q(3/4,25)
sowie die Punkte O(1/2,25) und P(2/3) und bestimme deren Steigungen. Gib mithilfe der bei-
den Steigungen eine Ndherung fiir die Steigung der Tangente im Punkt P an.

¢) Um noch bessere Naherungswerte fiir die gesuchte Tangentensteigung zu bekommen, riicken
wir die Punkte O (Abbildung rechts) und Q (Abbildung links) immer ndher an Punkt P(2/3)
heran. Im Grenzfall, dass O und Q auf P fallen, erhalten wird die Steigung der Tangenten an den
Grafen im Punkt P(2/3). Der Abstand der x-Werte der beiden Punkte O und Q zum x-Wert 2 des
Punktes P bezeichnen wir mit h.

Ty [/ Iy G //
"1/ 7 |
/ /
6 / 6
- /
/ -~
) ol L
f(2+h) | — — — — — — = — -# QQ2+h/f(2+h) =
4 zdl 4 )
f(2+h)-f(2) / / | | f2+h)-f(2) d
=31~ =P fQ)=31==— 5 APCP)
SN —f(QA(2-h)—ZF—f(2)-f(2-h)
I~ /7 : : ‘f(zl'h)'%‘i hool
o = A1 ! !
|
: REE AR RN ,
i L e W = >
1 /0 1 2 h32+h4 5 | 1 /0] 2h1 h 2 3 | 4 5
/ | [ [ ] | [ [ [ ] |

(1) Zeige, dass fiir die Steigung mpy der Sekanten durch die Punkte P(2/3) und

Q(2 + h/f(2 + ) folgende Formel gilt: mpq = "2~ = 1 + 0,25h. (vgl. Abbildung links)

(2) Weise nach, dass fuir die Steigung mgp der Sekanten durch die Punkte O(2 - h/f (2 — h)) und

P(2/3) die folgende Formel gilt: mgp = f(z)_f# = 1 - 0,25h gilt. (vgl. Abbildung rechts).

(3) Fiille mithilfe der obigen Formel die folgende Tabelle aus.

h Q(2 + h/f(2 + h)) mpq h O(2 - /f(2 - h)) mop
1 Q(3/4,25) 1 0(1/2,25)

0,5 0,5

0,1 0,1

0,01 0,01

(4) Berechne die Grenzwerte ’llirré mp, und ’llirré my, (Lies: ,Limes der Sekantensteigungen fiir h

gegen Null”) und interpretiere das Ergebnis anhand des Grafen.

I -
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f(xo

d) Fir eine beliebige Stelle xo beschreibt mit h > 0 der Differenzenquotient % die rechtsseiti-

gen Sekantensteigungen durch die Punkte P(xo/f(x0)) und Q(xo+ h/f(xo + h)).

(1) Zeige, dass fiir der Differenzenquotient w fiir h <0 die linkseitigen Sekantenstei-
gungen durch die Punkte O(2 + h/f (2 + h)) und P(xo/f(x0)) beschreibt und es daher reicht,

f(xo+h)—f(xo)

immer nur zu betrachten.

f(xo+h)—f(x,)

(2) Weise nach, dass o

=0,5-%, + 0,25 - h.
f(xo+h)—f(x,)

o und interpretiere das Ergebnis geometrisch.

(3) Berechne lim
h-0

Die Ergebnisse aus Aufgabe 7 lassen sich in folgendem Satz festhalten:

Satz: i 77
Y
Mithilfe des Differenzenquotienten w 7 G, /
kann die Steigung der Tangenten im Punkt
P(xo/f(x0)) einer differenzierbaren Funktion fiuir 6
kleines h angendhert werden. Im Grenzfall gilt: A Tang<|ante—
F(xo + h) — £(x,) | g = = T = = = A Q0 k)
m =m =f'(x 7 ¥ |
h~0 h angente = (o) e 74 fOcHh) e
Im obigen Beispiel fiir f(x) = 0,25 - x? + 2 gilt: o
& p () & \ f(xg) T ~P(xg/f(x;) h
f(xo +h) —f(x | |
f'(xp) = lim X, ) ~ f(Xo) =0,5"%g S~ ,/// | I
h-0 h T |
Fiir xo = 2 erhilt man {(2) = 0,52 = 1. Dieser F1(xo I < | |G, + ) - £Cxy)
Wert beschreibt die Steigung der Tangenten im | | ’ : h| =0 : I
Punkt P(2/3). Die Funktion f” mit f(x) = 0,5x ist A1 | L >
die Ableitungsfunktion (Tangentensteigungs- ‘1 /0 1| % [ 3%*h4 | 5
funktion) von f. | L] |

Aufgabe 8 (Tangentengleichung mittels h-Methode bestimmen)
a) Ermittle mittels h-Methode die Ableitungsfunktion {” fiir die Funktion f mit f(x) = x2.

b) Berechne die Ableitung an der Stelle 1 und bestimme damit die Gleichung der Tangente an den
Grafen an der Stelle 1.

Klippenspringen ist eine Sportart, bei der die Sportler von Felsklippen aus tiber zehn Metern Hohe
in Gewdsser springen. Sie verbindet Techniken des Turmspringens mit den Anforderungen, die die
freie Natur an die Sportler stellt. Die Absprunghohen von Klippenspringern bewegen sich auf eu-
ropdischem Wettkampfniveau zwischen 13 und 22 Metern. Bei Worldcup-Veranstaltungen wird aus
bis zu 28 Metern gesprungen. Bei hoheren Hohen taucht der Klippenspringer in der Regel mit den
Fufien im Wasser ein.

Aufgabe 9 (Klippenspringen)

I -



2.3 Momentane Anderungsraten

Ein Klippenspringer springt mit einem Fufisprung von einem 20 Meter hohen Felsen. Sein Weg-Zeit-
Verlauf kann ndherungsweise durch die Funktion s mit s(t) = 5 - t* angegeben werden (t: Zeit in
Sekunden; s(t): zuriickgelegte Strecke in Metern; der Vorfaktor 5 hat die Einheit SEZ und entspricht

etwa der halben Erdbeschleunigung g = 9,81 sz)

a) Untersuche, nach welcher Zeit der Klippenspringer ins Wasser eintaucht.

b) Zeichne mit dem GRT den Grafenverlauf zur Funktion s vom Absprung bis zum Eintauchen ins
Wasser. [Hinweis: Denke an einen geeigneten Darstellungsbereich.]

c) Zeichne mit dem GRT die Tangente an den Graphen von s an der Stelle 1. Gib mit dem GTR
ihre Steigung sowie ihre Funktionsgleichung an. Uberpriife die Funktionsgleichung der Tan-
gente mit einer Rechnung. [Hinweis: Uber Sketch und Tangent kannst Du die Tangente zeich-
nen. Wenn Du im Setup-Menu den Unterpunkt Derivative auf On einstellst, wird die Steigung

der Tangente in einem Punkt immer mitangezeigt.]

d) Gib die Bedeutung der Tangentensteigung an der Stelle 1 an.

e) Berechne mit der h-Methode die Steigung von s an der Stelle t = 1.

f) Bestimme mit der h-Methode die Steigung von s an einer beliebigen Stelle t.

g) Interpretiere die Werte von e) und f) im Sachzusammenhang.

h) Ermittle die Geschwindigkeit, mit der der Klippenspringer ins Wasser eintaucht.

Merksitze zu den Kapiteln mittlere und momentane Anderungsraten
Kontext Mittlere ... Momentane ...
. L Steigung an einer Stelle xo des Graphen
Inner- Steigung in einem s
mathematisch Intervall [xo; X0+ h] von f = Steigung der Tangente an den
’ Graphen von f an der Stelle xo
Zeitlichen Geschwindigkeit in ey . .
Verliufe einem Zeitintervall [xo; xo+ h] Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt xo
Alleemein Anderungsrate in Anderungsrate an einer Stelle xo
8 einem Intervall [xo; xo + h] = Ableitung an einer Stelle xo = f"( o)
mathematischer f(xg + h) — f(xq) g o f(xo +h) —f(xg)
Ausdruck Mgekante = h f'(xo) = MTangente = 1111_% h
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2.4 Ableitungsregeln und hohere Ableitungen?s
D, |
ufgabe 1 (Ableitungsregeln)

a) Ermittle fiir die Potenzfunktionen fi(x) = x3, f2(x) = x2 und f3(x) = x3 mittels h-Methode die Ablei-
tungsfunktion. Erkennst Du eine Regelmaéfdigkeit?

b) Ermittle fiir die Funktionen gi(x) = 2x2, g»(x) = x2 + x und gsz(x) = ¢ (c€ R) mittels h-Methode die
Ableitungsfunktion. Erkennst Du weitere Regelméfiigkeiten?

Es lassen sich nun aus den Aufgaben a) und b) vier wichtige Ableitungsregeln ableiten:

1 Potenzregel: (x)" =n - x»! (n € N). Beispiel: f(x) = x11= {"(x) = 11- x10

2 Konstantenregel: Fiir k € R gilt k= 0. Beispiel: f(x) =5 = {'(x) =0

3 Faktorregel: (c -f (x))" = c -f'(x) (ce R). Beispiel: h(x) = 5-x11 = h’(x) = 5-11- x10 = 55-x10

4 Summenregel: [ f (X) + g(x)]" = f'(x) + g'(x). Beispiel: h(x) = 5:x3 + 4-x2 = h"(x) =15-x2 + 8x

c) Bestimme den Ableitungsterm der Funktionen f. Gib die verwendeten Ableitungsregeln an.

(1) f(x) = x8 (2) f(x) =x (3) f(x) =0,5x2

(4) f(x)=0,1x¢ ®) f(x) = m2 (6) f(x) = xn*1

(7) f(a) = 0,4 a10 x4 (8) f(x) =6 x8 9) f(x) = 0,1 x10

(10) f(x) = 0,5 x A fx)=3x3+0,6x3-x  (12) f(x) =x8 + x2

(13) f(x) =x3 + x (14) f(x) =xt-x2+5 (15) f(x) =x11 = x9+x -2

(16) f(z) =z -x%+z -1 (17)f(@)=a—-x+x-2 (18) f(y)=y*—y3+y2—y +27

e) Interpretiere die Summen- Faktor- und Konstantenregel geometrisch.
f) Beweise mithilfe der h-Methode die Summen- und Faktorregel.

g) Die Grafen 1 bis 4 zeigen Grafen von Ableitungsfunktionen zu Funktionen, deren Grafen durch
die Grafen A bis D dargestellt werden.

O] 6] | @
3t 1--/\ 31
| N
of 3
14 -14 1+
" 24
1 2 3 0
=34 -1
21
| @ A ©
2t T 41
1 ' 37
of 1 213
; -14 2+
1 2 4
_ -2 14 -2
2 =31 e t =37
0 1 2 3
41

Begriinde, welcher der Ableitungsgrafen 1 - 4 zu welchem der Funktionsgrafen A - D gehort.

15 fakultativ

I55
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¥

Aufgabe 2 (Hohere Ableitungen)

Definition:

Wird die Ableitungsfunktion f"(x) einer Funktion f, auch 1. Ableitung oder f-Strich genannt, er-
neut abgeleitet, so erhilt man die 2. Ableitung von £ (x), schreibt {”(x) und liest ,f-zwei-Strich”
von x. Falls weitere Ableitungen von f (x) existieren, folgt mit f”"(x) die 3. Ableitung von f (x),
gelesen ,f-drei-Strich von x”. Von der 4. Ableitung an werden statt der Striche hochgestellte und

geklammerte Indizes benutzt: f#(x), {6 (x) ... Bei der praktischen Ausfiihrung der Rechnungen
gelten die tiblichen Ableitungsregeln.

a) Bestimme von den angegebenen Funktionen f die jeweiligen Ableitungsfunktionen.

f(x) = x3+x2-x+1 f(x) = 025x8 -x7+m
f(x) = f'(x) =

f7(x) = f7(x) =

7709 = 709 =

fi(x) = fO(x) =

f(x) = x(x2+7) f(x) = x(x-2)2=
f(x) = f(x) =

f7(x) = f7(x) =

7709 = 709 =

fO)(x) = fo(x) =

b) Fiille die Liicken aus. Dabei sollen die Liicken mithilfe der Funktionen A bis F ausgeftillt wer-
den. Begriinde Deine Auswahl unter Angabe von 2 Argumenten.

zur Verfiigung stehende Graphen

o
TN
N

f"

Ay
LA

I -



2.5 Kontrollaufgaben

2.5 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster
g ”
RN
0 2
Ich kann ... S| g 2
= | =S| 5| 5
S | 2| E| G| E
= |8 % 5|7
eine Funktionsgleichung aufstellen, indem ich geeignete Parameter 3a)
in die Parameterform einsetze.
die Strecke einer Lawine nach einer bestimmten Zeit mithilfe einer 3b)
Weg-Zeit-Funktion berechnen.
mittels Spiegelmethode eine Tangente an einen Grafen in einem 1
Punkt einzeichnen und deren Steigung ablesen. 2)
den Ableitungsterm einer GRF bestimmen und die angewendeten 1b). 3f
Ableitungsregeln angeben. ), 31)
eine Tangentengleichung rechnerisch bestimmen. 3}1525)
einen Bestand mithilfe einer Bestandsfunktion berechnen. 2a)
eine durchschnittliche Anderungsrate bestimmen. 2b?)):g:;C)
eine mittlere Steigung berechnen. 4b)
den Ableitungswert an einer bestimmten Stelle berechnen und im 20), 3g)
Sachzusammenhang deuten. ’
den Neigungswinkel eines Hanges berechnen. 3i)
Steigungswinkel in Steigung umrechnen und damit ein Sachprob- 4d)
lem losen.
den Geldandepunkt mit der grofiten momentanen Steigung in ein Ho- 40)
henprofil einzeichnen.
den Grafen der Ableitung skizzieren, wenn der Graf einer Funktion 2d)
gegeben ist.
mittels h-Methode die Momentangeschwindigkeit zu einem be- 3)
stimmten Zeitpunkt berechnen
einem Ableitungsterm im Sachzusammenhang deuten. 3f)
km pro Stunde in m pro Sekunde umwandeln und umgekehrt. 3g)
Bedeutung der Tangentensteigung im Sachkontext deuten. 3i)
Angaben aus einem Hohenprofil ablesen. 4a)
eine zu einer Strecke parallele Tangente einzeichnen und zur Prob- 4e)
leml6sung heranziehen.
einen Streckenverlauf einzeichnen, wenn das Gefélle angegeben ist. 4f)
mit dem GTR unter Beachtung eines passenden Darstellungsbe- 3h)(1)
reichs den Grafen einer GRF zeichnen (MENU 5).
mit dem GTR die Tangente an einer bestimmten Stelle an den Grafen
einzeichnen und deren Steigung und Funktionsgleichung angeben | 3h)(2)

(MENU 5).




2.5 Kontrollaufgaben

Teil I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1: Rund um die Tangente

a) Zeichne mit dem Taschenspiegel die Tangente an den Graphen von f im Punkt P ein und be-
stimme durch Ablesung die dazugehorige Tangentengleichung t(x).

5 Y
il
il
3 \<(2I3)
/ 2 \
f(x) ==0,25%2 + 4 / . \

-8 -7 -6 -5 f4 -3 -2 -1

/

b) Gib fiir die Funktionen f mit f(x) = —0,25x% + 4 den Ableitungsterm f’(x) an. Erldutere, welche
Ableitungsregeln Du angewendet hast.

_
-
N
w
B
(0]

6 7

)
L~

c) Berechne {'(2) und ermittle rechnerisch die Gleichungen t(x) der Tangenten an den Graphen
von f im Punkt P.

Aufgabe 2: Zuschauerandrang wihrend eines Reitturniers

Die Anzahl der Zuschauer wahrend eines Reitturniers wird fiir 0 < x < 4,85 ndherungsweise durch
die Funktion A mit A(x) = —4x* + 90x% + 100 beschrieben, wobei x die seit dem Einlass um 15:00
vergangene Zeit ist. Der Graph ist im Folgenden dargestellt.

Anzahl A(x) der Besucher

600
500 // ol ™ \
400 pd

300 - \
200 ~ ~ \
_— \

100 \

0 025 05 075 1 125 15 175 2 225 25 275 3 325 35 375 4 425 45 475
X Stunden seit Einlass

a) Zeige rechnerisch, dass um 16:00 186 Besucher im Stadion sind.

b) Nach 3 Stunden sind 586 Zuschauer im Stadion. Ermittle die durchschnittliche Anderung der
Besucherzahl pro Stunde im Zeitraum von 16 Uhr bis 18 Uhr.

c) Bestimme A’(1) und gib die Bedeutung dieses Wertes im Sachzusammenhang an.

d) Um 18:21 sind die meisten Besucher im Stadion. Der Besucherandrang in das Stadion hinein ist
um 16:56 am grofiten. Skizziere im obigen Diagramm den Graphen zu A~ fiir die Zeitspanne
vom Einlass bis zum Zeitpunkt des Besucherzahlmaximums.
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2.5 Kontrollaufgaben

Teil II: Aufgaben unter Nutzung des GTR

Aufgabe 3: Schneebrettlawinen¢

Kennzeichen fiir Schneebrettlawinen ist ein linienférmiger Anriss etwa quer zum Hang. Ausge-
dehnte Schichten der Schneedecke - oft aus Triebschnee - rutschen zundchst zusammenhéangend ab.
Die Schneebrettlawinen stellen die klassische Gefahrenlawine fiir Schneesportler und Bergsteiger
dar. Opfer einer solchen Lawine sterben oftmals nicht durch Ersticken, sondern an Verletzungen
durch Aufprall an Felsen, Absturz oder Druck der oft tonnenschweren Schneemassen.

Das fast reibungslose Gleiten dieser Schneebrettlawinen

auf einem Berghang mit hoher Geschwindigkeit ist ein Bei-

spiel fiir die Bewegung eines Korpers auf der schiefen

Ebene. Es gilt fiir den zurtickgelegten Weg s des Korpers:

a s(t) = %- sin(a) - t? (t: Zeit nach Auslosen der Lawine in

‘S/ Sekunden, g: Erdbeschleunigung betrdgt ca. 10 ms?, a:
Neigungswinkel des Hanges)

a) Ein Hang hat einen Neigungswinkel a von 30 Grad.
Zeige, dass fiir die zuriickgelegte Strecke einer Schneebrettlawine nach t Sekunden folgende
Gleichung gilt: s(t) = 2,5 - t2 gilt.

b) Berechne die Strecke, die eine Lawine in den ersten 3 Sekunden zurtickgelegt hat.

c) Bestimme die zuriickgelegte Strecke der Lawine zwischen der 2. und 3. Sekunde.

d) Berechne die Durchschnittgeschwindigkeit einer Lawine in der 3. Sekunde in km/h.

e) Bestimme mithilfe der h-Methode die momentane Geschwindigkeit einer Schneebrettlawine
nach 2 Sekunden in Metern pro Sekunde und Kilometer pro Stunde.

f) Ermittle unter Angabe der angewendeten Ableitungsregeln einen Term fiir s’(t) und interpre-
tiere diesen Term im obigen Sachzusammenhang.

g) Bestimme, nach welcher Zeit das Schneebrett eine momentane Geschwindigkeit von 305 km/h
erreicht und berechne die dabei zuriickgelegte Strecke. [Hinweis: Wandle die momentane Ge-
schwindigkeit zundchst in Meter pro Sekunde um.]

h) Auf einem zweiten Hang kann der zurtickgelegte Weg x(t) einer Lawine durch die Funktions-
gleichung x(t) = 0, 5 - t? beschrieben werden.

(1) Zeichne mit dem GTR den Weg-Zeit-Verlauf x(t) fiir die ersten zehn Sekunden sowie die
Tangente an den Graphen von x nach 5 Sekunden.

(2) Gib mithilfe des GTR die Steigung und die Gleichung der Tangenten an.

(3) Uberpriife rechnerisch den Wert fiir die Tangentensteigung an der Stelle 5.

i) Gib die Bedeutung der obigen Tangentensteigung im Sachkontext an, ermittle die Gleichung
dieser Tangenten und berechne den Neigungswinkel des zweiten Hanges.

16 Idee aus , Elemente der Mathematik”, Jahrgang 11, Schroedel (1999)
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2.5 Kontrollaufgaben [N

Aufgabe 4: Hohenprofil

In der folgenden Abbildung siehst Du ein Geldndeprofil.

5004 HeheinMetern — -~ Tp . B -
f N
A I
S\ P II \
P \- P
300 P {4
- S e e
e e e e e e e -
200 A NG
Vi TN

1004 LA/ s

P /1 - - . Horizo fa]_:e“_

= — - — —=Entfernung -
a) Giban, ...

al) in welcher Hohe der hochste Punkt liegt.
a2) in welcher Hohe man sich 250 m vom Punkt Py entfernt befindet.
a3) nach welcher Horizontalentfernung man erstmalig 300 m Hohe erreicht.

b) Berechne die mittlere Steigung zwischen den Punkten P; und Ps, das mittlere Gefélle zwischen
den Punkten P7 und Pyund den mittleren Anstieg iiber die gesamte Entfernung von 1,5 km.

c) Zeichne im Geldndeprofil ndherungsweise den Gelindepunkt P mit dem grofiten momentanen
Anstieg ein und ermittle einen Ndherungswert fiir die dazugehorige momentane Steigung.

d) Ein neuer Gelindewagen schafft Steigungen von bis zu 68 Grad. Schafft es der Gelindewagen
theoretisch bis zum hochsten Punkt, wenn dabei allein die Hohe der Steigung eine Rolle spielen
soll?

Begriinde Deine Entscheidung. [Hinweis: Denke an die Winkeleinstellung DEG im SET UP!]

e) Zeichne mithilfe einer geeigneten Konstruktion den Geldndepunkt Q zwischen den Punkten P7
und Py ein, in dem die momentane Steigung genauso grofs ist wie das mittlere Gefille zwischen
den Punkten P7 und Po.

f) Ab dem Punkt Py fallt das Geldnde konstant mit 240 % bis zum einem Punkt P11, der sich in 0 m
Hohe befindet.

Zeichne im obigen Graphen den Geldndeverlauf von Py bis P11 ein und gib die Entfernung des
Punktes P11 vom Startpunkt Po an.




2.6 Lésungen

2.6 Losungen

2.2 Mittlere Anderungsraten

la) P1 Pz P3 P4 P5 Pe P7 Ps P9
Entfernung xo 0 [ 2000 [ 4300 | 5500 | 7000 | 9000 | 12000 | 12750 | 14400
Entfernung h | 2000 | 2300 | 1200 | 1500 | 2000 | 3000 | 750 | 1650 |
Hohe f(xo) tiber NN | 120 | 130 | 200 | 270 | 320 | 360 | 305 | 210 | 120 |
Hohenunterschied 10 70 70 50 40 -55 -95 -90

Hohenunterschied

0,5% | 3,04% |5,83% | 3,33% | 2% | -1,83% |-12,67% | -5,44%

Entfernung

1b) Der Hohenunterschied ist zwischen Hundskopf und Stiefelshagen mit 95 m am grofiten.

1c) Beide Strecken sind unterschiedlich anstrengend, weil der Hohenunterschied bezogen auf eine
unterschiedliche horizontale Wegstrecke erfolgt. Zwischen Kaltenbach und Weggabelung erfolgt
der Hohenunterschied bei einer horizontalen Entfernung von nur 1200 m (statt 2300 m zwischen P
und Ps). Sie ist daher anstrengender.

1d) Man untersucht die mittleren Steigungen, die durch den Quotienten aus Hohenunterschied und
horizontaler Entfernung zu berechnen sind. Daher ist der Anstieg zwischen P; und P4 mit 5,83%
durchschnittlich am anstrengendsten.

1e) Der Term beschreibt die mittlere Steigung (Wert > 0) bzw. das mittlere Gefélle (Wert < 0) zweier
Nachbarpunkte.

1f) Es konnte Stellen geben die lokal wesentlich steiler sind als die mittleren Steigungen zwischen
zwei Strecken-punkten.

1g) Hier sind unterschiedliche Losungen moglich. Die steilsten Anstiege sind zwischen P> und Ps
und in der Ndhe von P4. Das grofite Gefille ist in der Ndhe von Ps.

-8 _ = (R ~ o = 100 = _ 12 _ = A /) ~ _( Q0 = )
1h) m = — = tan (&), o = tan"(8%) ~ 4,6°, m = -12% = - —— = tan (B), p = tan"'(-12 %) ~-6,8° = 173,2

2a) Es haben am dritten Tag 250 - 40 Menschen das Gertiicht zu ersten Mal gehort. Am fiinften Tag
haben am meisten Menschen (5000 - 1370 = 3630 Menschen) das Gerticht zum ersten Mal gehort.

N(5)-N(3) _ 5000-250
5-3

= 2375 Menschen
N(4)-N(2) _
4-2

2b) Die mittlere Anderungsrate im Zeitintervall [3; 5] betragt

pro Tag. Die mittlere Geschwindigkeit vom zweiten bis zum vierten Tag betrédgt
1370-40
2

= 665 Menschen pro Tag.

2¢) Die mittlere tdgliche Verbreitungsgeschwindigkeit ist am fiinften Tag am grofiten, da dort die
meisten Menschen zum ersten Mal das Gerticht gehort haben. Sie betrégt nach 2a) 1630 Menschen
pro Tag.

2d) Bis zum Tag 5 nimmt die Steigung des Graphen bis zu seinem Maximalwert zu, anschlieffend
nimmt die Steigung des Graphen kontinuierlich ab. Daher erfolgt bis zum Tag 5 eine Zunahme der
Verbreitungsgeschwindigkeit, bevor anschliefiend eine Abnahme der Verbreitungsrate beschrieben
werden kann.

2e) Am Tag 5 ist die Verbreitungsgeschwindigkeit am grofiten, da dort der Graph am steilsten ist.

3) Verkehrsdichte oder Verkehrsfluss; Kostenanstieg; Zuflussgeschwindigkeit; Bakterienwachstum
oder Wachstumsgeschwindigkeit der Bakterienkultur; Schadstoffanstieg.

T



2.6 Lésungen

2.3 Momentane Anderungsraten

Aufgabe 1
1a) £(3) ~ 0,5, '(2,25) ~ 8, £°(0) = 1, () = 0,9, £(7,25) ~ 0,46

‘
1c 200+

100+

1b) £(1,75) = 2, £(25) = 0,75, £(-3) ~ -0,46, f'(1250) ~ -0,4

1d) Mogliche Félle fiir Tangenten: Tangente ...

¢ hat genau einen Punkt mit dem Graphen gemeinsam (a) Bild 1)
e durchsetzt den Graphen (a) Bild 2)
e schneidet oder beriihrt den Graphen in einem zweiten oder weiteren Punkten (a) Bild 3, Ps)

Aufgabe 2
Xo -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
£ (x0) 65 | 32| 12 0 -04 | -06 | 04| 02| 01 0 |01
Xo 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
£ (x0) 025|-08| -11 | 16 | -1,9 | 19 | 12 | 0 | 22 | 6
f
\\ )
5
\ P G/ |Gy
\ TN /

~~——
e
/
- N
/
/|
ol
~
-—-.._____-_-

|
[

I \
I

I -7 e =

Aufgabe 3
a) f(1) = 0,25, P(1/0,25)

b) £°(1) = 0,75, Der Steigungswinkel der Tangenten betrédgt tan?(0,75) = 37°, d.h. das Auto fahrt in
Richtung 90° - 37° = 53° NO.

¢) y =0,75x + b und P(1/0,25) ergeben0,25=0,75-1+ b = b =-0,5, also: y = t(x) = 0,75x - 0,5

d) Verwende im Menu A (Gleichungen) F3 (Allgemeine Gleichung) und gib die Gleichung
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2.6 Lésungen

t@%=g@ﬂ:&7ﬂ%05=02-@—02?—0A7%Mﬂmm$nmm$

ein, die fuir die Schnittpunktberechnung von Tangente und Leitplankengleichung notwendig; ist.
Setze als Startwert (der sich in der N&he von der Schnittstelle liegt) x = 2 und als obere und untere
Grenzen 1 und 4. Es ergibt sich x = 2,21. Also gilt Q(2,21/1,16). Im Menu 5 (Graph) erhélt man
eine Losung nach Eingabe der Funktionsgleichungen und durch Einstellen eines passenden Darstel-
lungsbereichs mit dem Befehl INTSEC die Schnittpunkte von beiden Graphen (Abbildungen
rechts).

E HatiRadNom] (dic)Red) ]
Eq:0.75%xx-0.5=0.2x (x> Betrachtungsfenster
x=2 Xmin__:0
Lower=1 mex i3
Upper=3| dot :7.93B5E-03
Ymin :-1
max :4
B B [EXE]:Koorciinaten anzeigen
Eq:0.75%xx-0.5=0.2x (x> | |Pigree.e %
x=2.212015995
Lft=1.159011996
Rgt=1.159011996
EI]'II&ITTF"[]NK'I}5
REPEAT X=2.212015995  ¥=1.159011996
Aufgabe 4
* y.. Laufstrecke in Metern 1
100 Geschwindigkeit im Metern pro Sekunde
; A
90 A
| /
\
—70
|
60T !
| /
| 5o /!
} /
40' I /
} /
i /
\
—20
{ yd ————
—10 7 —— e ———
. 1
; : : \T\"‘-u >
o] /1 /2 3 4 5|6 |7 8 9 10|11 |12 13 | 14
\ \ } ’ \ \ } ] \ Zeit in Sekunden
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2.6 Losungen

52) 100 = 222 o t = /ﬂz 452's
2 9,81

5b) s(2) =9'2ﬁ 2% ~ 19,62, s(3) =% 3% ~ 44,15, s(4) =9'2£ 4% = 78,48, nach 2 Sekunden befindet sich

das Auto 80,38 m, nach 3 Sekunden 55,85 m und nach 4 Sekunden 21,52 m iiber dem Boden.

5¢) Nach Einstellen des Darstellungsbereichs und Eingabe der Funktionsgleichung erhilt man den
Parabelast einer nach oben gedffneten Parabel.

E Bl [EXE]:Koordinaten anzeigen
Betrachtungsfenster i =(9. 8112)xx?
Xmin :0
max :b
scale:1
dot :0.01322751
Ym 1 n : ?0 0 ........................................................... : r2.5.30.656)
max é
INITIAL)L TRIG JISTANDRD) R IR PRIALIEYNS = ¥=30.65625 it
5d)
h S(Hhhﬂ (in Metern pro Sekunde) w (in Metern pro Sekunde)
1 5(4)15(3) — 3433 5(3)15(2) = 24,53
05 BIE) _ 31,88 @I 26,98
0,1 0,1
01 MV _ 9,92 SO-@9 _ 28,94
01 0,1
0,01 s(3.01)-s(3) _ 2948 s(3)-s(299) _ 29,38
0,01 0,01

5e)

(1) Die Terme geben die mittlere Geschwindigkeit tiber dem Zeitintervall von 3 bis 3 + h bzw. von
3 -hbis 3 an.

(2) Geometrisch entspricht der Term der Steigung der Sekante durch die beiden Punkte (3/s(3)) und
(3+h/s(3+h) bzw. (3 -h/s(3 - h)) und (3/s(3)).

(3) Die Veranschaulichung kann durch ein Steigungsdreieck erfolgen, wobei AS = s(3 +h) - s(3) bzw.
s(3) - s(3 - h) und At = h.

@) sG+h)-s(3) _ 4,905-(3+h)2-4,905-3% _ 4,905(3% +6h+h”)-4,9053 _ 4,905-3%+6-4,905-h+4,905-h% ~4,905-32

h , b h h

— §4905h+4905h _ 29,43 + 4,95 - h. Fiir sehr kleines h kann der Term 4,95h vernachlassigt wer-
den und man erhilt man als Momentangeschwindigkeit des fallenden Autos nach 3 Sekunden
29,43 Meter pro Sekunde. Dies entspricht 29,43 - 3,6 = 105, 948 Kilometer pro Stunde. Damit
stimmt die Aussage in der Uberschrift.

E



2.6 Lésungen

6a) Peter betrachtet den Quotient aus zuriickgelegter Strecke (2,5 km) und benétigter Zeit (3 Minu-
2,5km _ 2,5km

3min ~ Lkm

20
mentieren. Wenn er in 3 Minuten 2,5 km zurticklegt, legt er in 60 Minuten die zwanzigfache Strecke
(also 50 km) zurtick.

ten). Dies entspricht genau = 50— Alternativ kann man auch folgendermaflen argu-
min

6b) Ohne GTR: Wiirde er konstant mit 50 km pro Stunde durch den Ort fahren, entsprédche der
Verlauf einer Geraden mit der Steigung 23—5 Durch Parallelverschiebung dieser Geraden, so dass die

Parallelen Tangenten an den Graphen zum Weg-Zeit-Verlauf des Autos erkennt man, dass zwischen
etwa 0,6 Minuten und 2,4 Minuten eine stirke Steigung vorliegt, also eine Geschwindigkeit tiber 50
km pro Stunde.

A ,
\ Y Weg in km

\
\
\
\
L L X
4 V5 6
Zeit in Minuten
-1+ |
\
\

Mit GTR: Im Menu 5 (Graph) wird die Funktionsgleichung eingegeben und das entsprechende Be-
trachtungsfenster festgelegt. Anschlieffend gelangt man tiber SKETCH zum Anzeigen der Tangente.
Ist im SET UP die Funktion DERIVATIVE angestellt wird die Steigung der Tangenten angezeigt.
Scrollt man nun an die entsprechenden Stellen erkennt man, dass bis ca. 0,63 eine Steigung unter 50
km pro Stunde (entspricht etwa der Steigung 0,83 km pro Minute) vorliegt sowie ab einer Dauer von
ca. 2,36 Minuten.

6c) g(x) = £

6d) Mithilfe der Spiegelmethode oder dem GTR ergibt sich f/(1,5) = 1,25. Diese Steigung entspricht
einer Geschwindigkeit von 75 km pro Stunde, was einen Bufigeldbescheid von 70 € und einen Punkt
zur Folge hat.”

Bl Ausfiuhrposition wahlen

Yﬂ:—(5427)xx“(3)+(546)x7

./.

Bl Ausfiuhrposition wahlen
W=-(5127)xx~(3)+(b16)xx2

Tangente / Tangente
I T d¥/dX=0.8418 I dv¥/dX=1.25
X=0-B128671420 Y¥=0.2051895044 X = | ¥=1.25 X

17 BuRgeldkatalog 2016
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2.6 LOsungen

Bl Ausfiuhrposition wihlen
WL=-(5127)xx~(3)+(516)xx2

Tangente
dY/dX=0.8342
079365 ¥=2.2114816563 X

7) ny ny . ‘ /
7 /Gf 7+ ] Gf/ ]
/
/ _ // //
6 / 6 (P
P
4 A 4 ¥Q(3/4,25)
/4
—3 P(2/3) —3 (Jafd)
y >
~Ll 7 ~ | AearE25)
/| /
y/ 74_1 /
0 1 2 3|45 6 "0 12 34|56
EEEN Al EREREERRE

7a) Die Tangente hat die Steigung Mrapgente = % = % =1.
7b) Fiir die Sekantensteigungen gilt mpq = Ay 1—55 = 1,25 und mgp = A—Z = 0175 = 0,75

Diese Werte sind gute Naherungswerte fiir dle Steigung des Funktionsgraphen im Punkt P (2/3),
d. h. fiir die Steigung der Tangenten im Punkt P.

7¢)
_ . _ ,25-(4+4h+h?)+2— hlio K2

(1) f(2+h}3 f(2) _ 025 (2+}111)2+2 3 _ 0,25 (4+4h+ )+2 3 _ 1+h+0,2151h +2-3 _ h+0,§5h —1+4025-h

—f(2— —025(2—h)2— -0,25-(4—4h+h? —14h-025h2  h—025h2
) £(2) }fl(z h) _3 0,25(5 D 025(4:1 ah+h?) _1 1+hho,25h _h OﬁSh —1-025-h
(3) Es ergibt sich die folgende Tabelle:
h Q@+ h/f2+h) mpq h  OE-h/f2-h) fne
1 Q(3/4,25) 1,25 1 0(1/2,25) 0,75
0,5 Q(2,5/ 3,5625) 1,125 0,5 0(1,5/2,5625) 0,875
0,1 Q(2,1/3,1025) 1,025 0,1 0(1,9/2,9025) 0,975
0,01 |Q(2,01/3,010025) 1,0025 0,01 0(1,99/ 2,990025) 0,9975

(4) Es gilt: ’llir% mp, = 1 und ’llirr(l) mgp = 1, da der Term 0,25h fiir sehr kleine h vernachléssigt werden

kann. Unabhingig davon, von welcher Seite sich der zweite Grafenpunkt dem Punkt P n&hert,
strebt die Steigung der Sekante gegen 1: Der Graph besitzt im Punkt P(2/3) die Steigung 1. Dieser
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2.6 Lésungen

Wert entspricht der Steigung der Tangenten im Punkt P(2/3) an der Graphen und wird mit £(2)
bezeichnet (,Ableitung von f an der Stelle 2).

7d)
f(Xo)—f(Xo+h) _ f(xo)—f(xo+h) _
-h - h -
. Es reicht aus, diesen Term fiir eine Ndherung von rechts und von links zu betrach-

(1) Die Steigung der linkseitigen Sekanten betrégt wegen h < 0:
fxo+h)—f(x0)

h
ten, da sowohl positives h als auch negatives h bei der Grenzwertbildung beliebig klein wer-

den konnen.

2
(2) f(xo+h)—f(Xo) _ 0,25:(Xg+h)%+2-0,25x5%-2 0J25'(X02+2X0h+h )+2—0,25'x02—2 _
h - h - h -

x240,5- h2-0,25-%,2 . h2
0,25:%%+0,5 xoh;0,25 h™-0250° _ 05%0ht025h" _ %o + 0,25 - h,
(3) Durch Grenzwertbildung ergibt sich %lirr(l) Hxo +h)=1(o) _ lllir% (0,5-%xg +0,25-h) = 0,5 x,. Dieser
Grenzwert entspricht der Tangentensteigung an den Grafen an der Stelle xo und wird mit £"(xo)
bezeichnet. Die Tangentensteigungsfunktion bzw. Ableitungsfunktion lautet also: £"(x) = 0,5x.

_ 2_, 2 2 2_ 2 2
8a) f(xo+h}2 fxo) _ (Xo+h})1 Xo® _ Xo +2x01111+h Xo® _ 2xollll+h = 2%, + h. Daher gilt fiir die Ableitung an

einer beliebigen Stelle x,: f'(xq) = lllin})(Zxo + h) = 2x,.

8b) Setzt man 1 in f” ein erhélt man f'(1) = 2. Fuir die Tangentengleichung gilt daher t(x) = 2x + b.
Setzt man di Koordinaten des Beriihrpunktes (1/£(1) = 1) in die Gleichung der Tangente ein ergibt
sichl=2-1+Dbalsob=-1, also t(x) =2x - 1.

92)20=5tot’=4ot=2
9b) Wihle z. B. den Darstellungsbereich 0 < x<2und 0 <y <20

9¢) Die Tangente an der Stelle 2 hat eine Steigung mit dem Wert 10 und entspricht der Steigung des
Graphen im Punkt (1/5). Herleitung der Tangentengleichung: y = 10x + b und (1/5) liegt auf der
Tangente =>5=10-1+b=b=-5=y=10x-5.

B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Wl =bxx2

dY7dX=10

¥=5 X

B Ausfihrposition wahlen
Pl =hxx2

S, ') Tangente

7=10X-5 -
= ¥=5 X




2.6 Losungen IEEHEEN

9d) Die Tangentensteigung im Punkt (1/5) entspricht der momentanen Geschwindigkeit des Turm-
springers nach 1 Sekunde.

— . 2_ . 2y _ 2_ 2
9¢) s(1+h12 s _ 5 (1+}1:) 5_5 (1+zhh+h )5 _ 5+1oh;5h 5 _ 10h}-|1-5h — 104 5h n 10 = s°(1). Statt
des Ausdrucks }llin’(l) (10 + 5h) = 10 schreibt man auch 10 + 5h = 10 und liest , 10 + 5h strebt fiir h

gegen Null gegen 10.”

£ s(t+h)—s(t) _ 5-(t+h)?—5t% _ 5-(t>+2th+h?)—5-t> _ 5-t2+10th+5h?- 5t _ 10th+5h?
o) h - h - h - h - h

s’(t) = momentane Geschwindigkeit des Springers nach t Sekunden.

=10t+5h— 10t =
h-0

9g) Der Turmspringer hat nach 1 Sekunde eine momentane Geschwindigkeit von 10 Meter pro Se-
kunde (= 36 km pro Stunde), nach t Sekunden eine momentane Geschwindigkeit von 10t.

9h) Da der Springer nach 2 Sekunden ins Wasser eintaucht, hat er eine momentane Eintauchge-
schwindigkeit von 20 Meter pro Sekunde (= 72 km pro Stunde!!!).

2.4 Ableitungsregeln und hohere Ableitungen

1a)
f(x) = X x2 x3
(xo+h)3—x,°
2_o 2 Mo —0
(X0+h})l Xo h ;
3+3x9%h+3xoh"+h3—x,?
f(x0+h)—f(xo) _ Xo+h—%, 1 _ X02+2X0h+h2—X02 — Xo Xo hXo X0
h h 5 h+h2h _ 3x2h+3xoh?+h3
X — 2% 7977 T
= OT =2X,+h h
= 3x¢% + 3%oh + h?
. f(xo+h)—f(x
fCxg) = Jim Do) _ 1 2 Joxg?
n-1

Vermutung: f(x) = x" = f'(x) = nx

1b)
f(x) = c 2x2 X2+ X
2(xo+h)?—2x4? (Xo+h)?+x+h—xy%—x,
h h
f(xo+h)—f(x,) _ o _ 2x2+4%xoh+2h%—2x,2 _ Xo2+2xoh+h%+h—x,2
h B h - h - h
2 2
4xoh+2h 2xoh+h+h
== = 4%, + 2h ZOTZZXOJ’“'}‘
. f(xo+h)—f(x
f(xo) = lim Mo +h)-fxo) _ 0 4-x¢ 2%y + 1
h-0 h

Vermutungen: f(x) = k-g(x) = f'(x) = k- g'x) und f(x) = g(x) + h(x) = f'(x) = g'(x) + h’'(x)

1c)

1 Potenzregel: (x)" =n - x»1 (n € N). Beispiel: f(x) = x11= {"(x) = 11- x10

2 Konstantenregel: Fiir k € R gilt k"= 0. Beispiel: f(x) =5 = {'(x) =0

3 Faktorregel: (c -f (x))" =c -f'(x) (ce R). Beispiel: h(x) = 5-x11 = h’(x) = 5-11- x10 = 55-x10

4 Summenregel: [ f (x) + g(x)]" = f'(x) + g’(x). Beispiel: h(x) = 5-x3 + 4-x2 = h"(x) =10-x2 + 8-x




2.6 Losungen IEEHEEEN

(1) £7(x) = 8x7 (1) (2 () =1(1) () £'(x) =x (L, 3)

4) £(x) =0,6 x5 (1, 3) 5)f(x)=0(2) (6) £°(x) = (n + 1)-x~ (1)

(7) £(a) = 4xta% (1, 3) (8) f'(x) =48 x7 (1, 3) 9) F(x) =9 (1, 3)

(10) £°(x) = 0,5 (1, 3) (A1) F(x)=9x2+3x-1(1,3,4)  (12) F(x) = 8x" +2x (1, 4)

(13) £/(x) = 3x2 +1 (1, 4) (14) £(x) = 4x° - 2x (1, 2, 4) (15) £/(x) = 11x10 - 9x8 + 1 (1, 2, 4)
(16) f/(z) = 101210 + 1 (1,2,4)  (17) £'(a) =1 (1,2, 4) (18) £(y) = 4y3 - 3y2 + 2y -1 (1, 2, 4)
1d)

Es gilt f (x) - g(x) =f(x) + (-1) - g(x). Daher gilt nach Faktor und Summenregel [f(x) - g(x)]" = {"(x) +
(1) -g=f()-8x

le)

Die Summenregel besagt, dass die Momentansteigung der Summe zweier Funktionen an einer be-
stimmten Stelle gleich der Summe der einzelnen Momentansteigungen an derselben Stelle ist. An-
schaulich liegt das daran, dass sich im Differenzenquotient bei gleichem Ax = h der Wert fiir Ay aus
der Summe der Differenzen der Einzelfunktionen zusammensetzt. Die Faktorregel impliziert, dass
die Momentansteigung der mit dem Faktor ¢ multiplizierten Funktion an einer Stelle c-mal so grofs
ist wie die Momentansteigung der Einzelfunktion an derselben Stelle. Die geometrische Begriin-
dung basiert auf der Tatsache, dass im Differenzenquotient bei gleichem Ax = h der Wert fiir Ay mit
dem Faktor ¢ multipliziert wird. Die Konstantenregel ist anschaulich klar, da der Graph einer kon-
stanten Funktion an jeder Stelle die Steigung Null hat, also Graph der Nullfunktion darstellt.

1f)

h)—g(xo) —

f(xo+h)—f(x0) _ . g(xet
% =f(xq) und Ll—%g zo :

Summenregel: Es gelte llqirrcl) g'(Xo). Zu zeigen ist, dass gilt:

}llirr(l) (f+g)(X°+hli_(f+g)(X°) = f'(x¢) + g'(Xo). Betrachte den Differenzenquotient von f + g an der Stelle xo:

(f+8) (xo+h)—(f+g)(Xo) _ f(xo+h)+g(xo+h)—f(x0)—g(x0) _ f(xo+h)—f(xo) + 8(xo+h)—g(xo) = f'(xo) + g (X0), q. e. d.

h - h N h h
w=f'(xo) und sei ce R. Zu zeigen ist, dass gilt:

Faktorregel: Es gelte lim

h-0
l G f)(x°+h) (Do) = c-f(xq). Betrachte den Differenzenquotient von ¢ - f an der Stelle xo:
(C f)(X +h)—(c f)(x ) cf(xg+h)—cf(xg) f(xo+h)—f(x) ,
0 o 0/ —— 0 m 0:C' 0 h OhTO)C'f(XO),q.e.d.
1g)

1 gehort zu C: Eine nach oben gedffnete Parabel ist Graf einer quadratischen Funktion, deren Ablei-
tungsgraf eine steigende Gerade sein muss, da beim Ableiten sich der Grad um 1 reduziert und die
Gerade im fallenden Bereich der Parabel im negativen Bereich liegen muss.

Mit der analogen Begriindung gehort A zu 3, da der Ableitungsgraf einer nach unten geotffneten
Parabel eine fallende Gerade sein muss.

2 gehort zu D, da aufgrund des Verhaltens im Unendlichen D einen geraden Grad besitzen muss
und 2 einen ungeraden. Dartiber hinaus stimmen die Nullstellen von 2 mit den Extremstellen von
D tiberein.

4 gehort zu B mit den analogen Begriindungen wie bei 2 und D: 4 und B haben wegen des Verhaltens
im Unendlichen geraden und ungeraden Grad, Extremstellen von B entsprechen den Nullstellen
von 4.
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2a)
f(x) = x¥3+x2-x+1 fx) = 025x® —-x7+m
f'(x) = 3x2+2x-1 f'(x) = 2x7-7x6
f7(x) = 6x+2 f7(x) = 14x6 - 42x5
f(x)= 6 f77(x) = 84x5 - 210x*
fo(x) = 0 fO(x) = 5040x2 - 5040x
f(x) = x(x2+7)= x3+7x f(x) = xx—2)2=xt-2x3+x2
tf'(x) = 3x2+7 t'(x) = 4x3-6x2+2x
f7(x) = 6x f7(x) = 12x2-12x+2
t7°(x)= 6 f77(x) = 24x-12
fe(x) = 0 fO(x) = 24

2b)

zur Verfiigung stehende Graphen

; \
D A ﬂ

C B

Argumente konnen z. B. sein: Extremstellen von f” sind Nullstellen von f“, Extremstellen von f sind

Nullstellen von {’, Grad der Funktion muss sich beim Ableiten immer um 1 reduzieren, Graf von f
steigt (fallt) — Graf von {” liegt oberhalb (unterhalb) der x-Achse




2.6 Lésungen

2.5 Kontrollaufgaben
Hilfsmittelfrei

la) t(x)=-x+5

£(x) = -0,25x2 + 4 /

= N W \:- )

1
oo
1
|
(<)}
1
v
=
1
w
U
N
1
-
E Y
-
N
w
-3

5
RN

\ N
\
1b) f'(x) = —0,5x. Dabei wurden die Potenzregel (fiir x2), die Faktorregel (fiir den Vorfaktor —0,25),

die Summenregel (fiir die beiden Summanden —0,25x2 und 4) und die Konstantenregel (ftir 4) an-
gewendet.

w N

1c) m Tangente = f'(2) = —0,5 - 1 = —1. Berechnung der dazugehésrigen Tangentengleichung t(x): t(x)
=—x+b;3=-2+b=>b=5 =t(x)=—x+5

2a) A(1) = —4 490+ 100 = 186 Besucher

A(3)-A(1) 586-186 Besucher
= = 200
3-1 2 Stunde

2b)

Besucher
Stunde °

2c) A’'(x) = —16x3 +180xund A'(1) = 164
andrang 164 Besucher pro Stunde.

Um 16 Uhr betrégt der momentane Besucher-

2d)

700

[Anzahl A(x) der Besucher

600
500
400
300

__________

200

-

100

1
T
1
1
1
!
1
I
|
1
|
I
|
|
1

” o X Stunden seit Einlass
0 025 05 075 1 125 15 175 2 225 25 275 3 325 35 375 4 425 45 475 5 525 55 575 6 625

Nullstellen von A” bei 0 und etwa 3,35 (2P), Maximumstelle von A" liegt etwa bei 2 (1,75 bis 2,25
wird akzeptiert). Besonders genau ist die Darstellung, wenn mithilfe der Spiegelmethode die Stei-
gung der Tangente berechnet wird, um das globale Maximum von A" zu bestimmen (ca. 232 Besu-

cher pro Stunde).
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Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln

3a) s(t) = %- sin(a) - t2 = % -sin(30) -t =5-0,5-t2 = 2,5-t?

3b) s(3) = 2,532 = 22,5 [m]

3c¢)s(3) —s(2) = 22,5 2,522 = 12,5 [m]

s(3)-s(2) 12,5 m
3d) V[2;3] = 3.2 =—==125 [;]
__s(2+h)-s(2) _ 2,5:(2+h)2-10 __ 2,5:(4+4h+h?)-10 _ 10+10h+2,5h?-10
3e) V[z,24h] = m = m = m = m =10+ 2,5h = 10

Die momentane Geschwindigkeit der Lawine betrdgt nach 2 Sekunden 10 m pro Sekunde. Dies sind
36 km pro Stunde.

3f) s'(t) = 2,5 2 -t = 5t = v(t) beschreibt die Momentangeschwindigkeit der Lawine nach t Sekun-
den.

3g) 305 km pro Stunde sind 84 1—2 (= 305 : 3,6) Meter pro Sekunde. Mit dem Ansatz 84 1—2 = Stergibt

sicht=16 % Sekunden. Setzt man diesen t-Wert in die Funktion s ein, erhélt man fiir die zurtickge-

2
legte Strecke bis zu einer Geschwindigkeit von 305 km pro Stunde: s (16 %) =25" (16 %) ~
717,79 m.

3h) Lasse zunéchst die Funktion zur x(t) unter Menu (Graph) mit entsprechendem Darstellungsbe-
reich zeichnen. Anschlieffend kann mit Sketch und Tangent die Tangente eingezeichnet werden. Die
Steigung betrdgt an der Stelle 5 gleich 5. Durch nochmaliges Driicke von EXE wird die
Tangentengleichung angezeigt. Rechnerisch gilt:

x'(t)=0,5-2-t=t alsox’(5) = 5.

B Ausfihrposition wahlen
L=, Bxx2
___________________________________________ (5,12:5) 11 Tangente
¥=bX-12.5
AT, ot . ¥=12.5, | . X
3i) x’(6) = Momentangeschwindigkeit der Lawine nach 5 Sekunden. Bestimmung der

Tangentengleichung: 125 =5-5+b = b =-12,5 = y = 5x - 12,5. Ansatz fiir die Bestimmung des
Neigungswinkels: 12—0- sin(a) -t> = 0,5-t> ©sin(a) = 0,1 ©® a = Sin_l(O,l) ~ 5,74°.

4a) al) Hohe des hochsten Punkts: 500 m a2) Hohe 250 m vom Punkt Po entfernt: 220 m a3) Horizon-
talentfernung, wenn Geldnde erstmalig 300 m erreicht: 500 m.
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460-300 160 16 . o )
= — = — = 64 %. Mittleres Gefille zwischen Py

750-500 250 25 .
L N
50 %

4b) Mittlere Steigung zwischen P5; und Ps:

380-500 -120 2 120
und Po: = = —_—

2_ o0 . . . . _
T30-1050 ~ 300 — 5 = —40%. Mittlere Steigung zwischen Py und Pi: =

4c) Der grofste Anstieg ist zwischen den Punkten P, und Ps, da dort der Graph am steilsten ist. Legt
man an der steilsten Stelle eine Tangente an erhélt man eine Steigung von deutlich mehr als 300 %.

4d) tan (68°) ~ 248 % ist deutlich unter 300 %. Daher wird der Gelaindewagen nur bis Punkt P4
kommen, auch wenn die mittlere Steigung zwischen P, und Ps nur 240 % betragt.

4e) Zeichne zur Strecke P, P, eine Parallele, die das Geldndeprofil im gesuchten Punkt Q beriihrt.

4f) Die Entfernung des Punktes P1; vom Startpunkt Py betragt 1550 m, da fiir das Gefille von Py bis
Py dann gilt: =120 : 50 = —2,4 = —240 %.
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3.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Erwartungswert

Lektion 3: Grundlagen der Stochastik

3.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Erwartungswert

In einem Buch mit mathematischen Rétseln findet man folgenden Textauszug!$:

Aufgabe 1: Karnevalistisches Wiirfeltreiben

,Das folgende Wiirfelspiel ist bei allen moglichen Festivitdten, vor allem auch auf Karnevalsveran-
staltungen, dufSerst beliebt. Da es hochst selten vorkommt, dass sich zwei Personen tiber die Ge-
winnchancen eines Spielers einigen kdnnen, stelle ich es hier als grundlegende Aufgabe im Zusam-
menhang mit der Wahrscheinlichkeitstheorie vor.

Auf dem Tisch befinden sich sechs Felder, die mit 1, 2, 3, 4, 5 und 6 markiert sind. Die Spieler konnen
in jedes Feld so viel Geld legen, wie sie wollen. Es wird mit drei Wiirfeln gewtirfelt. Zeigt einer der
Wiirfel Ihre Feldzahl an, dann erhalten Sie Ihr Geld zurtick und dartiber hinaus die gleiche Menge
noch einmal. Zeigen zwei Wiirfel Ihre Feldzahl an, dann erhalten Sie Ihr Geld zurtick und zusétzlich
zweimal die eingezahlte Menge. Erscheint Thre Feldziffer auf allen drei Wiirfeln, dann erhalten Sie
aufier ihrem eingelagerten Geld noch dreimal die gleiche Summe. Zeigt jedoch keiner der Wiirfel
Ihre Feldziffer an, dann kassiert nattirlich der Spielmacher Ihr Geld.

Schauen wir uns das Ganze doch einmal am konkreten Beispiel an: Angenommen, Sie haben 1 Dol-
lar auf Feld 6 gesetzt. Dann erhalten Sie, wenn einer der Wiirfel die Sechs zeigt, Ihren Dollar zurtick
und 1 Dollar dazu. Zeigen zwei Wiirfel die Sechs, dann erhalten Sie Ihren Dollar zuriick und dazu
2 Dollar. Zeigen drei Wiirfel die Sechs, dann erhalten Sie Ihren Dollar zurtick und dazu noch 3 Dol-
lar. [...]”

A 1 2 o 3
.o; %, \g:.u!},,% 4 5 6

a) Wer hat die besseren Chancen: Der Spielmacher oder die Spieler?
Notiere deine Argumente.
b) Spiele das Spiel mit Deinem Tischnachbarn. Jeder simuliert 40-mal den Spieler, der Partner ist

dann die Bank. Bei jedem Spiel wird 1 € (entspricht z. B. einer Unterlegscheibe) eingesetzt. An-
schliefSend soll der Gewinn notiert werden.

Gib an, ob die Simulation Deine Anfangsvermutung bestatigt,
c) Begriinde mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wer bessere Chancen hat zu gewinnen.
d) Untersuche, wie man dieses Spiel verdndern miisste, damit es fair wird.

Hinweis: Auf der anderen Seite bekommst Du zwei Hilfsinformationen, die Dir bei der Losung
der Aufgabenteile c) und d) helfen konnen. Dabei gibt Hilfe 1 weniger Unterstiitzung als Hilfe 2.

18 Textauszug aus: LOYD, S., J. GARDNER: Mathematische Rétsel und Spiele. DuMont Buchverlag, K6In 2005.
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Hilfe 1
Berechne die folgenden Wahrscheinlichkeiten (z. B. mithilfe eines Baumdiagramms):

P(Die gesetzte Zahl Z kommt dreimal vor = 3er-Pasch der Zahl Z)

P(Die gesetzte Zahl Z kommt genau zweimal vor = 2er-Pasch der Zahl Z)
P(Die gesetzte Zahl Z kommt genau einmal vor)

P(Die gesetzte Zahl Z kommt nicht vor)

Berechne nun den folgenden Term und deute ihn im Sachzusammenhang:

3€ 1 + 2€ 15 + 1€ 75 + (—1€) 125
216 216 216 216
Hilfe 2

Es gilt fiir folgendes Baumdiagramm mit Z = gesetzte Zahl und Z = alle anderen Zahlen:

%/Start \g
|z Z
&\ 7N
[z 7 V4 Z
& . J N < N / \
Z yA Z Z Z 7 Z Z

Fiille die Aste des Baums aus und begriinde die nachfolgenden Rechnungen:

P(Die gesetzte Zahl Z kommt dreimal vor = 3er-Pasch der Zahl Z) = % . % . % =—

P(Die gesetzte Zahl Z kommt dreimal vor = 3er-Pasch der Zahl Z) =3 - =-=--= ——

P(Die gesetzte Zahl Z kommt genau einmal vor) =
P(Die gesetzte Zahl Z kommt gar nicht vor)

Berechne nun den folgenden Term und deute ihn im Sachzusammenhang;:

36 4262 4 1e. 2 + (-1€) 125
216 216 216 216




3.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Erwartungswert

Definitionen: Den Ergebnissen eines Zufallsversuchs kann man Wahrscheinlichkeiten zuord-
nen. Die Wahrscheinlichkeiten sind gut gewé&hlt, wenn sie die relativen Haufigkeiten bei grofier
Versuchszahl gut vorhersagen. Die Wahrscheinlichkeiten aller Ergebnisse addieren sich zu 100 %.
Sie bilden eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beispiel: Im obigen Zufallsversuch eines Wurfes von 3 Hexaeder-Wiirfeln erhilt man folgende
Wabhrscheinlichkeitsverteilung:

Ereignis Kein Z Genau einmal Z | Genau zweimal Z Dreimal Z

Wahrscheinlichkeit

Definition: Wenn bei einer Datenerhebung die Ergebnisse xi1, x, ..., xn mit den Wahrscheinlich-
keiten p1, p2, ps3, ..., pn auftreten, heifst der Wert p = x4 * p; + x5 - p + - + X;, * py der Erwartungs-
wert der Wahrscheinlichkeitsverteilung. Er gibt an, welchen Mittelwert man bei ausreichend
grofier Versuchszahl auf lange Sicht erwarten kann. Er ist eine Prognose fiir den Mittelwert.

Beispiel: Ordnet man dem Gewinn oder der Auszahlung eines Spielers die Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreten des Gewinns bzw. der Auszahlung zu, erhélt man folgende Wahrscheinlichkeitsver-
teilung;:

Ereignis Kein Z Genau einmal Z Genau zweimal Z | Dreimal Z

Gewinn des Spielers

Auszahlung an den Spieler

Wahrscheinlichkeit

Gewinnerwartung

Auszahlungserwartung

— Arbeitsblatt: Karnevalistisches Wiirfeltreiben

Aufgabe 2: Gliicksspiel mit einem Wiirfell?

Beim Gliicksspiel mit einem Wiirfel soll das Doppelte der Augenzahl in Euro ausgezahlt werden.

a) Berechne unter Angabe einer geeigneten Wahrscheinlichkeitsverteilung den Auszahlungsbe-
trag, mit dem ein Spieler im Schnitt rechnen kann.

b) Gib an, wie hoch der Einsatz sein muss, damit das Spiel fair ist.

19 Aufgabe aus Lambacher Schweizer, Einfiihrungsphase, Klett-Verlag (2014)
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Jan bietet ein Gliicksspiel an: Der Spieler zahlt einen Chip und darf dafiir zwei Miinzen werfen. Er
erhélt so viele Chips als Gewinn, wie beide Miinzen zusammen Zahl zeigen.

Aufgabe 3: Miinzwurf20

a) Begriinde, warum das Gliicksspiel durch die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung beschrie-

ben wird.
Gewinn -1 0 1
Wahrscheinlichkeit 0,25 0,5 0,25

b) Berechne den Erwartungswert der Verteilung und deute ihn im Sachkontext des Spiels.

t‘:

=/ Aufgabe 4: Mittelwert und Erwartungswert?!
a) Bei einem Zufallsexperiment konnen 2 Ergebnisse eintreten: 1 (Treffer) und 0 (Niete). Die Tref-
ferwahrscheinlichkeit betragt 0,6.

Berechne den Erwartungswert der Wahrscheinlichkeitsverteilung.

b) Bei der Durchfiihrung des Experiments erhielt Frank die nachfolgende Haufigkeitsverteilung.

Berechne den Mittelwert und gib einen Term zur Berechnung der prozentualen Abweichung
des Mittelwertes vom Erwartungswert an.

Ergebnisse 0 1
Absolute Haufigkeit 40 44

Auf dem Tisch liegen verdeckt drei Buben, drei Damen und drei Konige. Lege eine 1-€-Miinze auf
den Tisch und ziehe dafiir 3 der 9 Karten.

Aufgabe 5: Drilling gesucht??

Spiel 1: Wenn Du einen ,Drilling” (3 x die gleiche Person) ziehst, bekommst Du Deinen Einsatz
zuriick und 20 € als Gewinn dazu.

Spiel 2: Wenn Du 3 verschiedene Personen (Bube, Dame, Kénig) ziehst, bekommst Du Deinen Ein-
satz zuriick und noch 4 € als Gewinn dazu.

a) Untersuche, bei welchem der beiden Spiele man auf Dauer eher Gewinn bzw. Verlust macht.

b) Bestimme den Auszahlungsbetrag, damit beide Spiele ,fair” werden, d. h. langfristig weder Ge-
winn noch Verlust gemacht wird.

20 Aufgabe aus Lambacher Schweizer, Einflhrungsphase, Klett-Verlag (2014)
21 Aufgabe aus Lambacher Schweizer, Einflhrungsphase, Klett-Verlag (2014)
22 Aufgabenidee aus Lambacher Schweizer, Einfihrungsphase, Klett-Verlag (2014)
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3.2 Mehrstufige Zufallsexperimente und Pfadregel

Aufgabe 1: Gliicksrader

Auf einem Jahrmarkt wird ein Gliicksspiel angeboten. Fiir 1 € Einsatz werden nacheinander die
folgenden 3 Gliicksrdader gedreht. Die Auszahzlung erfolgt nach folgender Regelung;:

Anzahl der ler 0 1 2 3

Auszahlungin€ | 1 0 2 10

a) Gib ein Baumdiagramm an, das zum Glticksspiel passt.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeiten fiir folgende Ereignisse: Es erscheint ...

keine 1, genau einmal eine 1, genau einmal eine 2, keine 2.
c) Untersuche, wie oft pro 1 € Einsatz auf Dauer die ,1“ gedreht wird.

d) Bestimme den durchschnittlichen Auszahlungsbetrag und den mittleren Gewinn, der auf Dauer
pro Spiel ausgezahlt wird und ermittle eine faire Auszahlungsregelung.

— Arbeitsblatt: Pfadregeln

Aufgabe 2: Freiwurf im Basketball

Ein Basketball-Profi hat im Schnitt eine Trefferquote bei Freiwtirfen von 75 %. Er macht 3 Freiwtirfe.
Ein mogliches Ergebnis ist TTN (1. und 2. Wurf treffen, 3. Wurf verfehlt).

a) Gib die Ergebnismenge sowie eine Tabelle mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung an.

b) Notiere die moglichen Ergebnisse fiir das Ereignis E = ,Der Profi trifft mindestens zweimal”
und bestimme P(E). Beschreibe das Gegenereignis E zu E in Worten und gib P(E) an.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass er hochstens zweimal trifft.

d) Schitze einen Wert fiir die zu erwartende Trefferzahl des Profis und berechne diesen Wert.

Aufgabe 3: Wer har recht??3

Angenommen, man mischt vier Spielkarten - zwei rote und zwei schwarze - und legt sie verdeckt
in eine Reihe. Zwei Karten werden zuféllig gezogen, indem man eine Miinze drauflegt. Wie grofs ist
die Wahrscheinlichkeit, dass beide Karten die gleiche Farbe haben?

Jemand konnte so argumentieren. Es gibt drei gleich wahrscheinliche Félle. Entweder sind beide
Karten schwarz, beide rot oder sie haben verschiedene Farben. In zwei Fillen stimmen die Farben

tiberein, also betrédgt die Wahrscheinlichkeit gleicher Farben g

23 Modifiziert nach: GARDNER, M: Martin Gardner” s mathematische Denkspiele. Hugendubel-Verlag (1983)
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~Nein”, entgegnet ein anderer, , es gibt vier gleichwahrscheinliche Fille. Entweder sind beide Kar-
ten rot, beide schwarz, Karte x ist rot und y ist schwarz oder x ist schwarz und y ist rot. Einfacher

ausgedrtickt: die Karten haben gleiche Farben oder nicht. Auf jeden Fall ist die Wahrscheinlichkeit %

a) Wer hat Recht? Widerlege oder bestitige die obigen Argumentationen.

b) Erstelle ein Baumdiagramm und berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beide Karten die
gleiche Farbe haben (ein Pasch bilden) und dafiir, dass kein Pasch kommt.

c) Ermittle den zu erwartenden Gewinn, wenn bei einem Pasch der Einsatz und 1 Miinze Gewinn
ausgezahlt wird und bei Nicht-Pasch der Einsatz verloren ist.

@ Aufgabe 4: 5-facher Wurf mit einem Hexaeder-Wiirfel?*

Ermittle einen Term fiir die Wahrscheinlichkeit, bei 5 Wiirfen mit einem Hexaeder-Wiirfel ...
a) mindestens eine 6 zu wiirfeln.

b) lauter verschiedene Augenzahlen zu erhalten.

c) die erste 6 erst beim letzten Wurf zu erhalten.

@ Aufgabe 5: Joghurtsorten

Paul hat im Kiihlschrank 10 Joghurtbecher, von denen 6 mit Erdbeergeschmack und 4 mit Kirschge-
schmack sind. Zufillig (ohne die Sorte beim Herausnehmen zu erkennen) nimmt er 3 Becher heraus.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 1 Kirschjoghurt dabei ist.

b) Bestimme unter Zuhilfenahme eines Baumdiagramms eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir
die Anzahl der Kirschjoghurts.

c) Ermittle den Erwartungswert der Wahrscheinlichkeitsverteilung und deute ihn im Sachkontext.

Herr Meyer ist Sportlehrer und hat 6 gleich aussehende Schliissel an seinem Bund. Jeder Schliissel
passt auf einen anderen Gerédteschrank. Leider hat er die Schliissel nicht direkt markiert, so dass er
nicht mehr weif3, welcher Schliissel zu welchem Schrank gehort. Er startet beim ersten Schrank und
probiert die Schliissel nacheinander durch. Die probierten Schliissel hilt er fest, sie werden nicht
noch einmal verwendet.

Aufgabe 6: Warten auf Erfolg - Herr Meyer und sein Schliisselbund

a) Schitze, nach wie vielen Versuchen Herr Meyer im Mittel erfolgreich ist.

b) Bestimme unter Zuhilfenahme eines geeigneten Baumdiagramms die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung fiir die Anzahl der probierten Schliissel und ermittle damit den Erwartungswert. Ver-
gleiche mit Deinem Schitzwert aus a).

24 Aufgabe aus Lambacher Schweizer, Einflhrungsphase, Klett-Verlag (2014)
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3.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Vierfelder-Tafel

Aufgabe 1: Urnenmodell - Grundmodell der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Fiille die fehlenden Liicken aus.

Wenn man bei einer statistischen Erhebung zwei Merkmale wie z. B.
Geschlecht und Korpergrofie gleichzeitig untersucht, kann das Vorwissen
tiber ein Merkmal die Wahrscheinlichkeit des anderen Merkmals beeinflussen.
Man spricht von bedingten Wahrscheinlichkeiten. Dies wollen wir am
Urnenmodell verdeutlichen. Anhand der Abbildung rechts erkennt man, dass
es vier unterschiedliche Kugelsorten gibt, dessen Anzahlen mithilfe einer
Vierfeldertafel dargestellt werden kdnnen:

Mit Punkt (M) Ohne Punkt (M) Summe
Rot (R) 3
Nicht Rot (R)
Summe 10

Aus der obigen Urne wird mit verbundenen Augen eine Kugel gezogen. Die Wahrscheinlichkeit,
eine markierte (Ereignis M) bzw. eine nicht-markierte Kugel (Ereignis M) zu erwischen, ist
P(M) =

% P(M) = %

10 10

Wenn man schon weifs, dass die erste gezogene Kugel rot ist (z. B. weil man es von einer zweiten
Person angesagt bekommt), dndern sich die Wahrscheinlichkeit, eine markierte (M) bzw. nicht-
markierte (M) Kugel zu ziehen auf

3 _ 1
Pr(M) = = 75% Pr(M) = = 25%

Pgr(M) bezeichnet dabei die Wahrscheinlichkeit eine markierte Kugel (Ereignis M) zu ziehen unter
Bedingung rot (R). Analog ist die Pr(M) die Wahrscheinlichkeit eine nicht-markierte Kugel (Ereig-
nis M) zu ziehen unter Bedingung rot (R). Analog berechnet man:

Pr(M) == Px(M) =
Py(R) = Pu(R) =
Pyu(R) = Pyu(R) =
P(R) = P(R) =

Mit dem Ereignis R N M bezeichnet man alle roten Kugeln mit Markierung. R N M meint alle roten
Kugeln ohne Markierung. Es gilt also:

3 _
—_— - = 0, = —=
PRNM) =5 =30% PRNM) =

Analog gilt:

P(RNM) = P(RNM) =
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Die Vierfeldertafel lidsst sich auch mit Wahrscheinlichkeiten darstellen:

Mit Punkt (M) Ohne Punkt (M) Summe
Rot (R) P(RNM) = % P(R) = %
Nicht Rot (R)
Summe P(M) = 1—50 1

Die in der Vierfeldertafel steckenden Informationen lassen sich auch in einem Baumdiagramm wie-
derfinden. Dabei fassen wir die Situation als ein zweistufiges Zufallsexperiment auf, bei dem erst
die Farbe ,gezogen” wird und dann die Markierung.

P(RAM) = —-— P(RNM) = P(RNM) = PRNM) =

10

»Zieht” man erst die Markierung und dann die Farbe, gilt:

Merksatz: P, (B) sei die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B, wenn man weif3, dass A
eingetreten ist bzw. Pg(A) die entsprechende bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A un-
ter der Bedingung B. Dann gelten wegen der Pfadmultiplikationsregel folgende wichtige Formeln:

P(ANB)
P(A)

P(ANB)

Py(B) = o)

Pg(B) =
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& Aufgabe 2: Vierfelder-Tafel und Baumdiagramme

a) Ubersetze das nebenstehende Baumdiagramm in 0,4 / \0,6

eine Vierfelder-Tafel.

b) Konstruiere dann ein zweites Baumdiagramm des @

zur Vierfelder-Tafel passt. 0.6 / \0 4 0.2 / \
' ’ , 0,8
c) Entwickle einen Sachkontext, zu dem die Baumdi- @ @
agramme passen konnten.
0,24
d) Gegeben ist die folgende Vierfelder-Tafel: 0.6 0.12 048
A A Gesamt
B 0,3 0,1
B 0,4
Gesamt 0,3

(1) Vervollstindige die Tabelle.
(2) Berechne die bedingten Wahrscheinlichkeiten P, (B) und Pz(A).

(3) Zeichne zwei dazugehorige Baumdiagramme und beschrifte sie vollstindig. Erldutere, wo
sich die in b) berechneten Wahrscheinlichkeiten wiederfinden.

(4) Fasse die die Informationen der Tabelle in Worte. Dabei soll A und B folgendermafsen ge-
deutet werden: A: ménnlich, B: treibt mehr als 7 Stunden Sport pro Woche.

g Aufgabe 3: Blasinstrument spielen?

In einer Klasse sind 20 Jungen und 12 Médchen. Jeder vierte Junge und drei von vier Mddchen ler-
nen ein Blasinstrument. Frau Jager hort jemanden musizieren.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass es sich um ein Méddchen [Jungen] handelt.

b) Veranschauliche die Gesamtsituation mit Vierfelder-Tafeln fiir die absoluten und die relativen
Haufigkeiten sowie zwei Baumdiagrammen.

Aufgabe 4: Teilbarkeit und Wahrscheinlichkeitsrechnung?¢
Eine der Zahlen 1, 2, 3, ..., 100 wird zufillig ausgewahlt.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass diese Zahl ein Vielfaches von 5 ist, wenn man weif3,
dass sie ein Vielfaches von 4 ist.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass diese Zahl ein Vielfaches von 5 ist, wenn man weifs,
dass sie ein Vielfaches von 4 und ein Vielfaches von 3 ist.

2 Modifiziert nach Lambacher Schweizer, Einfiihrungsphase, Klett-Verlag (2014)
26 |_ambacher Schweizer, Einflhrungsphase, Klett-Verlag (2014)
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Aufgabe 5: Medizinischer Test

Ein medizinischer Test kann positiv (+) oder negativ (-) ausfallen. Beztiglich der Testergebnisse wird
eine Vierfelder-Tafel aufgestellt:

gesund krank Gesamt
+ 0,01 0,09 0,1
- 0,89 0,01 0,9
Gesamt 0,9 0,1 1

a) Gib die Informationen an, die Du aus der Vierfelder-Tafel entnehmen kannst.
b) Ermittle die Wahrscheinlichkeit, dass eine gesunde Person ein negatives Testergebnis hat.
c) Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine kranke Person ein positives Testergebnis hat.

d) Bestimme alle noch moglichen bedingten Wahrscheinlichkeiten und deute sie im Sachkontext.

Information: Die Sensitivitit entspricht der bedingten Wahrscheinlichkeit Pjyiiert(+) und be-
deutet die Wahrscheinlichkeit, dass eine infizierte Person positiv getestet wird. Die Spezifitat
wird durch die bedingte Wahrscheinlichkeit Ppcht infiziert (—) beschrieben und meint die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine nicht infizierte Person einen negativen Test hat.

Aufgabe 6: Sensitivitit und Spezifitat?”

In einer Reihenuntersuchung von 1000000 Personen wurde ein anderer Test auf Wirksamkeit tiber-
priift. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 99,9 % schldgt der Test an, wenn der Proband infiziert ist
(Sensitivitat). Mit einer Wahrscheinlichkeit von 99,8 % féllt der Test bei einer nicht infizierten Person
negativ aus (Spezifitiat). Man geht aufgrund statistischer Daten davon aus, dass 0,1 % der Bevolke-
rung infiziert sind. Peter, der am Test teilgenommen hat, erfahrt von seinem positiven Testergebnis.

a) Fiille mithilfe der obigen Informationen die nachfolgenden Tabellen aus.

Absolutzahlen Infiziert (I) Nicht infiziert (1) Gesamt
+
Gesamt 1000000
Wahrscheinlichkeiten Infiziert (I) Nicht infiziert (I) Gesamt
+
Gesamt 100 %

b) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass Peter tatsdchlich infiziert ist.

c) Bestimme die Wahrscheinlichkeit einer Infektion, wenn auch ein zweiter Test mit gleicher Sen-
sitivitdt und Spezifitdt positiv ausfillt. [Tipp: Erstelle eine Vierfelder-Tafel.]

d) Stelle die obige Ausgangssituation mit zwei Baumdiagrammen dar und erklire, wie du mithilfe
der Ausgangsinformationen und der Baumdiagramme Aufgabenteil b) 16sen kannst.

27 Modifiziert nach Lambacher Schweizer, Einfilhrungsphase, Klett-Verlag (2014)
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Exkurs: Ereignisalgebra

Exkurs: Ereignisalgebra?®

Mithilfe einer Vierfelder-Tafel lassen sich Ereignisse A und A mit Ereignissen B und B in
Verbindung bringen. Die nachfolgende Tabelle?® veranschaulicht die Verkntipfungsmog-
lichkeiten von zwei Ereignissen und stellt die dazugehorige Sprechweise und den Term im
mathematischen Modell dar.

Sprechweise Term im mathematisches Modell Veranschaulichung
A A
G?genereigni§ zq A, i B
Nicht das Ereignis A 5
Ereignis A und Ereignis B; A A
Beide Ereignisse; ANB ?
Sowohl A als auch B B
Ereignis A oder Ereignis B A A
r_elgrus oder reignis B; AUB—ANnE B
Mindestens eines der Ereignisse 5
A A
Keines der Ereignisse; —_ = B
Weder A noch B AUB=ANB B
. . .. A A
Hochstens eines der Ereignisse; AAB= AUuB B
Nicht beide Ereignisse - -
B
A A
Genau eines der Ereignisse; — = B
Entweder A oder B (AnB)U(ANB) B

Nach dem in Englands lebenden Mathematiker De Morgan (1806-1871) wurden zwei der obigen
Regeln als Gesetze von De Morgan benannt:

I
>
C
=~]

AUB= ANnB ANB

28 Fakultativ z. B. als Referat
2 Modifiziert nach: BARTH, F., R. HALLER: Stochastik. Oldenbourg-Verlag, Miinchen 1998.




Exkurs: Ereignisalgebra m

In der Saison 2014 /2015 fielen in der Fufiball-Bundesliga in 306 Spielen 843 Tore. 20 -I:

Aufgabe 1: Tore in der Bundesliga

davon waren Eigentore. Aufgrund langfristiger Beobachtungen ist festgestellt wor-
den, dass im Schnitt 55 % der Tore von Stiirmern erzielt werden. 80 % aller Tore |gWaFFe
werden von Spielern erzielt, die in der Startelf stehen. Wenn ein Einwechselspieler LIGA
ein Tor erzielt, ist dies zu 25 % kein Stiirmer.

a) Erstelle zur dargestellten Situation eine geeignete Vierfelder-Tafel und bestimme dort die An-
teile. Markiere die Anteile, die sich ohne Rechnung aus den obigen Angaben ergeben.

b) Gib Wahrscheinlichkeit und Ereignisterm fiir folgende Ereignisse an. Der Torschiitze ist ...

(1) Sttirmer der Startelf.

(2) weder Sttirmer noch Einwechselspieler.

(3) Sttirmer oder Einwechselspieler.

(4) kein Sttirmer.

(5) entweder Stiirmer oder Einwechselspieler.

(6) nicht gleichzeitig Einwechselspieler und Nichtsttirmer.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ...

(1) unter den Stiirmern ein Einwechselspieler getroffen hat.

(2) unter den Einwechselspielern ein Nichtsttirmer getroffen hat.
(3) unter den Startspielern ein Stiirmer getroffen hat.

(4) unter den Nichtstlirmern ein Startspieler getroffen hat.

¥

Aufgabe 2: Motorenlieferung3’
Fiir die Lieferung von 4 Motoren definiert man folgende Ereignisse:

e A ¥ Mindestens ein Motor ist defekt.”
B &, Hochstens ein Motor ist defekt”

Interpretiere folgende Ereignisse: A, B,ANB,AUB,A\B,B\ A AUB,AUB, ANB,AUB

X

Aufgabe 3: 3 Briefe und 3 Umschlige3!

3 Briefe werden in 3 Umschlédge gesteckt. Es werden drei Ereignisse definiert:

o A; ¥, Brief1 steckt richtigerweise in Umschlag 1”
o A, ¥ Brief 2 steckt richtigerweise in Umschlag 2“
o Az ¥ Brief 3 steckt richtigerweise in Umschlag 3“

a) Interpretiere die folgenden Ereignisse: A; N A, N Az, A; UA, UA3, Ay NA; NA; A UA, UA;
(ATNA; NA)U AL NA; NAU (AL NA; NA3)

b) Gib einen Ereignisterm an fiir das folgende Ereignis: ,Nur Brief 1 steckt richtigerweise in Um-
schlag 1, die anderen Brief sind falsch eingesteckt”

30 BARTH, F., R. HALLER: Stochastik. Oldenbourg-Verlag, Miinchen 1998
31 BARTH, F., R. HALLER: Stochastik. Oldenbourg-Verlag, Miinchen 1998
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3.4 Stochastische Unabhingigkeit

Aufgabe 1: Urnenmodell - mit und ohne Zuriicklegen

Wir haben eine intuitive Vorstellung davon, wann Ereignisse voneinander
abhingig oder unabhangig sind. Es ist im Alltag nititzlich, aus Abhdngigkeiten
Riickschliisse von Beobachtungen auf Ursachen zu ziehen. Mit bedingten
Wahrscheinlichkeiten gelingt es, den Begriff der Unabhdngigkeit mathematisch zu
prézisieren und das Ziehen von Riickschliissen aus Beobachtungen zu verstehen.

Am Urnenmodell soll dies verdeutlicht werden. In einem Gefafs sind sechs rote und vier blaue
Kugeln (vgl. Abb. oben rechts). Nacheinander werden zwei Kugel gezogen. Im ersten Fall geschieht
dies mit und im zweiten Fall ohne Zuriicklegen der gezogenen Kugel. Uns interessieren die

Ereignisse E =, Im ersten Zug rot” und F =, Im zweiten Zug rot.”.

a) Fiille die Liicken in den Baumdiagrammen aus.

Ziehen mit Zuriicklegen

P(E) = / P(E) =

Py(F) = / \PE(F) = Pg(F) =
P(ENF) = PEENF) = P(ENF)

Ziehen ohne Zuriicklegen

P(E) = / wﬁ) -




3.4 Stochastische Unabhdngigkeit

b) Gib die fehlenden Wahrscheinlichkeiten an.

Erster Zug
Ziehen mit Zuriicklegen E E Summe
Rot Blau
36
F R —
Zweiter ot 100
Zu
& F Blau
Summe 1
Erster Zug
Ziehen ohne Zuriicklegen E E Summe
Rot Blau
30
F Rot —
Zweiter e
Zu
& F Blau
Summe 1
Ziehen mit Zuriicklegen Ziehen ohne Zuriicklegen
6 6
P(E) 10 10
P(F)
Pg(F)
P(ENF)

c) Begriinde auf der Basis der folgenden Definition zur stochastischen Unabhéngigkeit, dass die
Formel im nachfolgenden Satz gilt.

Definition: Zwei Ereignisse E und F heiflen stochastisch unabhingig, wenn gilt: Pg(F) = P(F).

Satz: Zwei Ereignisse E und F sind genau dann stochastisch unabhingig, wenn die folgende
Gleichung gilt: P(EN F) = P(E) - P(F).

d) Entscheide begriindend, ob die beiden Ereignisse E und F beim Ziehen von zwei Kugel mit
mZurtiicklegen bzw. ohne Zuriicklegen stoachstisch unabhéngig sind.
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i

Aufgabe 2: Stochastische Unabhingigkeit beim Wiirfeln zweier Wiirfel32
Man wirft zwei Wiirfel. Untersuche die Ereignisse A und B auf Unabhangigkeit.
a) A =,Die Augensumme ist 6.” und B = ,Die Differenz der Augenzahlen betradgt 0.”
b) A = ,Der erste Wiirfel zeigt eine 3.” und B =, Die Augensumme ist grofier als 5.”

c) A = ,Der erste Wiirfel zeigt eine Augenzahl unter 3.” und B =, Der zweite Wiirfel zeigt eine
Augenzahl tiber 3.”

& Aufgabe 3: Stochastische Unabhingigkeit beim Roulette33

Roulette (fr.: Rddchen) ist ein weltweit verbreitetes, traditionelles Gliicksspiel, das vor allem in Spiel-
banken angeboten wird. Beim Roulette setzt man auf Zahlen bzw. bestimmte Eigenschaften von
Zahlen, die durch den zufilligen Lauf einer Kugel in einem Kessel bestimmt werden.

HHHEHEEIIEIHI
Lo}
ur

HHIEIHHIIHHI

HIIIHEEIIIIII
o]

Untersuche die Ereignisse A: , pair” (gerade Zahlen), B: ,,douze premier” (Zahlen 1 bis 12) und C:
,rouge” (rote Zahlen) paarweise auf stochastische Unabhdngigkeit, falls ...

a) es sich um das tibliche Roulette handelt.

b) es sich um ein Roulette ohne die Null handelt.

Aufgabe 4: Vierfelder-Tafeln und stochastische Unabhingigkeit

Seien A und B zwei stochastisch unabhéngige Ereignisse. Ermittle die fehlenden Eintrdge in den
beiden nachfolgenden Vierfelder-Tafeln.

& [ A A 5 2) A A >
B 0,40 0,10 B 0,12
B B 0,32
) )y

32 Modifiziert nach Lambacher Schweizer, Einfiihrungsphase, Klett-Verlag (2014)
33 BARTH, F., R. HALLER: Stochastik. Oldenbourg-Verlag, Minchen 1998
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3.5 Benutzung des GTR im Bereich der Stochastik

Zufallszahlen simulieren, darstellen und auswerten

Aufgabe 1: Simulieren eines Hexaeder-Wurfs

Wir wollen mit dem GTR das Wiirfeln mit einem Hexaeder simulieren und die Daten statistisch
auswerten und grafisch darstellen. Fiihre die nachfolgenden Schritte mit Deinem GTR aus.

(1) Zufallszahlen erzeugen und anzeigen

Zur Erzeugung von Zufallszahlen lernen wir zunéchst im Menu 1 (Run-Matrix-Anwendung) die
Zufallstaste Ran# kennen. Uber OPTN und PROB und RAND erhilt man nach Driicken der EXE-
Taste das linke Bild, in dem eine Zufallszahl zwischen 0 und 1 erzeugt wurde. Mochte ich eine
ganze Liste von Zufallszahlen zwischen 0 und 1 erzeugen, verwende ich den Befehl RanList#. Gibt
man hinter diesem Befehl noch eine in Klammern befindliche Zahl an, wird eine entsprechende Zahl
von Zufallszahlen zunédchst als Reihe (vgl. Abbildung in der Mitte) nach Markieren der Reihe mit
der Cursor-Taste und Driicken der EXE-Taste auch als Spalte (vgl. Abbildung rechts) angezeigt.

B B
an Ran# Ans
0.4043668716 0.4043668716 0. 8901
0 RanList#(5) 2| 0.427
{0.8901029512,0.42700 3| 0.1972
(Il 4| 0.2038
50,0341
0.8901029512
[Ran#| Int [Norm| Bin |List [Samp] [Ran#| Int [Norm| Bin | List |Samp]

Will man nun ganzzahlige Zufallszahlen erzeugen, erfolgt die durch den Befehl RanInt#. In erhalt
man iiber OPTN, PROB, RAND und Int. Durch Eingabe der unteren Grenze und (durch Komma
getrennt) der oberen Grenze wird eine ganze Zufallszahl im Intervall [untere Grenze; obere Grenze]
erzeugt (linkes Bild). Gibt man hinter der oberen Grenze noch eine weitere natiirliche Zahl ein wird
eine Liste von ganzzahligen Zufallszahlen angegeben (Bild Mitte), die durch Markieren und nach
Driicken der EXE-Taste wie oben als Spalte angezeigt werden kann (Bild rechts).

B MathRadMorm] [dic)Red] B FethRadMornd [d7c]Red] B MatRadMornd [dic)Real
RanInt#(1,86) 4 RanInt#(1,8) 4 Ans
1
O RanInt#(1,6,10) 2_£
{6,6,1,2,3,6,2,2,1,2> 3 1
[ a 2
B 3
[Ran#| Int [Norm| Bin |List [Samp] [Ran#| Int [Norm| Bin |List [Samp]

(2) Zufallszahlen grafisch darstellen und statistisch auswerten

Will man eine Liste von Zufallszahlen grafisch als Histogramm darstellen, erfolgt dies im Menu 2
(Statistik-Anwendung).

E] RadNornd) [dic]Rea) E] [Rad|Norml) [d7c]Real E] RadFormD) [d7c)Real
List 2 | List 3 | List 4 [ List 1 | List 2 | List 3 | List 4

SUB SUB Graph Type :Hist

1 1 XList ‘Listl

2 2 3 Frequency . |

3 3 6 Color Link :0Off

4 4 4 i Hist Area :Blue/L
RanInt#(1,6,100) ] 2 HistBorder :Black

[Ran#| Int [Norm| Bin |List [Samp|
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Man markiert zunéchst Liste 1 und gelangt tiber OPTN, PROB, RAND und Int zur Funktion Ran-
Int#. Hier gibt man in der Klammer die untere Grenze, die obere Grenze und die Anzahl der ganz-
zahligen Zufallszahlen an (vgl. Abbildung oben links). Nun werden nach Driicken der EXE-Taste
die 100 Zufallszahlen in die Liste 1 kopiert (vgl. Abbildung oben Mitte). Will man diese Zahlen
nun als Histogramm darstellen, gelangt man tiber GRAPH und SET zur Einstellung fiir das Histo-
gramm (Abbildung oben rechts). Hier wéhlt man die Einstellungen wie im Bild oben rechts.

Nun stellt man noch den Startwert und die Schrittweite der Darstellung ein (hier startet man bei 0
und wahlt die Schrittweite 1, da man die Haufigkeiten fiir 1, 2, 3, 4, 5 und 6 benétigt, vgl. Abbildung
links). Durch Drticken von EXE-Taste wird das Histogramm angezeigt (Bild Mitte). Nun
kann mithilfe der Trace- Funktion und der Cursor-Taste herausgefunden werden, wie oft
welche Zahl , gewdirfelt” wurde (vgl. Abbildung rechts).

B_ | E E
- - A P ~ 1 2. , . -0 1 1 T 1 T T StatGraphl

sullEinstel lungen
Histogramm

Width:

20

1
llen: [EXE]

Darste x
2 Eea §L2D £=15 |
GRAPH SELECT VAR = =

Ist man nun an den statistischen Kenngrofsen der Haufigkeitsverteilung interessiert, gelangt man
tiber CALC und 1-VAR und der Cursor-Taste zu den gesuchten Werten.

g g

1-Variable 1-Variable 1-Variable

X =3.46 n =100 1T Q3 =5 T

X =346 minX =1 maxX =6

zx2 =1508 Q1 =2 Mod =1

X =1.76306551 Med =3 Mod' :5

SX =1.77194751 Q3 =h Mod:n—2

n =100 ) maxX =6 N Mod :F=20
¥ o3

Aufgaben 2: Simulation mit platonischen Kérpern A @ s 0

Ermittle Histogramm und statistische Kenngrofien fiir einen 10-fachen [50-fachen, 100-fachen, 500-
fachen] Tetraederwurf [Hexaederwurf, Oktaederwurf, Dodekaederwurf, Ikosaederwurf].

Aufgabe 3: Simulation eines zweifachen Hexaederwurfs

Man mdochte den zweifachen Hexaederwurf simulieren und [EB

ist an der Augensumme interessiert. Dafiir erstellt man drei RanlInt#(1, E { égol);;)é&?:
Listen. Durch den Befehl RanInt#(1, 6, 100) — List 1 kann auch |RanInt#(1, E : égol)%;)é&?[;

im Menu 1 eine Liste von 100 Hexaeder-Wiirfen erzeugt werden. |«st 1+List 2-List 3|
Gleiches erfolgt fiir die zweite Liste. Mit dem Befehl List 1 + List

2 — List 3 wird eine Liste mit den Augensummen simuliert (Bild | rremrrEEOERIRIETT
oben). Nach Driicken der EXE-Taste wird die jeweilige Liste

erzeugt. Die Listen konnen auch in Menu 2 dargestellt und

: B
ausgewertet werden (Bild unten). g Tt L] List 2 [ List 3 [List 4
Simuliere den zweifachen [dreifachen] Hexaederwurf ; = i 2
[Wurf mit einem Tetraeder und Oktaeder] 10 Mal [50 Mal, j : g 1‘13
100 Mal] und erstelle ein Histogramm fir die 4
Augensumme [Differenz, Produkt der Augenzahlen]. SRAPHICALC (TESTLINTR L DIST [N




3.5 Benutzung des GTR im Bereich der Stochastik

Erwartungswert mit dem GTR berechnen

Aufgaben 4: Wissensquiz34

Der Sender RTV 10 méchte mit der Sendung ,, Wer

X o ) i Gewinnstufe Anteil der Kandidaten
wird Milliondr?” konkurrieren und p}lant die 1 1500 € 20 %
Ausstrahlung der Sendung , Wissensquiz”. 5 3000 € 3.0 %
Die Produzenten miissen allerdings noch |3 5000 € 7,5 %
iiberpriifen, ob die Werbeeinnahmen ausreichen, 4 10000 € 14,8 %
um die Preisgelder zu finanzieren. In den |5 30000 € 22,0 %
Landern, in denen die Sendung bereits 6 50000 € 20,0 %
ausgestrahlt wurde, wurde gezdhlt, welche 7 100000 € 19,2 %
Gewinne die Kandidaten jeweils erzielt haben. Die 8 300000 € 6,7 %
Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle 9 500000 € | 4,3 %
festgehalten worden. Pro Sendung spielen im 10 1000000€ | 0,5 %

Durchschnitt 2 Kandidaten.

Lassen sich die Presigelder finanzieren, wenn pro Sendung Werbeeinnahmen von 150000 € zur
Verfligung stehen.

a) Gib die Tabellenwerte im Menu 2 in den Listen 1 und 2 ein.

b) Lege eine dritte Liste an. Gehe dafiir auf die Kopfzeile von Liste 3 und trage das Produkt der
beiden zusammengehorenden Tabellenwerte eingetragen werden. [Hinweis: In Kopfzeile die
Term List 1 - List 2 eintragen]

c) Durch den Befehl SUM(List 3) kann in einer beliebigen Listenzeile unterhalb der Kopfzeile z. B.
von Liste 3 die Summe aller Eintrédge der Liste 3 berechnet werden.

Interpretiere diesen Wert im obigen Sachkontext und beantworte die Ausgangsfrage.

d) Uberpriife diesen Wert mithilfe der statistischen Kenngrofien 1-VAR. [Hinweis: Weise {iber SET
Liste 3 die Variable 1 zu.]

Losung zu Aufgabe 4

“Bun|181IaASIBNYD1UIBYISIYRAA JBP LamsBunuiemiT Japo BunjisliansiiayBiineH Jop LamaniAl Jap 1St Lo
I9SAI(] "USpIOM J[Uezadsne 3 G/ €48 1epIpued] 01d NIUYOS WI BP ‘SNe JYOTU USYOTI USWYRUUINAQII AN 1]

. o1 u ECEER (VA2 (VAT
= gLEYS8
SLILG 0OBLE= Xs osv1  |svi-o |oooot |v
9LTB6 "BZE8= X0 T: bad] JeAZ 9LE gLo'o |ooos |
BO+IRGOF " T= XX g1s171: 1SI17A JBAZ 06 £€0°0 |000E |B
GLE¥S= XT 11st-1: _1S17X JBAZ 0g zo'o  |ooa1 |t
G LEy8= X I: badq JeAT V<3 v lans
ofqelJeA—I €ISTT: ISTTX JBAT [ 73571 [ €3sTT1 | g 3571 | 1 35T
B 8 ]
(I [WEERS) [ 71v-130 [ ETEREL) | MATER] 100 |
¢ I}STIT ung 0% I 3STTIxT 3SI7
osvl |[gvi‘0 |ooool |v¥ osv1 |gvi‘0 |oooOT |v gv1i'0 |ooootl |v
aLg 6.0°0 |000G g aLg g.0°0 |ooos g g.0°0 |ooos g
06 £0°0 |000E |3 06 €00 |oooe |3 €00 |oooe |8
0g g0°0  |ooaT |1 go'o  |ooar |1 o g0'0  |00ST |1
vxd v 3 ans vxg v 3 |ans ¥x3 v 3 |ans
[73STT | €351 | 8 3STT | 1 3571 ¥ 3STT | € 3STT [ B ¥SFT | 1 3571 | vast ZISIT | T3sTT|
I == = ) == = | E

34 Fokus Mathematik, Einfithrungsphase, Cornelsen-Verlag (2014)
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3.6 Kontrollaufgaben

3.6 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster zur Vorbereitung auf die Klausur

g
=
°l | £
Ich kann ... S| 8| £
= | =S| 5| B
s | 2| E|F| =
= |8 % 5|7
Wahrscheinlichkeitsverteilungen bestimmen. 1b), 7a)
den Erwartungswert berechnen. 1b), 7b)
den Erwartungswert im Sachkontext deuten. 7¢)
eine 4-Felder-Tafel zu einem Zufallsexperiment entwickeln. 8a)
Baumdiagramme zu einem Zufallsexperiment entwickeln. 8e)
Wabhrscheinlichkeiten zu einem Urnenmodell berechnen. 1la)
eine 4-Felder-Tafel in Baumdiagramme umsetzen. 6a)
eine passende 4-Felder-Tafel zu einem Sachkontext entwickeln. 6¢)
bedingte Wahrscheinlichkeiten berechnen. 2
c. ) . . . 1c), 2,3,
Problemstellungen mithilfe bedingter Wahrscheinlichkeiten 16sen. 8c), 8d)
die Begriffe Sensitivitdt und Spezifitdt von Tests erklaren. 6¢)
Wahrscheinlichkeiten innerhalb einer 4-Felder-Tafel deuten. 6¢)
stochastische Aussagen auf ihren Wahrheitsgehalt priifen. 5
Ereignisse auf stochastische Unabhéngigkeit untersuchen. 3
stochastische Unabhdngigkeit im Sachkontext deuten. 4b)
eine Aussage zur stochastischen Unabhéngigkeit begriinden. 6b)




3.6 Kontrollaufgaben

Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1: Baumdiagramm, Wahrscheinlichkeitstabelle und Erwartungswert

In einer Urne befinden sich zu Beginn eines Zufallsexperiments 3 schwarze und 3 weifle Kugeln. In
einem Spiel werden mit verbundenen Augen nacheinander 3 Kugeln ohne Zurticklegen gezogen.

a) Gib durch Eintragung am folgenden Baumdiagramm die Wahrscheinlichkeiten ldngs eines je-
den Pfades sowie die Pfadwahrscheinlichkeiten an.

I\

/\
Ol Xo! ROl R/

o *
dine

N U@
Q\
O

1. Ziehung 2. Ziehung 3. Ziehung

/\

/\

b) Bestimme die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ereignisse Eo, E1, E> und E;, indem Du sie in die

nachfolgende Tabelle eintrdgst. Berechne den Erwartungswert der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung und interpretiere seinen Wert im Sachkontext.

Eo: 0 weifse Ei: 1 weifde Ex: 2 weifde Es: 3 weifse
Kugeln wurden | Kugel wurde | Kugeln wurden | Kugeln wurden
gezogen gezogen gezogen gezogen
Wahrscheinlichkeit
Erwartungswert

¢) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass alle gezogenen Kugeln die gleiche Farbe haben, falls eine
Kugel nach dem Ziehen immer wieder zuriick in die Urne gelegt wird.

I -



3.6 Kontrollaufgaben

Aufgabe 2: 4-Felder-Tafel, bedingte Wahrscheinlichkeit, stochastische Unabhingigkeit

In einem Betrieb wurde die Altersstruktur von Mdnnern und Frauen erfasst. Ergdnze in der Vierfel-
der-Tafel die fehlenden Werte und gib Terme fiir Pa(B) und Ps(A) an.

Uber 50 (A) Unter 50 (A) Gesamt
Frauen (B) 20 % 54 %
Minner (B) 22 %
Gesamt

Aufgabe 3: Stochastische Unabhingigkeit und bedingte Wahrscheinlichkeit

Zwei Wiirfel werden nacheinander geworfen. Untersuche, ob die Ereignisse E = {, Der erste Wiirfel
zeigt eine 6.”} und F = {,, Augensumme ist 7.”} stochastisch unabhéngig sind und bestimme Pg(F).
Aufgabe 4: Stochastische Unabhingigkeit und Streichhélzer

a) Ein Streichholz ziindet mit 90 % Wahrscheinlichkeit. Mareike probiert zwei Holzer aus.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass beide Holzer ztinden, wenn die Ziindvorgénge vonei-
nander unabhéngig sind.

b) Nenne Argumente, die gegen eine stochastische Unabhdngigkeit der Ziindvorgéange sprechen.

Aufgabe 5: Richtig oder Falsch?
Entscheide, ob die Aussage richtig oder falsch ist. Begriinde deine Entscheidung.

(1) Wenn Pa(B) > P(B), dann wird B durch Beobachtung von A wahrscheinlicher.

(2) Wenn A und B unabhéngig sind, gilt P(A n B) = P(A) + P(B).

(3) Mit einem Wiirfel kann man das Werfen einer Miinze simulieren.

(4) Mit einer Miinze kann man das Werfen eines Wiirfels simulieren.

(5) Mit drei Miinzen kann das Werfen eines achtseitigen Oktaederwiirfels simulieren.
(6) Es gilt fiir zwei abhéngige Ereignisse immer P(A N B) = P(A) - P(B).

Aufgabe 6: Baumdiagramm und Vierfelder-Tafel

a) Ubersetze die folgende Vierfelder-Tafel in zwei beschriftete Baumdiagramme.

A A Summe

B a b atb

B (© d c+d
Summe atc b+d atb+c+d=1

b) Begriinde: Wenn A und B unabhéngig sind, dann sind auch A und B unabhéngig.

c) Die Vierfelder-Tafel gehort zu einem bewé&hrten medizinischen Test zur Reihendiagnose einer
seltenen Infektion gehort, bei dem A fiir , Infiziert” und B fiir , Test fallt positive aus.” steht.

Gib Formeln fiir die Sensitivitdt und Spezifitdt an und konstruiere eine mogliche 4-Felder-Tafel.

I -



3.6 Kontrollaufgaben m

Aufgaben unter Nutzung des GTR

Aufgabe 7: Gewinnerwartung bei einem Spielautomaten

Bei dem rechts abgebildeten Spielautomaten betragt der Einsatz pro

Spiel 1 €. Dabei erfolgt folgende Gewinnauszahlung;:

e Tler-Tripple (111): 30 €

e 3 gleiche Zahlen (aufier 111) = Standard-Tripple: 10 €

a) Fiille die folgende Wahrscheinlichkeitstabelle aus.

VNN ER,

(3]2(5]

Rof

b) Berechne den zu erwartenden Gewinn.

Ereignis ler-Trippel | S-Tripple | Kein Tripple
Wahrscheinlichkeit @ @ @ 1

c) Betreiber von Spielautomaten sind verpflichtet 60 % des Einsatzes wieder auszuzahlen.

Entscheide begriindend, ob der Spielautomat den gesetzlichen Bestimmungen gentigt.

Aufgabe 8: Zollhund und Rauschgiftsuche

Ein Zollhund bellt, wenn er Rauschgift wittert. 98 % aller
Rauchgift-Schmugglerfille werden durch den Hund ent-
deckt. In 3 % aller Fdlle, in denen kein Rauschgift geschmug-
gelt wurde, bellt er versehentlich trotzdem. Die Erfahrung
zeigt, dass bei 1 % aller Grenziibertritte Rauchgift ge-

schmuggelt wurde.

a) Erstelle zur dargestellten Situation eine geeignete Vier-
felder-Tafel und bestimme dort die fehlenden Wahr-

scheinlichkeiten.

b) Ermittle die Wahrscheinlichkeit, dass der Hund bellt, wenn er einen Grenzganger tiberpriift und
erldutere, wieso diese Wahrscheinlichkeit relativ klein ist.

c) Angenommen der Hund bellt bei einem angekommenen Grenzganger.

Untersuche, wie sicher sich der Zollbeamte sein kann, dass der Grenzganger tatsdchlich Rausch-

gift schmuggelt.

d) Angenommen der Hund bellt bei einem angekommenen Grenzgéanger nicht.

Begriinde, wie sicher sich der Zollbeamte sein kann, dass der Grenzgénger kein Rauschgift

schmuggelt.

e) Stelle die Situation mithilfe von zwei Baumdiagrammen dar und gib auf allen Asten die Wahr-
scheinlichkeiten sowie die Pfadwahrscheinlichkeiten an.

I96
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3.7 Losungen

3.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Erwartungswert

1c) Beim Wiirfeln mit drei Wiirfeln lassen sich die Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte Ereignisse
mithilfe eines Baumdiagramms ermitteln. Uns interessieren die Wahrscheinlichkeiten folgende Er-
eignisse: Dreimal eine Zahl Z, genau zweimal Z, genau einmal Z, kein Z.

1 Start E

1 Z 5 1 Z 5

o/ NG S/ \\°

- > -
1 | 2 5 1 L2 5 1 5 1 5
6/ \6 6/ \6 6/ \6 6 \ 6

z 7 Z z 7 Z 7

1 5 5 25 5 25 25 125
216 216 216 216 216 216 216 216

P(Dreimal Z) = P(Z/Z/Z) = % . % -% -

P(Genau zweimal Z) = P(Z/Z/Z) + P(Z/Z/Z) + P(Z/Z/Z) = "216 21156

P(Genau einmal Z) = P(Z/Z/Z) + P(Z/Z/Z) + P(Z/Z/Z) = = 3 -% = %

_ 125

P(Kein Z) = P(Z/Z/Z) = = 5>

Nun erhilt man eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, bei der jeder Wahrscheinlichkeit ein bestimm-
ter Gewinn des Spielers bzw. ein moglicher Auszahlungsbetrag zugeordnet werden konnen. Multi-
pliziert man die Gewinn- bzw. Auszahlungsbetrdge mit den dazugehorigen Wahrscheinlichkeiten
und addiert die Produkte ergibt sich ein Prognosewert fiir den durchschnittlichen Gewinn bzw. die
mittlere Auszahlung pro Spiel. Diesen Wert nennt man auch Erwartungswert.

Ereignis Kein Z Genau einmal Z | Genau zweimal Z | Dreimal Z
Gewinn des Spielers -1€ 1€ 2€ 3€
Auszahlung an den Spieler 0€ 2€ 3€ 4€
Wahrscheinlichkeit 2 2 22 —

216 216 216 216
Gewinnerwartung ug = (—1€)- 2541€ 242622 +3€-— ~—8Cent

216 216 216 16

Auszahlungserwartung =0€- %z +2€- E +3€- 2—16 +4€--— =92 Cent




3.7 Losungen m

1d) Damit das Spiel fair wird, muss der mittlere Gewinn pro Spiel Null sein. Daher muss fiir die

Gewinne a, b, c und d zu den obigen 4 Ereignissen gelten: a - bt == +d-—=0.
216 216 216 216

Zum Beispiel erfuillena=-1,b =1, c =3 und d = 20 diese Bedingung,.

2a)
Augenzahl 1 2 3 4 5 6
Auszahlung 2€ 4€ 6€ 8€ 10€ 12€
Wabhrscheinlichkeit % % % % % %
Zu erwartende Auszahlung n= 2€-%+4€-%+6€-%+8€-%+ 10€-%+ 12€-%= 7€

2a) Bei einem Einsatz von 7 € handelt es sich um ein faires Spiel.

3a) Es gibt die moglichen Ergebnisse (K/K), (Z/Z), (K/Z) und (Z/K). Sie haben alle eine Wahr-
scheinlichkeit von 0,25. Im Falle der Ergebnisse (K/Z) und (Z/K) - sie entsprechen zusammen
dem Ereignis , genau 1x Zahl” - betrégt der Gewinn 0, da bei einem Einsatz von 1 Chip 1 Chip
ausgezahlt wird. P(0) ist daher 0,5. Das Ereignis zum Gewinn -1 ist ,, keinmal Zahl” und besteht
aus dem Ergebnis (K/K), deren Wahrscheinlichkeit 0,25 betrédgt. Analog betragt der Gewinn fiir
das Ereignis ,2 x Zahl”, das mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,25 eintritt + 1.

3b) Der Erwartungswert betragt offenbar 0, da —1-0,25+ 0- 0,5+ 1- 0,25 = 0. Daher ist das Spiel

fair, da der durchschnittliche Gewinn des Spielers auf Dauer 0 ist.

4a) Der Erwartungswert betragtp=1-0,6 + 00,4 = 0,6.

4b) Der Mittelwert betrdgtm = 0 - :—Z +1- :—: = % Die prozentuale Abweichung des Mittelwertes
3 11 63—55 8

-m e 105 8:5 8
m vom Erwartungswert berechnet man durch = = 2L = 105 — 105 — e o ” 13 %.
5 5 5

5a) Spiel 1: Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Drilling ist fiir die drei moglichen Drillinge (B/B/B),

(D/D/D) und (K/K/K) gleich hoch. Daher reicht es, die Wahrscheinlichkeit fiir einen Drilling zu

berechnen. Sie betréigt% . 2 % = i. Begriindung: Die Wahrscheinlichkeit etwa einen Buben auszu-

wihlen zunichst % betragt. Diese Wahrscheinlichkeit sinkt bei der Auswahl der zweiten Karte auf é'
da nur noch 2 Buben méglich sind bei 8 Karten. Beim dritten Zug betrégt die Wahrscheinlichkeit

daher nur noch %, da bereits 2 Buben ausgewidhlt wurden und unter den letzten 7 Karten ein Bube
vorkommt. Die Wahrscheinlichkeit, einen Drilling zu ziehen betragt 3 -é = %. Die Gewinnerwar-
tung betrédgt 20 - L4 (-1)-Z=-L=_1dader Spieler inZ der Fille 1 € verliert. Auf Dauer
28 28 28 4 28

macht der Spieler pro Spiel 0,25 € Verlust.

Spiel 2: In 6 Féllen macht der Spieler Gewinn: (B/D/K), (B/K/D), (D/B/K), (D/K/B), (K/B/D),
(K/D/B). Alle diese Fille sind offenbar gleichwahrscheinlich mit der Wahrscheinlichkeit % . % % =
3

- Begriindung: Die Wahrscheinlichkeit, zuerst einen Buben zu ziehen, betragt %. AnschliefSend eine
Dame zu ziehen, ist % wahrscheinlich. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, mit der dritten Karte einen Ko6-
nig zu ziehen, betragt % Insgesamt betrédgt die Wahrscheinlichkeit, einen Gewinn zu erzielen, 6 - % =

2 Die durchschnittliche Gewinnerwartung betrédgt pro Spiel 4 - 24 (-1)—=—€
28 28 28 28
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3.7 Losungen m

5b) Das erste Spiel wird fair, wenn 27 € ausgezahlt werden oder der Einsatz 0,75 € betrédgt. Beim
zweiten Spiel wird Fairness erreicht, wenn man den Einsatz um ;—; € erhoht oder die Gewinnaus-

schiittung auf a € mita - 24 (-1 L= 0o a=2€reduziert.
28 28 9

3.2 Mehrstufige Zufallsexperimente und Pfadregeln

1a)
! 1
12 1 P(1/1/1) =
2 ! n
1 12 i ) .
1 1 § 12 P(l/Z/l) ~1a
- 2
4 < P(1/2/2) ==
11 2 ( )= 144
z 1 1
1z 1 P(/1/1) =
g 2t <
4 3
4 11 2 PR =1
2 12 1
1 - 1 1
- 12 P(2/2/1) =~
el .
2 -u
1) 11 P(2/2/2) =22
12
Es erscheint genau dreimal die 1: P(1/1/1) = %
Es erscheint genau einmal eine 1: .
144 24 48 9
11, 1 , 1 _ 29

Es erscheint genau einmal eine 2: =+ —+ —=—
72 ' 144 ' 24 144

Es erscheint keine 1: P(2/2/2) = i—;
1c)
Anzahl der Rader mit einer 1 0 1 2 3
Wahrscheinlichkeit 1 5 29 L
48 9 144 72
Erwartungswert (Anzahl der ler-Réder) =0-241.242.243.L-9
& K 48 9 144 72
1d)
Gewinn 0 -1 2 10
Auszahlung 1 0 3 11
Wabhrscheinlichkeit 1 5 29 1
48 9 144 72
Erwartungswert Auszahlung ua =1 -1—; +0 -§+ 3 -% +11 7—12 = %
Erwartungswert (Gewinn) ug =0 -1_; +(=1) .g+ 2 .% +10 7_12 = _7_12
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3.7 Losungen [IV4

Das Spiel wird fair, wenn der Einsatz entweder Z—: € pro Spiel betrdgt oder z. B. 12 € ausgezahlt

werden, wenn 3 ler gedreht werden. Denn: 1 Mi0243- 241221,
48 9 144 72

2a) S={TTT, TTN, TNT, NTT, NNT, NTN, TNN, NNN}

E TTT | TTN TNT NTT NNT NTN TNN NNN
0,753 | 0,25-0,75% | 0,250,752 0,250,752 0,25%-0,75 0,25%-0,75 | 0,25%-0,75 | 0,253

PE) | _27 | _ o _2 _2 _3 _3 _3 _1
T 64 | 64 " 64 sy sy sy " 64 " 64

2b) E = {Profi trifft mindestens zweimal} = {TTT, TTN, TNT, NTT}; P(E) = Z—1+ 3 i = 2—: = 2—7 ~ 0,84
E = {Profi trifft hchstens einmal} = {NNT, NTN, TNN, NNN}, P(E) = 1 — P(E) = 1 —j—z - % ~ 0,16

2¢) F = {Profi trifft hochstens zweimal} = {TTN, TNT, NTT, NNT, NTN, TNN, NNN}
P(F) = 1 — P(Profi trifft dreimal) = 1 — P(TTT) = 1 —g = z ~ 0,58

2d) Schitzung: 0,75 - 3 = 2,25 (Trefferwahrscheinlichkeit mal Anzahl der Versuche). Daher sind
wohl eher 2 Treffer zu erwarten. Berechnung: Man kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung unter
2a) noch zusammenfassen und erhélt damit den Erwartungswert.

Anzahl der Treffer 0 1 2 3
'SRT . 1 9 27 27
Wahrscheinlichkeit ” = = =
Erwartungswert (Anzahl der Treffer) p=20 -61—4 +1 -;—4 + 2 -Z+ 3 g =225
1_1
3a) ! / \1 3b) P(Pasch) = P(R/R) + P(5/S) =2 - =
2

=
)\ /s
O DB

1 1 1

3 3 6

[

[N

3c)u=(1€)- % + (—1€)- g = - §€ Er verliert pro Spiel ca. 33 Cent.

4a) Man berechne die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis , keine 6” und berechnet dann die Gegen-
4651

5
wahrscheinlichkeit. P(mindestens eine 6) = 1 - P(keine 6) =1 — (g) =~ 60%.

4b) Losungsmoglichkeit 1: Man erhdlt fiir den ersten Wurf 6 Moglichkeiten. Fiir jeden dieser Mog-
lichkeiten gibt es 5 weitere Moglichkeiten beim zweiten Wurf. Da nun zwei Zahlen bereits belegt
sind gibt es bei dritten Wurf nur noch 4 Moglichkeiten. Beim vierten Wurf hat man nur 3, beim
ftinften Wurf nur noch 2 Auswahlmdoglichkeiten. Insgesamt erhélt man 6-5-4-3-2 giinstige Moglich-
keiten. Da alle Moglichkeiten gleich wahrscheinlich sind (Laplace-Versuch) erhilt man als Wahr-

scheinlichkeit: P(alle Augenzahlen sind verschieden) =—

65432 _ 5
=5~ %%.
I 100
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Losungsmoglichkeit 2: Man betrachte folgenden Pfad: Stamm des Baumdiagramms — Zahl Wurf

1— Nicht Zahl Wurf 1 — Nicht Zahl Wurf 1 und Wurf 2 — Nicht Zahl Wurf 1 bis 3 — Nicht Zahl

Wourf 1 bis 4. Die Wahrscheinlichkeit betragt £.2.2.3.2_ 35 < 9,
6 6 6 6 6 54

4c) Man betrachte das Ereignis , keine 6, keine 6, keine 6, keine 6, 6”. Die Wahrscheinlichkeit daftir
4
betrigt (3) -1= 2 ~ g,

6 7776

5a) P(mindestens ein Kirchjoghurt) =1 - (kein Kirchjoghurt) = 1 — % : g -% = 2 ~ 83 %

5b) und c¢) Man betrachte den folgenden Baum (K = Kirschjoghurt, E = Erdbeerjoghurt):

1
) K wwwmzi
K <
= 3 E  P(KIKIE)=—
4 3
— _1
) K 2 8 K P(KIE/K) =
3 E
5 E  P(KIEE)= g
8 3 K )
8 P(E/KIK) ==
3 4 K <
> 0 5 E  PEKE)=:
E 8 1
> 2 K pEEK) =1
~ E < |
1 E PEEE) =
2
Anzahl der Kirschjoghurts 0 1 2 3
Wahrscheinlichkeit % ; 13_0 3_10
Erwartungswert (Anzahl der Kirschjoghurts) W=0-4+1--42-243.-2=172
6 2 10 30

Der Erwartungswert betragt 1,2. Im Schnitt werden von 3 Joghurts 1,2 Kirschjoghurts sein.

6b) Betrachte folgenden Baum (J = Schliissel passt; N = Schliissel passt nicht). Hier wartet
man nun auf einen passenden Schliissel.

5 4 3 2 1
o 5 N 4 N 3 N 2 1 ]
N N
s oo ra 3 2 )
Anzahl der Versuche | 1 2 3 4 5 6
Wahrscheinlichkeit % §§=% ————— =§ —-g-—-§=% —-g-—-g-—=% §§%§%1=%
1 1 1 1 1 1 1
Erwartungswert W=0--+1--4+2--+3--+4--+5--+6--=35
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3.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Vielfeldertafel

Aufgabe 1
Mit Punkt (M) Ohne Punkt (M) Summe
Rot (R) 3 1 4
Nicht Rot (R) 2 4 6
Summe 5 5 10
P(M) = = =50 %, P(M) = = = 50 %, Pg(M) == = 75 %, Pa(M) = ; = 25 %,Pg(M) == = 3,
PR(M) =2 ==, Py(R) =2 = 60 %,Py(R) = = = 40 %,Px(R) =z = 20 %, Pm(ﬁ) =2=280%,
P(R) = — = 40 %, P(R) ———60%, P(RnM)———30%, P(RnM) =1= 10%,
P(RnNM) _——20%, P(RNM) _——40%
Mit Punkt (M) Ohne Punkt (M) Summe
Rot (R) PRNM) == P(RN M) = — P(R) =
Nicht Rot (R) P(RNM) == PRNM) == P(R) ==
Summe P(M) = % P(M) = 1—50 1
4 R) =&
P(R) = 1/ \(R) =
Pr(M) =2 P(M) =2 Pr(M) =2 M) =
2 R(M) =3 Pr(M) =7 / \Pﬁ(M) =2
PRAM) =--2=ZPRNM) =5 PRNM) == P(RNM) =
5 _
P =135 &(M) -3

Pu(R) = %/ \PM(E) =§ Py (R) = %/ \ Pu(R) zg

5 3 3 = 2 —
PRAM) ===+ PMNR) = P(MHR)=1—10 P(MNR) ==

Es gilt wegen der Pfadmultiplikationsregel: P(A) - P(B) = P(ANB) & PA(B) = szz;a ) . Analog gilt:
P(B) - Ps(A) = P(AN B) & Py(A) = Pfj?gf)
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3.7 Losungen

2a)
A B Gesamt
C 0,24 0,12 0,36
D 0,16 0,48 0,64
Gesamt 0,4 0,6 1
2b)

0,36 /

©
)\

016
064

\0,64

©
2%

WO ©E

2C)

A: Anteil der Frauen

B: Anteil der Ménner

C: Sehen Auto als Gebrauchsgege
D: Sehen Auto als Statussymbol

A: Anteil der Raucher
B: Anteil der Nichtraucher

nstand

C: Mindestens eine jahrliche Atemwegserkrankung
D: Keine jahrliche Atemwegserkrankung

0,24 0,12 0,16 0,48
2d)
1) A A Gesamt
B 0,3 0,1 04
B 04 0,2 0,6
Gesamt 0,7 0,3 1
_P(AnB) _ 03 _3 _ P(AnB) _ 03 _
(2) PA(B) = P(A) = 07 = = und PB(A) = P(B) = 0.4 = 0,75
©)

v/

@
PA(B)=§/ \7

\0,3
:/\s

TN /

—®7s
o

/

Wl

0,2

o

4

(4) Bedingte Wahrscheinlichkeiten befinden sich auf den Asten der 2. Stufe eines Baumdiagramms.

3a) Man betrachtet zunéchst alle Personen, die ein Instrument spielen. Dies sind 5 Jungen und 9
Méidchen, also insgesamt 14 Personen. Daher betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dass sie ein Mddchen

spielen hort %. Die Wahrscheinlichkeit, dass sie einen Jungen spielen hort, liegt bei %.

3b)
A (spielt Instrument) A (spielt kein Instrument) Gesamt
B (Junge) 5 15 20
B (Mddchen) 9 3 12
Gesamt 14 18 32
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A (spielt Instrument) A (spielt kein Instrument) Gesamt
B (Junge) 332 ;—z g = g
B (Madchen) = = o=3
Gesamt % 1—76 g = % 1
z/ NG 2 /
16 16 8

@
/

5 9 1 3
Pa(B) =17 —4 5 1 " / \ "
6 6
S 9 5 15
32 B = = = - = =
32 32 32 32 32 32

4a) Man sucht zunichst die Zahlen, die durch 4 teilbar sind: 4, 8, ..., 96, 100. Von diesen 25 Zahlen
sind nur die 5 Zahlen 20, 40, 60, 80 und 100 auch durch 5 teilbar. Daher betrdgt die Wahrscheinlich-

1 . . .
s = 20 %, wenn man bereits weifs, dass sie durch

keit, dass die gezogene Zahl durch 5 teilbar ist %
4 teilbar ist.

4b) Zahlen, die ein Vielfaches von 4 und 3 sind, sind ein Vielfaches von 12: 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84,
96. Von diesen 8 Zahlen ist nur die 60 durch 5 teilbar. Daher betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dass

eine Zahl durch 5 teilbar is’% = 12,5 %, wenn man vorher weif3, dass sie durch 4 und 3 teilbar ist.

5a) Es sind wesentlich mehr Menschen gesund (90 %) als krank (10 %). Bei Gesunden schlédgt der
Test sinnvollerweise weniger oft an (1 %) als bei Kranken (9 %).

_ P(—und gesund) _ 0,89 _ P(+undkrank) _ 0,09
5b) Pgesund(_) - W 090 ~ 98,9 % 5C) Pkrank("‘) = P(Tank) = 01 =909%
5d)
P(+ und krank) _ 0,09

e P, (krank) = o) =oi= 0,9 = 90 % ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine positiv getes-

tete Person auch krank ist.
P(—und gesund) __

P(-) )
tete Person tatsdchlich gesund ist.
P(+und gesund) _ 0,01
P(+) T o1
testete Person gesund ist.
P(—und krank) __

0,89

e P_(gesund) = ~ 98,9 % ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine negativ getes-

e P,(gesund) = = 0,1 = 10 % ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine positiv ge-

0,01

e P_(krank) = P = =5 ~ 11 % ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine negativ getestete
Person krank ist.
__ P(+undgesund) 0,01 o/ . . q- . .
*  Pgesund(H) = ~Pesund) 090~ 1,1 % ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine gesunde Person

positiv getestet wird.
o Py k(_) __ P(—undkrank) _ _ 0,0
ran

— = 10 % ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine kranke Person einen
negativen Test hat.

P(krank) 0,1
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6a)

Absolutzahlen infiziert (I) Nicht infiziert (I) Gesamt

+ 1000 - 0,999 = 999 1998 2997

— 1 0,998 - 999000 = 997002 997003
Gesamt 0,001 - 1000000 = 1000 999000 1000000
Wahrscheinlichkeiten infiziert (I) Nicht infiziert (I) Gesamt
+ 0,001 - 0,999 = 0,000999 0,001998 0,002997
— 0,000001 0,998 - 0,999 = 0,997002 | 0,997003

Gesamt 0,001 =0,1% 0,999 100 %

6b) Die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass Frank nach einem positiven Test infiziert ist, ergibt sich

P(+ und infiziert) _ 0,000999 — 999 — 1 ~ 33,3 %. Frank ist mit einer
P(+) 0,002997 ~ 2997 ~ 3

Wabhrscheinlichkeit von 33,3 % tatsdchlich infiziert. Damit steigt die Wahrscheinlichkeit, infiziert zu

sein, von 0,1 % (vor dem Test) auf% (nach dem positiven Test) an.

folgendermaflen: P, (infiziert) =

6c) Fur den zweiten Test dndert sich zunédchst die Ausgangswahrscheinlichkeit, dass Peter infiziert
ist, von 0,1 % auf g Man kann auch allgemeiner sagen, dass die Wahrscheinlichkeit einer positiv

getesteten Person von 0,1 % vor dem ersten Test auf % vor dem zweiten Test ansteigt. Daraus leitet
sich folgende verdnderte Vierfelder-Tafel ab:

Wabhrscheinlichkeiten Infiziert (I) Nicht infiziert (1) Gesamt
+ 1.0999=0,333 0,001334 0,3463
— 0,0003 0,998 - % = 0,653 0,6536
Gesamt § g 100 %

Damit ergibt sich wie unter b) fiir die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass Peter bei einem erneuten

positiven Test infiziert ist: P, (infiziert) = (G un;i (T)mert) = 00334362 ~ 96,15 %. Die Wahrscheinlichkeit,

dass jemand nach zwei positiven Tests wirklich infiziert ist, betrédgt fast 96,15 %.

6d) Die bekannten Wahrscheinlichkeiten sind im linken Diagramm fett angegeben. Die sich unmit-
telbar ergebenen sowie die gesuchten Wahrscheinlichkeiten sind ohne Fettdruck dargestellt. Ge-

sucht ist P, (I). Diese Wahrscheinlichkeit ldsst sich durch P, (I) = P(;l(lf;i D

man die Wahrscheinlichkeiten P(+ und I) sowie P(+). P(+ und I) lasst sich im linken Baumdiagramm

durch P(+undI) =0,1%"-99,9% = 0,000999 berechnen. P(+) setzt sich offenbar zusammen

aus P(+) = P(Qund +) + P(Tund +) = 0,1% - 99,9% + 99,9% - 0,2% = 0,002997. Damit erhilt man
P(+undI) _ 0,000999 _ 1

fiir die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit P, (I) = P 0002997 — 3

0,1%/ \99,9% P(+)/
0 © O

99,9%/ \0,1% 0,2%/ \99,8% p+(1):P<;?:;n) / \

OO ©O 010

P(lund +) P(Tund +)

berechnen. Daher benotigt

G)\Q/

\
©
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Exkurs: Ereignisalgebra

1a)
A (Stiirmer) A (kein Stiirmer)
Startelf (B) 0,40 0,40 0,8
Einwechselspieler (E) 0,15 0,25-0,2=0,05 0,2
0,55 0,45
1b)

Der Torschiitze ist ...

(1) Sttirmer der Startelf A n B: P() = 0,40

(2) weder Stiirmer noch Einwechselspieler: P(A N B) = 0,40

(3) Stiirmer oder Einwechselspieler: : P(A U B) = 0,40 + 0,15 + 0,05 = 0,60

(4) kein Stiirmer: P(A) = 0,45

(5) entweder Stiirmer oder Einwechselspieler: P((A N B) U (AN B)) = 0,40 + 0,05 = 0,45
(6) nicht gleichzeitig Einwechselspieler und Nichtsttirmer: P(m) =1-0,05=0,95.

1c)

Wahrscheinlichkeit, dass ...

(1) unter den Stiirmern ein Einwechselspieler getroffen hat: Py(B) = PANE) _ 015 _

3
P(A) ~ 055 11 27,3 %.

P(AnNB) 0,05 1

(2) unter den Einwechselspielern ein Nichtstiirmer getroffen hat: P5(A) = P o020 2~ 25%
(3) unter den Startspielern ein Stiirmer getroffen hat: Pg(A) = szgf ) = % = 0,50 =50 %.
(4) unter den Nichtstiirmern ein Startspieler getroffen hat: Pz(B) = PANE) _ 040 _ 8 88,9 %

P(A) ~ 045 9
2

A: Kein Motor ist defekt.

B: Mindestens 2 Motoren sind defekt.

A N B: Genau 1 Motor ist defekt.

A U B: Es konnen 1, 2, 3 oder 4 Motoren defekt sein.

A\ B: Mindestens zwei Motoren sind defekt.

B\ A: Alle Motoren sind in Ordnung.

AUB=A

AUB=B

A N B: unmégliches Ereignis

A U B: Kein Motor oder 2 oder 3 oder 4 Motoren sind defekt.

3a)

A; NA; N Aj: Jeder Brief steckt im richtigen Umschlag.

A; U A, U Az: Mindestens ein Brief steckt im richtigen Umschlag.

A, N A; N Aj: Kein Brief steckt im richtigen Umschlag.

A, U A, UAj;: Mindestens ein Brief steckt nicht im richtigen Umschlag.

(A;NA,NA;)U(A; NA; NA3) U (A; NA; N Aj3): Genau ein Brief steckt im richtigen Umschlag.

3b)A; NA, NA;
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3.4 Stochastische Unabhingigkeit

1a) Ziehen mit Zuriicklegen

P(E)=%/ wg):%
PP =55 [ \R® =1 PE(F)=%/ \PE(F)=110

_6.6_ 36 2t _
P(EnF)— ‘o= 100 PENH =15 PENF) = P(EﬂF)—100

Ziehen ohne Zuriicklegen

P(E) = wﬁ) =2

R® =3 ) \RO=5 BE® =5\ PP =]

_6.5_30 =2 pEnp =2 PENF =2
PENF) == PENP =2 PEnF =2 PENF=g

1b)
Erster Zug
Ziehen mit Zuriicklegen E E Summe
Rot Blau
36 24 60
Zweiter F Rot 100 100 100
Zug F Blau i §LOK 40
100 100 100
60 40
Summe m m 1
Erster Zug
Ziehen ohne Zuriicklegen E E Summe
Rot Blau
30 24 54
Zweiter F Rot 90 90 90
zeg [ & | Blau z E 36
90 90 90
Summe 54 36 1
90 90




3.7 Losungen IS

Ziehen mit Zuriicklegen Ziehen ohne Zuriicklegen

6 6
P(E) n n

36 24 _ 60 _ 6 30 24 54 _ 6

P(E) 100 T 100 = 100~ 10 5050 =% = 10
6 5
Pg(F) T 5
36 30

1c) Es gilt nach Definitionfiir zwei stochastisch unabhéngige Ereignisse E und F die Gleichung
Pg(F) = P(F). Nach der Pfadmultiplikationsregel folgt:

P(ENF) = P(E) - Py(F) s==== P(ENF) = P(E) - P(F)

1d) Beim Ziehen von zwei Kugeln mit Zuriicklegen handelt es sich um zwei stochastisch
unabhéngige Ereignisse E und F, da P(E N F) = P(E) - P(F). Im Gegensatz dazu sind E und F beim
Ziehen ohne Zurticklegen stochastik abhangig, da P(E N F) # P(E) - P(F). (vgl. Tabelle 3 unter 1b))

22) P(A)= — (1+5=5+1=2+4=4+2=3+3=0)
P(B)==-(1-1=2-2=3-3=4-4=5-5=6-6=0);

P(A N B) = (Augensumme ist 6 und die Differenz ist Null) = P(beide Wiirfel zeigen eine 3)
=5 * P(A) -P(B) = ﬁ Daher sind beide Ereignisse stochastisch abhidngig.

1 36-8 7
2b) P(A) =2 P(B)=——==
2

P(A N B) = P((3/1) und (3/2)) =

1+1, 1+2 2+1,2+2, 2+3 3+2,1+3=23+1sind kleiner als 6)
2 “
2= E # P(A) -P(B) = 5' A und B sind stochastisch abhéngig.
2c) P(A) = g; P(B) = % ; P(ANB)= % = % = P(A) - P(B). A und B sind stochastisch unabhingig.
18 12 18
P(ANB) = pels P(A)-P(B); P(ANnC) = o7 P(A)-P(C); P(BNC) = pols P(B) - P(C)

Alle Ereignisse sind paarweise stochastisch abhidngig.

3a) P(A) = 5; P(B) = 5; P(C) =

P(ANB) =%=%= P(A) - P(B); P(A N C) =f—6=§¢ P(A) - P(C); P(BNC) =%=%¢ P(B) - P(C)
A und B und B und C sind stochastisch unabhéngig, nicht allerdings A und C.

a1 | A | A > 12| A | A > 12| A | A s
B |04] 01 | 05 B | 012 | 008 | 02 B |012] 048 | 06
B [04] 01 | 05 B | 048 | 032 | 08 B |008] 032 | 04
> [08] 02 ] 1 > | 06 | 04 > |02 08

P(ANB)

zu (1): A und B sind stochastisch unabhédngig = P(A) - P(B) = P(AN B) = P(A) = e 0,8

zu (2): SeiP(ANB) =x und P(ANB) =y. A und B sind stochastisch unabhéngig = P(A) - P(B) =
P(ANnB) = (0,12 +x) - (0,12 +y) = 0,12. Ferner gilt offenbar: x + y =1 - (0,12 + 0,32) = 0,56. Also y
= 0,56 - x. Setzt man y in die obige Gleichung ein, erhélt man: (0,12 +x) - (0,68 —x) = 0,12 & 0,12 -
0,68 + 0,56x — x% = 0,12 © x% — 0,56x + 0,0384 = 0. Mit der Diskriminante D = 0,282 — 0,0384 =
0,04 folgen die Losungen fiir x: 0,28 + VD = 0,28 £ 0,2. Daher gilt x = 0,48 oder x = 0,08. Setzt man

die Werte fiir x in y ein, ergibt sich y = 0,08 oder y = 0,48.
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3.5 Kontrollaufgaben
1a)
1
3 ‘ 121 1
/ 2 4 20
2
5 E— 12 3
/ 3 =-.-.= =—=15%
3 2 s 20
4
1@ 1
2/ . 2 . =~ 2= 2= 15%
T~ Q 1 3 3
1 _— == =—=15%
1 2 5 2
2
1
3 2 =-.2.2-2 2 159
L s ‘ P 2 5 20
E — \
- 1 =231 2 _ 45y
2 2 5
\ 3
2 * =1.23_3_ 15y
5 Q —_— T2 20 07
1 O C1ri_a_ o
- 2 4 20
4
Eo: 0 weifie Ei: 1 weifde Ea: 2 weifle Es: 3 weifse
1b) Kugeln wurden | Kugel wurde | Kugeln wurden | Kugeln wurden
gezogen gezogen gezogen gezogen
Wahrscheinlichkeit 5% 45% 45% 5%
Erwartungswert 0:-5%+1-45%+2-45% + 3 -5% = 150% = 1,5 weifle Kugeln

1c) P(S/S/S) = P(W/W/W) = (—)3 = 2 = P(3 Kugeln mit gleicher Farbe) =

1
2

+

[N
@ | =

Aufgabe 2
Uber 50 (A) Unter 50 (A) Gesamt
Frauen (B) P(ANB) =20 % 34 % P(A) =54 %
Ménner (B) 22 % 24 % 46 %
Gesamt P(B) =42 % 58 % 1
__P(ANB) _ 20% _ 10 __P(ANB) _ 20% _ 10
Pa(B) = P(A)  42% 21 P(A) = P(B)  54% 27
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Aufgabe 3

P(E) ==

F= ((1:6), (61, (235),(5:2), (43), 3} = P(F) = 5 = =

EnF={(6;1)}:>P(EnF):i

36

36

11 1 1
P(E) - P(F) = —=-— = —=P(E N F) = E und F sind stochastisch unabhingig = Pz(F) = P(F) = 3

6 6 36

Alternativ kann auch folgendermafien aus der Situation heraus argumentiert werden: Fiir jede Zahl
des ersten Wiirfels gibt es genau eine Zahl des zweiten Wiirfels, so dass die Augensumme 7 ist. Also
spielt eine 6 beim ersten Wurf keine Rolle dabei, ob die Augensumme am Ende 7 ist.

4a) P(Beide Streichholzer ziinden) = 0,9 - 0,9 = 0,81. Zu 81 % ziinden beide Streichholzer im Falle der
stochastischen Unabhéngigkeit beider Ziindversuche.

4b) Die Reibefldche konnte beim zweiten Versuch durch den ersten Versuch beschéddigt werden, so
dass die Ztindwahrscheinlichkeit sinken wiirde. Andererseits konnte die Ztindwahrscheinlichkeit
auch steigen, weil Mareike besser getibt ist.

Aufgabe 5
Aussage | Wahre Aussage | Begriindung
(1) Ja Genau das bedeutet die Voraussetzung.
() Nein Es muss gelten: P(A n B) =P(A) - P(B).
(3) Ja Gerade Zahlen simulieren Kopf, ungerade Zahl.
@) Ja Man bgnutzt drei Miinzen und e.rhéilt 8 gleichwahrscheinliche Per-
mutationen, von denen man 2 nicht wertet.

@) Ja Wie (4), indem man jeder Permutation eine Zahl zuweist.
(6) Nein Es muss gelten: P(A n B) # P(A) - P(B).

6a)

a+c

a+y
@
/ \a+c

6b) Es gelte wegen der Unabhéngigkeit P(A) - P(B) = P(A N B). Zu zeigen: P(A) - P(B) =

Beweis: P(A) - P(B) = P(A) - (1 — P(B)) (B ist Gegenereignis zu B)

= P(A) — P(A) - P(B) (Ausmultiplizieren) = P(A) — P(A N B) (A und B sind stochastisch unabhéngig)
= P(A n B) (Vierfeldertafel), q. e. d.

\b+d a+V \
b+d/ \ b+d a+b / \a+b Ci id

)0, 10 @Q

~ o
+
o

il
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6¢) Sei A = ,Person ist infiziert” und B =, Test ist positiv” Die Sensitivitit entspricht der bedingten
Wahrscheinlichkeit Py (B) = ﬁ und bedeutet die Wahrscheinlichkeit, dass eine infizierte Person po-

sitiv getestet wird. Die Spezifitit wird durch die bedingte Wahrscheinlichkeit Pz (B) = #‘d beschrie-

ben und meint die Wahrscheinlichkeit, dass eine nicht infizierte Person einen negativen Test hat.
Die Wahrscheinlichkeit a fiir Infizierte mit positivem Testergebnis wird sehr hoch sein im Vergleich
zu c (Sensitivitdt nahe 100 %, da Nenner und Zahler sich kaum unterscheiden) und die Wahrschein-
lichkeit d fiir Nichtinfizierte mit negativen Test ebenso im Vergleich b (Spezifitdt nahe 100 %, da
Nenner und Zihler sich kaum unterscheiden).

7a) Es gibt insgesamt 216 = 63 unterschiedliche gleichwahrscheinliche Ergebnisse. Daher:

Ereignis (1/1/1) Tripple aufser (1/1/1) Kein Tripple
Wahrscheinlichkeit L > O3
216 216 216 36
Gewinn 30€ 10€ -1€
7b) Erwartungswert 2%- 30 + 2%- 10 + (—1) -2 = —16—(; ~ —0,60 €

7¢) Es gilt: Gewinnerwartung pro Spiel = Auszahlung pro Spiel - Einsatz. Daher ist die Auszahlung
pro Spiel = Gewinnerwartung pro Spiel + Einsatz. Im obigen Fall gilt: Auszahlung pro Spiel = 40
Cent. Der Auszahlungsbetrag miisste allerdings 60 Cent (= 60 % von 1 €) betragen.

8a)
Rauchgift- Kein Rauschgift- Gesamt
schmuggler (A) schmuggler (A) esa
Hund bellt (B) 98 %-1 % =0,98 % 3% -99 % =297 % 3,95 %
Hund bellt nicht (B) 0,02 % 96,03 % 96,05 %
Gesamt 1% 99 % 100 %
8b) P(B) = 12220 = 3,95%. Die Wahrscheinlichkeit ist relative gering, da es nur wenige Schmuggler

gibt und der Hund bei Nicht-Schmugglern sehr selten bellt.

8c) Gesucht ist Pp(A) = PS?;? = 2’22 ZO
, ()

Schmuggler, da fast nur Nichtschmuggler die Grenze tiberqueren, bei denen der Hund im Vergleich
zu den angebellten Schmugglern relativ haufig bellt.

~ 24,8%. Nur jeder vierte angebellte Grenzganger ist ein

8d) Gesucht ist Pg (A) = %%B) = %:ZZ =~ 99,9%. Der Hund bellt also mit einer Wahrscheinlichkeit

von 99,9% nicht, wenn der Grenzgénger kein Schmuggler ist. Wenn der Hund nicht bellt, kann der
Zollbeamte praktisch sicher sein, dass tatsachlich kein Schmuggler die Grenze iiberschritten hat.

1% / \99 % 395 %/ \96,05

8e)

98%/ \2% 3%/ \97% 24,8%/ \75,2% 01%/ \99'9%
0,98% 0,02 % 2,97% 96,03 % 098% 297%  002% 96,03%
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Lektion 4: GRF untersuchen

[E] [EXE]:Koordinaten anzeigen
Y1=0,75xx*(B)—1|¥6xx"(3)

A=+51.09b445124| ¥=0.7887204828




4.1 Ganzrationale Funktionen - Verhalten am Rand und nahe Null

Lektion 4: Ganzrationale Funktionen untersuchen

4.1 Ganzrationale Funktionen - Verhalten am Rand und nahe Null

E Aufgabe 1: Graphen ganzrationaler Funktionen zuordnen3>
a) Gegeben sind fiinf Funktionsgleichungen. Zu allen Funktionsgleichungen sind die passenden

Graphen 1 bis 3 angegeben. Ordne ohne GTR zu, welcher Graph zu welcher Funktionsgleichung
gehort. Erldutere Deine Gedanken.

14,3 3 9.2 17 A
° f(x)—sx + X X 10X+3 y
e g(x) =-0,25x3—0,5x% + 1,25x + 1,5 | 6+
e h(x)=-x?+2x+3

o i®=—;x+3)E+DE-2)
¢ j®=-(x+1Dx-3)

\ /[
|4

- 2 y

AL\

/

[ o A

/ \

Funktionen mit den obigen Funktionsgleichungen nennt man ganzrationale Funktionen. Sie sind
folgendermafien definiert:

A B

o
—
——

Definition:

Eine Funktion f mit einer Funktionsgleichung der Form f(x) = a,x™ + a,_1x" 1 4+ - + a;x + ag
heifit ganzrationale Funktion n-ten Grades. Dabei sind ag, ay, ..., a,_1, a, reelle Zahlen mit a, # 0.
Sie heifsen Koeffizienten und ap heifst absolutes Glied. Die Zahl n ist eine natiirliche Zahl und
bezeichnet den Grad der Funktion bezeichnet.

Beispiel: Die Funktion f mit der Gleichung f(x) = 3x® — 9x? — 120x eine ganzrationale Funktion
3-ten Grades mit Absolutglied ao= 0.

b) Gib zu den obigen drei Funktionsgraphen den Grad und das absolute Glied an und zeige durch
Ausmultiplizieren, dass i(x) = g(x) und j(x) = h(x) gilt, so dass auch durch i(x) und j(x) ganzrati-
onale Funktionen beschrieben werden.

% Idee aus: Lambacher Schweizer, Einfiihrungsphase, Klett-Verlag (2014)
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4.1 Ganzrationale Funktionen - Verhalten am Rand und nahe Null

Aufgabe 2: Verhalten des Graphen fiir x - oo (lies: ,x gegen plus/minus unendlich”)

Gegeben seien die Graphen der beiden ganzrationalen Funktionen f und g 5,
mit f(x) = 3x® — 9x? — 120x + 5 und g(x) = 3x3 (vgl. rechts). 4000 i gﬁf
a) Fiille die Tabellen mithilfe des GTR (MENU 7) aus. I / I
130001
|
X 10 100 1000 10000 100000 ! [
2000
£ " / /
1000 /
g(x) ' )/ / X
-10//oNJ10 |
X -10 -100 - 1000 -10000 -100000 #OD
£f(x) I
000+
8()

b) Beschreibe Deine Beobachtungen.

9 120

c) Begriinde, dass f(x) = 3x3 — 9x% — 120x + 5 = 3x3 - (1 szt %) gilt und sich die Funkti-

onswerte von f und g fiir betragsméfiig grofle x-Werte beliebig nahe kommen. Es gilt daher
f(x) = g(x) fiir x > too.

Aufgabe 3: Verhalten des Graphen fiir x nahe Null

Gegeben seien die Graphen der beiden ganzrationalen Funktionen f und h \ ty |
mit f(x) = 3x3 — 9x? — 120x + 5 und h(x) = —120x + 5 (vgl. rechts). \ 7504
\ f
a) Fiille die Tabellen mithilfe des GTR (MENU 7) aus. \%00__ '
h

X 0,5 0,1 0,01 0,001 0,0001 )
™ | ¥

A o

2T\ /
X -0,5 -0,1 -0,01 - 0,001 - 0,0001 / | \/
--500 -
f(x) }
/ ~-750+ \
g(x) | \

b) Beschreibe Deine Beobachtungen.

. 3x2 | 9 . . .
c) Begriinde, dass f(x) = 3x3 —9x? — 120x+ 5 = —120x (_Fo + Fxo + 1) + 5 gilt und sich die

Funktionswerte von f und h fiir betragsmaflig kleine x-Werte beliebig nahe kommen. Es gilt da-
her f(x) = h(x) fiir x nahe Null.
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4.1 Ganzrationale Funktionen - Verhalten am Rand und nahe Null

Gegeben ist die Funktion f.

Aufgabe 4: Graphen skizzieren3¢

a) Untersuche das Verhalten der Funktionswerte von f fiir x = +o0 und x nahe Null. Gib den Grad
von f und das absolute Glied an. Skizziere ohne GTR einen Verlauf des Graphen von f.

(1) f(x) = 3x> — 4x5 — x* (2) f(x) =1 —2x+x°+x3 (3) f(x) = 3x — 0,01x” + x° + 2

b) Uberpriife Deine Ergebnisse mit dem GTR.

a) Ordne begriindend den Funktionsgleichungen die Graphen 1 bis 4 zu. Es sind zwei Funktions-
gleichungen zu viel angegeben. Skizziere von diesen zunidchst ohne GTR die Graphen.

Aufgabe 5: Graphen zuordnen?”

f(x) = —2x3 + 2x + 10 g(x) =x* —x*+10 h(x) = —2x3 —x*+ 10
i(x) = —2x3 — 5x + 10 j(x) =x*+x%+10 k(x) = x* —10x + 10
¥
i\ 4y v ] t Lty

I
0

\
SRS

5 5 51 )
> \
\/J_ X | X | X \, X
2 0 2 | 2 0 2 2 lo|l N2 [ 2 of [l2 |7

| | | L

b) Uberpriife Deine Ergebnisse mit dem GTR.

Peter lésst sich den Graphen der Funktion f mit | [§]

f(x) = %X‘* + 3x3 —x+ 1 mit dem GTR wie in afy

der Abbildung rechts anzeigen. Peter ist mit der

Anzeige nicht zufrieden: ,Man kann den Gra- X

phen gar nicht richtig erkennen.” , Y
0

Aufgabe 6: Darstellungsbereich einstellen

a) Erldutere, was Peter gemeint haben konnte.

b) Korrigiere die Darstellung durch Angabe ei-
ner passenden Fenstereinstellung.

c) Bestimme iiber G-Solve alle Nullstellen und Extrempunkte des Graphen von f.

% Lambacher Schweizer, Einfiihrungsphase, Klett-Verlag (2014)
87 Lambacher Schweizer, Einfiihrungsphase, Klett-Verlag (2014)




4.1 Ganzrationale Funktionen - Verhalten am Rand und nahe Null

Aufgabe 7: GRF in Produktform untersuchen

a) Untersuche das Verhalten der Funktionswerte fiir x = 00 und x nahe Null zunéchst ohne GTR.
[Hinweis: Multipliziere die Funktionsterme aus.]

D) fx) = (x—2)? (2) f(x) = —=(x* + 1,5) - 200x3 (3) f(x) =

_ (x-5)(12-x)
25

D f) = x-D*x-7)

b) Kontrolliere Deine Ergebnisse anschlieffend mit dem GTR unter Berticksichtigung eines passen-
den Darstellungsbereichs.

Zusammenfassung;:

Sei f eine ganzrationale Funktion mit f(x) = a,x" + -+ + a,x¥ + ay. fhat den Grad nund 0 <k<n
bezeichnet die niedrigste Potenz von x.

Wir konnen folgende Eigenschaften ganzrationaler Funktionen und ihrer Graphen festhalten:

Verhalten fiir x — too (Verhalten an der Rindern, Verhalten im Unendlichen)
- Fir x— +oo wird das Verhalten einer ganzrationalen Funktion bestimmt vom
Summanden mit der hochsten Potenz n von x.

- Der Graph verhalt sich wie derjenige Graph mit der Gleichung g(x) = a,x"

Verhalten fiir x nahe bei 0

- Fur x—+0o wird das Verhalten einer ganzrationalen Funktion bestimmt von den
Summanden mit der niedrigsten Potenz von x.

- Der Graph verhilt sich wie derjenige Graph mit der Gleichung h(x) = a;x* + a,.

Beispiel: f(x) = 3x® — 9x? — 120x + 5. f hat den Grad n = 3 und besitzt fiir x — *oo die ,Nihe-

rungsfunktion” g(x) = 3x> (Abb. links). Der Graph von f verhilt sich fiir x nahe Null wie der
Graph der Funktion h mit h(x) = —120x + 5 (k =1, Abb. rechts).

nV ” | \ “y I l
30001 g ¢ 750
wl || Nl
‘ 1, 500
10‘00 / | %§
| A X LN X|
-30 | -20 -1‘0 /0[N_10 20 | 30 18 | -12 - 0 6/ 12 18
-}p00 2501\
O"UO' I-S\OG \
3000 ’ 50 \




4.2 Nullstellen und Symmetrie ganzrationaler Funktionen [k

4.2 Nullstellen und Symmetrie ganzrationaler Funktionen

Zur Erinnerung: Nullstellen einer Funktion f sind diejenigen x-Werte, an denen der Graf der
Funktion die x Achse schneidet oder beriihrt.

Aufgabe 1: Nullstellenbestimmung mit dem GTR

Im Folgenden siehst Du einige Grafen von ganzrationalen Funktionen.

fi(x) =2x—4 f,(x) = 2x* — 10x + 12 f3(x) = x3 — x% — 6% f,(x) = —2x* +4x*> - 1,5

ol / 10 / 1
0 5 , 0 , AN VA
5 v 5 -2 -1\71 2
-5 0 -
. -10 _
0 5 ’ 2

a) Lies aus den Grafen ungefihr die Nullstellen ab.

b) Uberpriife Deine Ablesungen mit dem GTR im MENU 5 und im MENU A. [Hinweis im MENU
5: Funktionsterm eingeben — DRAW — G-Solv — ROOT; Hinweis im MENU A: F2 — Grad der
GRF eingeben — Koeffizienten der GRF eingeben]

Aufgabe 2: Nullstellen berechnen

Zur Erinnerung: Um Nullstellen einer Funktion f zu berechnen, muss folgende Gleichung geltst
werden: f(x) = 0.

a) Berechne die Nullstellen von f; und f> aus Aufgabe 1.

b) Der Funktionen k, 1 und m mit k(x) = (x—2)-(x+3), Ix)=x—1) (x+9)-(x+2) und
m(x) =x%- (x+3)-(2x—2) gehoren auch zu den ganzrationalen Funktionen. Sie wurden in
ihre sogenannten Linearfaktoren zerlegt. Man kann die Nullstellen nun Ablesen.

(1) Lies die Nullstellen der Funktionen k, ] und m ab. [Hinweis: Ein Produkt mehrerer Faktoren
ist Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist.]
(2) Ermittle jeweils den Grad, das absolute Glied ao und die Vergleichsfunktion g fiir x —zoo0.

¢) Um bei ganzrationalen Funktion mit einem Grad n > 2 die Nullstellen zu berechnen, kann man
im Falle ao = 0. d. h. f(x) = a,x™ + - + ayx¥ = 0, auf das Verfahren des Faktorisierens (Aus-
klammern) zurtickgreifen. Man geht dabei folgendermafsen vor:

1. Man faktorisiert mit x¥ die niedrigste Potenz von x und erhlt ein Produkt der Form xK- ().
2. DaxK = 0 fiir x = 0 ist, erhilt man als erste Nullstelle die (k-fache) Nullstelle x = 0.
3. Fir die Bestimmung der restlichen Nullstellen setzt man die Klammer Null: (... ) =0.

Berechne die Nullstellen von f3 mit dem Verfahren des Faktorisierens.
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4.2 Nullstellen und Symmetrie ganzrationaler Funktionen [liks

d) Tauchen nur zwei Potenzen von x auf, von denen eine doppelt so grofs ist wie die andere, d.
h. f(x) = ayx? + agxX + a5 = 0, wendet man das Verfahren der Substitution (Ersetzen) an. Da-
bei geht man folgendermafen vor:

1. Substituiere die niedrigere Potenz von x: xX = z.
2. Man erhilt die quadratische Gleichung a,z? + axz + ao = 0, die zu 16sen ist.
3. Die Losungen von z werden nun riicksubstituiert: xXX = z wir nach x aufgelost.

Berechne die Nullstellen von fs mit dem Verfahren des Faktorisierens.

Aufgabe

Berechne die Nullstellen der Funktion f ohne GTR. Uberpriife die Ergebnisse im MENU 5 und
MENU A mit dem GTR.

3: Ablesen, Faktorisieren und Substitution

a)f(x) = (x—2)(x+3)(4x+ 2) b) f(x) = —x3 + 6x% — 9x ) f(x) = x* + 5x% + 4

Gib zwei ganzrationale Funktionen dritten Grades an, die nur die angegebenen Nullstellen besitzen.
Uberpriife Deine Ergebnisse mit dem GTR.

Aufgabe 4: Funktionsterme konstruieren

a) 0,28 b) -5, 10 c)-3,1 d)3
e) Konstruiere ein Polynom? 7. Grades, dessen Polynomfunktion 1, 2, 3, 4, 5 und 6 Nullstellen hat.

f) Begriinde, warum es keine ganzrationale Funktion 7. Grades ohne Nullstelle bzw. mit mehr als
sieben Nullstellen geben kann.

Aufgabe 5: Nullstellen ,gemischter” Funktionen

Bestimme mit dem GTR mégliche Nullstellen der Funktion f mit f(x) = x? + 3v/x? + 1 und der

Funktion g mit g(x) = L _x?

x241

a) Lose die folgende Gleichung auf moglichst viele unterschiedliche Arten mit dem GTR und ver-
gleiche die Losungsverfahren.

Aufgabe 6: Gleichungen lésen und x- sowie y-Wert mit GTR bestimmen

(1) x2-5=-x3+6x2+2x—9 (2) 20x2 — 5 = —x3 4+ 6x% +2x — 9

b) Bestimme mit dem GTR alle Stellen x, an denen die Funktion f mit f(x) = —x3 + 6x% — 9x den
Wert 5 annimmt.

c) Berechne den Funktionswert an der Stelle -5.

38 Polynome sind Funktionsterme ganzrationaler Funktionen
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4.2 Nullstellen und Symmetrie ganzrationaler Funktionen

a) Vergleiche mithilfe des GTR die Funktionswerte der Funktion f an den Stellen x =1 und x = -1,
x =2 und x = -2 sowie x = 3 und x = -3. Notiere Deine Beobachtungen.

Aufgabe 7: Wann ist der Graph einer GRF symmetrisch?3?

(1) f(x) =x*+x* -2 (2) g(x) =x3—x (3) h(x) = x° + x? (4) k(x) =x8 —x?
b) Berechne nun die Funktionswerte an den Stellen x = a und x = -a fiir eine beliebige Zahl a.

c) Zeichne die Grafen mit dem GTR und untersuche, welche Bedeutung die bisherigen Ergebnisse
tir die dazugehorigen Graphen haben.

d) Formuliere Deine Entdeckungen und gib weitere Funktionsgleichungen an, fiir die Deine Ent-
deckung ebenfalls zutrifft.

Funktionen mit einem zur y-Achse achsensymmetrischen Grafen heifien gerade Funktionen. Hier
gilt fiir eine beliebige Stelle a: f(—a) = f(a). Funktionen, deren Grafen symmetrisch zum Ursprung
sind, heifsen ungerade Funktionen. Hier gilt fiir eine beliebige Stelle a: f(—a) = —f(a).

Aufgabe 8: Gerade oder ungerade Funktion?

a) Untersuche, ob folgende Funktionen gerade, ungerade oder weder gerade noch ungerade sind:

D)) =5 (2) g = o (B)h(x) =x — @kE) =x—

X
X X2 +4 1 -

X3X

b) Uberpriife Deine Ergebnisse mit dem GTR.

a) Erstelle eine Skizze des Grafen der Funktion f. Beriicksichtige dabei das Verhalten an den Rén-
dern, das Verhalten nahe Null, Schnittstellen mit den Koordinatenachsen und eine mdogliche
Symmetrie des Funktionsgrafen.

Aufgabe 9: Kurvenuntersuchung mithilfe der bisherigen Kriterien

1) f(x) = x3 — x? (2) g(x) = —x* + 2x? (3) h(x) = 4x3 + x

b) Im Bild rechts sind drei Grafen von ganzra- i l /
tionalen Funktionen angegeben. Die Grafen y /
1 und 2 haben den Grad 3, der Graf 3 besitzt - /T\ 1+ 2 /
den Grad 4. /|

Sammle moglichst viele Informationen in /3 5 _1\ ]
Bezug auf die bisherigen Kriterien zur / / \ /
Funktionsuntersuchung und gib moglichst f 3 f \\ > __/,/

o

genau Funktionsgleichungen fiir die Grafen |/ ‘
1 bis 3 an. Begriinde Deine Auswahl. / / ) \

¢) Uberpriife Deine Ergebnisse mit dem GTR. ] I

3 Modifiziert nach: Lambacher Schweizer, Einfithrungsphase, Klett-Verlag (2014)
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4.2 Nullstellen und Symmetrie ganzrationaler Funktionen

Beurteile begriindend, ob folgende Aussagen ,immer zutreffen”, ,nie zutreffen” oder ,, unter be-
stimmten Bedingungen zutreffen”. Gib die Bedingung gegebenenfalls an.

Aufgabe 10: Gilt immer - gilt nie - kommt darauf an4

a) Eine ungerade ganzrationale Funktion hat mindestens eine Nullstelle.
b) Eine gerade Funktion hat eine gerade Anzahl von Nullstellen.
c) Eine ganzrationale Funktion fiinften Grades hat genau 5 Nullstellen.

d) Wenn eine gerade Funktion die Nullstelle x = 2 besitzt, dann auch die Nullstelle x = -2.

Auf einem Blatt Papier sind die Gleichungen ganzrationaler Funktionen angegeben:

Aufgabe 11: Ganzrationale Funktionen besuchen die Stochastik*!

fx)=x"+2x3-8x | f(X)=x>+4x—1 | f{x)=—-x3+%x% | f(x) =6x2+2 | f(x) =—x?
fx)=—x*+33+x% | f®=x*+2x2-1| f(X=x3-2x | f(x)=x3—-x%* | f(x)=3x+1

Harald wihlt durch Tippen blind eine Gleichung aus. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass Harald
eine Funktion wihlt, ...

a) deren Graf symmetrisch zum Ursprung oder zur y-Achse ist.
b) deren Graf sich nahe Null wie h(x) = x? verhalt und bei der fiir x — +oo gilt: f(x) — +o0.
¢) deren Graf durch den Ursprung geht oder symmetrisch zur y-Achse ist.

d) Beschreibe das Gegenereignis zum Ereignis aus c) und gib die Wahrscheinlichkeit an.

Durch die Gleichung f(x) = 2x3 — tx? + 8x ist fiir jeden Wert fiir t eine ganzrationale Funktion ge-
geben. Zum Beispiel erhalt man fiir t = 2 die Funktionsgleichung f, (x) = 2x3 — tx? + 8x.

Aufgabe 12: Funktionsscharen

a) Skizziere Grafen der Funktionsschar mit dem GIR fiir t =-10,-9, ...,-2,-1,0,1, 2, ..., 9, 10 und
beschreibe wie sich die Grafen in Abhangigkeit von t verandern. [Hinweis: Wahle MENU 6 —
BUILTIN - Y=Ax"3+Bx"2+Cx+D — VAR — SELECT B und SET — etwas Geduld ©)]

b) Gib den Wert fiir t an, so dass f; eine ungerade Funktion ist.
c) Begriinde, fiir welche Werte von t die Funktion f; drei [zwei, eine] Nullstelle hat.
d) Berechne ohne GTR die Nullstellen der Funktionen f;, f; und f_4,.

e) Bestimme t so, dass f; eine Nullstelle bei x = 2 hat.

40 Lambacher Schweizer, Einfithrungsphase, Klett-Verlag (2014)
4l Lambacher Schweizer, Einfithrungsphase, Klett-Verlag (2014)
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4.2 Nullstellen und Symmetrie ganzrationaler Funktionen

Aufgabe 13: Merksitze iibertragen

Ubertrage die folgenden Merkstze des Kapitels in Dein Heft.

Nullstellen ganzrationaler Funktionen
Eine ganzrationale Funktion vom Grad n hat héchstens Nullstellen.

Beim Berechnen der Nullstellen ganzrationaler Funktionen konnen drei Verfahren hilfreich sein:
Ablesen, Faktorisieren und Substitution.

(1) Ablesen ist moglich, wenn die Funktion nur aus Linearfaktoren besteht.
Beispiel: f(x) = —0,5 - (x — 2)(x + 3)?(x + 2) hat die Nullstellen 2, -3, -2
(2) Faktorisieren ist moglich, wenn ao = 0. Man faktorisiert die niedrigste Potenz von x.

Beispiel: f(x) = x3 — 2x? = x? - (x — 2). f hat daher die Nullstellen 0 (doppelte Nullstelle), 2.

(3) Substitution ist moglich, wenn der Funktionsterm nur 2 Potenzen von x enthilt, von denen
eine doppelt so grofd wie die andere.

Beispiel: f(x) = x* — 2x? + 6 = 2z — 2z + 6 = 0 mit der Substitution z = x?

Symmetrie ganzrationaler Funktionen
(1) Fur eine {gerade/ungerade} ganzrationale Funktion f gilt:

f(x) hat nur Potenzen von x mit {geraden/ ungeraden} Hochzahlen.
(2) Fiir den Grafen Gt einer {gerade/ungerade} Funktion gilt:

Gt ist symmetrisch {zur y-Achse /zum Ursprung}.

(3) Fir eine {gerade/ungerade} Funktion f gilt fiir jedes a € D¢: { f(—a) = +f(a)/ f(—a) = — f(a)}

A A
Y / y
SRR / | T
// Ef{ a) / | lf ‘-\\ |
i 3 ST \d | 13
3] -2101 0 11 2 2 iF o 1\ 2
/ A A | \
/ -1 o f-a) i -1 |i@)
/ . N IENEE
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4.3 Monotonie und Extremstellen ganzrationaler Funktionen (Wi

4.3 Monotonie und Extremstellen ganzrationaler Funktionen

¥

Aufgabe 1: Entwicklung der Schiileranteile auf weiterfithrenden Schulen

Prozent

Im Folgenden siehst Du die Entwicklung des An- 50 Midchen SN Jungen

teils der Madchen und Jungen beim Ubergang o Sroradies

von der Grundschule an ausgewdhlten Schulfor- e
men in NRW von 1980 bis 2008.42 LR p—— ) _amEeeeo .
Beschreibe die Entwicklung der verschiedenen T i S s e -
Schulformen mit eigenen Worten. Vergleiche 0 i £ Guamichuie

die Entwicklung von Méadchen- und Jungenan- o o= sonstige Schulen

1980 1983 1986 1989 1992 1995 1998 2001 2004 2007
Jahr

teilen. Gib Griinde fiir die Entwicklung an.

In der folgenden Abbildung ist der Graf einer ,
Funktion f mit f(x) = %XS — x3 und der Graf seiner : f’ y

Ableitung {f” angegeben. ‘ 05 . /
1 ' 1

Aufgabe 2: Monotonie bei ganzrationalen Funktionen

>

a) Markiere im Graphen von f die Bereiche, in v ,,: X
den denen der Graf von f ansteigt (GRUN), fallt ‘ : ’ >
(ROT) und die Steigung Null hat. Kenn- / : s i

zeichne die entsprechenden Bereiche auch im ) N

f

1
1A
1
o
Ul
o
>
[y ESRN

Grafen von f".

b) Bestimme f'(x) und ermittle rechnerisch die
Nullstellen von {”.

c) Fiille die nachfolgende Vorzeichentabelle fiir f* aus. [Nutze die Symmetrie von f” aus.]

Intervall x<-1 -1<x<0 0<x<1 x>1
z. B. xq -2 -1 —0,5 0 0,5 1 2
f'(xo) -0,5625

Vorzeichen von f” +

Monotonie von f 1

d) Notiere Deine Beobachtungen in Form von Merksétzen.

e) Untersuche die Funktion g - wie in c¢) - mithilfe ihrer ersten Ableitung auf Monotonie, wenn:
1) gx) = x*+1 2)gx) = x3-9x (B)gx)=x-2 @) gx) =x*+ x? (5) g(x) = x* — X2
Uberpriife Deine Ergebnisse mit dem GTR.

42 https:/ /www.it.nrw.de/statistik/analysen/stat studien/2009/band 59/venhaus 59.pdf (11.07.2016)
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4.3 Monotonie und Extremstellen ganzrationaler Funktionen [V&]

In der Abbildung ist der Graf einer ganzrationalen Funktion fiinften Grades angegeben.
1 I
Y

) l

Aufgabe 3: Ablesen von Extrempunkten und Sattelpunkten

I

Markiere alle lokalen Hochpunkte, lokalen Tiefpunkte, Wendepunkte (hier dndert der Graf sein
Kriimmungsverhalten), Sattelpunkte (Wendepunkte mit waagerechter Tangente) und Schnitt-
punkte mit den Koordinatenachsen, gib die Koordinaten der markanten Punkte an und skizziere
den Grafen der Ableitungsfunktion im obigen Koordinatensystem.

i

Aufgabe 4: Fliissigkeitsoberfliche in Abhidngigkeit von der Fiillhohe43

Beim Fiillen verschiedener Gefdfse verandert sich die Grofie der Flussig-

keitsoberfldche mit zunehmender Fiillhche. Sei h die Funktion, die jeder
Fiillhohe eine Flussigkeitsoberfldche zuordnet. Wir betrachten 4 verschie-
dene Gefdfse (vgl. Abbildung rechts).
a) Begriinde, bei welchen Gefédfien die Funktion h tiber die gesamte Fiill-

hohe hinweg monoton zunehmend bzw. abnehmend ist.
BZ B

b) Skizziere den Verlauf von h fiir die tibrigen Geféfde.

c) Skizziere jeweils zwei weitere Gefdfse, bei denen der Verlauf von h
tiber die gesamte Fiillhohe hinweg ...

(1) streng monoton zunehmend bzw. abnehmend ist.
(2) monoton zunehmend bzw. abnehmend, nicht aber streng monoton zunehmend bzw. abneh-
mend ist.

4 Modifiziert nach Lambacher Schweizer, Einfithrungsphase, Klett-Verlag (2014)
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4.3 Monotonie und Extremstellen ganzrationaler Funktionen W&

& Aufgabe 5: Zusammenhang von f und f* — Grafenpunkte mit Steigung Null
a) Inden folgenden vier Abbildungen siehst Du Grafen von zwei Funktionen sowie der dazugeho-
rigen Ableitungsfunktionen.

\ 4y / ty Q ty ty
2 = 2 2 .
\ /1% X | X X
2/ > 0 > 0 7 J 2\ >
-2 f 2 -2 h -2
/ \

Begriinde, welche zwei Graphen jeweils zusammengehoren.

b) Nun wollen wir allgemein drei mogliche Félle von Grafen unterscheiden, bei denen die Steigung
an einer Stelle Null ist. Die folgenden drei Abbildungen verdeutlichten die drei Fille.

A

v

A 4

A 4

A 4

Skizziere in den drei freien Feldern jeweils den Grafen der Ableitungsfunktion.

c) Formuliere Merksatze in der Form:

(1) ,Wenn xo eine lokale Maximumstelle (lokale Minimumstelle, Sattelstelle) ist, dann ...”
(2) ,Wenn ..., dann ist xo eine lokale Maximumstelle (lokale Minimumstelle, Sattelstelle.”

Erldutere die Unterschiede zwischen den beiden Aussageformen (1) und (2) am Beispiel der
Aussagen ,, Die Strafie ist nass.” und , Es hat geregnet.”.

I 124



4.3 Monotonie und Extremstellen ganzrationaler Funktionen

125

Ubertrage folgende Merksitze des Kapitels in Dein Heft.

Aufgabe 6: Merksitze iibertragen

Satz zur Monotonie

(1) Wenn f'(x) > 0O fiir alle x eines Intervalls ist,

dann ist der Graf von f iber I streng monoton zunehmend (wachsend).

(2) Wenn f'(x) <0 fiir alle x eines Intervalls I ist,

dann ist der Graf von f iber I streng monoton abnehmend (fallend).

Die Umkehrungen gelten nicht.

Notwendige Bedingung fiir lokale Extremstellen: £"(xo) = 0

Wenn an der Stelle xo eine lokale Extremstelle vorliegt, dann gilt: f*(xo) = 0.

Die Umkehrung gilt nicht.

Hinreichende Bedingung fiir lokale Extremstellen: £"(xo) = 0 A £~ hat bei xo einen VZW

A A A

P P Sy ——

v

R S RN Y Y,
v

A 4
v

A 4

X0

__0____..____..____.._..___'____ P G ———

0

Wenn {'(xo) = 0 und {” an der
Stelle xo einen Vorzeichen-

wechsel von - nach + hat,

dann ist xo eine lokale Mini-
mumstelle von {.

Wenn {'(xo) = 0 und {” an der
Stelle xo einen Vorzeichen-

wechsel von + nach - hat,

dann ist xo eine lokale Mini-
mumstelle von f.

Wenn {'(xo) = 0 und " an der
Stelle xo keinen  Vorzeichen-
wechsel hat,

dann ist xo eine Sattelstelle
von {f.

Die Umkehrungen der hinreichenden Bedingungen fiir lokale Extremstellen gelten nicht.4

4 Es lassen sich Gegenbeispiele von Funktionen angeben mit einer Extremstelle ohne VZW von £".
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Aufgabe

Wende die hinreichende Bedingung fiir Extremstellen auf die Funktionen in Aufgabe 2e) an und
skizziere die Grafen ohne GTR. Uberpriife Deine Ergebnisse anschliefend mit dem GTR.

Die Funktion f sei im Intervall I differenzierbar. Widerlege folgende Aussagen mithilfe des angege-
benen Gegenbeispiels.

7: Anwenden der hinreichenden Bedingung fiir Extremstellen

Aufgabe 8: Gegenbeispiele

a) Wenn f tiber I streng monoton zunehmend ist, dann kann nie f'(x) = 0 sein, d. h. es gilt: f'(x) > 0
fiir alle x des Intervalls I. Gegenbeispiel: f(x) = x> und xo = 0.

b) Wenn {'(x,) = 0 fiir ein xo des Intervalls I, dann ist xo eine Extremstelle. Gegenbeispiel: f(x) = x>
und die Stelle xo = 0.

c¢) Wenn f’(x) > 0 fiir alle x des Intervalls ist, dann ist f dort monoton wachsend, nicht aber streng
monoton wachsend. Gegenbeispiel: f(x) = x.

Aufgabe 9: Wahr oder falsch?

Priife begriindend, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

a) Ist die Ableitungsfunktion f” eine quadratische Funktion mit zwei Nullstellen, so besitzt der
Graf von f genau einen Hochpunkt und einen Tiefpunkt.

b) Zu jeder Nullstelle der Ableitungsfunktion f” gehort eine Extremstelle von f.

c) Zwischen zwei benachbarten Extrempunkten auf dem Grafen von f liegt immer ein Schnitt-
punkt mit der x-Achse.

d) Besitzt eine ganzrationale Funktion vierten Grades genau zwei Hochpunkte und einen Tief-
punkt, so ist der Graf ihrer zweiten Ableitung eine nach oben gedffnete Parabel.

e) Der Grad der Funktion ist 3. Die Funktion ist ungerade und hat eine Minimumstelle bei x = 1
und eine Maximumstelle bei x = 2.

f) Eine ganzrationale Funktion sechsten Grades kann hochstens fiinf Extremstellen besitzen.

g) Besitzt die Ableitung einer Funktion f genau drei Nullstellen, so besitzt die Funktion genau
drei Extremstellen.

h) Eine Funktion dritten Grades verlduft von links oben nach rechts unten. Der Graph der Ablei-
tung ist eine nach unten gedffnete Parabel.

i) Jede Funktion vierten Grades hat mindestens eine Extremstelle.
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4.4 Kriitmmungsverhalten und Wendestellen

Aufgabe 1: Rechts- und Linkskurve - Wendepunkt

a) Lies den nachfolgenden Text und erldutere anhand des Beispiels, was man in der Mathematik
unter einer Links- und Rechtskriimmung bzw. einem Wendepunkt versteht.

Der Kurvenverlauf einer Strafie wird oft mit dem Begriff Rechts- oder Linkskurve
beschrieben. Die Abb. rechts zeigt eine Serpentine, auch Schlangenlinie genannt.
Je nach Fahrtrichtung liegt eine Rechts- oder Linkskurve vor. Wird ein Teil einer
Serpentine in ein Koordinatensystem tibertragen, so ist die ,Fahrtrichtung”
durch einen Ubergang von kleineren zu groleren x-Werten gegeben. Damit wird
eindeutig zwischen Rechts- und Linkskurve unterschieden. In der Mathematik
wird in diesem Zusammenhang die Bezeichnung Rechts- oder Linkskrimmung
benutzt (vgl. Abb. links).
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Merke: Am Wendepunkt W liegt ein Kriimmungs- r<0® F>0©
wechsel vor. Die Wendestelle von f ist Extremstelle f” ist monoton fallend f” ist monoton wachsend
von {” und Nullstelle von f . f ist rechtsgekrimmt f ist linksgekrimmt

In der Abb. rechts werden die Graphen einer Funktion f mit f(x) = 0,5x% + 2,5x% + 1,5x — 1 sowie
die die Grafen der ersten und zweiten Ableitung dargestellt. Man erkennt ein Kriterium fiir das
Kriimmungsverhalten von Grafen:

Ist £7(x) < 0 fiir alle x € I, so ist f auf I rechtsgekriimmt. Dabei ist £~ auf I streng monton fallend.
Ist £77(x) > O fiir alle x € I, so ist f auf I linksgekriimmt. Dabei ist £~ auf I streng monton wachsend.

Der Punkt W, in dem sich das Kriimmungsverhalten dndert, wird als Wendepunkt bezeichnet. Die
Wendestelle xw (= x-Wert des Wendepunktes) ist eine lokale Extremstelle der ersten Ableitung und
gleichzeitig eine Nullstelle der zweiten Ableitung.

I 127



4.4 Kriimmungsverhalten und Wendestellen VA

b) In der folgenden Beispielaufgabe wird erklért, wie man eine Funktion f auf ihr Krimmungsver-

halten untersuchen kann. Arbeite das Beispiel Schritt fiir Schritt durch.

Untersuche das Kriimmungsverhalten der Funktion f mit f(x) = 0,5x3 + 2,5%% + 1,5x — 1.

1. Schritt

Bildung von £"(x) und £ (x):
f'(x) = 1,5x% + 5x+ 1,5
f"(x) =3x+5

2. Schritt

Bestimmung der Nullstellen von £

Losungshinweise

— Die Ableitung {” einer Funktion f gibt den An-
stieg der Funktion an.

— Die Ableitung der Ableitungsfunktion {" ist
die zweite Ableitung f”” und gibt den Anstieg
der Ableitungsfunktion f” an.

Losungshinweise

— In den Nullstellen der zweiten Ableitungs-

funktion wechselt das Vorzeichen von f~ und

’r 5 =
f’x) =3x+5=0ox=-2=-16~167 damit auch die Kriimmung von f.

3. Schritt Losungshinweise

— Durch die berechnete Nullstelle ergeben sich
zwei Intervalle.

Vorzeichenwechseltabelle von f*~ aufstellen:

Intervall x<-16 _ x>-16 — Setze aus jedem Intervall einen beliebigen x-

z. B. Xo —2 —16 0 Wert in die zweite Ableitung ein.

£’ -1 0 5

Véxszm £ _ ¥ — Weitere Krimmungswechsel sind nicht mog-

Krii ® WP © lich, da sonst weitere Nullstellen existieren
il miissten.

Antwort: Die Funktion f hat an der Stelle x = —g eine Rechts-Links-Wendestelle. Am Wendepunkt
61

W(— E/ f(-2) =2~ 1,13) andert der Graf von f sein Kriimmungsverhalten von einer rechts- in
3 3) " 54

eine linksgekriimmte Kurve.

c) Untersuche die Funktion f wie im Beispiel unter b) auf ihr Kriimmungsverhalten und skizziere
mit dem GTR Grafen der Funktion sowie der ersten und zweiten Ableitung in ein Koordinaten-
system.

(D fx) = —§X3 —0,5%% + 2x (2) f(x) = x* + 0,5x3 — 25x? — 12,5x

d) Ubertrage folgende Merkregeln fiir das Vorliegen von Wendestellen in Dein Heft.

Notwendige Bedingung fiir Wendestellen: £"(xo) =0

Wenn an der Stelle x eine Wendestelle vorliegt, dann gilt £"(xo) = 0.

Hinreichende Bedingung fiir Wendestellen: f"(xo) = 0 und VZW von £ bei xo

—nach +} hat,

Wenn f”"(xo) = 0 und {” an der Stelle xo einen Vorzeichenwechsel von { + nach —

Rechts — Links — Wendestelle

Links — Rechts — Wendestelle } Wendestelle von f

dann ist xo eine {
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Aufgabe 2: Hinreichende Bedingung fiir Extrem- und Wendestellen

Gib die notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine lokale Maximumstelle mittels f* an.

Begriinde die folgende Aussage:

Wenn {"(xo) = 0 und £ bei xo rechtsgekriimmt ist, dann liegt bei xo eine Maximumstelle vor.

Erklare, wie sich aus b) folgern lasst:

Wenn f”(xo) = 0 und £""(x0) < 0 ist, dann liegt bei xo eine Maximumstelle vor.
Formuliere nun analog die hinreichende Bedingung fiir eine lokale Minimumstelle.

In der letzten Aufgabe haben wir gesehen, dass die Wendestelle mehrere ,,Gesichter” haben
kann. Eine Wendestelle ist gleichzeitig Extremstelle der ersten Ableitung und Nullstelle der
zweiten Ableitung. Formuliere nun - wie in den Aufgaben c) und d) fiir die Funktion f gesche-
hen - eine hinreichende Bedingung fiir die Ableitungsfunktion {” mittels zweiter und dritter Ab-
leitung.

Begriinde folgende Aussage:

Rechts — Links — Wendestelle} f

. _ s >Yn: . .
Wenn £(xo) = 0 und f""(x,) {>} 0 ist, dann ist xo eine {Links _ Rechts — Wendestelle

Aufgabe 3: Vollstindige Kurvenuntersuchung ganzrationaler Funktionen

Gegeben sei die ganzrationale Funktion dritten Grades mit f(x) = %XB — 4x% + 8x.

Untersuche den Grafen der Funktion f auf Symmetrie.

Beschreibe das Verhalten im Unendlichen und nahe Null.

Berechne ohne GTR alle Schnittpunkte des Grafen von f mit den Koordinatenachsen.
Ermittle alle lokalen Hoch- und Tiefpunkte des Grafen von f.

Untersuche den Grafen von f auf sein Kriimmungsverhalten.

Skizziere den Grafen von f zundchst ohne GTR und iiberpriife anschlieffend Deine Ergebnisse
mit dem GTR.

Fiihre eine vollstandige Kurvenuntersuchung auch fiir die nachfolgenden Funktionen durch.
1) fx) = %xs - §x3 2) f(x) = x* —x3 () f(x) = x> +x3 +x

Uberpriife anschliefend mit dem GTR.
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4.5 Ganzrationale Funktionen im Sachkontext untersuchen

Aufgabe 1: Begriffe der Differentialrechnung im Sachkontext deuten

a) Interpretiere den Begriff der Anderungsrate in den folgenden Sachkontexten. f(t) beschreibt ...

1 die Anzahl der Personen, die ein Geriicht nach der Zeit t zum ersten Mal gehort haben.
2 die Anzahl der Autos, die nach t Minuten eine Messstelle passiert haben.

3 die Produktionskosten, die bei t produzierten Artikeln anfallen.

4 die zugeflossene Wassermenge in einen Stausee nach der Zeit t.

5 die Anzahl der Bakterien in einer Kultur nach t Stunden.

6 die Schadstoffkonzentration eines Autos bei einer Geschwindigkeit t.

7 die Temperatur eines Brandherdes nach einer bestimmten Zeit t.

8 die Anzahl der Deutschen [Afghanen], die hochstens t Jahre alt sind.

9 das Wasserstoffvolumen einer Losung aus Zink und Salzsdure nach der Zeit t.4>

10 die Anzahl der radioaktiven Teilchen Caesium 137 nach einer bestimmten Zeit t.

b) Erldutere, was Monotonie und Kriimmung des Graphen von f im Sachkontext bedeuten.

c) Begriinde, zu welchen realen Situationen die drei Diagramme passen konnten.

v
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-X9 JUIWITU JRIIATINEOIPEY) 0Td “(SI9IV USISTHTW USDSUSA] US)SIOW We PULTYISINS( Ul 3qI3 Sq)
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Aufgabe 2: Funktionsuntersuchung im Sachzusammenhang

Gegeben seien drei Bestandsfunktionen A, B und C, die alle einen zeitlichen Verlauf beschreiben.
Die Graphen der Bestandfunktionen sind in den folgenden Abbildungen dargestellt.

Mit Bakterien bedeckte Fliche

A ordnet der Zeit t (t in Stunden; 0 Uhr < t < 8 Uhr) die an Bakterien bedeckte Fldche A(t) (in cm?)
zu. Fiir die Funktionsgleichung gilt: A(t) = —8t3 + 100t? + 400

4000 1

2000 1

Besucheranzahl bei einem Schulfest

B ordnet der Zeit t (t in Stunden; 7:30 Uhr < t < 14 Uhr) die Anzahl der Besucher B(t) auf einem
Schulfest zu. Fiir die Funktionsgleichung gilt: B(t) = —t3 + 24t?> — 117t + 182

600 1
00

20

I S R
Sauerstoffabgabe eines Baums

C ordnet der Zeit t (t in Stunden; 6 Uhr < t < 20 Uhr) die Menge an Sauerstoff C(t) (in Liter) zu, die
ein Baum abgibt. Die Funktionsgleichung lautet: C(t) = —3t* + 14t% — 132t + 360

2001

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

a) Beschrifte die Achsen der drei Diagramme und markiere in GRUN den jeweiligen Bereich des
Graphen, der zu den obigen Bestdnden passt.

b) Entwickle mindestens drei Fragestellungen zu jeder Bestandsfunktion und lose sie.
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c) Die unten befindliche Tabelle gibt typische Aufgabenstellungen an und nennt dazugehorige Re-
chenansitze. Dabei ist die Reihenfolge durcheinandergeraten. Ordne zu.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Typische Aufgabenstellung Rechenansatz
1 Berechne die Grofle der um 5 Uhr von Bakte- A Berechne B(11).

rien bedeckten Flache.

Berechne die Anzahl der Besucher, die

2 um 11 Uhr auf dem Schulfest sind. B | Bestimme C’(6) und gib seine Bedeutung an.
Zeige, dass der Baum bis 10 Uhr Bestlmm_e d.le lokale Maximumstelle von A
3 insgesamt etwa 107 1 Sauerstoff produziert hat c (= Li-Re-Wendestelle von A). Es gilt:
8 P : A“()=0und A”(t) <0
Bestimme die durchschnittliche Wachstumsge- . die lokale M . A
i’ . . ¢
4 schwindigkeit der Bakterien in e’ wischen | D estimme die fokate Maximumsie e von
h (denn vorher steigt A an.)
Beobachtungsbeginn und 5 Uhr.
5 Bestimme, wie viel O, der Baum zwischen 13 E BeStlmT:eS{%Ieo_ssleiz/leas:;ﬁl:\%ieél)e 1\57502111-1
Uhr und 17 Uhr durchschnittlich abgibt. B(t) =0 und B-(t) < 0
Untersuche, wann der Besucherandrang ge- . N
6 nauso grofS ist wie zu Beobachtungsbeginn. F Zeige: C(10) ~ 1071
Bestimme die Steigung von C an der Stelle 6. Berechne die lokale Maximumstelle
7 | Erldutere die Bedeutung des Wertes im darge- | G und das lokale Maximum der Ausgangs-
stellten Sachzusammenhang,. funktion B.
3 Untersuche, bis zu welchem Wert im vorgege- H Berechne S07-€03)

benen Modell die bedeckte Flache wichst. 17-13

Bestimme der Zeitpunkt, an dem der Baum
9 | denmeisten O, produziert. Erldutere, wieman | 1| Berechne den Zeitpunkt t mit B’(t) = B*(7,5).
diesen Zeitpunkt rechnerisch bestimmen kann.

Berechne den Zeitpunkt, an dem die Besucher- A(5)-A(0)
10 zahl maximal ist. Bestimme den Maximalwert. J Berechne ===
1 Ermittle den Zeitpunkt, zu dem die K Bestimme die lokale Maximumstelle der
Bakterienkultur am schnellsten wachst. Funktion C. Es gilt: C*(t) =0 und C’(t) <0.
1 Bestimme den Zeitpunkt, an dem L Berechne A(5).

der grofste Besucherandrang besteht.

d) Lose alle zwolf Aufgabenstellungen und iiberpriife Deine Ergebnisse am Graphen.

e) Begriinde fiir alle Bestandsfunktionen, warum die Modellierung nicht auf den gesamten Defi-
nitionsbereich der jeweiligen Funktion ausgedehnt werden kann.

f) Prdsentiert als Tischgruppe Eure Ergebnisse zu den Aufgaben a) bis e) fiir eine Bestandsfunk-
tion. Die Prasentation muss von der gesamten Tischgruppe getragen werden.

Losungen zu den Aufgabenteilen a) und e):

UIPIOM AT}E3U UUBMPUISII pue)s
-3¢ IOp dISSNUI “UDJNELIDA USJUN SHYIAI YOLU U0 SHUI[ UOA £e UaATe3au saure uadom usydern
USSSOP pun puls ¢ peID) WOA ][ USUOIUNJSpue)sag a1p e(J (3 ‘ue pueisag uap 3qi3 asydy a[en
-I9A (] "PIUYISqrUJRID) USLIQUaSNZep Uap SIMOS UDI2IdqSUOTUL(] Uduaqa3ague uwrouwmuey
USp UI Usp N3O UI UBW M9DB{IRW 1O Sy} US[eIU0ZLIoY Jap ydtidsjus asyoeyaz a1 (e
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4.5 Ganzrationale Funktionen im Sachkontext untersuchen
Losungen zu den Aufgabenteilen c) und d):
Typische Aufgabenstellung Rechenansatz

Berechne die Grofie der um 5 Uhr

= 2
! von Bakterien bedeckten Fliche. Berechne A(5). A(5) = 1900 cm
Berechne die Anzahl der Besucher, die _
2 um 11 Uhr auf dem Schulfest sind. Berechne B(11). B(11) = 468 Besucher
Zeige, dass der Baum bis 10 Uhr insgesamt . N —10e2] o
3 etwa 107 1 Sauerstoff produziert hat. Zeige: C(13) »1071. C(10) = 1065 1~ 1071
Bestimme die durchschnittliche Wachstums-
2 — —
4 geschwindigkeit der Bakterien in % Zwi- Berechne A(Sé_f:(o) . 19050_0400 =300 %
schen Beobachtungsbeginn und 5 Uhr.
5 Bestimme, wie viel Oz der Baum zwischen 13 c(7)-c(13) 52411062 o
Uhr und 17 Uhr durchschnittlich abgibt. Berechne ==—7—"=. — 5~ = 10453
Berechne den Zeitpunkt t mit B’(t) = B’(7,5).
6 Untersuche, wann der Besucherandrang ge- B'(t) = —3t? +48t— 117 = 74,25 = B'(7,5)
nauso grof3 ist wie zu Beobachtungsbeginn. & —3t* +48t— 191,25 =0
< t=7,5(7:30) odert = 8,5 (8:30)
Bestimme die Steigung von C an der Stelle 6 Bestimme C’(6) und gib seine Bedeutung an. C*(6)
7 und erldutere die Bedeutung dieses Wertes =0 % beschreibt die momentane Geschwindigkeit
im Sachzusammenhang, der Sauerstoffabgabe um 6 Uhr.
Besti die lokale Maxi tell A
Untersuche, bis zu welchem Wert im estmme diefoka’e Vaxtmumsre se von
. R (denn vorher steigt A an.)
8 vorgegebenen Modell die bedeckte F}a}clhte A(t) = —24t> + 200t =0 < t=0<6; t =82
wachst. A”(82) =-380 < 0 . Bis 8:20 wichst die Flache.
Bestimme die lokale Maximumstelle der Funktion
C:C’(t) =0 und C(t) < 0.
Bestimme der Zeitpunkt, an dem der Baum C)=—-t2+28t—132=0 t=6;t=22> 20
9 den meisten Sauerstoff produziert. Erldutere, C”(6) =16 > 0: 6 ist lokale Minimumstelle,
wie man diesen Zeitpunkt rechnerisch be- C”(22) = -16 < 0: 22 ist lokale Maximumstelle, liegt
stimmen kann. aber aufserhalb des Beobachtungszeitraums, der
bis 20 Uhr geht. Der Graph von C steigt ab t = 6 bis
t =20 an. C hat daher bei t = 20 sein Maximum.
Berechne die lokale Maximumstelle und das lokale
Berechne die den Zeitpunkt, an dem die Be- i 2Max1mum der Ausgangsfunktion B.
10 sucherzahl maximal ist, und bestimme den BH)= -3t +48t—117 =0 t=3t=13
! imalen Wert B’(13) = —30 < 0:13 ist lokale Maximumstelle.
maximaten Yvert. B(13) = 520 ist das lokale Maximum.
Dir grofite Besucherzahl betrdgt um 13 Uhr 520.
Bestimme die lokale Maximumstelle von A”, d. h.
die Wendestelle von A, A”(t) =0 und A""(t) <0
11 Ermittle den Zeitpunkt, zu dem die A'(D = —48t+200 =0 = t =47
Bakterienkultur am schnellsten wéchst. A"’(4%) = —48 < 0: 4List lokale Maximumstelle
von A" bzw. Wendestelle von A. Die Bakterienkul-
tur wéchst am schnellsten um 4:10.
Bestimme die lokale Maximumstelle von B, d. h.
die Wendestelle von B, B”(t) =0 und B""(t) <0
12 Bestimme den Zeitpunkt, an dem B’(t)= -6t+48=0=1t=8§;

der grofite Besucherandrang besteht.

B”’(8) = —8 < 0: 6 ist lokale Maximumstelle
von B” bzw. Wendestelle von B.
Der Besucherandrang ist um 8:00 am grofsten.
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4.6 Kontrollaufgaben - Vorbereitung auf die Zentralklausur

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben

Funktionsuntersuchung ohne Sachkontext

Die Kompetenzen bezie-

g
< T
Ich kann ... hen sich auf folgende | 5| @
S e =)
Aufgaben ... 51 2| 9| P
£ Bl g E
YY) s )
%) N =) 73
den Funktionswert berechnen. 1a)
quadratische Funktionen (auch Scharen) rechne-
risch ohne GTR auf Nullstellen untersuchen. 1b), 1m), 1n), 10), 3b)
eine Geradengleichung durch 2 Punkte (z. B. Glei-
. . 4c), 5a)
chung einer Sekante) bestimmen.
Néherungsverfahren zur Bestimmung der mo-
. . . 4d), 5d)
mentanen Steigung an einer Stelle beschreiben.
rechnerisch die Gleichung einer Tangenten an ei- 10)
nen Grafen in einem Punkt P bestimmen.
eine Gerade in ein Koordinatensystem einzeich-
. e 1d)
nen und als Tangente identifizieren.
eine Tangente an den Grafen in einem Punkt P
einzeichnen und damit die Ableitung an einer le)
Stelle bestimmen (zeichnerisches Ableiten).
eine Tangentensteigung berechnen. 1c), le)
rechnerisch Stellen eines Grafens mit einer be- 5b)
stimmten Steigung berechnen.
begriinden, ob der Graf einer Funktion und der 1), 1h)
Graf der Ableitungsfunktion zusammengehoren. ’
den Grafen der Ableitungsfunktion skizzieren. 1g)
rechnerisch nachweisen, dass bestimmte Punkte
(Stellen) lokale Hoch- bzw. Tiefpunkte (Maxi- | 1i), 3a)
mum- bzw. Minimumstellen) sind.
lokale Hoch- bzw. Tiefpunkte (Maximum- bzw. 10), 4b)

Minimumstellen) rechnerisch bestimmen.

Gleichungen fiir einfach Transformationen ange-
ben und beschreiben.

1j), 1k), 3e), 4e)

nachweisen, dass sich ein Funktionsterm als

transformierter Funktionsterm darstellen l&sst. 4f)
begriindend entscheiden, ob Aussagen zum Stei- 3d)
gungs- und Kriimmungsverhalten* zutreffen.

rechnerisch nachweisen, dass bestimmte Punkte (Stel- 11), 3¢)
len) Wendepunkte (Wendestellen) sind. !
rechnerisch eine Funktion auf ihr Kriimmungsverhal- 10)

ten bzw. Wendepunkte untersuchen.

46 Die kursiv markierten Aufgaben benotigen Kenntnisse zur zweiten Ableitung
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Funktionsuntersuchung mit Sachkontext

2l |
Die Kompetenzen bezie- = 5
Ich kann ... hen sich auf folgende S| 8| &
2 2 5
Aufgaben ... g g9 ¢
S| &l &<
R7 N| B| @
den Bestand, Anderungsraten, Monotonie und
Kriitmmungsverhalten im Sachkontext deuten und 2e), 2g), 1a), 6d), 6e), 7c),
. N 7d), 8d)
die Deutungen ggf. fiir Problemstellungen nutzen.
den Bestand und momentane Bestandsande-
rungsraten zu einem bestimmten Zeitpunkt mit- | 2a), 2c), 6a), 6e), 7a), 8a),
tels Modellfunktion rechnerisch und durch Able- | 8b), 8d)
sung bestimmen.
Zeitraume rechnerisch und durch Ablesung be-
stimmen, bei denen ein bestimmter Bestand er- 7a), 8a)
reicht wird.
mittlere bzw. momentane Anderungsraten unter
Zuhilfenahme der Modellfunktion bzw. ihre Ab- | 2e), 6¢), 7¢)
leitungsfunktion berechnen.
den maximalen Bestand und Bereiche mit zu- bzw.
abnehmenden Be§tanfi unter Zuhllfenahme ncit- 2d), 6b), 7b), 8¢)
wendiger und hinreichender Bedingungen fiir
Extrema sowie Randwertvergleich bestimmen.
die maximale Anderung des Bestands und Bereiche mit
zu- bzw. abnehmender Bestandsinderung unter Zuhil- 20, 64)
fenahme notwendiger und hinreichender Bedingungen ’
fiir Wendestellen sowie Randwertvergleich bestimmen.
im Grafen Bereich mit Links- und Rechtskriimmung 20)
markieren und im Sachkontext deuten. 8
Grafen von transformierten Bestandsfunktionen
skizzieren und dazu eine passende Modellfunk- | 2h), 7d), 8e)
tion angeben.
begriinden, wie sich eine Bestandsdnderung auf 2b), 2h)
den Bestand auswirkt. ’
Modellfunktionen fiir Sachprobleme ermitteln. 6e)
Nutzung des GTR
-
< 3
Die Kompetenzen bezie- & S
Ich kann ... hen sich auf folgende S| 8| &
= a 5
Aufgaben ... g g9 ¢
Sl 8| g5
R7 N| B| @

mithilfe des GTR Nullstellen GRF bestimmen

bzw. Polynomgleichungen 16sen (iiber MENU 5 4a), 4b), 5b)
oder MENU A).
mithilfe des GTR einen Grafen einer Funktion 5¢), 7d), 8¢)

skizzieren und zeichnen (Menu 5).
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Teil I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1: Funktionsuntersuchung ohne Sachkontext*”

Die unten befindliche Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f mit f(x) = % X3 —2-x% + ?.

A

y

AN j

N
| ]
\‘

_-—--ﬁ'—-_
(@)]
\ At

a) Zeige mithilfe des Funktionsterms f(x), dass 2 eine Nullstelle von f ist.

b) Die Funktion f kann faktorisiert werden durch f(x) = (x — 2) - (% x? — % "X — g)

Bestimme mit der faktorisierten Form alle Nullstellen von f und gib den exakten Abstand der
drei Nullstellen an.

c) Bestimme eine Gleichung der Tangente t an den Graphen von f im Punkt P (2/0).

d) Untersuche mit einer Zeichnung, ob die Gerade g mit g(x) = —% *x + 1 Tangente an den Gra-
phen von f ist.

e) Zeichne in Q(5/-3) eine Tangente an den Graphen von f ein und bestimme damit ndherungs-
weise £°(5).

Uberpriife die Naherung durch eine Rechnung.

f) Entscheide unter der Angabe einer geeigneten Begriindung, ob der Graph der Ableitungsfunk-
tion eine nach oben oder nach unten gedffnete Parabel ist.

4" Diese Aufgabe wurde vom Ministerium zur Vorbereitung auf die NRW-Zentralklausur in der E-Phase 2015

vorgelegt und durch die Aufgabenteile c) bis h) ergénzt (Bearbeitungsdauer: ca. 45 Minuten).
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g) Skizziere den Graphen von f” in die obige Abbildung.
h) Fiir eine Funktion F gilt F"(x) = f(x).

Begriinde unter Angabe von einem Gegenargument, dass die folgenden Grafen zu den Funkti-
onen g und h nicht den Graphen von F darstellt.

A A
y Y

e
o
D

Fa\

[\,

\ Aot
P~

i) Zeige rechnerisch, dass 0 eine lokale Maximum- und ein 4 lokale Minimumstelle von f ist.

i) H(©/ ?) und T(4/— ?) sind die beiden lokalen Extrempunkte des Graphen.

Gib alle Werte fiir d an, so dass Funktion hy mit der Gleichung hy(x) = f(x) + d genau zwei
Nullstellen besitzt.

Begriinde Deine Angabe.

k) Gegeben ist eine Funktion i, mit der Gleichung i.(x) = f(x — c).

(1) Gib an, wie sich der Graph von i, verdndert, wenn man immer grofiere Zahlen fiir ¢ einsetzt.

(2) Nenne einen Wert fiir ¢, so dass der Ursprung eine Nullstelle von i, ist.

(3) Begriinde mit der faktorisierten Darstellung aus Aufgabe b), dass der Graph zu i_, punkt-
symmetrisch zum Ursprung ist. (Expertenaufgabe)

1) Weise nach, dass P (2/0) ein Rechts-Links-Wendepunkt des Graphen von f ist.

m) Berechne alle Nullstellen der Funktion u mit u(x) = —x? + 6x — 5.
n) Untersuche fiir welche a-Werte die Funktion v, mit v,(x) = —x? + 6x + a keine Nullstellen hat.

0) Untersuche die Funktion v mit v(x) = é x3 — 5-x? + 16x — 2 auf Extrem- und Wendestellen.
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Aufgabe 2: Funktionsuntersuchung im Sachkontext#8

Die Funktion f mit der dazugehorigen Funktions-

%-tg’ —3-t249-t beschreibt

ndherungsweise die Wachstumsgeschwindigkeit

gleichung f(t) =

(1)

((e]

einer Pflanze in der Einheit cm pro Woche. Da- -8
bei gibt t die Zeit in Wochen seit Beobachtungsbe-
ginn an, es gilt: 0 < t < 6. Der Graph der Funktion A / \
fist in der Abbildung rechts dargestellt. \
a) Berechne die Wachstumsgeschwindigkeit der /

Pflanze nach 2 Wochen. 15 /
b) Nimm an, die Pflanze hétte nach vier Wochen 4 /

eine Hohe von 70 cm. |

Entscheide, welche der drei nachfolgenden

Aussagen stimmt. Kreuze dazu auf dem Ar- . ‘

beitsblatt an. Begriinde Deine Entscheidung. 21

Nach fiinf Wochen ist die Pflanze 1 \

O Kkleiner als 74 cm oder ;

O gleich 74 cm oder [0] | 1 2 3 4 5 6
O grofser als 74 cm. | | | | |

Begriinde anhand des Funktionsterms, dass die Wachstumsgeschwindigkeit zu Beginn und am
Ende des Beobachtungszeitraums Null ist.

d) Zeige, dass die Wachstumsgeschwindigkeit nach 2 Wochen maximal ist.
f(1)—-£(0) . . .

e) Berechne ———und f"(1) und deute die Werte im Sachzusammenhang.

f) Weise nach, dass die Wachstumsgeschwindigkeit nach 4 Wochen am schnellsten abnimmt und
zu Beginn am schnellsten zunimmt.

g) Markiere im Graphen die Bereiche, fiir die f* > 0 und £ > 0 gilt. Interpretiere die Bereiche im
Sachkontext.

h) Eine ganzrationale Funktion dritten Grades beschreibt die Wachstumsgeschwindigkeit einer

zweiten Pflanze in cm pro Woche. Sie besitzt die folgenden Eigenschaften:

(1) Beit=0und t= 6 betrdgt die Wachstumsgeschwindigkeit 0 cm pro Woche.
(2) Bei t =2 betrédgt die maximale Wachstumsgeschwindigkeit 2 cm pro Woche.

Skizziere den Graphen von g und gib eine Funktionsgleichung fiir g an.

Begriinde, dass der Langenzuwachs der ersten Pflanze in cm fiir jedes 0 < t < 6 nach t Wochen
viermal so grof3 ist wie bei der zweiten Pflanze.

8 Diese Aufgabe wurde vom Ministerium zur Vorbereitung auf die NRW-Zentralklausur in der E-Phase 2015
vorgelegt und durch die Aufgabenteile c) bis h) ergénzt (Bearbeitungsdauer: ca. 45 Minuten).

I 138



4.6 Kontrollaufgaben - Vorbereitung auf die Zentralklausur KR

Teil II: Aufgaben unter Nutzung des GTR

Aufgabe 3: Innermathematische Aufgabe aus der Zentralklausur 20104

Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung f(x) = 0,5x3 — 4,5x* + 12x — 9. Die folgende
Abbildung zeigt den Grafen von f.

4 [
' [f

/
-2 l
l

a) Weise rechnerisch nach, dass der Graf von f im Punkt H(2/1) einen lokalen Hochpunkt und im
Punkt T(4/-1) einen lokalen Tiefpunkt besitzt.

b) Die Funktion f lasst sich auch in der folgenden Form darstellen: f(x) = (x — 3) - (0,5x% — 3x + 3)

Ermittle alle Nullstelen von f und gib diese nicht als Ndherungswerte, sondern exakt an.
c) Zeige, dass der Graf von f den Wendepunkt W(3/0) besitzt.

d) Entscheide begriindend, ob die Aussagen A bis C jeweils wahr oder falsch sind:

A Die Steigung der Geraden durch die Punkte T(4/-1) und A(6/£(6)) betrdgt 5.
B Der Graf der Ableitungsfunktion f” fallt fiir x > 3 streng monoton.

C Die Funktionswerte der Ableitung von f sind nie kleiner als - 1,5.

e) Der Graf der Funktion f wird drei einfachen Verdnderungen unterzogen. Dabei entstehen jeweils
die Graphen zu g, h und k (vgl. Abbildungen auf der nichsten Seite).

(1) Beschreibe, wie die Grafen von g, h und k jeweils aus dem Grafen von f hervorgehen.

(2) Gib jeweils eine Funktionsgleichung an.

4 Modifiziert nach der Zentralklausur NRW aus dem Jahr 2010 unter Einbeziehung der zweiten Ableitung

und dem Kriimmungsverhalten von Grafen (Bearbeitungszeit: 55 Minuten)
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Aufgabe 4: Innermathematische Aufgabe aus der Zentralklausur 201550

Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung f(x) = x® — 6x? + 9x + 1. Die Abbildung
zeigt den Grafen der Funktion f.

\ Ko

Ermittle auf drei Nachkommastellen genau die Nullstelle der Funktion f.
Ermittle rechnerisch den lokalen Hochpunkt und den lokalen Tiefpunkt des Grafen von f.

Zeichne in die Abbildung die Sekante s durch die Punkte P(2/3) und Q(3/1) ein und ermittle
rechnerisch eine Gleichung dieser Sekante s.

Ein Schiiler méchte am Beispiel der Funktion f in einem Referat erkldren, wie deren Ableitung
f’(a) an einer Stelle a ndherungsweise ermittelt werden kann. Dazu hat er eine Tabelle angelegt.

f(2,4) — 3 £(2,3) — 3 £(2,2) — 3 f(2,1) — 3
Term _— _— _— _—
2,4—2 2,3—2 2,2—2 2,1-2
Wert 2,84 2,91 2,96 -2,99

Gib an, um welche Stelle a es sich handelt und erklire, warum die Tabellenwerte sich immer
mehr der Ableitung f’(a) ndhern.

Gegeben ist nun zusitzlich die Funktion g mit der Gleichung g(x) = x> — 9x? + 24x — 18.

Ermittle, durch welche Transformationen der Graf von g aus dem Grafen von f hervorgeht. Be-
schreibe Dein Vorgehen.

Beweise, dass gilt: g(x) =f(x + 1) + 3.5

% Modifiziert nach der Zentralklausur NRW aus dem Jahr 2015 (Bearbeitungszeit: 40 Minuten)
51 Zusatzaufgabe (5 Minuten)
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Aufgabe 5: Innermathematische Aufgabe aus der Zentralklausur 201652

Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung f(x) = —X - —X + —X + 1. Die Abbildung
zeigt den Grafen der Funktion f.

$ i) | | | f /

B
™S

3 e /—_—_‘-\\“\ //
) rd N /

/ ™~
1 \--. "

a) Ermittle rechnerisch eine Gleichung der Geraden s durch die Punkte H(3/ %) und T(9/1).

[Zwischenergebnis: Die Gerade s hat die Steigung — Z.])

b) Es gibt zwei stellen, an denen der Graf von f Tangenten hat, die parallel zur Geraden s verlaufen.

Ermittle diese Stellen auf zwei Nachkommastellen genau.

c) Gegeben ist zusitzlich die Funktion g mit g(x) = X3 - 1—6 x? +

(1) Zeichne den Grafen von g in die obige Abbildung ein.
(2) Der Graf von g geht durch Transformation aus dem Grafen von f hervor.

Gib diese Transformation und eine Funktionsgleichung von g an.

d) Die folgenden Abbildungen A bis D auf der ndchsten Seite veranschaulichen, wie man die Ab-
leitung £"(2) ndherungsweise bestimmen kann.

£(2)—£(0,8)

(1) Gib an, welche Abbildung zum Differenzenquotient
2-08

gehort.
(2) Gib an, welche geometrische Bedeutung der Wert £'(2) hat.

(3) Erkldre, warum in den Abbildungen A bis E veranschaulicht wird, wie dieser Wert immer
genauer ermittelt werden kann.

52 Modifiziert nach der Zentralklausur NRW aus dem Jahr 2016 (Bearbeitungszeit: 40 Minuten)
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Aufgabe 6: Kontextgebundene Aufgabe aus der Zentralklausur 201453

An einer Autobahnbaustelle wurde tiber einen lingeren Zeitraum die Stauentwicklung untersucht.
Fiir 12 < t <19 stellt der Graph der Funktion f modellhaft die Staulénge wéhrend eines bestimmten
Tages in der Zeit von 12:00 Uhr bis 19:00 Uhr dar (siehe Abbildung).

“f('b

y—

ol | 214 6 | 8 |10 12|14 16 18 | 20 22 24

Es gilt: f(t) = —0,1-t> + 4,5 - t? — 66,3 - t + 322,7. Dabei ist t die Uhrzeit (z. B. 14:00 Uhr entspricht t
=14) und f (t) die Staulénge zum Zeitpunkt t in Kilometern. Mit dieser Funktion f ist es moglich, die
folgenden Aufgabenstellungen zu bearbeiten.

a)

b)

Berechne die Lange des Staus um 13:00 Uhr.

Um abzuschitzen, wie viele Fahrzeuge um 13:00 Uhr im Stau stehen, miissen Annahmen getrof-
fen werden.

Berechne mit Hilfe von zwei plausiblen Annahmen einen Schitzwert fiir die Anzahl der Fahr-
zeuge, die um 13:00 Uhr in diesem Stau stehen.

Ermittle rechnerisch die Uhrzeit, zu der die Stauldnge im betrachteten Zeitraum maximal ist,
und gib die maximale Lange des Staus an.

Bestimme, um wie viele Kilometer die Stauldnge in der Zeit von 13:00 Uhr bis 17:00 Uhr pro
Stunde im Durchschnitt zunimmt.

Fiir die Funktion f gelten fiir 15 < t <17 die beiden Ungleichungen: f “(t) > 0 und £”(t) < 0.
Interpretiere, welche Bedeutung diese beiden Ungleichungen im Sachkontext haben.

Berechne den Zeitpunkt, bei dem die Stauldnge am schnellsten zu- und abnimmt.

Es kann davon ausgegangen werden, dass sich der Stau ab 19:00 Uhr gleichmifdig um 3,6 Kilo-
meter pro Stunde verringert.

Bestimme die Uhrzeit, zu der sich der Stau vollstindig aufgelost hat.
Die Stauldnge ab 19:00 Uhr soll mit einer geeigneten Funktion g modelliert werden.

Ermittle eine Funktionsgleichung der Funktion g.

% Diese leicht modifizierte Aufgabe stammt aus der zentralen Vergleichsklausur des Jahres 2014 und bertick-
sichtigt Uberlegungen zur zweiten Ableitung (Bearbeitungsdauer: ca. 50 Minuten).
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Aufgabe 7: Kontextbezogene Aufgabe aus der Zentralklausur 20155

Frither wurden in den Stdadten auf Hiigeln oder kleineren Bergen Wassertiirme gebaut. Durch das
in den Tiirmen gespeicherte Wasser konnte ein ausreichender Wasserdruck fiir die Versorgung der
Wohnungen mit Trinkwasser sichergestellt werden. Im Folgenden soll die Wassermenge im Spei-
cher eines Wasserturms untersucht werden. Um den nétigen Wasserdruck zu gewéhrleisten, soll
dafiir gesorgt werden, dass stindig mindestens 1000 m3 Wasser (Sollwert) im Speicher des Turmes
vorhanden sind. Die maximale Fiillmenge betragt 2000 m3. Fiir einen bestimmten Tag wird die Was-
sermenge im Speicher des Turmes im Zeitraum von 6:00 Uhr bis 7:30 Uhr fiir 0 <t < 1,5 durch die
Funktion f mit der folgenden Gleichung modelliert: f(t) = 1000 - t*> — 1000 - t* — 687 - t + 1467. Da-
bei bezeichnet t die Zeit in Stunden, die seit 6:00 Uhr vergangen ist, und die Wassermenge im Spei-
cher des Turmes in m3. Der Graph der Funktion f ist in der folgenden Abbildung dargestellt.

I O

,20‘00, ....‘ ............. ccesqensapanns s A YR S YRRy S R . D e e T ITTrI T T L EETTY PP

\
11800

11600 f

200

Y

ol o1/02/03/04 05 06 07 08 09| 1 |11 12|13 14 15 1,6

a) Zeige, dass um 7:00 Uhr nur noch 780 m3 Wasser im Speicher des Turms sind.

Ermittle ndherungsweise Zeitraume, in denen die Wassermenge iiber dem Sollwert liegt.

b) Berechne den Zeitpunkt, zu dem die Wassermenge im Speicher des Turmes minimal ist.

Untersuche, um wie viel m? Wasser der Sollwert zu diesem Zeitpunkt unterschritten wird.

c) Berechne % und {’(1) und interpretiere die Werte im Sachzusammenhang.

d) Gegeben ist nun zusitzlich die Funktion g(t) = —1000 - t> + 1000 - t* + 687 - t + 533.

Zeichne den Graphen von g in die obige Abbildung ein und erklire, welche Bedeutung die
Funktionswerte g(t) mit 0 <t < 1,5 im Sachkotext haben.

54 Die Aufgabe wurde im Rahmen der zentralen Klausur der E-Phase im Jahr 2015 gestellt und benotigt keine

Uberlegungen zur zweiten Ableitung (Bearbeitungsdauer: ca. 40 Minuten).
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Aufgabe 8: Kontextbezogene Aufgabe aus der Zentralklausur 20165

Wiihrend seines Urlaubs im norwegischen Varde beobachtet Heinz an einem Tag W%
Anfang August die Sonne. Dabei misst er zu jeder vollen Stunde den Sonnen- 1 -
hohenwinkel a (vgl. Abb. rechts), um so zu bestimmen, wie hoch die Sonne /N

tiber dem Horizont steht. Heinz trégt seine Winkelmessung in ein Koordina-
tensystem ein (vgl. Abb. unten). Dabei entspricht t = 0 der Uhrzeit 12:00 Uhr

mittags, t = 1 entspricht 13:00 Uhr und t = -1 11:00 Uhr usw.

a)

40
I Sonnenhohenwinkel a [in <]
¥ 1o
[ J 32 [ ]
[ [

28
24
L 4 20
16 @
12
8
4

[ [
—e © o>t
-11-109 8 -7 6 5 -4 -3 -2-101 2 3 456 7 8 91011

Gib den Sonnenhshenwinkel an, den Heinz um 7 Uhr morgens misst und nenne den Zeitraum,
in dem die gemessenen Sonnenhhenwinkel mindestens 30 Grad betragen.

Heinz modelliert den Sonnenhhenwinkel fiir den Zeitraum -10 < t < 10 mit einer ganzrationalen
Funktion f vierten Grades mit der Gleichung f(t) = 0,0031t* — 0,671t% + 36,1. f(t) beschreibt den
Sonnenscheinwinkel in Grad zu der durch t gegeben Uhrzeit.

b)

Die Werte, die sich bei der Modellierung mit der Funktion f ergeben, weichen etwas von den
Werten aus der obigen Abbildung ab.

Berechne die Abweichung zwischen dem um 7:00 Uhr morgens gemessenen Wert und dem ent-
sprechenden Funktionswert.

Bei der Messung von Heinz erreicht die Sonne ihren hochsten Stand um 12:00 Uhr mittags.

Weise rechnerisch nach, dass auch bei der Modellierung mit der Funktion f die Sonne zu diesem
Zeitpunkt seinen hochsten Stand erreicht.

(1) Weise rechnerisch nach, dass gilt: f'(=9) > f"(—2).
(2) Interpretiere diese Ungleichung im Sachkontext.

An einem Tag Ende August beobachtet Heinz noch einmal die Sonne in Varde. Um 4:00 Uhr
morgens wahrend des Sonnenaufgangs misst er den Sonnenwinkel 0 Grad, um 12:00 Uhr mit-
tags ist der Sonnenhshenwinkel mit 29 Grad maximal. Heinz mochte fiir diesen Tag den Son-
nenhdhenwinkel mit einer ganzrationalen Funktion modellieren.

(1) Skizziere in die obige Abbildung den Verlauf eines moglichen Grafen von g.
(2) Ermittle fiir einen Ansatz g(t) = a - f(b - t) zu seiner Messung passende Werte fiir a und b.

% Die Aufgabe stammt aus der zentralen Klausur des Jahres 2016 (Bearbeitungsdauer: ca. 40 Minuten).
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4.7 Losungen

4.1 Ganzrationale Funktionen - Verhalten an den Rindern und nahe Null

1a) Graph 1 gehort zu Funktionsgleichung f(x), Graph 2 zu h(x) und j(x) sowie Graph 3 zu g(x) und
i(x). Argumente konnten sein: Graph 1 und Graph 2 schneiden die y-Achse bei y = 3, so dass g fiir
beide Graphen auszuschliefien ist wegen g(0) = 1,5. Daher gehort Graph 3 zu g. Da Graph 1 nicht
der Graph einer Funktion zweiten Grades sein kann (darf nur einen Scheitelpunkt besitzen), ist die
Zuordnung klar. Anhand der Darstellungen i und j lassen sich die Nullstellen ablesen. Daher gehort
i zu Graph 3 und j zu Graph 2.

1b) Graph 1 hat den Grad 4, Graph 2 den Grad 2 und Graph 3 den Grad 3. Die absoluten Glieder
lauten 3 (Graph 1 und 2) und 1,5 (Graph 3). Durch Ausmultiplizieren ergibt sich fiir i(x) und j(x):

i(x) = =2 (x+)E+Dx—2) = —; x+3) (&2 —x—2) = = (3 + 2x> — 5x — 6) = —0,25x> —
0,524+ 1,25x+ 1,5 =g(x) und j(x) = —(x+ 1)(x—3) = —-x%?—-2x—3) = —x?+2x+ 3 =h(®x)

2a) Y1 entspricht f und Y2 g (im MENU 7 wird der Darstellungsbereich durch SET eingestellt).

El B B
Y1=3xx"(3)-9xx2-120x+ Y2=3xx"(3)
X Y1 ¥2 X ¥1 ¥2 X ¥1 Y2
-10 IBFEEE  -3000 -100 -3:6 [EEES -39 -39
0 5 0 0 5 0 0 5 0
10 905 3000 100 2.89e6 3e6 { 1000 2,909 SEQ:|
-2695 -3000000 -1000
EIEYDELETE] ROW JHao] Nl v FORHULA) PIENET3 WP (D 1T ] GPH-CON G PLT GBI DELETE] ROW WAl (e el
B E
Y1=3xXx"(3)-9xx2-120x+
X Y1 v2 X ¥l ¥2 X ¥1 ¥2
-3E12 -3E12 -3e16  -3E16 -1E6 -3e18 -3E18
4] 5 4] |: 0 5 0:| |: 0 B 0}
10000 2.9e12 3E19 100000 2.9e16  3el5 1E6 3e18
-10000 -100000 2.999991e+18
FORMULA (T3 TP [ 1T ] [GPH-CON [GRIERLT FORMULA) BT LTI EDIT ] (GPH-CON [GPH-PLT FORHULA PIENET? I [ EDIT 1 [GPA-CON|[GRHEPLT

2b) Fiir betragsméfiig grofle Werte fiir x ndhern sich f(x) und g(x) immer weiter an. In unserem Fall
fiir negative Werte von x schneller als fiir positive Werte von x. Der Graph von f kann an den Rén-
dern durch den Graphen von g angenéhert werden.

2c) Man faktorisiert 3x*, indem man innerhalb der Klammer jeden Summanden von f(x) durch 3x3
dividiert: f(x) = 3x3 —9x%? —120x + 5 = 3x3 - (3—)(3—%—@+i) = 3x3- (1 —i—£+i) In-
) 3 3x  3x2 33/

3x3  3x3 3x3 3x
nerhalb der Klammer streben fiir betragsmaflig grofie Werte von x die Briiche hinter der 1 alle gegen

Null. Daher bleibt fiir hinreichend grofle x nur noch die 1 stehen. Also gilt f(x) ~ g(x) fiir x — *oo.

3a) Y1 entspricht f und Y2 h (im MENU 7 wird der Darstellungsbereich durch SET eingestellt).

B B E]
Y1=3xx"(3)—-9xx2-120x+ Y2=-120%xx+5
X ¥1 Yo % 1 ve X v1 ¥2
[ -0.5 65} -0.1 16.907 6.199 6.2
0.5 -56.87  -55 [ 0.1 -7.087 —7] 0 5 5
0.01 3.7091 3.8
62.375 17 KLU DELETE] ROW JHSOINN G.PI'I(-)PI%I'
FORMULA) PTEN =1 WGP EDIT | [GPH-CON) [GPH-PLT] FORMULA) TENAT? IEGITP[ EDIT |(GPH-CON[GPH-PLT
B B ]
X ¥1 ¥2 X ¥l ¥2 X ¥l ¥2
5.1199 5.12 5.0119 5.012 [ 5.0011 5-0012}
0 5 5 0 5 5 1e-5 4.9987 4.90988
1E-3 4.8799  4.88 1E-4 4.9879 4.988
-1-03 -1E-04 -1E-05
GRRDELETE] ROW JManll|ias] caahi FORULA) (T3 WP (D1 T ) (GPH-CON (GPH-PL] FORMULA) (AT ST [ E DI ] GPA-CON GPH-PLT
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3b) Fiir betragsmaflig kleine Werte fiir x ndhern sich f(x) und h(x) immer weiter an. Der Graph der
Funktion f kann nahe Null durch den Graphen von h beschrieben werden.

3c¢) Man faktorisiert —120x, indem man innerhalb der Klammer jeden Summanden von f(x) durch
—120x dividiert. Die 5 wird nicht mit faktorisiert. Es gilt daher fiir f(x):
3x3 9x? 120x

— 3x3 — 9x2 — - _ : _ _ = (3
f(x) = 3x% — 9x% = 120x + 5 = —120x - (o = 2~ — 220 )+ 5 = —120x - (- =+ 2=+ 1) + 5.

Innerhalb der Klammer streben fiir betragsméfiig kleine Werte von x die Briiche vor der 1 alle gegen
Null. Daher bleibt innerhalb der Klammer fiir hinreichend kleine x nur noch die 1 stehen. Also gilt

f(x) ~ g(x) fiir x nahe Null.

4a)

(1) f(x) = 3x3 — 4x5 — x? = —4x> 4 3x3 — x? hat den Grad 5, a = 0. Fiir betragsméfig grofSe Werte
von x kann f durch g(x) = —4x° beschrieben werden. Der Graph verliuft also von rechts oben nach
links unten. Fiir x nahe Null lautet die Naherungsfunktion h(x) = —x2. Der Graph von f schmiegt
sich in der Ndhe der y-Achse einer nach unten getffneten Normalparabel an.

(2)f(x) =1—-2x+x°+x3 =x%+x3 — 2x+ 1 hat den Grad n = 6, ap ist 1 und f besitzt die Nihe-
rungsfunktionen g(x) = x® und h(x) = —2x + 1. Daher verladuft der Graph von f wie der Graph von
g von rechts oben nach links oben und néher sich nahe Null der Geraden y = -2x + 1 an.

(3) f(x) = 3x — 0,01x” + x® + 2 = —0,01x” + x® + 3x 4+ 2 hat den Grad 7 und besitzt das absolute
Glied 2. Die Ndherungsfunktionen lauten: g(x) = —0,01x” und h(x) = 3x + 2. Der Graph von f ver-
lduft wie der Graph von g von links oben nach rechts unten und schmiegt sich nahe Null der Gera-
deny=3x+2an.

4b) Blau (Fett) f: Griin (normal): g, Rot (gestrichelt): h (Links (1); Mitte: (2); Rechts: (3))

E] B B
¥ IEN ¥

oy
3
1
| X
I i
.
J -
.
-

8]
1

Zuordnungen:

1 — k (gerader Grad, da Graph von links oben nach rechts oben verlduft= g, j oder k, Naherungs-
funktion nahe Null ist fallende Gerade = k)

2 — g (gerader Grad, da Graph von links oben nach rechts oben verlduft= g,j oder k, Ndherungs-
funktion nahe Null ist nach unten getffnete Normalparabel = g)

3 — i (ungerader Grad, da Graph von links oben nach rechts unten verlduft = f, h oder i, Ndherungs-
funktion nahe Null ist eine fallende Gerade = 1)

4 — h (ungerader Grad, da Graph von links oben nach rechts unten verlduft = f, h oder i, Ndherungs-
funktion nahe Null ist keine fallende bzw. steigende Gerade, sondern eine nach unten getffnete
Parabel = h)
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Graphen zu f und j: \ Ay | Ay ]
ﬂY15 \\15 /
\ ol
]
4\ ;
B X
2 10 ’ 2 0 2

6

Peter hat erkannt, dass der Graph einer ganzrationalen Funktion vierten Grades mit positivem a4
von links oben nach rechts oben verlaufen muss und daher die Darstellung am linken Rand fehlt.
Man vergrofsert daher den x- und y-Bereich im negativen Bereich entsprechend. Die Nullstellen
konnen tiber G-Solve und Root bestimmt werden, da sie nun beide im Darstellungsbereich liegen.
Nachteilig an dieser Darstellung ist, dass man das lokale Maximum und Minimum in der Ndhe der
y-Achse als Sattelpunkt identifizieren konnte. Allerdings liefert G-Solve auch hier Gewissheit. In
Kiirze werden wir verstehen, dass das globale Minimum bei ca. x = -56 (eine Funktion vierten Gra-
des kann maximal 3 Extremstellen besitzen). Insbesondere kann es daher auch keine weiteren Null-
stellen geben.

[E] B [EXEl:Koordinaten anzeigen El [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y4=(1_\25)x"(4)+3xx"(3)—x+r1v‘/ YA=(1n 26z (A F 8=z~ (3)—x+1y
A \ I
E E F B N R il

—1:5e5 “LSNULLSTELLE LSULLSTELLE
¥=-74.989549575 Y=0 ¥=-0,885236595 Y=0
B [EXE]:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
YA=(1n26)x (A} +8xx™(B)—x+]y Y4=(1020)x () +8xx " (B)—x+W YA=(IN2B)x (4 + 3% (3)—xF+1¥

-80

50000

—1e5

-1:5e5 MIN
¥=0.3323b629247 V¥=0.7782687015 ¥=-0.3343283799 ¥=1.222718999 ¥=-56.2480206 ¥=-133426.6377

7a
) B

M) =x—2)2=x*—4x+4

(2) f(x) = —(x? + 1,5) - 200x3 = —200x° — 300x3
(x=-5)(12—-x)

3) f(x) = T = —0,04x% + 0,68x — 2,4

Wfx)=x—-1)>2*x—-7)=x3-9x?>+15x—7

E ]
v ¥

25
20 1

2 15

I a1 b
10 139
5 X
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0y e id 06 0.8 _
-10
-15
-20 -
25

o

S Eh\ s}
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4.2 Nullstellen und Symmetrie ganzrationaler Funktionen

V6 V2

1)x=2; x=2;3; x=-2;3; x=—r=~ 112, — =~ +07
B [EXEl:Koordinaten anzeigen B E
Y2=x"(3)-x%-6x ok aocX4+a1 X3+ - -+as=0 aocX4+a1 X3+- - -+aa=0

« al a2 a3 ad X1

C ] 4 ] x2( 0.7071

¥3| -0.707
{6
-1.5 2

¥=-92 SOLVE|(MaNRII(CLEAR]| EDIT REPEAT]

2a)

fix)=2x—4=02x=4x=2

2
f,(x) = 2x% — 10x + 12=0?x2—5x+6=0; Diskriminante D = (g) —q=(-25)%?—-6=0,25.
Daher ergeben sich die Losungen— g +VD=254+VD=25405
2b)
kx) =(x—2)x+3)=0ox=2vx=-3
IxX)=xx—1)x+9) - x+2)=0x=1Vx=-9Vvx=-2

mix) =x%-(x+3)-2x—-2)ex*=0vx=-3Vv2x—2=0ox=0Vx=-3vx=1

Durch Ausmultiplizieren erhielte man die exakten Terme. Fiir die gestellte Frage reicht es aus, je-
weils den ersten und letzten Summanden jeder Klammer miteinander zu multiplizieren. Man erhalt:

kX)) =x—-2)'x+3) |[1®0=—-1)-®+9) - x+2) |mx) =x* (x+3)2x—2)
=X% + -+ (—6) =x3+.+(-18) =2x* + - 4 (—6)x?
ao -6 -18 0
grad | 2 3 4
g(x) | x x3 2yt
2¢)

f;()=x>—x>—6x=x-(x*—x—6) =0 x=0Vx?—x—6 = 0. Die quadratische Gleichung in
2

Normalform hat die Diskriminante D = (g) —q = 0,5% 4+ 6 = 6,25. Daher ergeben sich die weiteren

Losungen bzw. Nullstellen—g ++vD =0,5++6,25= 0,5+ 2,5, also x = 3 oder x = -2.

&17z?2-22+0,75=0.
:(-2)

2
Gleichung in Normalform hat die Diskriminante D = (g) —q=(—1)?%-10,75 = 0,25. Daher ergeben

sich als Losungen fuir z: z = — g +vVD=1+.0,25=1+0,5, also z=1,5 oder z = 0,5. Die Riicksub-

stitution z = x? liefert 1,5 = x% oder 0,5 = x2. Man erhalt insgesamt x = +4/1,5 = %+ \/2_3 ~ +1,2 o-

derx = +/05 = igz 40,7

f,(x) = —2x*+4x*-15=0 = —2724+47—-15=0 Die quadratische

Z=X

3a)f(x) = (x—2)(x+3)4x+2)=0ex=2Vvx=-3Vx=—0,5(Ablesen)

3b) f(x) = —x3 + 6x* —9x = —x+ (x? —6x+9) =x =0V (x — 3)2 = 0 & x = 3 (Faktorisieren)
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3¢) f(x)=X4+5X2+4=0<=522+52+4=(z+1)-(z+4)=0<:>z=1VZ=4. Die Riicksubsti-

Z=X
tution z = x? liefert 1 = x? oder 4 = x%. Man erhilt insgesamt x = +1 oder x = +2 (Substitution)

4a) f(x) = (x — 0)(x — 2)(x — 8) oder f(x) = 2+ (x — 0)(x — 2)(x — 8)
4b)f(x) = (x + 5)(x — 10)2 oder f(x) = (x + 5)2(x — 10)

40) f(x) = (x + 3)(x — 1)2 oder f(x) = (x + 3)%(x — 1)

4d) f(x) = (x — 3) oder f(x) = (x + 5)(x* + 1)

4e)

fx) = x—1D*E-2)x—3)x—4)E—-5)(x—6)
fx) = x-1)3E-2)x-3)x—-4)(x-5)

fx) = (x—D*x—-4)(x—5)(x—6)

f(x) = (x—1)°(x = 5)(x — 6)

fx) = x-1)°x~-2)

f(x) = (x—1)7

4f) Eine Funktion siebten Grades verlduft immer von rechts oben nach links unten oder umge-
kehrt, besitzt daher mindestens eine Nullstelle. Hitte eine Funktion siebten Grades mehr als sieben
Nullstellen, miisste es sich als Produkt von mehr als sieben Linearfaktoren schreiben lassen.
Wiirde man dieses Ausmultiplizieren erhielte man als Summand mit dem grofsten Exponenten ein
Polynom mit hoherem Grad als sieben.

5

Losungsstrategie mit dem GTR tiber MENU 5: Betrachte den Term als Funktionsterm und suche die
Nullstellen. Beachte: Die Nullstellen miissen alle im Darstellungsbereich liegen. Dies bedarf unter
Umstiénden weiterer Uberlegungen. Alternativ kann man im MENU A (allgemeine Gleichung) die
Ausgangsgleichung eingeben. Dann muss man einen Schiatzwert angeben sowie die Grenzen. Aller-
dings miissen die Grenzen so gewdhlt sein, dass die Losung auch zwischen den Grenzen liegt. Die
folgenden Abbildungen geben die GTR-Losung an:

Bl [EXEl:Kocordinaten anzeigen B
¥Y1=(1a(x2+1))—x2 (¥ E 1 o
: -X
2 q _’)C2 + 1
\ " x=-7861513

IR - X ower=-
£ 5 4 B -2 Jp Z 3 4 5 & _

| Upper=0

-2r NULLSTELLE
X=-0.7861513778 V=0 RECALLJIDELETE SOLVE
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B

x=-1.2513884

: Lower=-10
T — 5 Upper=0

‘”“"‘”*3"‘“""“&‘7 Eq:x’ +3x/x?+1

: NULLSTELLE
¥=-1.251389489 9¥=0 RECALL/DELETE SOLVE
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6a)

Hier kénnen mehrere Moglichkeiten gewidhlt werden. Die Gleichung kann als Schnittwertberech-
nungsproblem (GSolve — INTSEC) zweier Funktionen aufgefasst werden (MENU 5). Die Gleichun-
gen konnen auch erst so umgeformt werden, dass auf der rechten Seite eine Null steht. Dann kann
man in MENU 5 tiber GSOLVE und ROOT die Nullstellen bestimmen. In beiden Féllen muss der
Darstellungsbereich u. U. angepasst werden. Als dritte Moglichkeit bietet sich bei Polynomgleichun-
gen MENU A an. Hier miissen die Koeffizienten nach Umformen in eine Polynomgleichung im GTR
eingetragen werden. Es kann auch in MENU A der Modus (allgemeine Gleichung) gewahlt werden.
Allerdings ist es oft aufwendig die Grenzen zu bestimmen. Exemplarisch werden die ersten 3 Ver-
fahren fiir die erste Gleichung durchgefiihrt (Abbildungen links und Mitte). Fiir die zweite Glei-
chung ergibt sich analog die Losung -14,16. Es bietet sich hier eine Losung MENU A an, da eine
Umformung recht einfach von der Hand geht und der Darstellungsbereich in MENU 5 erst ange-
passt werden miisste (Abbildungen rechts)

B [EXE]:Koordinaten anzeigen B B
T1=x%30 y aX3 +bX2 +cX+d=0 aX3 +bX2 +cX+d=0
Y2=-x (3)+5x23462x—9 a b c d a b c d
i, C -1 5 2 I C -1 -14 2 I
\ 10
=5 a\%fﬁscnmmwuﬂm}'{ -4 -4
X=-1 ¥=-4 SOLVE|MARINCLEAR] EDIT SOLVE|MANRII(CLEAR] EDIT
B [EXE]:Koordinaten anzeigen B [E]
& a¥3 +bX2 +cX+d=0 aX3 +b¥2 +cX+d=0
ag X1 b4 - 124, 160
x{ 0.7639
& X3 -1
10
R RULLSTELLE 5.236087977 -14.16117744
X=0,7639320226 ¥=0 REPEAT REFEAT
6b) und c)

Fiir die Aufgabenteile b und c bietet sich in MENU 5 nach Eingabe der Funktionsgleichung GSolve
und X-CAL und gibt den entsprechenden y-Wert ein. Analog gibt man Y-CAL ein, wenn man den
y-Wert bei gegebenen x-Wert bestimmen mochte. Beachte: Der Darstellungsbereich muss tiber
VWindow zu Beginn so eingestellt werden, dass die gesuchten x- und y-Werte im Darstellungsbe-
reich liegen. Bei gleichverteilten x- und y-Werten bietet sich daher die Tabellenfunktion an.

El Bl [EXEliKoordinaten anzeigen
¥ Y1==x*(3)+8xx2:0x

N 10r
Y-Wert eingeben “ .
B |t
Y : 5l Ll

—=20r Z=BEREJ{CH
X=-0.42b59887b[74 ¥=b

Bl [EXEl:Kocordinaten anzeigen
¥1 =‘-x"(3)+6xx2—89036iy

Y—-BEREICH
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7

(4) k(x) = x8 — x?

M) =x*+x*-2 | (2 gx =x>—x 3) h(x) = x® + x?

f(—a) g(-a) _ k(=a)

= (- + ()2 -2 | =(-a)* ~ (~a) RO v = (~a)° + (~a)2 -2
=a*t+a’?-2 =-al+a=-(%-a) = keine S i =a+a%2-2

= f(a) = AS = —g(a) = PS eine Symmetrie = k(a) = AS

Die Grafen zu f und k sind achsensymmetrisch zur y-Achse (AS). Der Graf zu g ist punktsymmet-

risch zum Ursprung (PS). Der Graf zu h weist keine besondere Symmetrie auf.

153

8
(1) f) = (2) 8 = B h@=x-75 |@h@®=x-5
h(-a)

f(-a) g(=a) _ -

__3 ___ 2 ey

L T s R

_ i _ - a2 —1 keine Symmetrie
at T a4+ 4 =—(a— a )

= f(a) =g a?—1

= f gerade = g gerade = —h(a)

= h ungerade

9a) f (diinn), g (gestrichelt), h (fett)

]

y

9b)

Uber die Nullstellen kann man die Funktionsgleichungen in ihre Linearfaktoren faktorisieren:

1: f(x) = ax(x — 3)(x + 3). Der Vorfaktor a ist positiv, da der Graf von rechts unten nach links oben

verlduft. Einsetzen von Koordinaten eines Grafenpunktes lieferte a. In unserem Fall ista = —.

2:f(x) = ax?(x — 2). Da 0 doppelte Nullstelle ist und der Graf von unten links nach oben rechts ver-
lduft kann der Funktionsgleichung mit der weiteren Nullstelle x = 2 entsprechend faktorisiert wer-

den. Der Vorfaktor betrdgt in unserem Fall a = 2.

3:f(x) = a(x + 1)?(x — 1)%. Es handelt sich um zwei doppelte Nullstellen. Der Graf schneidet die y-
Achse bei y = -1. Der Parameter a muss den Wert -1 haben, da beim Ausmultiplizieren der beiden

quadratischen Terme fiir ap gilt: =1 =a, = a- 1.1 =a.
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10a)

Eine ungerade ganzrationale Funktion hat mindestens eine Nullstelle. Stimmt, da deren Graf immer
von unten nach oben oder von oben nach unten verlduft und die x-Achse mindestens einmal schnei-
den muss.

10b)

Eine gerade Funktion hat eine gerade Anzahl von Nullstellen. Falsch: Die Funktion der Normalpa-
rabel hat genau eine Nullstelle. Die Aussage wird richtig, wenn die Nullstelle ungleich Null ist.

10c)

Eine ganzrationale Funktion fiinften Grades hat genau 5 Nullstellen. Stimmt im Allgemeinen nicht,
da beispielsweise die Funktion f mit f(x) = (x - a)5 den Grad 5 hat und genau eine Nullstelle besitzt.

10d)

Wenn eine gerade Funktion die Nullstelle x = 2 besitzt, dann auch die Nullstelle x = -2. Richtig, da
fur alle a f(-a) = f(a) gilt, also auch fuir die Nullstelle x = 2.

11a) E: Graf symmetrisch zum Ursprung oder zur y-Achse; P(E) = % + 13—0 = %

f(x) = x7 + 2x3 — 8x

f(x) =x°+4x—1

f(x) = —x3 + x?

f(x) = 6x% + 2

f(x) =-—

f(x) = —x* + 3x> + X

f(x) =x*+2x%2 -1

f(x) = x3 — 2x

f(x) = x3 — X2

f(x) =3x+1

11b) E: Graf verhilt sich nahe Null wie h(x) = x? und fiir x — +oo gilt: f(x) — +o0; P(E) = —

f(x) = x7 + 2x3 — 8x

f(x) =x>+4x—1

f(x) = —x3 + x?

f(x) = 6x% + 2

f(x) = — x?

f(x) = —x* + 3x> + X

f(x) =x*+2x% -1

f(x) = x3 — 2x

f(x) = x3 — X2

fx) =3x+1

11c) E: Graf geht durch den Ursprung oder ist symmetrisch zur y-Achse; P(E) = 16—0 + % ==

4
5

fx)=x’+2x3-8x | f{(x)=x>+4x—-1 | fX)=-—x3+x%|fx)=6x>+2 | f(X) =—
fx) = —x*+3x3+x% [f(x) =x*+2x2 -1 | fx)=x3-2x | f(x)=x3—-x% | f(x) =3x+1
11d) E: Graf geht nicht durch den Ursprung und ist nicht symmetrisch zur y-Achse. P(E) =1 — =2
5 5
fx)=x"4+2x3-8x | fX) =x4+4x—-1 | fx)=—x3+%x% [fR) =6x>+2| f(x)=—x>
f) =—x*+3x3+x% | f)=x*+2x*-1| ) =x>-2x [fx)=x"—x*| f(x)=3x+1
12a)
] B HaHRad Beal E
Dynamikfkt. :Y= Y1=Ax"(3)-Bx2 +Cx+D Y1=Ax"(3) -Bx2+Cx+D
Y1EAx®-Bx2+Cx+D Dynamikvar. :B /l®> Bynam. -Einstellung
Y2: =
B=2
Y4: C=38 En :10
Y5: D=0 Step :1
Y6
Salagl SET JSPEED
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Bl Tasten [«¢]/[%]oder eingeben. Bl Tasten [¢]/[?]oder eingeben. El Tasten [¢]/[*]oder eingeben.

Y1=Ax"(3)-BxZ+Cx+ Y1=Ax"(3)-BxZ+Cx+ Y1=Ax"{3)-Bx2+Cx+
T e e
5 2 5 I = L8
Fii [ v

B=0 B=-10 B=10

12b) Fiir t = 0 ist f; ungerade, da der quadratische Summand in diesem Fall fehlt: f,(x) = 2x3 + 8x

Allgemeiner Ansatz:

fr(x) = 2x° —tx* + 8x =x(2x’ ~tx+8) =0 & x=0V2x’ ~tx+8=0x=0VX’ —itx +4 = 0.

2
Die quadratische Gleichung in Normalform hat als Diskriminante D = (g) —q= (—%t)z —4=
%tz — 4. Ist die Diskriminante negativ, gibt es keine weiteren Nullstellen, ist sie Null, gibt es eine
weitere Nullstelle und ist sie grofler Null, kommen 2 Nullstellen dazu. Es gilt D = 1—16t2 -4<0e

%t2<4@t2<64@—8<t<8.

12¢)

e Im Falle -8 < t < 8 kommt keine Nullstelle dazu. Es gibt insgesamt 1 Nullstelle.
e Der Graf von f besitzt fiir t =8 und t = -8 genau 2 Nullstellen.
e Fiirt> 8 oder t < -8 hat er 3 Nullstellen.

12d)

Fiir die weiteren Nullstellen erhélt man x, = ;t + /1_16 t? — 4. Daher gilt:

e Fiir t = 2 erhilt man also nur die Nullstelle 0.
e Furt=10erhidlt manx,, = 2,5+ f% 102 — 4 = 2,5+4/2,25 = 2,5 £ 1,5 und damit insgesamt die
Nullstellen 0; 1; 4.

e Fir t = -10 ergibt sichx_10 = —2,5+ ’%(—10)2 —4=-254,225=-25%1,5, also insge-

samt die Nullstellen 0; -4; -1.

12e) Fiir t = 8 liegt eine Nullstelle von fs bei x = 2.

B Tasten [¢]/[?]oder eingeben.
Y1=Ax"{3)-BEx2+Cx+l

10

[ 2

Algebraischer Beweis: %t + 2 4=2oi-2= + RN — (lt— 2) -2 4o
16 4 16 quadrieren “# 16

L2 _t+4=tP-4ot=38

16 16
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4.7 Losungen K

4.3 Monotonie und Extremstellen ganzrationaler Funktionen

1

Man erkennt im Bereich der Hauptschule eine kontinuierliche Anteilabnahme beider Geschlechter.
Dies konnte man auf die Etikettierung der Hauptschule als ,Resteschule” zurtickfiihren sowie auf
die flaichendeckende Umwandlung von Hauptschulen in Gesamtschulen in den 1970er und 1980er
Jahren. Dartiber hinaus werden in einigen Komunen Hauptschulen geschlossen, da die
Anmeldezahlen stark riickldufig sind. Daher sind eine Anteilzunahmen bei den Gesamtschulen und
Realschulen verstandlich.

Der Anteil der Gymnasiasten nimmt in beiden Geschlechtern zu. Dies konnte mit der politischen
Zielrichtung zusammenhédngen, dass aufgrund der stindig sinkenden Schiilerzahlen die
Gesamtzahl der Abiturienten gleich bleiben soll. Der Anteilsunterschied zwischen Jungen und
Maéddchen im Bereich des Gymnasiums konnte auf eine starke Maéadchenforderung im
Grundschulbereich zurtickgefiihrt werden.

2a) \| I
\f' ' "
0,5 I
//‘{\\ L
I
[l 1 05,0 Nos. i/
5

/
/

7 N
. -Or N\ /
fl |\ \

’.
N,

l

2b)f'(x) =3x*—3x2=03x*x?-1)=3x*x+1DE-1)=0ex=0vx=1vx=—1

2¢)
Intervall x <-1 1<x<0 0<x<1 x>1
z. B. X, -2 -1 -0,5 0 0,5 1 2
f'(x0) 36 0 —-0,5625 0 -0,5625 0 36
Vorzeichen von f + - -
Monotonie von f 1 — ! - ! - 1

2d) Vergleiche Aufgabe 6

2e)
(1) g'(x) = 2x = 0 & x = 0 (0 Minimumstelle)

Intervall x<0 x>0
z. B. X, -1 0 1
g (Xo) -2 0 2
VZvong’ - +
Monotonie von g ! — 1
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2Q)gx)=3x*—-9 =0 x=4V3 (—\/§ ist lokale Maximumstelle; v/3 ist lokale Minimumstelle)

Intervall x < —/3 —/3<x<+3 x >3
z.B. %, -2 -3 0 V3 0,5
' (%) 3 0 —9 0 3
VZ von g’ + - +
Monotonie von g 1 — ! - 1

(3) g'(x) = 1: Gerade ist iiberall streng monoton wachsend.

(4) g (%) = 4x® + 2x = 2x(2x%* + 1) = 0 & x = 0 (0: globale Minimumstelle)

Intervall x<0 x>0
z.B. xq -1 0 1

g (%) 6 0 | +6
VZvon g’ - +
Monotonie von g ! — 1

(B)g'(x) =4x3+2x = ZX(ZX2 + 1) =0ex=0vx=121{05 (+/0,5 Minimumstellen; 0: Maxi-
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mumstelle)

Intervall x <—,/0,5 —4/0,5<x<0 0<x<40,5 x>4/0,5

z. B. xq -1 -/0,5 -0,5 0 0,5 0,5 1

g (o) -2 0 0,5 0 0,5 0 2

VZvon g’ - + - +

Monotonie von g ! — 1 — l - 1
Grafen zu (1) bis (5) vgl. Losungen zu Aufgabe 7
’ \ ty [

‘ [
B(-2,96]|1,79) 2
, /
/\ : C(-2,10]1,03)] /
[\ | |
¥ | T A / X
A(-3,76]0) || D(-1,14]0)
; | — . H(3,23|0)-
4f | - 2 | - ~1 12/ 3 | 4
I E(0]-0,25) ™o ¥ [ 1
/ \ | 4 &F(1,69]-0,81)
e
G(2,45|-1,21)
f Il 5

Schnittpunkte mit der x-Achse: A, D, H

lokaler Hochpunkt: B
Wendepunkte: C, E, F

Lokaler Tiefpunkt: G
Sattelpunkt: E

Schnittpunkt mit der y-Achse: E




4.7 Losungen

4a) Die Funktion h ist fiir Gefaf3 3 streng monoton zunehmend. Die Funktion h fiir Gefafs 2 ist streng
monoton abnehmend. Damit die Funktion monoton abnehmend ist. Damit die Funktion monoton
zunehmend ist, muss die seitliche Begrenzungslinie des Profils durchgehend nach aufien oder ver-
tikal verlaufen. Damit sie monoton abnehmend ist, muss die Begrenzungslinie nach innen oder ver-
tikal verlaufen.

4b)
Grofie der
Flussigkeitsoberflache

Grofie der
Fliissigkeitsoberfléche

FiillhGhe Fiillhéhe

4¢)

monoton zunehmend, nicht aber
streng monoton zunehmend

VA4 ) AYA

5a) Zusammen gehoren f und g sowie k und h. Begriindung: Die Bereiche, in denen die Grafen von
f und k steigen bzw. fallen, liegt der Graf der jeweiligen Ableitungsfunktion tiber oder unterhalb
der x-Achse.

streng monoton zunehmend streng monoton abnehmend

5b) vgl. Aufgabe 6

5¢) Vgl. Aufgabe 6. Wenn es regnet, ist die der Boden nass. Allerdings gilt die Umkehrung nicht.
Denn der Boden kann auch durch Wasser aus einem Gartenschlauch nass geworden sein. Man sagt:
Ein nasser Boden ist notwendig fiir Regen, nicht aber hinreichend.

7

(1) g’(0) = 0 und VZW von g" bei 0 von — nach += 0 ist lokale Minimumstelle.

(2) g'(—\/g) = 0 und VZW von g’ bei — v/3 von + nach — = —/3 ist lokale Maximumstelle.
g'(—\/g) = 0 und VZW von g* bei V3 von — nach + = /3 ist lokale Minimumstelle.

(3) g(x) =1 # 0 = g hat keine Extremstellen (notwendige Bedingung ist nicht erfiillt)
(4) g’(0) = 0 und VZW von g bei 0 von — nach+ = 0 ist eine lokale Minimumstelle.

(5) g’(0) = 0 und VZW von g’ bei 0 von + nach — = 0 ist eine lokale Maximumstelle.

g’ (—JO,S) = 0 und VZW von g’ bei — /0,5 von — nach + = —,/0,5 ist lokale Minimumstelle.
g (w/ 0,5) = 0 und VZW von g’ bei/0,5 von — nach + = /0,5 ist lokale Minimumstelle.

Bl [EXE]l:Koordinaten anzeigen
Yl=x2+]
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B [EXE]l:Koordinaten anzeigen
Y2=x"(3)-9%x i
15t
%
s 6 4] =2 g Z{§ 4 & B
_ID_
15l MAX
¥=-1,.732060881 ¥=10.,39230485
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥
1_
X

€ & 4 8 2 1p| L2 8 4 5 &
_1.

X=0 -4f=-2

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
Yad=x*{4)+x2 oY

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥Yh=x"{4)—x2 ol ¥

S e = R —

Z==0.,70710681732Y=-0.2b

8a) f'(x) = 3x?. Es gilt f'(0) = 0, obwohl der Graf iiberall streng monoton wachsend ist. Also gilt f ist
nicht tiberall grofier Null und gleichzeitig streng monoton wachsend. Daher gilt die Umkehrung
~Wenn der Graph von f iiber I streng monoton zunehmend ist, dann ist f'(x) > 0 fiir alle x eines
Intervalls 1.” fur die Stelle xo = 0 der Funktion f mit f(x) = x3 nicht.

8b) Es gilt f(0) = 0, obwohl der Graf bei xo = 0 keine Extremstelle, sondern eine Sattelstelle hat.

8¢) f'(x) = 1 > 0. Allerdings ist die Gerade f mit f(x) = x tiberall streng monoton wachsend.
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<
Aussage "F: 2| Begriindung
I
a) Ist die Ableitungsfunktion {” eine quad- Es gibt an den Nullstellen von { jeweils einen
ratische Funktion mit zwei Nullstellen, so VZW von {” von + nach - bzw. von - nach +,
besitzt der Graf von f genau einen Hoch- X was hinreichend fiir eine Minimum- bzw.
punkt und einen Tiefpunkt. Maximumstelle ist.

b) Zu jeder Nullstelle der Ableitungs-

funktion f” gehort eine Extremstelle von f. x | Sattelpunkte haben auch die Steigung Null.

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥YB6=x*(3)-x+1 ol ¥

c) Zwischen zwei benachbarten Extrem-
punkten auf dem Grafen von f liegt immer X
ein Schnittpunkt mit der x-Achse.

R e |
T — 1

L

- 8 2 J1 g I 2 1
3 MAX
X==0.577350268323¥=1,.384900179

Eine GRF 4. Grades mit 2 HP und 1 TP muss
von links unten nach rechts unten verlaufen.
Daher ist der Koeffizient a; vor dem x* nega-

d) Besitzt eine ganzrationale Funktion 4.
Grades genau zwei Hochpunkte und ei-

?eer? ,Zﬁg?:fb Z;leStnii;(i:l?Zrihringf:eetz * | tiv. Also: £ hat als quadratischen Summan-

& & den 12a4x2 mit 12a4 < 0. Der Graf von " ist
Parabel. L. N

somit eine nach unten gedffnete Parabel.

e) Der Grad der Funktion ist 3. Die Funk- Wenn 1 lokale Maximumstelle ist, miisste -1
tion ist ungerade und hat eine Minimum- eine lokale Minimumstelle sein. Da eine
stelle bei x =1 und eine Maximumstelle bei X | Funktion 3. Grades maximal 2 Extremstellen
X =2. hat, kann 2 keine weitere Extremstelle sein.

Hitte eine Funktion 6. Grades mehr als 6 Ext-
f) Eine ganzrationale Funktion 6. Grades remstellen miisste die Ableitung der Funk-
kann hochstens 5 Extremstellen besitzen. tion f als Funktion 5. Grades mehr als 5 Null-
stellen haben, was nicht moglich ist.

g) Besitzt die Ableitung einer Funktion f
genau drei Nullstellen, so besitzt die X
Funktion genau drei Extremstellen.

Es gibt GRF mit zwei Extremstellen und ei-
ner Sattelstelle (vgl. Aufgabe 2)

Der Koeffizient a; des Summanden azx3 von f
ist negativ. Daher gilt fiir den quadratischen
X Summanden von f ~ 3az;x2 mit 3az < 0. Der
Graf von f” ist daher eine nach unten geoff-
nete Parabel.

h) Eine Funktion dritten Grades verlduft
von links oben nach rechts unten. Der
Graph der Ableitung ist eine nach unten
geoffnete Parabel.

Denn die Ableitungsfunktion {” hat als
X Funktion dritten Grades mindestens eine
Nullstelle mit VZW von {".

i) Jede Funktion vierten Grades hat min-
destens eine Extremstelle.




4.7 Losungen |Gyl

4.4 Kriimmungsverhalten und Wendestellen

1c)
fX)=x?—x+2,f"x)=2x—1,f"xX)=2x—-1=0x=0,5
Intervall x<0,5 x>0,5
z. B. xq 0 0,5 1
f’(xq) -1 0 1
VZ von - +
Kriimmung ® WP ©
Die Funktion f hat an der Stelle x = 0,5 eine Rechts-Links-Wendestelle (Abbildung unten links).

f(x) = 4x3 + 1,5%% — 50x — 12,5 f; f’(x) = 12x% 4 3x — 50;

f'(x) =12x*+3x—50=0 S 1,92vx =~ —2,17.
Intervall x<-=2,17 -2,17<x<1,92 x>1,92
7. B. %, 0 —2,17 0 1,92 2
£ (xq) 49 0 -50 0 4
VZ von + - +
Kriimmung © WP ® WP ©
Die Funktion f hat an der Stelle x = —2,17 eine Links-Rechts-Wendestelle und bei x = 1,92 eine

Rechts-Links-Wendestelle. Am Wendepunkt W(0,5/ f(0,5) = g ~ 0,83) dndert der Graf von f sein
Krimmungsverhalten von einer rechts- in eine linksgekriimmte Kurve (Abbildung unten rechts)

50
! I

I |
R
| o
| |
| |

fﬂ
—
S

\
-100
, I+
;N \ /
-150
[
|
ro : |
I : : : A i | 200
Fx) =0 Fx)=0 Sz <0 Fx)=0
J'(x) steigend F'(x) fallend J'(x) steigend F'(x) fallend F'(x) steigend
i i btz geloriimi linksge- Jix) rechtsge- Jix) linksge-
Six) linksgelrimmt Jix) rechtsge t Flx) "sget x) rec sgte x "sget
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2a) Die notwendige Bedingung fiir lokale Extrema lautet: f'(xg) = 0. Die hinreichende Bedingung fiir
lokale Extrema haben wir mithilfe eines VZW von £~ erledigt. Es gilt also: f'(xg) = 0 und " hat einen
VZW von + (-) nach - (+) = xg ist lokale Maximumstelle (Minimumstelle).

2b) Wenn f bei xo rechtsgekriimmt ist, ist f* in einer Umgebung von X, streng monoton abnehmend.
Wegen f(x0) = 0 liegt daher bei xo ein VZW von f” von + nach - vor. Somit ist die hinreichende
Bedingung mittels VZW von £~ erfiillt und bei xo liegt ein lokale Maximumstelle vor.

2¢) f'(x0) = 0 und £"(x0) <0 = f’(x0) =0 und f ist bei xo rechtsgekriimmt 2:b3 xo ist lokale Maximum-

stelle von f.
2d) Es gilt analog: £"(x0) = 0 und £""(x0) > 0 = xo ist lokale Minimumstelle von f.

2e) Da eine Wendestelle von f auch gleichzeitig Extremstelle von £~ ist, lassen sich die hinreichenden
Bedingungen fiir lokale Extremstellen von f” auf die Wendestelle von f tibertragen. Es gilt somit:

_ > . Minimumstelle ,
" (xg) =0 A7 (%) {<} 0 = x ist lOkale{Maximumstelle } von " =
Rechts — Links —

X, ist eine {Links _ Rechts _} Wendestelle von f

3
Ableitungen (f*, f und f"") bestimmen: f'(x) =1,5x? — 8x + 8; f"(x) =3x — 8; f""(x) = 3

3a) Symmetrie: Es liegt keine besondere Symmetrie vor, da in f(x) Potenzen von x mit geraden und
ungeraden Exponenten vorkommen

3b) Verhalten im Unendlichen/nahe Null: Das Verhalten im Unendlichen héngt von g(x) = %x3ab.

Der Graf verlduft von links unten nach rechts oben. Das Verhalten nahe Null wird durch h(x) = 8x
bestimmt. Der Graph néahert sich in der Umgebung von Null der Geraden y = 8x an.

3c¢) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: Fiir x = 0 gilt f(0) = 0. Daher ist der Ursprung Schnitt-
punkt des Graphen mit der x- und y-Achse. Fiir die weiteren Schnittpunkte mit der x-Achse gilt:

f(X)=%X3—4X2+8X=0C>X(%X2—4X+8)=0C>X=0V%X2—4X+8=0®X=0VXZ—

8x+16=0x=0V (x—4)? =0 x=0 V x = 4. Der weitere Schnittpunkt lautet (4/0). Insbe-
sondere ist 4 eine doppelte Nullstelle.

3d) Extrempunkte:

1) Notwendige Bedingung: f'(x) =0 2) Hinreichende Bedingung: f'(x) = 0 und £”(x) # 0

1,5%x> —8x+8 =0 & x% — ?x + ? =0 f G) =3 -%— 8 =—4: g ist lokale Maximumstelle

& X = % oder x = 4 Mogliche Kandidaten “(4) =3-4—-8=+4: % ist lokale Minimumstelle
=2 und f(4)=0

fiir lokale Extremstellen sind% und 4. 3) y-Werte der Extrempunkte: f(%) =—

Insgesamt gilt: H (s / %;) lokaler Hochpunkt und T(4/0) lokaler Tiefpunkt.
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3e) Wendepunkte:

1) Notwendige Bedingung: £~
3x—8=0& x= z. Moglicher Kandidat

(x)=0

2) Hinreichende Bedingung: £”(x) = 0 und £""(x) # 0
£ (g) =3 >0: g ist Re-Li-Wendestelle (,,ReLi0”)

s . .8 8 64
fiir eine Wendestelle ist - 3) y-Wertes des Wendepunktes: f(g) =—
. 8 , 64, . .
Insgesamt gilt: W (= / —) ist Rechts-Links-Wendepunkt
37 27
3f) Graph:
X -0,25 |0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
y -23 |0 3,06 14,5 4,7 4 2,8 1,5 0,4 0 0,6 2,5
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen Bl [EXEliKoordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥7=(112)%x"(3)—Axx2+8xx Y7=(112)¥x™(3)—4xx2+8xx ¥7=(112)%x*(3)—=4xx2+8xx
5
. .
3 3
2 209
1 1
X 4 H
1 (ZL 1 2 3 4 sl =1 ﬁ!\x E ﬁIN 1 1 2 3 4 SY—EﬁEREECH
¥=1.338333368  V=4.TA0740741 ¥=2.66B666667  V=2.37037037

38)

f(x) = %xs — %)(3

f(x) = x* —x3

f(x) = x°+x3 +x

Symmetrie

Punktsymmetrie

keine Symmetrie

Punktsymmetrie

Verhalten an den Randern

von links unten
nach rechts oben

von links oben
nach rechts oben

von links unten
nach rechts oben

0
-1t
od MAX
¥=0.1333333333

X=-1

MIN

L'zmmﬁms'rs

X=0.76

Verhalten nahe Null wiey = — §X3 wiey = —x3 wiey =x
Extrempunkte H(-1/0,13), T(1/-0,13) T(0,75/-0,11)
Wendepunkte W(0/0) (Sattelpunkt) | W(0/0) (Sattelpunkt)
lEXE]:Koordin::;p anzeigen Q:EE{AE)]—;KE?%Z‘;'HM anzeigen Euii’ffsl.ififig;ff;" anzeigen
i )
Graf q Bl 0 I "
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4.6 Kontrollaufgaben - Vorbereitung auf die Zentralklausur

Aufgabe 1

a)f(2) =5-22-2-224+2=2-8+=0

b)
fx) =x—-2)- G - x?% — g "X — g) = 0. Die erste Klammer ist Null, wenn x = 2 ist (vgl. Aufgabenteil
a)). Die zweite Klammer wird Null, wenn % -x% — g ‘X —g =0 x*—4-x—8=0. Fiir die Diskri-

2 2
minante D gilt: D = (g) —-q= (74) — (—8) = 12. Daher ergeben sich die beiden Losungen (= Null-

stellen) — g + VD =2++12und - g — /D = 2 — V/12. Die Nullstellen haben also den Abstand v12.

¢) Es gilt: Mmrangente = f'(2) = 2% — 4-2 = —4 mit f'(x) = x* — 4 -x. Also gilt fiir die Tangentenglei-
chungt(x) = —4-x + b. Setz man die Koordinaten vonPintein0 = —4-2 + b. Also: b = 8. Ins-
gesamt: t(x) = —4-x + 8.

d) Offensichtlich ist g Sekante zum Graphen von f

e) Ablesung: Mrangente = 5; Rechnung: f'(5) = 252 —4-5 = 5.

)
Der Graph der Ableitung muss eine nach oben geoff- VA I ’
nete Parabel sein, da f'(x) = x? — 4 - x die Funktions- c ! y }
gleichung einer nach oben geoéffneten Normalparabel Se ante‘lfG /
ist (alternativ kann auch mit dem Steigungsverhalten /TN / l
des Graphen von f argumentiert werden, z. B.: bis zur \ Al \ J
Extremstelle bei 0 und ab x = 4 steigt der Graph von f, \ [\ \ "'
so dass der Graph von f” dort komplett oberhalb der x- \ \ I' I
Achse liegt. Dies ist nur moglich fiir eine nach oben l\ \ [ ]
geoffnete Parabel.) | ; .
[ /e
L
N
8 2[ 0 \ \a /A
Der Graph ist rechts eingezeichnet der Tiefpunkt kann ! =215 \\ 7
durch f°(2) = -4 aus Aufgabenteil c) genau ermittelt [ \\ / O(51-3)
werden. I 4 N //\
' M
h) ] f \//\
Zu g: Die Funktion f als Ableitung der Funktion h J
miisste an der Maximumstelle das VZ von + nach - !
wechseln. Zu h: Die Extremstellen von h stimmen l -8 A
nicht mit den Nullstellen von f tiberein. ’ / Ta ngelntexi

i)

f(x) =x*—4-x=0x-(x—4) =0 o x =0oderx = 4.0 und 4 sind also Kandidaten fiir Extrem-
stellen. Es giltf'(—1) = 5,f(1) = =3 und f'(5) = 5. Die Ableitung f* wechselt bei 0 das VZ von +
nach - und bei 4 von - nach +. 0 ist daher lokale Maximumstelle und 4 lokale Minimumstelle.
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j)
Fird = — ? und d = % wird der Graph von f genau um das lokale Maximum — % nach unten bzw.

lokale Minimum % nach oben verschoben, so dass 0 bzw. 4 doppelte Nullstellen von hy sind.

k)

(1) Bei Zunahme des Parameters c verschiebt sich der Graph von i nach rechts; (2) Mogliche Werte
fur c sind ¢ = -2 (mittlere Nullstelle von f wird nach links in den Ursprung verschoben) oder ¢ =

V12 — 2 (linke Nullstelle von f wird nach rechts in den Ursprung verschoben) oder ¢ = V12 + 2

(rechte Nullstelle von f wird nach links in den Ursprung verschoben). (3) i_,(x) = f(x — (—=2)) =
fx+2) = (x+2-2)[5-x+22 =3 G+2) =3 =3 % (< +4x+4—4x+8-8) =1-x* +7-
x!. Der Funktionsterm von i_, hat nur ungerade Potenzen von x, so dass der Graph zu i_, punkt-

symmetrisch zum Ursprung ist.

1)

f'(x) = 2x— 4,7 (x) = 2. Es gilt: {(2) = 0, £7(2) = 0 und £°(2) > 0. Daher ist P(2/0) Rechts-Links-
Wendepunkt.

m)

u(x) = —x? 4+ 6x—5=0  x* — 6x+ 5 = 0. Die quadratische Gleichung in Normalform hat die
2

Diskriminante D = (g) —q = (—3)% = 5 = 4. Daher folgt: x = —gi VD=3++vV4=3+2alsox=5

oder x = 1. Die Nullstellen lauten: 1 und 5.

n)

va(x) = —x?* 4+ 6x+a =0 & x* — 6x —a = 0. Die quadratische Gleichung in Normalform hat die

2
Diskriminante D = (g) —gq=(-3)?+a=9+a.Fiur9+a< 0© a< —9 hat die Funktion v, keine

Nullstellen.
0)
1 ,
v(x) =§'X3 —5:x24+16x—2; vV(x) =x2—10x+ 16; v'(x) = 2x— 10; v (x) = 2
V() =x>-10x+16=0x=5+3;v(1) =7 >0; v/(3) = =5 < 0; v'(10) = 16 > 0: 2 ist lokale
Maximum-, 8 lokale Minimumstelle.

[Alternativ: v'(2) = —6 < 0: 2 lokale Maximumstelle; v"'(8) = +6 > 0: 8 lokale Minimumstelle; |

Vi) =2x—10=0ex=5,v’'(4) = -2 < 0;v’(6) = 2 > 0: 5 ist Rechts-Links-Wendestelle.
[Alternativ: v'(5) = 2 > 0: 5 ReLiPo — Wendestelle]
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4.7 Losungen [§

Aufgabe 2

a)

f(2) = %- 23 -3:22+49-2=2-12+ 18 = 8. Die Wachstumsgeschwindigkeit betrug zwei Wo-
chen nach Beobachtungsbeginn acht Zentimeter pro Woche.

b)

Aus dem Graphen kann man ablesen, dass die Wachstumsgeschwindigkeit nach vier Wochen 4 cm
pro Woche betrug und danach nur noch féllt. Also ist die Pflanze nach fiinf Wochen kleiner als 74
cm.

) f(0)==-03—3-02+9-0=0undf(6) ==-65—3-62+9-6 =54 —108 + 54 = 0.
4 4

3

d) Fur f und £~ gilt: f() =2-t2—6-t+9,f () =2-t—6. Mit f(2) =2-22-6-2+9 =0 und
f'(2) = % 2 — 6 = —3 lasst sich folgern, dass 2 lokale Maximumstelle ist. Wegen c) bzw. der Abbil-

dung gilt, dass 2 globale Maximumstelle von f ist. Die Wachstumsgeschwindigkeit wird als nach 2
Wochen maximal.

e)

F-f(0) _ 373+
-0 1
ten Woche im Schnitt 6,25 cm pro Woche zu, die mittlere Wachstumsbeschleunigung betragt in der

ersten Woche daher 6,25 = ‘1) =3,75

Woche?’

nigung der Pflanze nach 1 Woche.

= 6,25 cm pro Woche: Die Wachstumsgeschwindigkeit der Pflanze nimmt in der ers-

beschreibt die momentane Wachstumsbeschleu-

cm
Woche?
f)

f'(t) = % ‘t—6 =0 © t = 4. Dajede GRF dritten Grades eine Wendestelle hat, ist 4 Wendestelle des
Graphen von f. Wegen £"(t) = 1,5 ist der Graph rechtslinksgekriimmt. Daher hat der Graph bei t =
4 lokal das grofite Gefélle. Wegen £7(0) = 9 und £7(6) = % 62 —6-64+9 =0 ist die Steigung des Gra-

phen bei t = 0 am grofsten (danach nehmen die Steigungen bis zur Wendestelle ab, um anschliefsend
bis t = 6 auf eine Steigung Null zu steigen). Bedeutung im Sachzusammenhang: Bei t = 4 ist die
Wachstumsbeschleunigung im Beobachtungsintervall am kleinsten. Zu Beginn ist die Wachstums-
beschleunigung am grofsten.

g

f* > 0 gilt fiir den Bereich, in dem der Graph steigt. Dies ist im Intervall [0; 2] der Fall. Dort nimmt
die Wachstumsgeschwindigkeit zu. f* > 0 beschreibt den Bereich, bei dem der Graph von f linksge-
krtimmt ist. Dies ist nach der Wendestelle bei t = 4 der Fall. Dort nimmt die Wachstumsbeschleuni-
gung zu.

h)

Die Funktionen f und g besitzen denselben Grad 3, die gleichen Nullstellen und jeweils eine Extrem-
stelle bei t = 2. Das globale Maximum ist bei f viermal so grofs wie bei g. Der Graph von g geht daher

aus dem Graphen von f durch Streckung von der t-Achse aus um den Faktor 0,25 hervor. Es gilt: g(t)

= 0,25 - f(t). Also: g(t) = 1—16 13— 0,75 t? 4+ 2,25 - t. Der Langenzuwachs der ersten Pflanze ist zu je-

dem Zeitpunkt viermal so groff wie das der zweiten Pflanze, da die Wachstumsgeschwindigkeit zu
jedem Zeitpunkt viermal so grofs ist.
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4.7 Losungen

Aufgabe 3

a)

f(x) =1,5x2 —9x + 12, f"(x) = 3x — 12
f(2Q)=0Af"(2)=-6<0Af(2) =1= H(2/1) ist lokaler Hochpunkt
f'(4) =0Af"(4) =+6 >0Af(4) = —1 = T(4/-1) ist lokaler Tiefpunkt

b)

f(x) = (x—3) - (0,5%* —3x + 3) = 0 & x = 3V 0,5x2 — 3x? + 3 = 0. Die quadratische Gleichung hat
2

die Normalform x? — 6x + 6 = 0. Die Diskriminante lautet D = (g) —q = (=3)? — 6 = 3. Daher

erhilt man neben der Nullstelle x = 3 die exakten Losungen —g +vVD =343

<)
f7(x) =3.Esgiltf"(3) =0Af”(3) =3 > 0A f(3) = 0 = W(3/0) ist ein Rechts-Links-Wende-
punkt.

Es gilt ferner fiir die Steigung der Wendetangente m, = f(3) = 1,5-3* = 9-3 + 12 = —1,5.
Der Punkt W liegt auf der Tangenten: 0 = —1,5-3 +b © b = 4,5. Also t(x) = —1,5x + 4,5.
d)

f©-C1 _ ¢

A: Die Aussage ist wahr, da fiir die Steigung der Geraden gilt: m =
6—4

B: Die Aussage ist falsch, da bei der Wendestelle x = 3 ein lokal minimaler Anstieg vorliegt und da-
her fiir x > 3 eine Zunahme der Steigung erfolgen muss. Alternativ: Nach der Wendestelle ist der
Graf linksgekriimmt und damit £ > 0, also {” streng monoton zunehmend.

C: Die Aussage ist wahr, da an der Wendestelle x = 3 der Graf von f lokal am steilsten fillt und die
Steigung an der Stelle 3 m; = {'(3) = —1,5ist

e)

g(x) = 2 - f(x): Streckung des Grafen von f von der x-Achse aus in y-Richtung um den Faktor 2.

h(x) = —0,5 - f(x): Spiegelung des Grafen von f an x-Achse und anschliefSende Streckung von der
x-Achse aus in y-Richtung um den Faktor 0,5.

k(x) = f(x — 1) + 1: Verschiebung des Grafen von f um 1 Einheit nach rechts und 1 Einheit nach
oben.

167




4.7 Losungen [

Aufgabe 4

a)
Mithilfe des GTR (MENU A) erhlt man fiir die Gleichung f(x) = x® — 6x% + 9x + 1 = 0: x ~ 0,104.

b)
f'(x) = 3x2 —12x+ 9 = 0 = x=1 oder x = 3.
MENU A

£0)=91(2)=-3,t(4) =9 £{(1) = 5; £{(3) = 1: H(1/5) ist lokaler HP, T(3/1) ist lokaler TP (Hinrei-
chende Bedingung mittels VZW von £7)

Alternativ: f"(x) = 6x — 12; f(1) = -6; £7(3) = 6; f(1) = 5; £(3) = 1: H(1/5) ist lokaler HP, T(3/1) ist
lokaler TP (Hinreichende Bedingung mittels ™).

<)
Fiir die Steigung der Sekanten s gilt: m = mpq = E = —2. Setzt man die Koordinaten des Punktes
P in die Gleichung y = -2x + b ein, erhilt man die Gleichung: 3 =-2-2 + b, also b = 7. Es gilt daher

sty =-2x+7.

P(2/3}

d)

Es handelt sich um die Stelle a = 2. In der Tabelle werden Sekantensteigungen angegeben, die sich
der Steigung der Tangente an der Stelle a = 2, d. h. f’(a), ndhern. Die Sekanten verlaufen dabei alle
durch den Punkt P und einen Punkt Q des Grafen von f, der sich von rechts immer niher an den
Punkt P heranbewegt.

e)

Durch Zeichnen des Grafen mithilfe des GTR erkennt man: Wenn E'l ILEE'(E]’K°°1"°“““E“ anzeigen
der Graf von f um 1 Einheit nach rechts und 3 Einheiten nach unten =
verschoben wird, erhdlt man den Grafen von g. Dies erkennt man,
indem man zum Beispiel Hoch- und Tiefpunkte bzw. Wendepunkt

beider Graphen vergleicht. 1 ;[ 7 z
=3 |

f)

fx— 1D)-3=x-13-6Ex-1%?+9x-1)+1-3
=x3—-3x*+3x—1-6(x*—2x+1)+9x—9—4
=x3—-3x2+3x—1-6x*4+12x—6+9x—9 — 4 = x> — 9x? + 24x — 18 = g(x)
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4.7 Losungen

Aufgabe 5
a)
1-B 3
Fiir die Steigung der Sekanten s gilt: m = myy = -—- = — . Setzt man die Koordinaten des Punktes
T(9/1) in die Gleichung y = — 2x + b ein, erhilt man die Gleichung: 1= — 2.9+b,alsob=2 Es gilt
s as 8 8 8
ssy=—gxt3-
b)
Ansatz: Gesucht sind die Stellen x mit f'(x) = —%
veen_ 1.5 3,27 3 1 5 3 33_ _ - _ N
F) =X’ - x+p=—se X - x+=0=x= 6—V3~427vx=6++V3~773
) (1)
T
T / /
. // //
S WA ~
/ A TN Ny , ,
/ / N ~_
1 T~ —
T'(6/1) T(9/1) i
X
/ l 4
-2 -1//0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

(2) g(x) = f(x + 3): Wenn man den Grafen von f um 3 Einheiten nach links verschiebt, entsteht der
Graf von g.

d)

£(2)—£(0,8)

(1) Abbildung B gehort zum Differenzenquotient 208

(2) Der Wert £"(2) beschreibt die Steigung der Tangenten an der Stelle a = 2.

(3) Die Sekantensteigungen der 4 Abbildungen nidhern sich der Steigung der Tangenten im Punkt
P(2/£(2)) an. Die Sekanten verlaufen dabei alle durch den Punkt P und einen Punkt Q des Grafen
von £, der sich von links immer nidher an den Punkt P(2/£(2)) heranbewegt. Im Grenzfall gilt dann:
f(2)—f(x)
2-Xx

S f'(2). Alternativ kann auch mittels ,h-Methode” argumentiert werden.
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4.7 Losungen

Aufgabe 6

a)

(1) £(13) =1,6. Um 13:00 Uhr ist der Stau 1,6 km lang,.

(2) Die Stauldnge wird durch eine abgeschitzte durchschnittliche Fahrzeugliange zuziiglich des
durchschnittlichen Fahrzeugabstandes dividiert. Bei der Berticksichtigung von mehreren Spuren
kann das Ergebnis fiir eine Spur mit der Anzahl der Spuren multipliziert werden.

b)

f'(t) =—-03-t*+9-t— 66,3 (und ggf. {'(t) = —0,6 - t + 9). Mit der notwendigen Bedingung f'(t) =
0 fir lokale Extremstellen ergeben sich aus—0,3 - t? + 9 -t — 66,3 = 0 die beiden Losungen t = 13
oder t =17. Wegen £'(12) =-1,5 <0 und £'(15) =1,2 > 0 und £'(18) = -1,5 < 0 liegt bei t = 13 ein VZW
von f* von - nach + und bei 17 von + nach - statt. Daher ist 13 lokale Minimumstelle und 17 lokale
Maximumstelle (alternativ £°(13) =1,2> 0 und £”/(17) = -1,2 < 0).

<)

f(117;+i(313) = 0,8. Die Stauldnge nimmt zwischen 13:00 Uhr und 17:00 Uhr pro Stunde im Durch-

schnitt um 0,8 km zu.
d)

t°(t) > 0: Der Graph von f hat fiir 15 < t < 17 eine positive Steigung, die Staulinge nimmt daher
zwischen 15:00 Uhr und 17:00 Uhr.

£°(t) < 0: Der Graph von f ist rechtsgekrimmt, die Stauldnge nimmt daher zwischen 15:00 Uhr und
17:00 Uhr immer langsamer ab (alternative Argumentation: Die momentane Anderungsrate von f’
ist fiir 15 < t <17 negativ).

f’(t) =—0,6-t+9 =0 & t = 15. Mit £7(15) = -0,6 ergibt sich eine Links-Rechts-Wendestelle bei t =
15. Randwertvergleich: £(12) = -1,5, £(15) = 1,2, £°(19) = -3,6. Die im Intervall [12; 19] globale Maxi-
mumstelle von { liegt bei t = 15 (um 15:00 Uhr nimmt die Stauléinge am schnellsten zu). Die dort
global kleinste Steigung liegt bei t = 19 (um 19:00 Uhr nimmt die Staulénge am schnellsten ab).

e)

(1) £(19) = 1,6. Die Stauldnge betragt um 19:00 Uhr 1,6 km. Der Stau hat sich g = g ~ 0,44 Stunden

spéter, als ungefdhr um 19:27 Uhr vollstandig aufgelost.
(2) Da die Stauldnge gleichmafSig abnimmt, wird zur Modellierung der Stauldnge eine lineare Funk-
tion g mit g(t) = m - t + b verwendet. Die Steigung betragt m = -3,6, da die Stauldnge pro Stunde um

3,6 km abnimmt. Mit g(19) =m - 19 + b = 1,6 folgt b = 70. Damit: g(t) =-3,6 - t + 70 fir 19<t < 19%.
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4.7 Losungen [y

Aufgabe 7

a)

(1) £(1) = 780. Um 7:00 Uhr sind 780 m3 Wasser im Speicher des Turmes vorhanden. (2) Aus der
Bedingung f(t) = 1000 ergeben sich drei Ndherungslésungen t; =~ -0,75, t ~ 0,5 und t3 = 1,25 (z. B.
Schnittpunktberechnung zweier Graphen y = f(x) und y = 1000 in MENU 5). t; befindet sich nicht
im betrachteten Intervall [0; 1,5]. Ferner gilt £(0) = 1467 > 1000, f(1) = 780 < 1000, £(0) = 1561,5 > 1000.
Etwa zwischen 6:00 Uhr und 6:30 Uhr sowie zwischen 7:15 Uhr und 7:30 Uhr liegt die Wassermenge
tiber 1000 m?3.

b)

f'(t) = 3000 - t* — 2000 - t — 687. Aus der notwendigen Bedingung f'(t) = 0 ergeben sich mit dem
GTR die beiden Ndherungslosungen t; ~-0,25 und t2 ~ 0,92. t; befindet sich nicht im Intervall [0; 1.5].
Es gilt: £7(0,9) = -57 < 0 und {’(1) = 313 > 0 weist auf einen VZW von f” von - nach + hin. Daher ist t.
lokale Minimumstelle von f. Ein Vergleich von £(0,92) =~ 767,25 mit den Randwerten f(0) = 1467 und
£(1,5) = 1561,5 beweist, dass um ca. 6:55 Uhr mit 767,25 m3 eine minimale Wassermenge vorliegt, die
ca. 232,75 m? unter dem Sollwert liegt.

<)

IO — _687. Die Wassermenge im Speicher des Turmes nimmt zwischen 6:00 Uhr und 7:00 Uhr

durchschnittlich mit einer Rate von 687 m? ab. Es gilt £/(1) = 313. Die Wassermenge des Turmes
nimmt um 7:00 Uhr mit einer momentanen Anderungsrate von 313 m3 pro Stunde zu.

d)

(2) Es gilt f(t) + g(t) = 2000. Also gilt g(t) = 2000 - {(t). Die Funktionswerte der Funktion g zeigen
daher, wie viel m? Wasser noch im Speicher des Wasserturmes aufgenommen werden kénnen.

Y
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A
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4.7 Losungen

Aufgabe 8

a)

Man liest an der Stelle t = -5 den Wert 20 Grad ab. Im Zeitraum von 9:00 Uhr bis 15:00 Uhr (t = -3 bis
t = 3) misst Heinz einen Sonnenhshenwinkel von mindestens 30 Grad.

b)

Der Funktionswert an der Stelle -5 betrégt f(-5) = 21,2675. Daher betragt die Abweichung vom Mess-
wert 1,2625 Grad.

<)

f'(t) =0,0124t3 — 1,342t =0 ?R t ~ £10,4 (nicht im Definitonsbereich von f) v t = 0. Nun gilt:

f(1) = —1,3296 < 0;f'(—1) = 1,3296 > 0; f(—10) = f(10) = 0; f(0) = 36,1 = Die Funktion f nimmt
an der Stelle 0 sein globales Maximum an, g. e. d.

d)
(1) £(=9) = 0,0124 - (—9)3 — 1,342 - (—9) = 3,0384 > 2,5848 = f'(—2)

(2) Der positive momentane Anderungsrate f'(—9) ist grofler als die positive momentane Ande-
rungsrate f'(—2). Der Sonnenhshenwinkel nimmt als um 3:00 Uhr morgens schneller zu als um 10:00
Uhr morgens.

e) (1)

40
I Sonnenhohenwinkel a [in <]

C

> t
-11-10 9 8 7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101

Berechnung von b: Da die Sonne bei der Modellierung mit der Funktion g um 4:00 Uhr morgens
aufgeht, gilt: g(—8) = a - f(b . (—8)) = 0. Wegen a # 0, folgt f(—8b) = 0. Da unter der Modellfunk-
tion f der Sonnenaufgang um 2:00 Uhr morgens war, folgt: —8b = —10 & b = 1,25.

g0 _ 29

Berechnung von a: Es gilt fir t =0: g(0) = a - f(0) & a= o " 361~ 08
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Lektion 5;: Punkte und Vektoren im Raum
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5.1 Skalar und Vektor ¥

Lektion 5: Punkte und Vektoren im Raum

5.1 Skalar und Vektor
%

Aufgabe 1: Informationstext
a) Lies den folgenden Informationstext und erstelle fiir jeden Abschnitt eine kurze Prédsentation.

b) Bearbeite anschliefiend die Aufgaben 2 bis 6.

Was ist ein Vektor?

In unserer Welt treffen wir immer wieder auf Grof3en, die wir zu beschreiben haben. Die Lange eines
Korpers ist vollstandig beschrieben, wenn wir den Betrag und die zugehorige Einheit angeben, z. B.
Lange = 15 cm. Wir sprechen deshalb von einer skalaren GrofSe. Es gibt aber Grofien, denen wir
auch Informationen einer Richtung und Orientierung hinzufiigen miissen, da- B

mit ihre Wirkung klar erkennbar ist. Das einfachste Beispiel fiir eine derartige “~————_ 8
Grofie ist die Verschiebung eines Punktes von einem Ort zu einem anderen.

Zeichnen wir von einem Anfangspunkt A zu einem Endpunkt B der Verschiebung einen Pfeil AB,
so hat er alle Informationen, die wir zu Beschreibung der Verschiebung haben miissen: Richtung
(entlang der Geraden AB), Orientierung (siehe Pfeilspitze), Betrag (Lange des Pfeils).

Die ersten drei Informationen gibt uns aber auch jeder an-

dere Pfeil an, der zum Verschiebungspfeil parallel liegt. .A\{?"B

Von diesen Pfeilen gibt es im Raum unendlich viele und 4 - A ;

alle gehoren zur gleichen Klasse (gleicher Betrag, gleiche s P —
Orientierung, gleiche Richtung). Wir nennen sie Vektoren. %Bz g
Vektoren haben also keinen vorgegebenen Platz im Raum.

Merke: Ein Vektor AB beschreibt die Verschiebung eines Punktes A zu einem Punkt B und wird
festgelegt durch seinen Betrag (Lidnge), seine Richtung (parallel zu einer Geraden durch die

Punkte A und B) und seine Orientierung (ablesbar an der Pfeilspitze). AB représentiert unendlich
viele Vektoren der gleichen Klasse (gleicher Betrag, gleiche Richtung und gleiche Orientierung

wie AB).

Gegenvektor und Nullvektor

Besondere Bedeutung bekommt der Vektor, der sich von a nur durch seine Orien- a
tierung unterschiedet. Wir sprechen dann vom sogenannten Gegenvektor -a. Die- S

A . A . . . 9. —a
ses Minuszeichen zeigt an, dass sich nur die Orientierung gedndert hat. -~

Fithren wir zunéchst die Verschiebung entsprechend des Vektors @ und anschliefend die Verschie-
bung entsprechend des Vektors -a aus, erhdlt man insgesamt tiberhaupt keine Verschiebung. Wir

schreiben dann a + (-d) = 0. Da das Hintereinander-Ausfithren durch eine gemeinsame Verschie-

bung ausgedriickt wird, heit das Ergebnis Nullvektor und wird mit 0 bezeichnet. Bei ihm verlieren
Richtung und Orientierung ihren Sinn.

Merke: Ein Vektor a besitzt einen Gegenvektor -a, der sich nur um die Orientierung von a un-
terscheidet. Fithrt man die Verschiebung gem&f dem Vektor a und dann gemif dem Vektor -a

hintereinander durch, kann dieser Gesamtvorgang durch den Nullvektor 0 beschrieben werden.
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5.1 Skalar und Vektor

Vektor-Vervielfachung (Skalar-Multiplikation oder S-Multiplikation)

Vektoren konnen die gleiche Richtung haben (liegen parallel zueinan- a
der), haben jedoch unterschiedliche Langen, also einen unterschiedli- ~—— ———
chen Betrag. Das kann durch einen Vorfaktor (Skalar) ausgedriickt 2a

werden. Der Vektor r - @ (r aus den reellen Zahlen) ist |r]-mal so lang I
wie der Vektor a. Fiir den Vorfaktor r > 0 hat er dieselbe Orientierung wie der Vektor a, fiir den
Vorfaktor r < 0 die entgegengesetzte Orientierung.

b=

Merke: Der Vektor r - a hat fiir r > 0 dieselbe Orientierung und fiir r < 0 die entgegengesetzte
Orientierung wie der Vektor a und ist dabei [r]-mal so lang wie der Vektor a.

Vektor-Addition

Man kann nun mehrere Verschiebungen hintereinander ausfiihren,

was wir als Addition der Vektoren schreiben. Das Ergebnis dieser vie- AB :
len Wege kann dann aber auch durch eine einzige Verschiebung ausge- A EB
driickt werden, namlich der direkten Verschiebung vom Startpunkt | E
zum Ende des Weges. Verbinde ich also den Anfang des ersten Vektors — AC a
mit der Spitze des Vektors, der die letzte Verschiebung beschreibt, so DE
erhalte ich den Vektor, der die Wirkung der Summe aller Verschiebun- D

gen beschreibt. Dieses Prinzip gilt bei jeder noch so komplizierten An-

AB = AC + CD + DE + EB
einanderreihung von Verschiebungen im Raum.

Merke: Die Verschiebung eines Punktes A zu einem Punkt B kann auf direktem Wege oder auch
durch ,Umwege” mit mehreren Verschiebungen zu weiteren Punkten (z. B. C, D, und E) erzielt

werden. In der Vektorschreibweise gilt dann: AB = AC + CD + DE + EB.

Subtraktion von Vektoren - Bedeutung des Minus-Zeichens

Wir wissen bereits, dass ein Minuszeichen vor einem Vektor den Gegenvektor darstellt. Mochte man
nun die Addition eines Vektors @ mit dem Gegenvektor von b ausfiihren, dann schreibt man
statta + (—B) auch @ — b. Diese Subtraktion von Vektoren lasst sich wie bei der Subtraktion von
Zahlen immer wieder auf eine Addition zuriickfithren. Zum Beispiel gilt: A+ b—¢é—d =3+ b +
(—©) + (—d).

Merke: Die Subtraktion @ — b von zwei Vektoren ist analog zur Subtraktion bei Zahlen definiert
als die Addition des Gegenvektors, d. h. a + (—B)

Rechengesetze fiir Vektoren

Wie bei den reellen Zahlen gelten u. a. das Kommutativgesetz (Vertauschungsgesetz), das Assozi-
ativgesetz (Verbindungsgesetz) sowie das Distributivgesetz (Verteilungsgesetz) (vgl. Aufgabe 7):

—

Kommutativgesetz der Vektor-Addition: a + b=b+3a

Assoziativgesetz der Vektoraddition: (a + b)+¢=3a+(b+0

Distributivgesetz der S-Multiplikation (r ist eine reelle Zahl): r - (a + b)=r-3+r-b




5.1 Skalar und Vektor NS

Aufgabe 2: Linge, Richtung und Orientierung

Nachfolgend siehst Du einige Pfeile. Arbeite Zusammenhinge der Vektoren beziiglich Lange, Richtung und
Orientierung heraus.

- N é) =g
b _— i f
- i ‘-\

Aufgabe 3: Vektorsummen im regelmifligen Sechseck E D
Veranschauliche anhand des Sechsecks rechts folgende Vektorsummen.
C
a)OA+0D b)OA+0C c)OA+OB+0C + 0D + OE + OF
d) OF+0C—-0B—-0A+0B—-0D
. y c
Aufgabe 4: Vektoren in einem Quader ;
E : E -
- P P

Driicke folgende Vektoren mithilfe der Vektorend, b und ¢ aus. R .
a) AG b) BH ¢) EC d) BM ) ME M b

A 3 B

i

Aufgabe 5: Vektoren in einer Pyramide

a) Markiere in der quadratischen Pyramide die Vektoren AB =3, AD = bund MZ = ¢und be-
stimme dann die folgenden Vektoren: 7

(1)5(@+b) @ @+b)-d+5(E-b)+¢

©) % (3+Db) + % (-b)+b  [Tipp: Rechengesetze fiir Vektoren.]

b) Bestimme mithilfe von 3, b und € die folgenden Vektoren: c
(1) AZ (2) BZ (3) CZ (4) DZ (5) XZ
A X B

i

Aufgabe 6: Rechengesetzte anwenden

Vereinfache mithilfe der Rechengesetze fiir Vektoren.

a) 7a +5a b) 3d - 4¢ +7d - 6¢ 0 250 - 37V - 520 +V
d) 633 +74b - 2,8C +1758 -93C +b - & + C o) 2(z+b)+3
f 3(z+2(3 +D)) o) 6(z -b)+4(z +b) ) 70 +5(0 - 2(T + V)
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5.1 Skalar und Vektor YA

&

Beweise mithilfe der folgenden Abbildungen die Rechengesetze fiir Vektoren.

Aufgabe 7: Rechengesetzte beweisen

1. Distributivgesetz der S-Multiplikation

— — 7
(U +V)=ru+rv | reR

Assoziativgesetz der Vektoraddition — - e
r(u+v) =ra +rv
(T+7) + W =0+ (V+W) |

[Tipp: Strahlensatz]

Losungen:
AOL-hz (U dc-eoL (B
q9+ 26 ¢ qz+kee @
2ULL-ay'g+e8cC (P ALT-DnLT- ©
(2-P)oL=20L- POl (@ gl
19 9qedmy
2+9-f=7x(c) 2+(a-8)-F=2a )
2+(a+8)-i—-=22(¢)
2+(e-9)i=24(
2+(a+e)-s=mv(1@q
oV (¢) zv (@) Wy (1) (e g aqedyny
2+4F-BmAN 6@
(e-9)f=Wa ¢
2-9+k=03 0O
2+9+B-=Hd (@
d+q+p=9Y (B
< e — p aqeSyny
0 10PPAINN (P 0 ToPpRATIN (0 g0 (@q 0 IopATINN (e € aqedyny

“UDIOIN9\ UDISPUE US[[E W U} UIBSUTOUISN) SUTY 18 8 J0PJIA I9(] '@ ‘2 ‘q USIOP[IA 1P
91M 93Up 9YDIa[3 TP 38y P IOP[PA 19 — = @ = q :}I3 2I9PU0saqgsu] “SUNISPUSLID SYJIo[3
a1p 12308 ) I0P[IA Jne siq “Bunjydry aydIa[3 aIp Uagey 3 ‘9 9 ‘q ‘e USIOP[dA 91 ¢ 2qesjny
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5.2 Punkte und Vektoren in der Ebene

5.2 Punkte und Vektoren in der Ebene

a) Ubertrage in Dein Heft.

Aufgabe 1: Informationstext

Definitionen: Die Verschiebung X eines Punktes um x; in x-Richtung (oder auch xi-Richtung)

und x; Einheiten in y-Richtung (oder auch x»-Richtung) wird dargestellt als Spalte durch den Vek-
X

tor X = (x;) Zu jedem Punkt P(p1/p2) im Koordinatensystem gehort der entsprechende Orts-

P1
P2

vektor P = OP = ( ) Er beschreibt, wie man vom Ursprung zum Punkt P kommt.

In der folgenden Situation ist der Punkt A(2/3) gegeben, der zum Punkt B(3/1) verschoben werden

soll. Der Ortsvektor zum Punkt A lautet A = (;), der Ortsvektor zum Punkt B lautet B = (:i ) Fir

den Verschiebungsvektor von A nach B ergibt sich durch Ablesung AB = (_12)

|
’ A23) 1 2=21

y=X

U
oy
>y

1 / B3I
L~ —
0,51 - AC

M—
-1 \‘k ClAl_1
=\ Y




5.2 Punkte und Vektoren in der Ebene RN

Betrachten wir die drei Vektoren A, AB und B so ergibt sich folgender Zusammenhang: A + AB = B.
Schreiben wir die Vektoren als Spalte, ergibt sich:

(g) + (_12) = (i) Aus diesem Ergebnis leiten wir die folgenden Regeln ab:

(1) Vektoren werden addiert, indem man ihre einzelnen Komponenten addiert:
dq bl) _ (al + bl)
(az) + (bz - d- + bz

= al __) _ _al
(2) Der Gegenvektor von a = (az) lautet —a = (_ az)

(3) Vektoren werden subtrahiert, indem man ihre einzelnen Komponenten subtrahiert:
Ga) =)= (=)

a a; — b,
(4) Der Vektor AB berechnet sich durch die Differenz der beiden Ortsvektoren (Warum?):

AB=—-A+B=B-A _(b2> (bz)_(bz—az

Wir verschieben nun den Punkt A(2/3) um 2 Einheiten nach rechts und 4 Einheiten nach unten und
gelangen zum Punkt C(4/-1). Der dazugehorige Verschiebungsvektor lautet als Spalte:

AC = (_2 4). Ferner gilt offenbar AC = 2 - AB.
Tragen wir die Koordinaten der Vektoren AC und AB ein, so erkennen wir:

<22.t1_2)) = (_24) =AC=2-AB=2 - (_12) Daraus leiten wir ab:

(5) Wird ein Vektor mit einer reellen Zahl r (Skalar, skalare Multiplikation) multipliziert, so kann
dies nur die Lange bzw. die Orientierung verdndern. Es gilt dann:

- (a) = (ray)

b) Ubertrage die Abbildung mit Erlduterungen in Dein Heft und bereitet gruppenweise eine Pra-
sentation vor.

r-a

A

Aufgabe 2: Punkte und Vektoren in der Ebene zeichnen, ablesen und berechnen

a) Zeichne die Punkte A(-2/5), B(3/7), C(-5/2), D(1/-3), E(6/-1) in ein KOS ein, markiere dort die
Vektoren AB, BC, CD, AD, DE und bestimme die Koordinaten der 5 Vektoren durch Ablesung
und durch eine Rechnung (Regel 4).

b) Sei M der Mittelpunkt von AD. Gib den Vektor OM durch Ablesung und rechnerisch an.

) Berechne die Vektoren AB + AD und AD — DE und konstruiere die beiden Ergebnisvektoren.

d) Zeichne die Punkte A(-2/-3), B(3/-1), D(-1/2) in ein zweites KOS und konstruiere den Punkt C,
so dass die Figur ABCD ein Parallelogramm ist. Uberpriife Dein Ergebnis durch eine Rechnung.

e) Zeichne die Diagonalen-Vektoren ein und benenne sie durch Ablesung und durch eine Rech-
nung. Ermittle durch Ablesung und durch Rechnung den Schnittpunkt der Diagonalen.
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5.3 Darstellung von Punkten im Raum

5.3 Darstellung von Punkten im Raum

E Aufgabe 1: Normal- und Schragbild

a) Erldutere den Unterschied zwischen Normalbild und Schrégbild und arbeite die jeweiligen Vor-
teile heraus. Kannst Du bereits in beide folgenden Koordinatensysteme (KOS) folgende Punkte
einzeichnen: A(-2/0/0), B(0/0/1,5). C(0/0,5/0), D(1/1/0) und E(0/-0,25/0)?

Normalbild56

In dieser Zeichnung sind alle drei Einheiten verschieden lang. Fiir das Zeichnen auf Karopapier
eignen sich besonders solche Systeme, bei denen die Einheitsmarken auf Gitterpunkten liegen. Hier
ein bewdhrtes leicht zeichenbares Koordinatensystem:

Wiirfel & Kugel
- im Normalbild:
A X, e Trimetrie

- 3L1I""'; ;ﬁ{—*‘% L= \———/%57
T\ ~_ | X vﬁﬁ“;
K 2,
v | =
Schragbild

Daneben gibt es ein Verfahren, das wegen seiner Einfachheit zwar recht beliebt ist (man bringt es
schnell auf Karopapier), aber auch nur verzehrte Bilder liefert, wenn man - wie tiblich - senkrecht
aufs Papier schaut: Schragbild. Die xs-Achse geht senkrecht nach oben, die x,-Achse waagerecht
nach rechts und xi-Achse unter 45° gegen die Waagerechte nach vorne. Die Einheiten wahlt man so,
dass die Einheitsmarken auf Gitterpunkten liegen.

1 X!3 ' [ ‘ Wiirfel & Kugel
L L
|

im Schrigbild

T

[ A

/'\

}44
|
L]

% Die Abbildungen zum Schrigbild und Normalbild sind aus dem dufSerst anschaulichen Schulbuch: BARTH,

E. et al.: Anschauliche Analytische Geometrie. Oldenbourg-Verlag, Miinchen 1997.
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5.3 Darstellung von Punkten im Raum

30 G
l’é\ Aufgabe 2: Darstellung von Punkten in 3D-Koordinatensystemen

Die drei Koordinaten legen die Lage eines Punktes eindeutig fest. So bedeutet C(-1/2,5/2): der Punkt
C hat die x;-Koordinate -1, die x>-Koordinate 2,5 und die x3-Koordinate 2. Am besten zeichnet man
C so: Starte vom Ursprung, gehe 1 Einheit in negative x;-Richtung, dann 2,5 Einheiten in positive
x2-Richtung und 2 Einheiten in positive x;-Richtung.

A1 C0(=112,512)

e |
—
A Ty
l /e ~1 ' 2
| ‘ 25 |
| .l . 2T 1
P - [ | z ) f

E T

GO ) |

a) Markiere den Weg vom Ursprung zum Punkt C farbig. Lies die Koordinaten aller Punkte ab.
b) Lies alle Punkte in der folgenden gedrehten Darstellung ab.

c) Stelle die Punkte A bis N im 3D-Modell grafisch dar. Markiere dort auch die Punkte O(1/2/3)
und P(-2/4/6).

AN
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5.3 Darstellung von Punkten im Raum

d) Bei Zeichnen eines Schrigbildes wird das Koordinatensystem folgendermafsen dargestellt:

¢ Die x2- und x3-Achsen bilden das bekannte kartesisches Koordinatensystem.

e Die x1-Achse winkelt sich in einem 135-Grad-Winkel nach unten von der x.-Achse ab, so dass
die x1-Achse durch Gitterpunkte verlduft (vgl. Abb. unten).

¢ Die3 Achsen bilden ein Rechtssystem aus rechter Daumen (xi-Achse), Zeigefinger (x2-Achse)
und Mittelfinger (xs-Achse), wobei die 3 Finger jeweils in positive Achsenrichtungen zeigen.

rechter Mittelfinger

‘)(3
14
: 0_1 } )(:2 rechter Zeigefinger
i35/ ]
/5 |

rechter Daumen

(1) Untersuche beim Schragbild, um welchen Faktor 1 Einheit in x;-Richtung im Vergleich zu 1
Einheit in xo- und xs-Richtung verkiirzt dargestellt wird.

(2) Bestimme beim Normalbild den Streckfaktor fiir 1 Einheit in x»-Richtung im Vergleich zu 1
Einheit in x3-Richtung.
[Tipp: Satz des Pythagoras.]

e) Der PunktP(3/2/1) kann z. B. besser veranschaulicht werden, wenn Hilfslinien verwendet wer-
den. Mithilfe von Geometrie-Programmen lésst sich die Lage des Punktes noch raumlicher dar-
stellen (vgl. Abb. rechts).

Zeichne folgende Punkte - wie in der linken Abbildung fiir den Punkt P(3/2/1) geschehen - mit
Hilfslinien in ein Koordinatensystem als Schragbild: A(1/3/2), B(-2/0/3), C(4/-2/1), D(0/0/-2).

X3
3+ /
AN
Z4 f B8 I 3
1= - 3':," ’1?1 /
i Cy S S 2 LY 1,71 %5
1 1 |.” —1 |’l i ! X2 ~ 7
T T ’Il O ’l ,;l T all l_’_ P
-3 -2 "'_11__ s el 'P1 , 2 3 /r Bl 3% m\:}(q’/l/}(
| 1_1__ L X4 L5
| 2 - 5
3 ol
! /
31

f) Stelle die Punkte aus Aufgabe a) in einem Schrégbild dar. Vergleiche beide Darstellungsmog-
lichkeiten beztiglich der jeweiligen Vorteile.

g) Veranschauliche die Situation mit dem 3D-Modell.
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5.3 Darstellung von Punkten im Raum

b

a)

Aufgabe 3: Oktanten und besondere Punkte im Raum

Die drei Koordinatenachsen legen drei Koordinatenebenen fest (vgl. Abb. links): die xix2-Ebe-
nen (sie enthélt die x;-Achse und die x>-Achse), die xi1x3-Ebene und die x2x3-Ebene. Die drei Ko-
ordinatenebenen zerlegen den Raum in acht Oktanten, gehoren aber nicht zu den Oktanten (vgl.
Abb. rechts). Die Vorzeichen der Koordinaten geben an, in welchem Oktanten der Punkt liegt.

b)

¥
Ax | an
3 x;x5-Ebene :/D ‘ II
1] Tl:
X2 | ﬁ >
x-%xs-Ebene 7
] | _x,x;-Ebene Vi X2
1
v
Fiille die folgende Tabelle aus.
X1 X2 X3 Oktant X1 X2 X3 Oktant
+ + + I A%
I VI
111 VII
v VIII

In den folgenden drei Abbildungen® sind die Punkte in den Grundebenen angegeben.

Fiille folgende Liicken aus:

Bei Punkte, die in der xix>-Ebene liegen, ist die  -Koordinate Null.
Bei Punkte, die in der xixs-Ebene liegen, ist die = -Koordinate Null.
Bei Punkte, die in der x>xs-Ebene liegen, ist die  -Koordinate Null.

5" Aus: Lehrbuch: BARTH, E. et al.: Anschauliche Analytische Geometrie. Oldenbourg-Verlag, Miinchen
1997.
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5.3 Darstellung von Punkten im Raum

©)

Punkte auf den Koordinatenachsen haben ebenfalls besondere Eigenschaften.

Xa X3 4)%3

(()lolz)

x,-Achse: x,=x, =0

Fiille folgende Liicken aus:

Bei Punkte, die auf der x;-Achse liegen, sind die - und die -Koordinate Null.
Bei Punkte, die auf der xo-Achse liegen, sind die - und die -Koordinate Null.
Bei Punkte, die auf der xs-Achse liegen, sind die - und die -Koordinate Null.

I 3D
=) Aufgabe 4: Senkrechte Projektion und Spiegelung

a)

b)

In der Abbildung rechts sind die senkrechte Projektion in die xi-xo- Koordinatenebene sowie
die Spiegelung an der xi-x>- Koordinatenebene dargestellt.

Fiille die Liicken aus und stelle das Bild rechts mit dem 3D- FE141D

Modell dar. T

Bei einer senkrechten Projektion von P(x1/x2/x3) in die x1x2-
Ebenen lautet P( / / ). Bei der Spiegelung von
P(x1/x2/x3) an der xi1x>-Ebenen lautet P'( / / ).

Bei einer senkrechten Projektion von P(x1/x2/x3) in die x1xs-
Ebenen lautet P'( / / ). Bei der Spiegelung von
P(x1/x2/x3) an der xix3-Ebenen lautet P'( / / ).

Bei einer senkrechten Projektion von P(x1/x2/x3) in die Xaxs- o “P@141-5)

Ebenen lautet P( / / ). Bei der Spiegelung von Senkrechte Projektion und Spiegelung
P(x1/x2/x3) an der xoxs-Ebenen lautet P'( / / ). an den Koordinatenebenen

Die senkrechte Projektion in eine Koordinatenachse und die Spiegelung an einer Koordina-
tenachse ist fiir den Fall der xs-Achse in der Abbildung rechts dargestellt.

Fiille die Liicken aus und stelle das Bild rechts mit dem
3D-Modell dar.

Bei einer senkrechten Projektion von P(x1/x2/x3) in die xi-
Achse lautet P'( / /). Bei der Spiegelung von
P(x1/x2/x3) an der xi-Achse lautet P'( / / ).

Bei einer senkrechten Projektion von P(x1/x2/x3) in die x.-
Achse lautet P°( / /  ).Bei der Spiegelung von
P(x1/x2/x3) an der xo-Achse lautet P'( / / ).

Bei einer senkrechten Projektion von P(x1/x2/x3) in die x3-

Achse lautet P°( / / ). Bei der Spiegelung von  genkrechte Projektion und Spiegelung an
P(x1/x2/x3) an der xs-Achse lautet P'( / / ). den Koordinatenachsen
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5.3 Darstellung von Punkten im Raum

¢) Man kann nun auch am Ursprung spiegeln. Die Ab-
bildung rechts zeigt die Spiegelung eines Punktes
am Koordinatenursprung:

(1) Vervollstindige den folgenden Satz und stelle
das Bild rechts mit dem 3D-Modell dar.

Bei der Spiegelung von P(x1/x2/x3) am Ursprung
lautet der Bildpunkt P°( / / ).

(2) Erldutere, wie man die Punktspiegelung am Ko-
ordinatenursprung auch durch mehrere hinterei-
nander ausgefiihrte Spiegelungen an den Koordi-
natenachsen bzw. Koordinatenebenen zuriick- Spiegelung am Koordinatenursprung
fiihren konnte.

b31-41-8)

X

Aufgabe 5: Skizzen zu Merksitze erstellen

Ubertrage die folgenden Merksitze zur Darstellung von Punkten im Raum mit Skizze ins Heft.

(1) Bei Punkten auf den Koordinatenachsen sind zwei Koordinaten Null.

(2) Bei Punkten auf den Koordinatenebenen ist eine Koordinate Null.

(3) Bei einer senkrechten Projektion eines Punktes in eine Koordinatenebene wird eine Koordi-
nate des Punktes Null gesetzt, widhrend die anderen Koordinaten unverdndert bleiben.

(4) Bei einer Spiegelung eines Punktes an einer Koordinatenebene éndert eine Koordinate des
Punktes ihr Vorzeichen, wihrend die anderen beiden Koordinaten unveriandert bleiben.

(5) Bei einer senkrechten Projektion eines Punktes in eine Koordinatenachse werden zwei Ko-
ordinaten des Punktes Null gesetzt, wahrend die dritte Koordinate unverdndert bleibt.

(6) Bei einer Spiegelung eines Punktes an einer Koordinatenebene dndern zwei Koordinaten des
Punktes ihr Vorzeichen, wihrend eine Koordinate unverandert bleibt.

(7) Bei einer Spiegelung eines Punktes am Koordinatenursprung dndern alle Koordinaten des
Punktes ihr Vorzeichen.

a) Die Abbildung rechts zeigt einen Halbraum
und eine Ebene E.

Aufgabe 6: Fiir Experten und solche, die es werden wollen

Untersuche, welche Koordinatenbedingun-
gen man fiir die Punkte der Ebene E und des

Halbraums erhalt. HA L B BA UM

b) Gegeben sind die Punkte A(6/4/1), B(2/8/1),
C(0/-2/1) und D(6/4/-3). AB,AC und AD sind
Kanten eines Quaders.

A
| A1 A A
A
e | b |
s
|
Pal

(1) Zeichne den Quader und bestimme die
restlichen Eckpunkte des Quaders.

Halbraum und Ebene

(2) Bestimme die Punkte, in denen die Quaderkanten die xi-x2-Ebene durchstofsen.

(3) Bestimme Punkte, in denen die Koordinatenachsen den Quader durchstofsen.




5.4 Darstellung von Vektoren im Raum

5.4 Darstellung von Vektoren im Raum

Nachdem in Kapitel 2 bereits Vektoren im 2D-Koordinatensystem dargestellt und die wich-
tigsten Rechenregeln beschrieben wurden, wir in Kapitel 3 die Darstellung von Punkten im
3D-Koordinatensystem kennengelernt haben, wollen wir nun die bisherigen Erkenntnisse
auf Vektoren im 3D-Koordinatensystem tibertragen.

X

Aufgabe 1: Basis, Basisvektoren, Koordinaten und Komponenten eines Vektors

Man zeichnet im Koordinatensystem drei Vektoren €, €,, €3 als Basis aus (vgl. Abb. links). Jeder
dieser Basisvektoren hat die Lange 1 und zeigt in Richtung der positiven Koordinatenachse. Jeder
Vektor X ldsst sich als Summe von Vielfachen (Linearkombination) der Basisvektoren schreiben.

1 0 0 3
Beispiel: §=3-e_1’+6-e_2)+3-e_3’=3-(0)+6-(1)+3-(0)=(6) (vgl. Abb. rechts)
0

0 1 3

Basisvektoren

Darstellung von Vektoren durch Summe von Vielfachen der Basisvektoren

a) Fiille die folgenden Liicken aus und trage den Vektor b als Spaltenvektor in die Abb. rechts ein.

caea s ) () B-0)

b) Zeichne wie die Vektoren a und b einen selbstgewihlten Vektor € in die obige Abbildung ein

<l

Merke: Die Verschiebung X eines Punktes um x1 in x;-Richtung und x: Einheiten in x»-Richtung
X1

sowie um x3 Einheiten in x3-Richtung wird dargestellt als Spalte durch X = (Xz>.
X3

Die Zahlen x1, x2 und x3 heifien Koordinaten des Vektors X. Der Vektor X kann mit den bekannten
Rechenregeln fiir Vektoren auch als Linearkombination der drei Basisvektoren ey, €;, €3 geschrie-
ben werden:

1 0 0 X1 0 0 X1
0 0 1 0 0 X3 X3

Die Vektoren x - €1, X, * €3, X3 - €3 heiflen Komponenten des Vektors X.
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5.4 Darstellung von Vektoren im Raum

Aufgabe 2: Ortsvektor und Verbindungsvektor zwischen 2 Punkten

In der Abbildung unten links sind die Ortsvektoren zu den Punkten P (3/-2/6) und Q dar-
gestellt. In der Abbildung unten rechts sieht man: Jeder Vektor kann auch die Rolle eines
Ortsvektors spielen und einen Punkt festlegen. Dieser Punkt ist der Endpunkt desjenigen

Reprasentanten, der im Ursprung ansetzt.

A

Ortsvektoren

P(3}-216)

Verschiedene Représentanten eines beliebigen Vektors,
von denen genau einer ein Ortsvektor ist.

Ortsvektoren

a) Gib die Koordinaten des Punktes Q an sowie den Ortsvektor 6 zum Punkt Q.

Merke: Zu jedem Punkt P(py/p2/p3) im Koordinatensystem gehort wie in der Ebene der dazuge-

horige Ortsvektor
., (P
P=0P = (pz>.

P3

Er beschreibt, wie man vom Ursprung zum Punkt P kommt. Jeder beliebige Vektor kann auch als
Ortsvektor gesehen werden, wenn man den im Ursprung startenden Repréasentanten auswihlt.

b) Jeder Vektor ist durch zwei Punkte festgelegt.

(1) Begriinde die Formel AB=B—A in der
rechts befindlichen Zeichnung mithilfe der
Regeln fiir Vektoren aus Kapitel 1.

(2) Berechne den Vektor AB fiir die Punkte A
und B in der rechts befindlichen Abbildung

als Spaltenvektor.

(3) Gib die Formel aus (1) in Koordinaten-
schreibweise an, falls allgemein die Punkte
A(ai1/az/az) und B(b1/b2/bs) gegeben sind. Der Verbindungsvektor zweier Punkte

Fiir die Aufgabenteile (2) und (3) kann der folgende Merkkasten ausgefiillt werden.




5.4 Darstellung von Vektoren im Raum

Merke: Der Verbindungsvektor AB zweier Punkte A und B lisst sich berechnen als

Differenz der dazugehérigen Ortsvektoren A und B: AB = B — A. In Koordinatenschreibweise
ergibt sich also mit den Punkten A(a1/az2/as) und B(b1/b2/bs):

s ()2

Fiir die Punkte A(-2/5/4) und B(-4/-1/5) gilt: AB = < > - ( ) = < >

c) Berechne fiir die Punkte A(2/2/1), B(3/2/-1) und C(1/2/3) die folgenden Vektoren:
(1) AB (2) AC (3)BC (4)AB + AC (5) 2BC + AC — BA

i

Aufgabe 3: Besondere Vektoren

In den folgenden Abbildungen sind spezielle Vektoren dargestellt. Fiille mithilfe der Abbildungen
die Textlticken aus und ergidnze in den Abbildungen die fehlenden Vektoren.

Vektoren mit x;-Koordinate Null sind parallel zur ~ -Ebene. Vektoren mit x>-Koordinate Null sind
parallel zur -Ebene. Vektoren mit x3-Koordinate Null sind parallel zur -Ebene.

Vektoren mit xi- und x>-Koordinate Null sind parallel zur -Koordinatenachse. Vektoren mit xi-
und xs-Koordinate Null sind parallel zur ~ -Koordinatenachse. Vektoren mit x,- und x3-Koordinate
Null sind parallel zur -Koordinatenachse.

Vektor parallel zu xs-Achse

Besondere Vektoren parallel zu den Ko-
ordinatenebenen und Koordinatenachsen

Merke: Ist eine Koordinate eines Vektors Null, so ist der Vektoren parallel zur einer Koordinaten-
ebene. Sind zwei Koordinaten Null, dann ist der Vektor parallel zu einer Koordinatenachse.
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5.4 Darstellung von Vektoren im Raum

&

Sehr oft braucht man den Mittelpunkt einer Strecke. Wir haben im Unterricht schon gezeigt (Kapi-
tel Skalar und Vektor), wie man in einem Dreieck den Vektor einer Ecke zum gegeniiberliegenden
Seitenmittelpunkt (,Seitenhalbierender Vektor”) mithilfe der beiden Spannvektoren des Dreiecks
bestimmen kann. Ubertrégt man diese Situation in ein Koordinatensystem mit dem Ursprung O und
dem Mittelpunkt M der Strecke AB, so erhilt man:

Aufgabe 4: Mittelpunkt einer Strecke und Parallelogramm

A

M=A+AM

M =A+ AB

M=+l (B-A) _ .
M=A+ B-1A A AB
M=A-lA+!B

M = % A+ % B 0 _ B

M= (A+E) B

a) Erldutere die Umformungsschritte mithilfe der Regeln aus Kapitel 1.

b) Gegeben sind die Punkte A(-2/5/4) und B(2/-1/6) (vgl. Abb. unten links).

Bestimme nun den Mittelpunkt M der Strecke AB mittels Formel M = % (A + B) und elementar
wie oben ausgefiihrt iiber die Addition von Vektoren.

c) Zeige, dass das Viereck AQPB aus der folgenden Abb. rechts ein Parallelogramm ist.

M=1A+B) X,

BI-21216]

A3I-116)s

Fertige Dir fiir die Aufgabenteile d) und e) eine Skizze wie oben rechts an (keine Zeichnung) und
versuche den gesuchten Vektor durch gegebene Vektoren zu erreichen.

d) Gegeben sei in der Abbildung links noch der Punkt C(0/-2/0). Bestimme den Punkt D, so dass
das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist.

e) Vom Parallelogramm ABCD kennt man B(2/4/3) und C(3/0/-5) sowie den Schnittpunkt der
Diagonalen M(-2/4/15). Berechne A und D.
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5.4 Darstellung von Vektoren im Raum

Aufgabe 5: Tetraeder®

Seien A (3/0/0),B (-1/4/0),C(0/-2/0) und D (0/0/3,5) die Ecken eines Tetraeders (Vierflachs). Eine
Skizze eines Tetraeders und den Mittelpunkten U, V, W und X ist im Folgenden dargestellt.

A3

a) Berechne die Mittelpunkte U von AC, V von BC, W von BD und X von AD.

[Hinweis: Berticksichtige den Koordinatenursprung!]

b) Zeige, dass UVWX ein Parallelogramm ist, und berechne den Mittelpunkt M des Parallelo-

gramms.
10

c) Fertige eine saubere Zeichnung an. Beachte beim Zeichnen das , Zeichenkreuz” 5 0 10.
4

[Hinweis: Das obige Zeichenkreuz bedeutet, dass die x2-Achse 15 LE lang sein sollte. Dabei reicht
die Skala von -5 bis 10. Die Skala der x3-Achse sollte von -4 bis 10 reichen, damit alle Punkte des
Tetraeders im Koordinatensystem zu sehen sind.]

a) Beim Spat ABCDEFGH (vgl. Abb. rechts) sind folgende H
Punkte gegeben: A (9/7/5), B (-1/-1/-1), F (0/2/3) und G
(1/3/5). Berechne die restlichen Ecken. E /

Aufgabe 6: Spat und Teilverhiltnisses®

™

b) Gegebenseien A (2/0/-1) und B (8/-3/11). Sund T teilen die / / /
Strecke AB in drei gleiche Teile. Ermittle S und T. ]

S

c) R(4/5/6)undS (7/8/9) teilen die Strecke AB in drei gleiche / /
Teile. Berechne A und B.

™~
O
S,
I~
()

d) Untersuche, in welchem Teilverhiltnist der Punkt T -
(10/5/7) die Strecke AB mit A (3/-2/0) und B (14/9/11) teilt. | A B

% Aus: Lehrbuch: BARTH, E. et al.: Anschauliche Analytische Geometrie. Oldenbourg-Verlag, Miinchen
1997.

5 Definition: T teilt die Strecke AB genau dann im Verhltnis t, wenn gilt: AT = t AB.
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5.4 Darstellung von Vektoren im Raum

30 S
'/é\l Aufgabe 7: Kaufhaussto

a) Deine Aufgabe ist es, das Erdgeschoss eines groien alten Kaufhauses im Modell darzustellen.
Dazu erhidltst Du die Koordinaten von Eckpunkten des umbauten Raumes (der Ursprung des
Koordinatensystems liegt in der Mitte des Erdgeschosses, die Achsen sind parallel zu den Wan-
den, alle Angeben in Metern): A (12|0|0), B (-12|0]0), C (-12|-8]0), D (-8|-8]0), E (-8|-12|0), F
(121-1210), G (12]01]6), H (-12]0]6), I (-12]-816), ] (-8|-8|6), K (-8|-12]6), L (12]-12]6). [Dar-
stellung im Modell: 2 m pro Einheit]

b) Es soll eine Rolltreppe eingebaut werden, die im ersten Stockwerk bei R (0]-2|6) enden bzw.
bei Rz (0|-4|6) zur Weiterfahrt in den zweiten Stock beginnen soll. Rolltreppen haben in der
Regel eine Steigung von 45°. Fiige in das Modell einen moglichen Verlauf der Rolltreppe vom
Erdgeschoss in den ersten Stock ein, lies den Punkt P’y ab, an dem die Rolltreppe im Erdgeschoss
startet und untersuche, durch welche Vektoren die Rolltreppen beschrieben werden kénnen.

c) Schliefilich soll es auch noch Aufziige geben, die alle Etagen vom Untergeschoss bis ins zweite
Obergeschoss verbinden. Ergidnze die Aufziige im Modell und beschreibe sie mit geeigneten
Vektoren.

I 3D
Aufgabe 8: Flugbahns!

Die Position von Flugobjekten am Himmel wird h&ufig auch durch drei Koordi-
naten beschrieben. Der Ursprung liegt dabei beispielsweise im Tower des Flugha-
fens; die Koordinaten geben dann den Abstand (in km) in 6stlicher, nérdlicher und
in vertikaler Richtung an. Die aktuelle Flugrichtung eines Flugzeugs wird als Kurs
bezeichnet. Ein Flugzeug startet bei A (12|12|0) und ist zwei Minuten spéter bei
B (0|12]4). [Darstellung im Modell: 2 km pro Einheit]

a) Stelle diesen Flugabschnitt durch einen Pfeil dar und gib den Kurs mit Hilfe eines Vektors an.

b) Bestimme die Linge des Pfeils und interpretiere seinen Wert im Sachkontext. Ermittle die Ge-
schwindigkeit des Flugzeuges

c) Berechne den Steigwinkel des Flugzeuges.

60 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhulsen 2017, 25.
61 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhulsen 2017, 25.
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192

5.5 Vektoraddition, skalare Multiplikation, Betrag eines Vektors

30 S
l’é\l Aufgabe 1: Linge eines Vektors und Einheitsvektor

a) Betrachte die folgenden Abbildungen und stelle die Situation mit dem 3D-Modell dar. Ermittle

6
die Lange des Vektors @ und gib die Bedeutung des Vektors 3° = % : <—2) an.
3

a

b) Seia = 4] die Linge des Vektors a = (az>, die dargestellt werden kann als Lange der Raumdia-

ds

gonalen im Quader mit der Kantenlénge |a|, |a,| und |az| (vgl. Abbildung unten links). Be-

griinde die folgenden Behauptungen:

(1) dZ = a12 + a22

(2) a® =d? + az2 = a;% +a,% +a32 > a=/a;2 +a,% + a;2

c) Ubertrage in Dein Heft.

Also betrégt die Lange eines Vektors @ : a = |&| = y/a;2 + a,2 + a3?2

6
Beispiel: 3 = (-z) >a=,62+(-2)2+32=36+4+9=+/49=7
3

Will man nun den Vektor bestimmen, der die gleiche Richtung und Orientierung wie der Vektor a
hat und die Lange 1 besitzt, dividiert man @ durch seine Linge a und erhilt den sogenannten

. . . . o a_1
Einheitsvektor in Richtung a: a° = —=--4a

o |

6
Beispiel: d = <—2> =30 =

6
= %(—2) (vgl. Abb. oben rechts)
3

3
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5.5 Vektoraddition, skalare Multiplikation, Betrag eines Vektors

A8
Aufgabe 2: Ballonfahrts2

Die Position eines Heifsluftballons am Himmel wird durch drei Koordinaten - Osten, Norden, Hohe

- (jeweils in km) bestimmt (der Ursprung ist der Tower eines Sportflugplatzes). Die Flugrichtung

hingt vom Wind ab, dessen Richtung durch einen Vektor angegeben wird (jede Komponente in

km/h). Der Ballon startet im Punkt (1|1|0) und steigt senkrecht auf eine Flughche von 2 km. Von
-1 —4

dort fahrt er eine Stunde in Richtung ( 4 ) Dann dndert sich der Wind auf <—10>. Nach einer hal-

0 0
1

ben Stunde wechselt der Wind erneut die Richtung auf (—1,5). Nach weiteren 2 Stunden setzt der

0
3

Ballon zur Landung in Richtung ( 0 > an, wo er nach einer weiteren Stunde den Zielort erreicht.
-2

a) Bestimme, an welchem Ort der Ballon landet und seine Entfernung vom Startpunkt.
b) Untersuche, wie viele Kilometer der Ballon insgesamt zurtickgelegt hat.

c) Stelle die Situation im Modell dar und erstelle eine senkrechte Projektion der Ballonfahrt in die
x1x2-Ebene. Uberpriife die Ergebnisse aus den Aufgabenteil b) und c) durch eine Messung. [Der
Aufstieg des Ballons kann mit einem Stab dargestellt werden; von dort an mit Gummibandern
weiterarbeiten (1 km pro Einheit).]

62 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhllsen 2017, 26.

I 193



5.6 Kontrollaufgaben

5.6 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster fiir die Kontrollaufgaben

21 s
Die Kompetenzen bezie- - <
Ich kann ... hen sich auf folgende S| 5 g
Aufgaben/Kapitel ... 5| =] 5| 5
£ Bl G| E
ol gl g
%) N =) 73
herausarbeiten, inwiefern Vektoren in Richtung,
o .. . N 1a)
Orientierung und Linge tibereinstimmen.
Linearkombinationen von Vektoren zeichnen. 1la)
Vektoren durch Spannvektoren ausdriicken. 2a)
Terme mit Vektoren mithilfe der Rechengesetze 1b)
fiir Vektoren begriindend vereinfachen.
ein Schrégbild des Spats zeichnen und die restli-
chen Eckpunktkoordinaten berechnen, wenn nur | 2b)
4 Eckpunkte gegeben sind.
eine Formel fiir den Mittelpunkt eines Spats be-
N . 2a)
griindend herleiten.
begriinden, dass ein Viereck ein Trapez ist. 2b)
die Bildkoordinaten des Spates bei Spiegelung an
. . 2b)
einer Koordinatenebene angeben.
die Bildkoordinaten des Spates bei Spiegelung an
. . 2b)
einer Koordinatenachse angeben.
die Bildkoordinaten des Spates bei einer Spiege- 2b)
lung am Koordinatenursprung angeben.
die Bildkoordinaten des Spates bei senkrechter
e . 2b)
Projektion in eine Koordinatenebene angeben.
die Bildkoordinaten des Spates bei senkrechter
e . 2b)
Projektion in eine Koordinatenachse angeben.
eine Ballonfahrt im 3D-Modell darstellen. 3c)
Zielkoordinaten einer Ballonfahrt durch Addition
von Vielfachen von Richtungsvektoren bestim- 3a)
men.
Léange von Vektorketten bestimmen. 3a) und b)
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5.6 Kontrollaufgaben

& Aufgabe 1: Skalar und Vektor

a) Essind folgende sieben Vektoren gegeben.

O
9]

I
Y
=2
e

3

(1) Untersuche die unten befindlichen Vektoren auf einen Zusammenhang beziiglich Linge,
Richtung und Orientierung.

(2) Zeichne die Vektoren &, b, ¢ mit den folgenden Eigenschaften oben ein:

e Der Vektor a hat die gleiche Richtung wie der Vektor IJ, ist aber doppelt so lang.
e Der Vektor b ist gleich @ + 1GH.
e Der Vektor ¢ ist gleich b — 3 GH.

b) Fasse unter Angabe der Rechengesetze fiir Vektoren den folgenden Vektorausdruck so weit wie
moglich zusammen: 120(—d + 0,5€) + 30d — (—90d) + (—608).

Aufgabe 2: Spat

Im Spat ABCDEFGH ist M der Mittelpunkt der Raumdia-
gonalen BH. Die VektorenAB =1, AD =V und AE =W
spannen den Spat auf (vgl. Abb. rechts).

a) Driicke die Vektoren AG, CE, FD und BH durch die
Spannvektoren u, V und W aus und zeige, dass folgen-

den Formel gilt: AM = S+ V+wW).

b) Seien nun A (4/0/0), B (4/3/0), D (0/1/0) und E
(2/1/3). Ferner sind Punkte R und S die Mittelpunkte
der Kanten EH und GH.

(1) Berechne die Koordinaten der tibrigen Eckpunkte des Spats sowie des Punktes M.
(2) Weise mithilfe der Vektorrechnung nach, dass das Viereck ACRS ein Trapez ist.

(3) Zeichne den Spat und den Mittelpunkt M als Schrégbild in ein Koordinatensystem.
(4) Gib die Bildkoordinaten der Eckpunkte des Spats ABCDEFG an, wenn er ...

i. an der xi-xo>-Ebene gespiegelt wird.

ii. an der xs-Achse gespiegelt wird.

iii. am Koordinatenursprung gespiegelt wird.
iv. senkrecht in die x»-x3-Ebene projiziert wird.
v. senkrecht in die xi-Achse projiziert wird.




5.6 Kontrollaufgaben

PoyE
Aufgabe 3: Ballonfahrts3

Die Position eines Heifsluftballons am Himmel wird durch drei Koordinaten - Osten, Norden, Hohe
- (jeweils in km) bestimmt (der Ursprung ist der Tower eines Sportflugplatzes). Die Flugrichtung
hingt vom Wind ab, dessen Richtung durch einen Vektor angegeben wird (jede Komponente in

km/h). Der Ballon startet im Punkt (2|2 |0) und wird direkt beim Steigflug vom Wind erfasst und
3

fahrt eine Stunde in Richtung (2) Da Heifsluftballons nicht hoher als 3 km fliegen diirfen, macht
3

-1
der Ballonfahrer den Brenner aus, und der Ballon gleitet fiir zwei Stunden in Richtung (—2). Von
-1
-6 3
dort fliegt er 30 Minuten in Richtung (—4). Dann dndert sich der Wind auf < -1 ) Nach zwei wei-
0 -0,5
teren Stunden ist er gelandet.

a) Bestimme, an welchem Ort der Ballon schliefdlich landet und berechne die Entfernung des Zie-
lorts vom Startpunkt.

b) Untersuche, wie viele Kilometer der Ballon insgesamt zuriickgelegt hat.

c) Stelle die Situation im Modell dar. Uberpriife die Ergebnisse aus den Aufgabenteil b) und c)
durch eine Messung. [Der Aufstieg des Ballons kann mit einem Stab dargestellt werden; von
dort an mit Gummibandern weiterarbeiten (1 km pro Einheit).]

63 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhulsen 2017, 28.

I 196



5.7 Lésungen

5.7 Losungen

5.2 Punkte und Vektoren in der Ebene

2a) bis 2¢)

B R T LA N4l . N B _*_»_»_)1_) 77777
L =) A7\ N b oW=GR-Am=BA+ AR %)




5.7 Losungen

5.3 Darstellung von Punkten im Raum

1 ‘ [ i 3 | I i 7
; H’M..BI'I\MM
AT A
A
__\\?‘,P LJ(_"',/’"'M*‘Xz
1 T X; | [
(==
é‘ &

2a) A(3,5/-1/3), B(-3/-3/-1,5), D(2/2/-1)

2b) A (-4/0/5)
B (0/0/5)
%) A C(0/-5/4)
(1) Nach den Satz von Pythagoras gilt fiir X3 D (0/ 4/5)
die Strecke d: 1 E (-4/-3/0)
¢ F (-3/0/0)
d=0,52+0,52 = 0,5v2 ~ 0,71. Da- G (0/-5/0)
her wird 1 Einheit in x;-Richtung um 05 H (-5/7/0)
den Faktor 0,71 verkleinert. - p 1(0/0/0)
0,5 1 0/5/0
(2) Fur das Normalbild gilt vergleichbar d Xy {(( (é /({ /_)2)
tiir die Strecke d: 1 L (7/-4/0)
d =12+ 0,252 = 0,75V2 ~ 1,06 (Vergrs- 1\N’I(g/ 52/ f)
Berung um den Faktor 1,06). X 1 o 58;0; _4;
2d) 2e)
A%
41 %8B
R
3T
L] \
z i xA %3
N -3 I 2
1 L 1 _l2 : L xz i
AT )
Cx 7 2'1' A -3
(g / /1 -
LVl ¥'3  _9%D _/-' / by v
f . .
X /5 -3+ -3 /2 =1 1 2 Xy
V4 -
R
2 /
/| 1
e D ./" —
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5.7 Losungen

3a)
X1 X2 X3 Oktant X1 X2 X3 Oktant
+ + + I + + - \Y
- + + I - + - VI
- - + ITI - - - VII
+ - + v + - - VIII

3b) Bei Punkte, die in der xix2-Ebene liegen, ist die x3 -Koordinate Null.
Bei Punkte, die in der x1xs-Ebene liegen, ist die x2 -Koordinate Null.
Bei Punkte, die in der x2xs-Ebene liegen, ist die x; -Koordinate Null.

3c) Bei Punkte, die auf der xi-Achse liegen, sind die xz - und die x3 -Koordinate Null.
Bei Punkte, die auf der x2-Achse liegen, sind die x; - und die x3 -Koordinate Null.
Bei Punkte, die auf der xs-Achse liegen, sind die x; - und die x, -Koordinate Null.

4a) Bei der Spiegelung von P(x1/x2/x3) an der xixo-Ebenen lautet P*(x1/ x2/-x3).

Bei der Spiegelung von P(x1/x2/x3) an der xixs-Ebenen lautet P*(x1/-x2/x3).

Bei der Spiegelung von P(x1/x2/x3) an der x2xs-Ebenen lautet P*(-x1/x2/ x3).

Bei einer senkrechten Projektion von P(x1/x2/xs) in die x1x2-Ebenen lautet P*(x1/x2/0).
Bei einer senkrechten Projektion von P(x1/x2/xs) in die x1xs-Ebenen lautet P"(x1/0/x3).
Bei einer senkrechten Projektion von P(x1/x2/xs) in die x2xs-Ebenen lautet P*(0/x2/x3).

4b) Bei der Spiegelung von P(x1/x2/x3) an der x;-Achse lautet P*(x1/-x2/-x3).

Bei der Spiegelung von P(x1/x2/xs) an der x2-Achse lautet P*(-x1/x2/-x3).

Bei der Spiegelung von P(x1/x2/xs) an der xs-Achse lautet P(-x1/-x2/x3).

Bei einer senkrechten Projektion von P(x1/x2/x3) in die xi-Achse lautet P"(x1/0/0).
Bei einer senkrechten Projektion von P(x1/x2/x3) in die x>-Achse lautet P"(0/x2/0).
Bei einer senkrechten Projektion von P(x1/x2/xs) in die xs-Achse lautet P*(0/0/x3).

4c) (1) Bei der Spiegelung von P(x1/x2/x3) am Ursprung lautet der Bildpunkt P"(-x1/-x2/-x3).
(2) Eine hintereinander ausgefiihrte Spiegelung an zwei Koordinatenachsen ist gleichzusetzen mit

der Spiegelung am Ursprung. Ebenso kénnte man hintereinander an allen drei Grundebenen spie-
geln um die Punktspiegelung am Ursprung zu ersetzen.

5a) Fir E erhdlt man x2 = -5, fiir den Halbraum x2 < -5

5b)

{-41211)

7z,

0l-210) P
Q.%
AT\




5.7 Losungen

5.4 Darstellung von Vektoren im Raum

1a)

_ 1 0 0 -5

b=-5-e/+(-5)e;+5e3= —5-(0)+(—5)-<1>+5-<0)=(—5>.
0 0 1 5

1b)

individuelle Losung

-3
2a) Q(-3/5/4) 6=(5>
2b)

(1) Um von A nach B zu gelangen, geht man iiber den Ursprung zuniichst den Vektor —A und dann
den Vektor B . Es gilt folglich: AB = —A + B. Mit dem Kommutativgesetz folgt: AB = B — A .

by ay b; —a;
(2)ﬁ=§—?§= <b2>—<32> = <b2 —az)
b3 az b3 —as
-\ -2\ (-2
(3)AB = <—1> — < 5 ) = <—6)
5 4 1

2c)
1 -1 -2 0 —4
(1@:(0)(2)1?’(;:(0) 3)BC =<0) (4)AB + &C =<0> (5)zs—c’+A—c’_m’=(o>
-2 2 4 0 8
3

Vektoren mit x;-Koordinate Null sind parallel zur x>xs -Ebene. Vektoren mit x>-Koordinate Null sind
parallel zur xixs-Ebene. Vektoren mit x3-Koordinate Null sind parallel zur xix2-Ebene. Vektoren mit
x1- und x,-Koordinate Null sind parallel zur x; -Koordinatenachse. Vektoren mit xi- und xs-Koordi-
nate Null sind parallel zur x; -Koordinatenachse. Vektoren mit x>- und xs-Koordinate Null sind pa-
rallel zur x; -Koordinatenachse.
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5.7 Losungen

4a)
M = A+ AM
M=A+ %ﬁ (M ist Mittelpunkt der Strecke von A nach B)
M=A+ 2 ( B- K) (Formel fiir den Vektor von A nach B)
M=A+ %_B) - %K (Distributivgesetz)
M = A —2A + 2B (Kommutativgesetz)
M = %K + %_B) (Addition von Vektoren)
M = }(A + B) (Distributivgesetz)
4b)
. Y 1 oy 1 2 -2 (0 0
Uber die Formel: M :E(B+A) :E<<_1)+< 5 )) =5(4>= (2)
6 4 10 5
Elementar iiber Vektoraddition: M = A + 2 AB=A+ % -(B-A)
. -2 1 2 -2 -2 ) 4 -2 2 0
M = 5)+5 —1)— 5| |={(5]+;(-6]=|5|+|-3)=(2
4 6 4 4 2 4 1 5

4¢)

Es reicht zu zeigen, dass AB = ﬁi ist.

s ()3 (oo )60

4d)

Man fertigt die rechts befindliche Skizze an.
Es gilt im Parallelogramm BC = AD. Daher gilt fiir D:

oesnen()-(5-()-()

4e)

I

Man fertigt die rechts befindliche Skizze an. D

~7
A E+2W’=E+2(KZ—E)=(8)

35
-6 A
5= B+ 28 = B+ 2( — B) = ( 4)
27
Man erhalt also A(-7/8/35) und D(-6/4/27). Ursprung O
5a)
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5.7 Losungen

/15 _ =05\ /=05 1,5
U=§(A+C)=<—1>;V=§(B+c):< 1 );W=;(3+D)=< 2 );X:%(A+D)=< 0 )
0 0

U(1,5/-1/0); V(-0,5/1/0); W(-0,5/2/1,75); X(1,5/0/1,75)

5b)

-2 -2
UV=V-U= ( 2 ) und XW =W — X = < 2 > Wegen UV = XW ist UVWX ein Parallelogramm.
0 0

0,5
Fiir den Mittelpunkt M gilt als Mittelpunkt eines Parallelogramms: M = 2 (U + W) = ( 0,5 )
0,875

6b)




5.7 Losungen

8 4
s=A+§AB=K+§(§—A)=A+§§—§A=§K+§§=§<o)+§<—3)=<—1>=>S(4/—1/3)
11
, (8 6
2(-3)={-2|=T(6/-2/7)
11 7

Lo L (14 4 0
§=S+RS=S+(S—R)=25—R=<18)—<5>=<0 = B(10/11/12)
1
o . /8 7 1
A=R+SR=R+(R- )=2R—S=<10)—<8>=<2>:>A(1/2/3)
3
6d)

. o 10 3 7 . N 14 3 11 — —
AT:T—A:(5>—(—2> = <7>undAB =B-A= (9)—(—2> = (11>-DahergﬂtiAT=§ABr
7 0 7 11/ \0 11

so dass T die Strecke von A nach B im Teilverhiltnis Tt = ; teilt.

7b) und c)
L 0 0 . 0
Pp=P + ( 6 > = (4) und damit lautet der Rolltreppenvektor P;P; = <—6). Die Aufziige haben
—6 0 6
0
alle die Richtung <0> .
6
8a)

13

8b)

(+)

Flugzeug hat also in 2 Minuten 2v160 km zurtickgelegt und damit pro Stunde 60v160 = 759 km.

= /(—12)2 + 4% = \/160 beschreibt der in zwei Minuten zurtickgelegte Weg in LE. Das

8c) Der Steigwinkel des Flugzeuges betrigt a = tan™? (%) =tan™! G) ~ 18,43°.




5.7 Losungen

5.5 Vektoraddition, skalare Multiplikation, Betrag eines Vektors

1a)

Die Lange des Vektors @ kann mit dem Satz des Pythagoras ermittelt werden. Zunichst gilt fiir die
Lange Diagonalen in der xix>-Ebene d = v/40. Fiir die Raumdiagonale im Quader gilt ebenfalls nach

6
dem Satz des Pythagoras a = V40 + 9 = 7. Der Vektor a@° = % <—2) hat die gleiche Richtung wie
3

der Vektor @ und hat die Lénge 1.
1b)

Verallgemeinert man die Uberlegung des doppelten Pythagoras aus 1a) erhilt man mit dem Satz
des Pythagoras fiir das rechtwinklige Dreieck in der Bodenfliche d? = a;* + a,2. Mit dem Satz des
Pythagoras fiir das rechtwinklige Dreieck mit der Raumdiagonalen a ergibt sich a? = d? + a3?. Setzt
man d? aus (1) in diese Gleichung ein, erhilt man die gesuchte Gleichung (2). Durch Wurzelziehen
ergibt sich die Lange des Vektors @.

2a)

1 0 -1 —4 1 3 3
(1)+(c) () #os-(-10)+2-(-15) (0 ) =(=5)
0 2 0 0 0 -2 0
Der Ballon landet beim Punkt E(3 | -3 | 0). Punkte, an denen sich der Kurs d@ndert: B(1|1|2), C(0|5]2),

D(-2]0]2), E0|-3]2). ]
()
0

3 1 2
Entfernung vom Start- zum Landeplatz: <—3) - <1> = (—4) ; =+/20 ~ 4,47 km
2b) Gesamte Flugldnge: L = 2 + V5 + 0,5V116 + 24/3,25 + V13 ~ 18,72 km

0 0 0

2c) Senkrechte Projektion in die x1x>-Ebene

nt

=

bl
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5.7 Losungen

5.6 Kontrollaufgaben

1a) (1) Gleiche Richtung;: MN und m; ﬁ)’, EF und ﬁ; Gleiche Orientierung: EF und ﬁ;GleiChe
Linge: MN und LK; CDund GH

@ )
B E > F L - 1A
= e L '
A—"" G—H C B iat
=" I ¢ b

1b) (1) 120(—d + 0,5€) + 30d — (—90d) + (—608) = —120d + 608 + 30d + 90d + (—608) = 0 .
120(—(_{ +0,58) = —120d + 608: Beim Ausmultiplizieren wird das Distributivgesetz angewendet.

= (—905) = ---+ 90d: Subtrahieren beutet Addition des Gegenvektors. Nach dem ersten Gleich-
heitszeichen diirfen die Summanden wegen des Kommutativgesetzes beliebig vertauscht werden
und wegen des Assoziativgesetzes geeignet aneinander gebunden werden.

2) AG=U+V+W; CE=—-U—-V+W; FD=-U+V—-W, BH=-U+V+Ww
AM=T+2-BH=U+2 (—-U+V4+W) =TG- T+- V4> V=2 @A+V+W)
2 2 2 2 2 2
2b) (1)C=B+AD=B+D—-A=|4]|=C(0/4/0); F=B+AE=B+E—A[4|=F(2/4/3);
0 3
G=C+AE=C+E-A=|5 |=>G(-2/5/3;H=D+AE=D+E—-A=| 2 |=H(-2/2/3)
3 3
1
M=_E+H = (2,5> = M(1/2,5/1,5)
1,5

(2) Zu zeigen: RS hat die gleiche Richtung wie AC, denn dann ist ACSR ein Trapez. RS =S — R =
%((_}) +H) - HE+ H) = %(6 +H-E-H) = %(6 ~-E)= %ﬁ = %E . Das letzte Gleichheitszeichen
gilt, da ABCD und EFGH parallele und deckungsgleiche Fldchen im Spat sind. Wer konkret rech-

—4 -2
net, erhalt: AC = < 4 ) =2 < 2 ) = 2RS mit den Punkten R(0/1,5/3) und S(-2/3,5/3).
0

0
3)
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5.7 Losungen

Spat A B C D E F G H
P [@/0/0) [ (@/3/0) | (0/4/0) [ (0/1/0) [@/1/3) | (2/4/3) | (2/5/3) | (2/2/3)

Bild | A" B’ C D’ E’ F’ G’ H’

1. (4/0/0) | (4/3/0) |(0/4/0) | (0/1/0) | (2/1/-3) |(2/4/-3) |(-2/5/-3)|(-2/2/-3)

ii. | (-4/0/0) | (-4/-3/0) | (0/-4/0) | (0/-1/0) | (-2/-1/3) | (-2/-4/3) | (2/-5/3) | (2/-2/3)

iii. | (-4/0/0) | (-4/-3/0) | (0/-4/0) | (0/-1/0) | (-2/-1/-3) | (-2/-4/-3) | (2/-5/-3) | (2/-2/-3)

iv. |(0/0/0) |(0/3/0) |(0/4/0) |(0/1/0) |(0/1/3) |(0/4/3) |(0/5/3) |(0/2/3)

v. [(4/0/0) |(4/0/0) [(0/0/0) |(0/0/0) |(2/0/0) |(2/0/0) |(-2/0/0) |(-2/0/0)
3a)

2 3 -1 -6 3 6
<2>+<2>+2-<—2>+0,5-(—4>+2-<—1):(—4)

0 3 -1 0 -0,5 0

Der Ballon landet beim Punkt E(6 | -4 | 0). Punkte, an denen sich der Kurs d@ndert: B(5|4|3), C(3|0]1),

D(0]-2]

Entfernung vom Start- zum Landeplatz: <

3b)

1)

6
-4
0

A

2
2
0

)

)

()

Gesamte Flugldnge: L = V22 + 246 + 0,5v52 + 2,/10,25 ~ 19,60 km

=+/52 ~ 7,21 km
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