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1 Noch fit? - Stochastisches Grundwissen aus der E-Phase

¥

Aufgabe 1: Wahrscheinlichkeitsverteilung und Erwartungswert

Definitionen: Den Ergebnissen eines Zufallsversuchs kann man Wahrscheinlichkeiten zuord-
nen. Die Wahrscheinlichkeiten sind gut gewahlt, wenn sie die relativen Haufigkeiten bei grofser
Versuchszahl gut vorhersagen. Die Wahrscheinlichkeiten aller Ergebnisse addieren sich zu 100 %.
Sie bilden eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beispiel: Im Zufallsversuch eines Wurfes von zwei Hexaeder-Wiirfeln erhilt man folgende Wahr-
scheinlichkeitsverteilung fiir die Zufallsgrofse X: Anzahl 6er-Wiirfen:

Ereignis Zweimal 6 Einmal 6 Keine 6
1 . 11 1 51 15 10 5 11 25
Wahrscheinlichkeit o= e == - =—
6 6 36 6 6 6 6 36 18 36 36

Definition: Wenn bei einer Datenerhebung die Ergebnisse xi, x2, ..., xn mit den Wahrscheinlich-
keiten p1, p2, ps3, ..., pn auftreten, heifSst der Wert p = x4 - p; + X, - p + *** + X, * py, der Erwartungs-
wert der Wahrscheinlichkeitsverteilung. Er gibt an, welchen Mittelwert man bei ausreichend
grofler Versuchszahl auf lange Sicht erwarten kann. Er ist eine Prognose fiir den Mittelwert.

Beispiel: Wird beim obigen Zufallsversuch pro Wurf mit zwei Wiirfeln 1 € eingesetzt, stellt sich die
Frage, wie die Auszahlung erfolgen muss, damit das Spiel fair ist. Betrachtet wird die folgende
Auszahlungsvariante:

Ereignis Zweimal 6 Einmal 6 Keine 6

Wahrscheinlichkeit 2o e _ZLB
6 6 36 6 6 6 6 36 18 36 36

Auszahlung 8€ 1€ 0€

Gewinn 7€ 0€ -1€

Auszahl t =8€ —+1€ +0€2=_"€=050€

uszahlungserwartung Ho = ” = == 3.€=0
Gewinnerwartung Ho=7€ —4+0€- = +(-1€)-2=-2¢=_050¢€
36 18 36 36

Antwort: Das obige Spiel ist unfair, weil die Auszahlung auf Dauer nur 0,50 € pro Spiel ist, was
zum einem dauerhaften Verlust von 50 Cent pro Spiel fithren wiirde.

Begriinde, fiir welchen Auszahlungsbetrag fiir einen 6er-Pasch, das Spiel fair wird.
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Aufgabe

Auf einem Jahrmarkt wird ein Gliicksspiel angeboten. Fiir 1 € Einsatz werden nacheinander die
folgenden 3 Gliicksrdder gedreht. Die Auszahzlung erfolgt nach folgender Regelung:

Man kann zu dem Zufallsversuch folgendes Baumdiagramm erstellen:

2: Pfadregeln
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Will man die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis (1/2/1) bestimmen, ldsst sich diese mithilfe der
Pfadmultiplikationsregel errechnen: P(1/2/1) = % - % : 1—12 = ﬁ.

Will man die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,Zahlendreierpasch” bestimmen, muss man
mithilfe der Pfadadditionsregel P(1/1/1) und P(2/2/2) addieren:

P(Zahlendreierpasch) =P(1/1/1) + P(2/2/2) = 7—12 + % — 35

144

Fiir das obige Spiel ergibt sich folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

Anzahl der Riader mit einer 1 0 1 2 3
Wahrscheinlichkeit 1 5 29 1
48 9 144 72

: : I >E—E +m _|_E +ﬁ = V1
a) Zeige, dass das Spiel unfairist. 1 > ;=7 Tl + €+ 0+ 1=

b) Ermittle eine Auszahlungsverteilung, die ein faires Spiel ermoglicht.
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Aufgabe 3: Bedingte Wahrscheinlichkeit und Vierfeldertafel

Wenn man bei einer statistischen Erhebung zwei Merkmale wie z. B. Geschlecht und Kérpergrofie
gleichzeitig untersucht, kann das Vorwissen tiber ein Merkmal die Wahrscheinlichkeit des

anderen Merkmals beeinflussen. Man spricht von bedingten Wahrscheinlichkeiten.

Beispiel: Dies wollen wir am Urnenmodell verdeutlichen. Anhand der Abbildung
rechts erkennt man, dass es vier unterschiedliche Kugelsorten gibt, dessen Anzahlen

mithilfe einer Vierfeldertafel dargestellt werden kénnen:

Mit Punkt (M) Ohne Punkt (M) Summe
Rot (R) 3 1 4
Nicht Rot (R) 2 4 6
Summe 5 5 10

Dann beschreibt Pg(M) = % =75 % die Wahrscheinlichkeit eine markierte Kugel (M) zu ziehen,
wenn mann weif3, dass sie rot (R) ist. Von allen markierten Kugeln werden als Grundgesamtheit nur
die roten Kugeln betrachtet. P(R N M) = 13—0 = 30 % beschreibt dagegen die Wahrscheinlichkeit, eine

Kugel zu ziehen, die rot (R) und markiert ist (M). Von allen Kugeln werden solche betrachtet, die
rot und markiert sind.

a) Berechne folgende Wahrscheinlichkeiten: PR(I\_/IL Pr(M), Pr(M), Py (R), Py (R), Py (R), Py (R), die
Wabhrscheinlichkeiten P(R n M), P(R N M) und P(R n M) sowie P(R), P(M) und P(R) und P(M).
Fasse die Wahrscheinlichkeiten jeweils in Worte.

Die Vierfeldertafel kann zum Beispiel durch folgendes Baumdiagramme dargestellt werden:

P(R) / &(i)

P (M) / \ Pr(M) P (M) / \pﬁ(M)

P(R N M) P(R N M) PRNM) PRNM)

Daraus lasst sich aufgrund der Pfadmultiplikationsregel folgender wichtiger Merksatz ableiten:

Merksatz: P, (B) sei die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B, wenn man weif3, dass A
eingetreten ist bzw. Pg(A) die entsprechende bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A un-
ter der Bedingung B. Dann gelten wegen der Pfadmultiplikationsregel folgende wichtige Formeln:

P(ANB)
P(A)

P(ANB)

PA(B) = @)

Pg(B) =

b) Erstelle ein Baumdiagramm, das als erste Pfade danach unterscheidet, ob eine Kugel markiert
ist oder nicht. Beschrifte alle Pfade mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten.
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Wird etwa mit einem Test untersucht, ob jemand an einem Virus infiziert ist oder nicht, werden
zwei Begriffe fiir bestimmte bedingte Wahrscheinlichkeiten verwendet:

Die Sensitivitit entspricht der bedingten Wahrscheinlichkeit P iert (+) und bedeutet die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine infizierte Person positiv getestet wird. Die Spezifitit wird durch die be-
dingte Wahrscheinlichkeit Picht infiziert(—) beschrieben und meint die Wahrscheinlichkeit, dass
eine nicht infizierte Person einen negativen Test hat.

c) Bestimme die Sensitivitdt und Spezifitat fiir folgenden Vierfeldertafel.

Wahrscheinlichkeiten Infiziert (I) Nicht infiziert (I) Gesamt
Positiver Test (+) 0,000999 0,001998 0,002997
Negativer Test (—) 0,000001 0,997002 0,997003
Gesamt 0,001=0,1 % 0,999 100 %
g Aufgabe 4: Verkniipfungsmoglichkeiten von zwei Ereignissen
Sprechweise Term im mathematisches Modell Veranschaulichung
o A A
G?genere1gm§ zu A, i B
Nicht das Ereignis A 5
Ereignis A und Ereignis B; A A
Beide Ereignisse; ANB }E
Sowohl A als auch B B
Ereignis A oder Ereignis B A A
reignis A oder Ereignis B; == B
Mindestens eines der Ereignisse AUB=ANB B
A A
Keines der Ereignisse; —_ = B
Weder A noch B AUB=ANB B
A A
Hochstens eines der Ereignisse; | —— — —
Nicht beide Ereignisse ANB=AUB ]i
B
A A
Genau eines der Ereignisse; — = B
Entweder A oder B (ANB)U (AN B) B

In der Saison 2014/2015 fielen in der Fufiball-Bundesliga in 306 Spielen 843 Tore. 20
davon waren Eigentore. Aufgrund langfristiger Beobachtungen ist festgestellt worden,
dass im Schnitt 55 % der Tore von Stiirmern erzielt werden. 80 % aller Tore werden
von Spielern erzielt, die in der Startelf stehen. Wenn ein Einwechselspieler ein Tor IG
erzielt, ist dies zu 25 % kein Stiirmer.
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a) Erstelle zur dargestellten Situation eine geeignete Vierfelder-Tafel und bestimme dort die An-
teile. Markiere die Anteile, die sich ohne Rechnung aus den obigen Angaben ergeben.

b) Gib Wahrscheinlichkeit und Ereignisterm fiir folgende Ereignisse an. Der Torschiitze ist ...

(1) Sttirmer der Startelf.

(2) weder Sttirmer noch Einwechselspieler.

(3) Sttirmer oder Einwechselspieler.

(4) kein Sttirmer.

(5) entweder Stiirmer oder Einwechselspieler.

(6) nicht gleichzeitig Einwechselspieler und Nichtsttirmer.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ...

(1) unter den Stiirmern ein Einwechselspieler getroffen hat.

(2) unter den Einwechselspielern ein Nichtstiirmer getroffen hat.
(3) unter den Startspielern ein Stiirmer getroffen hat.

(4) unter den Nichtstiirmern ein Startspieler getroffen hat.

Aufgabe 5: Stochastische Unabhingigkeit

Definition: Zwei Ereignisse E und F heifien stochastisch unabhingig, wenn gilt: Pg(F) = P(F).

Satz: Zwei Ereignisse E und F sind genau dann stochastisch unabhingig, wenn die folgende
Gleichung gilt: P(E N F) = P(E) - P(F).

Man wirft zwei Wiirfel. Untersuche die Ereignisse A und B auf Unabhangigkeit.
a) A =,Die Augensumme ist 6.” und B =, Die Differenz der Augenzahlen betrégt 0.”
b) A =, Der erste Wiirfel zeigt eine 3.” und B =, Die Augensumme ist grofier als 5.”

c) A = ,Der erste Wiirfel zeigt eine Augenzahl unter 3.” und B = ,,Der zweite Wiirfel zeigt eine
Augenzahl tiber 3.”



2 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Histogramme

Aufgabe 1: Differenz gewinnt
Spielanleitung: nn

e Jeder Spieler markiert 18 Striche in einer Farbe auf dem Spielfeld , Differenz”, indem er sie auf
die sechs Felder verteilt.

e Eswird im Uhrzeigersinn mit zwei Wiirfeln gewtirfelt und die Differenz der Augenzahlen beider
Wiirfel ermittelt.

e Vom Feld der gewdirfelten Differenz darf jeder Spieler einen Strich seiner Farbe streichen.

e Gewonnen hat der Spieler, der zuerst alle seine Striche durchgestrichen hat.

a) Welche Strategie wihlst Du? Begriinde Deine Entscheidung? Spiele das Spiel und tiberpriife
Deine Ausgangsstrategie.

b) Uberlege, welche Strategie am giinstigsten ist und fiille die nachfolgende Tabelle Wahrschein-
lichkeitsverteilung fuir die ZufallsgrofSe X: , Differenz der Augensumme beim Wurf zweier Hexaeder”
aus und zeichne ein Histogramm. Hierfiir fiihren wir einige wichtige Definitionen ein:

ZufallsgroBe X: Eine ZufallsgréBe oder Zufallsvariable X ist eine Funktion, die jedem Er-
gebnis eines Zufallsexperiments genau eine reelle Zahl x; zuordnet. Im obigen Beispiel
ordnet X jedem der 36 Moglichkeiten fiir einen zweifachen Hexaeder-Wurf genau eine
der 6 moglichen Differenzen zu. Diese Differenzwerte werden mitx1 =0xx=1...,x6 =5
bezeichnet.

Ereignis X = xi: Mit X = xi wird das Ereignis bezeichnet, dessen Ergebnisse alle dazu fiihren,
dass die Zufallsgrofie X den Wert x; annimmt. Im obigen Beispiel sind dies X = 0 bis X = 5.

Wahrscheinlichkeitsverteilung und Histogramm: Ordnet man jedem Wert x;, den die Zufalls-
grofie X annehmen kann, die Wahrscheinlichkeit P(X = xi) zu, erhdlt man eine Zuordnungsta-
belle, die man als Wahrscheinlichkeitsverteilung bezeichnet. Ihre grafische Darstellung heifst
Histogramm oder Verteilungsdiagramm.

Xi x1=0 x2=1 X3 =2 X1=3 x5 =4 X6 =5
(1/1), (2/2)
X =x; (3/3), (4/4)
(5/5), (6/6)
P (X = Xi) _1_ 3
36 6 18
g -
g 18
o]
5b
)
==

Zur Erinnerung: Der Erwartungswert p der Zufallsgrofie X mit der Wertemenge {x1, X2, ..., Xm}
entspricht in unserem Beispiel der mittleren Differenz, die man pro Hexaeder-2fach-Wurf erwar-
ten kann. Es gilt: p = E(X) = x; - PX =xq) + X, - PX =x;) + - + xp, - P(X = xy,). Er ist also eine
Prognose fiir den Mittelwert.

c) Berechne den Erwartungswert E(X) fuir die obige Zufallsgrofie X.
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Spielfeld zu , Differenz gewinnt”




Tetraeder t d Oktaed: Dodekaed.
& Arbeitsblatt 2: Augensummen v, | & -1‘ “A

Wi <P

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrofie X: , Augensumme beim 2-fachen
Wourf eines Tetraeders” und zeichne das zugehorige Histogramm.

xi | X =xi: zugehorige Ergebnisse P (X =x;) | Histogramm

2 | (1/1) -

b) Bestimme die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrofie 16
X: ,,Augensumme beim Werfen eines Tetraeders und Hexaeders” und
zeichne das zugehorige Histogramm.

xi | X =xi: zugehorige Ergebnisse P (X =x;) | Histogramm

10
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c) Sowohl beim Werfen eines Oktaeder zusammen mit einem Tetraeder als auch beim Werfen von
zwei Hexaedern sind die Augensummen 2, 3, ..., 12 moglich. Bestimme die dazugehorigen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Woran konnte man bemerken, ob Oktaeder und Tetraeder bzw. zwei Hexaeder geworfen wur-
den?

Oktaeder und Tetraeder Zwei Hexaeder

X = x; P(X = xj) X=x; P(X = xi)

Xi

10

11

12

d) Zur Erinnerung: Der Erwartungswert p beschreibt, welcher Wert durchschnittlich bei einer gro-
en Zahl von Wiirfen zu erwarten ist. Er ist eine Prognose fiir den Mittelwert.

Berechne fiir die vier Zufallsexperimente von Arbeitsblatt 2 jeweils den Erwartungswert.

Versuch Erwartungswert p

2-facher Wurf eines Tetraeders

Wurf eines Tetraeders und Hexaeders

Wurf eines Oktaeders und Tetraeders

Wurf zweier Hexaeder
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3 Binomialverteilung

Ein Hersteller von Uberraschungs-Schokokugeln wirbt damit, dass in jeder siebten Kugel eine Figur
enthalten ist, die unter Sammlern als besonders wertvoll gilt. Daher ist die Freude grofs, wenn man
in seiner Kugel eine solche Figur entdeckt. Ein solcher Kugelinhalt werde also als Erfolg (Treffer)
gewertet (E), alle anderen Kugelfiillungen als Misserfolg (M).

Aufgabe 1 (Uberraschungs-Schokokugeln)

Man betrachte zunachst den Kauf von zwei Uberraschungskugeln und untersuche die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Zufallsgrofe X: ,, Anzahl der Erfolge” (d. h. Anzahl der Uberraschungskugeln
mit besonderem Inhalt).

a) Trage in folgendem Baumdiagramm die Pfadwahrscheinlichkeiten ein.

E
E
M
E
M
M

b) Ermittle die moglichen Ergebnisse und Wahrscheinlichkeiten fiir 0, 1, 2 Erfolge beim Kauf von
zwei Schokokugeln und trage sie in die Tabelle ein.

Erfolgsanzahl k | X = k: mogliche Ergebnisse mit k Treffern | Wahrscheinlichkeit P(X = k)

0

c) Ergidnze das obige Baumdiagramm fiir den Kauf von frei Schokokugeln, ermittle die moglichen
Ergebnisse und Wahrscheinlichkeiten fiir 0, 1, 2, 3 Erfolge und trage sie in die Tabelle ein.
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K |X=k P(X = k)

d) Fiille die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir vier Schokokugeln aus.

K | X=k P(X = k)

e) Untersuche, wie sich die Wahrscheinlichkeit P(X = k) fuir das Ereignis , k Erfolge” bei einer be-
liebigen Anzahl n gekauften Uberraschungsschokokugeln berechnet.

f) Berechne den Erwartungswert p fiir die Zufallsgrofie X: ,, Anzahl k der Erfolge beim Kauf von n
Uberraschungsschokokugeln” fiir n = 1, 2, 3, 4 Schokokugeln.

N | Erwartungswert p

1100 6+1 1_1
7 7 7

2

3

4
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Aufgabe 2: Iterative Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei Bernoulli-Ketten

Definition: Bei jedem Zug einer Schokokugel sind genau zwei Ausgange moglich, namlich Erfolg
(E) und Misserfolg (M). Solche Zufallsversuche (Experimente) nennt man Bernoulli-Experimente.

a) Nenne weitere Bernoulli-Versuche.

Definition: Andert sich die Erfolgswahrscheinlichkeit bei jedem der n Ziige eines Bernoulli-Ver-
suches nicht, spricht man von einer Bernoulli-Kette der Linge n (n-stufige Bernoulli-Kette).

b) Gib Beispiele fiir Bernoulli-Versuche an, bei denen sich die Erfolgswahrscheinlichkeit im Laufe
eines n-stufigen Experimentes d@ndert.

c) Nach dem Kauf von Uberraschungsschokokugeln kann man die Wahrscheinlichkeiten der Er-
eignisse auch anders aufschreiben. Fiir den Kauf von drei Kugeln liegt also eine 3-stufige

Bernoulli-Kette mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p = ; VOr.

Notiere in den Késtchen in der Zeile ,Stand nach 3 Kédufen” Terme fiir die fehlenden Wahr-
scheinlichkeiten. Erldutere die Bedeutung der beschrifteten Pfeile und gib Terme fiir die fehlen-
den Wahrscheinlichkeiten in der Zeile ,Stand nach 4 Kugeln” an.

Is<fanfd nach | px =)= P(X=1) = P(X =2) = P(X =3) =
aul von 0 3 1 2
3 Kugeln L G) ' (S) 3 G) ' (S)

Stand nach
Kauf von
4 Kugeln

d) Erldutere, wie man von den Wahrscheinlichkeiten der ersten zu denen der zweiten Zeile gelangt.

e) Erweitere das Diagramm fiir n = 5, indem Du Terme ftir Wahrscheinlichkeiten in die nachfol-
genden Kastchen eintragst.

P(X =0) = P(X=1) = P(X =2) = P(X =3) = P(X=4)= P(X =5) =

()6

f) Erldutere, wie man tiberpriifen kann, dass nichts tibersehen wurde.
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Berechnung der Pfadanzahl mit k Erfolgen fithrt zum Binomialkoeffizienten (E)

Will man z. B. wissen, wie viele Pfade bei 5 Schokokugeln zu 3 Erfolgen fiihren, {iberlegt man sich
ein passendes Bild. Man konnte sich fragen, wie viele Moglichkeiten 3 Personen haben sich auf 5
Stithle zu setzen. Dabei darf die Reihenfolge (Individualitédt) der sitzenden Personen allerdings
keine Rolle spielen. Denn bei einem Ergebnis (Erfolg, Erfolg, Erfolg, Misserfolg, Misserfolg) spielt
die Reihenfolge (Individualitét einer Schokokugel mit Erfolg) keine Rolle.

3 Personen haben offenbar 5 - 4 - 3 = 60 Moglichkeiten sich auf 5 Stiihle zu setzen. Denn: Die erste
Person hat 5 Moglichkeiten sich zu setzen, die zweite zu jeder dieser Moglichkeiten 4 Moglichkei-
ten, so dass insgesamt 5 - 4 = 20 Moglichkeiten entstehen. Zu jeder dieser 5 - 4 = 20 Moglichkei-
ten hat eine dritte Person 3 Moglichkeiten, also insgesamt 20 - 3 = 5 - 4 - 3 = 60 Moglichkeiten.

Da die Reihenfolge der Stuhlbelegungen keine Rolle spielen soll, haben wir zu viele Méglichkei-
ten. Zu jeder der 5- 4 - 3 = 60 Moglichkeiten (Permutationen) fithren jeweils 3-2-1 = 6 Mog-
lichkeiten zur gleichen Kombination. Im Bild gesprochen: Bei jeder Sitzkombination kénnen sich
die drei Personen mit 3 - 2 - 1 = 6 Moglichkeiten auf die besetzten drei Stiihle verteilen, ohne dass
eine ,neue” Kombination entsteht.

Insgesamt haben 3 Personen ohne Beachtung der Reihenfolge (Individualitat) > zi =—=10

Moglichkeiten, sich auf 5 Stiihle zu setzen. Beachtet man die Reihenfolge (Ind1v1duahtat) erhalt
man 5 - 4 - 3 = 60 Moglichkeiten.

Man schreibt im ersten Fall (g) 543 _ 54321 3! ind nennt diesen Ausdruck Binomial-
321 32121  31(5-3)!
1
koeffizient 5 iiber 3. Im zweiten Fall gilt5-4 -3 = sAsEl_ S
21 (5-3)!

Verallgemeinert man die obige Uberlegung auf n Stiihle und k Personen, die sich ohne Beachtung
der Individualitat darauf verteilen, erhilt man fiir den Binomialkoeffizient n iiber k:

ny n-(n—1)...[n—(k—1)]_n(n—l)...[n—(k—l)]-(n—k)~~~2-1_ n!
(k)_ ke(k—1)2-1  ke(k—=12-1-(n—-k)-~2-1 Kkl (n—k)!

Beachtet man die Reihenfolge der k Personen, sich auf n Stiihle zu setzen, erhélt man folgende
Anzahl an Mdoglichkeiten:

n-(n—1)...[n—(k—1)]~(n—k)---2-1_ n!

n-n—1..n—(k-1]= M-k 21 " (n-K)!

Mit der GTR kann der Binomialkoeffizient berechnet werden im [MENU 1| iiber OPTN], und
den Mentipunkt (combination = Kombination) sowie die Anzahl der Kombinationen unter
Beachtung der Reihenfolge im Mentipunkt (permutation = Permutation):

%c B
10 5P3 o0
[l
(Il

[_x! [ nPr | nCr [ RAND/ =2 [_x! [ nPr [ nCr [RAND/ (> ]
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100!

Berechne folgende Ausdriicke hdndisch und mit dem GTR: (150) ; (2) ; Gg) ; (110) ; (100) S ol

99

Erldutere am Beispiel von k =3 Frauen und n - k =5 - 3 =2 Mannern, die auf n = 5 Stiihle verteilt
werden sollen, den Binomialkoeffizienten (g)

Allgemein hangt die Art der iterativen Berechnung mit dem Pascalschen Dreieck zusammen.
Erldutere das Schema und beweise die Umformungen im unteren Kasten.

k - 1 Erfolge k Erfolge
bei n - 1 Versuchen: bei n - 1 Versuchen:
Pri(X=k-1) Pri(X=k-1)
_(m—1\ k-1 .,q4_ n-k _ (Mm—1\ k. 1 _ n-1-k
—(k_l)p (1-p) —( K )p (1-p)
ein Erfolg ein Misserfolg
im n-ten Versuch, im n-ten Versuch,
dh-'p dh-1-p
+

k Erfolge bei n Versuchen:
P.(X=Kk)

ST a e = ()

HOO OO T 146 o4
DO 0 15 1010 5
OO OO0 OGO 1 6152015 6 1
GO 6 OGO @ 1 7 2 35 B 2 7

Aufgabe 3: Modelle der Stochastik untersuchen

a)

Phase 1 (Gruppenarbeit): Bearbeitet gruppenweise eines der folgenden Arbeitsblitter:

— Auslastungsmodell,
— Kugel-Ficher-Modell,
— Geburtstagsparadoxon,
— Warten auf Erfolg.

Phase 2 (Partnerarbeit): Bearbeite zusammen mit einem Partner einer anderen Gruppe Deine
Aufgabe und die Deines Partners. Wechsele dann zweimal den Partner, so dass Du jede andere
Aufgabe kennengelernt hast.

Phase 3 (Gruppenarbeit): Bereitet in der urspriinglichen Gruppe eine Prédsentation Euer Auf-
gabe vor.
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g Aufgabe 4: Wahrscheinlichkeiten mit dem GTR berechnen
Betrachten wir nun die binomialverteilte Zufallsgrofie X: , Anzahl der Treffer bei 50 Versuchen jeweils

mit der Trefferwahrscheinlichkeit p”. Berechne in dieser 50-stufigen Bernoulli-Kette mit der Treffer-
wahrscheinlichkeit p die nachfolgenden Wahrscheinlichkeiten, und gib ihre Bedeutung an.

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten nutzen wir den GTR. Im Folgenden werden vier Bei-
spiele fiir Grundfunktionen mit dem GTR gegeben. Dabei ist die Versuchszahl immer n = 50, die
Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,3.

Singulire Wahrscheinlichkeit P(X = k): P(X = 14) =(ig) £0,314 - 0,436

ER e MeE Menu 1: (e (£5) (E3) (F8) (F1) (1) (4] (5] (5] (@) (1 (0] () (3] O] g
B1nom1a1PD(14,50,0.3!>
.1189483379
[ Erst die Anzahl der Treffer k, dann die Anzahl n der Versuche
14 Treff und zuletzt die Trefferwahrscheinlichkeit p eingeben (immer
genau retter durch ein Komma getrennt).
[ Bpd | Bed [ InvB)

Kumulierte Wahrscheinlichkeit P(X < k): P(X <18) = P(X = 0)+ ...+P(X =18)
B HatiRadforn] [d7c]Red)

B1nom1alCD(18 50,0.3p> MGHU13@@@@EB@@@@B@@
. 8594401236

Erst die Anzahl der (Hochst-)Trefferzahl k, dann die Anzahl n
hochstens 18 Treffer der Versuche und zuletzt die Trefferwahrscheinlichkeit p ein-

geben (immer durch ein Komma getrennt).
[ Bpd | Bed [InvB ]

Liste von Wahrscheinlichkeiten P(X = 0), P(X = 1), ..., P(X = k) [Gilt durch Ersetzen der Funktion
BinomialPD durch BinomialCD analog fiir eine Liste kumulierter Wahrscheinlichkeit beginnend bei
k=0:P(X<0), P(X<1), ..., P(X<50)]

B B

BinomialPD(50,0.3) s | Menul:
ﬂ L. 7E-8 P(X = 0) (ormy) (F5) (F3) (F5) (F1) (5] (0] (&] (0]
0 2| 3.8e-7 (5 (3) Eg
3| 4e-6
Trefferzahl weglassen 4)2.7e-6
5l1.3e-4 '
=4 798465048k -08 Tretferzahl weglassen!
[NORM] t ] CHI [ F JBINOHIAL IS

Kumulierte Wahrscheinlichkeit P(a < X < b): P(10 £ X < 20) = P(X =10)+ ... +P(X = 20)
B [FEahbegfornd] [dc]Real Menu 1:

SR 0,  %004ss04]| ENEREIFEFRGOOHRZOEE DG
0 (0] -] (3] OJ Ex

Zuerst untere Grenze, dann obere Grenze der Kumulation,
dann die Versuchszahl n und die Trefferwahrscheinlichkeit p
angeben.

[ Bod | Bed |InvB




(1) Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,3
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Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit bei 50 Versuchen ...

P(X =14) = 0,1189483379

... genau 14 Treffer zu erzielen.

P(X < 18) = 0,8594401236

... hochstens 18 Treffer zu erzielen.

P(X <13) =

P(X>17) =

P(X>21)=

P(10 <X < 18) =

(2) Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,6

Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit bei 50 Versuchen ...

P(X =31) =

P(X < 33) =

P(X < 26) =

P(X > 27) =

P(X >31) =

P(23<X<33)=

(3) ,Komplementire” Zufallsgrofie Y

Driicke die Wahrscheinlichkeiten in Tabelle (2) zur Zufallsgrofie X: ,, Anzahl der Treffer mit p = 0,6
mithilfe der , komplementdren” Zufallsgrofie Y: ,Anzahl der Treffer mit p = 0,4” aus und bestitige die

Ergebnisse in Tabelle (2).
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Sei X eine binomialverteilte Zufallsgrofie. Grundaufgaben zur Binomialverteilung werden durch
folgende Tabelle festgelegt, wobei ,M” eine gegebene Grofie und ,” die gesuchte Grofle reprasen-
tieren:

Aufgabe 5: Grundaufgaben zur Binomialverteilung

Grundaufgabe 1 2 3 4
Stichprobenumfang n M M ]
Trefferwahrscheinlichkeit p ] ] |
Trefferzahl k M ] M
Gesamtwahrscheinlichkeit P ] ] M

Bevor einige Ubungsaufgaben bearbeitet werden sollen, wird zu jeder Grundaufgabe ein Beispiel
vorgestellt und dargestellt, wie es mit dem GTR gelost werden kann. Arbeite die Beispiele durch
und 16se dann die Anwendungsaufgaben.

Grundaufgabe 1: Gesamtwahrscheinlichkeit P gesucht

Gegeben: X ist binomialverteilt mit n = 50; p = 0,30 sowie einer bestimmten Trefferzahl k.

Gesucht: P.

Mochte man z. B. P(X = 14), P(X < 19), P(9 < X < 21), P(X > 19) bestimmen, erfolgt dies im MENU 1
(Run - Matrix). Uber OPTN und STAT und DIST und BINOMIAL kénnen die obigen Wahrschein-
lichkeiten mit den Befehlen BinomialPD und BinomialCD berechnet werden. Diese Befehle kann
man auch schneller tiber SHIFT und 4 (CATALOG) und die Eingabe des Buchstabens B bekommen.

Bl [HathRadfornd) [E] [E] B
BinomialPD(14,50,0.3>]| ([BinomialICD(18,50,0.3>r] |«wICD(10,20,50,0.3] BinomialCD(20,50,50,0
0 0.1189483379 0.8594401236 0 0.9120045304 0 0.08480259855
] PO<X<21
P(X=14) P(X<19) Minc(lestens 10 )und Mind Pt(X >?21(?)T £f
.. indestens reffer
Genau 14 Treffer Hochstens 18 Treffer hochstens 20 Treffer
| Bpd | Bed [InvB | | Bpd | Bed [InvB| | Bpd | Bed [InvB | | Bpd [ Bed [InvB |

Grundaufgabe 2: Trefferzahl k gesucht
Singuldre Wahrscheinlichkeit
Gegeben:n=10; p=0,40  Gesucht: Trefferzahl k mit maximaler P(X = k)

Hier kann in MENU 1 mithilfe der Listenfunktion zur singuldren Wahrscheinlichkeit gearbeitet
werden, indem man nur den Stichprobenumfang n = 10 und die Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,4
angibt, aber darauf achten muss, dass die Liste bei 1 startet, was 0 Treffern entspricht.

[E] B
BinomialPD(10,0.4) Ans
|56.04E561'7E5E—03,0.0411-0|> 3| 0.1208

4. 0.2149

[ 5 PHE || == P(X =14)

6/ 0.2006

710.1114
"Bod | Bed | InvB| 0.250822656

Die grofste singuldre Wahrscheinlichkeit betragt P(X = 4) = 0,2508.
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Kumulierte Wahrscheinlichkeit
Gegeben: n =200, p =2 %, Py—200; p=0,02(X £ k) 20,95 Gesucht: (Mindest-)Trefferzahl k

Die Aufgabe kann tiber die Tabellenfunktion (MENU 7) geltst werden. Dafiir wird eine Funktion
f definiert mit f(x) = P(X < x), wobei die Zahl x variiert und die obere Grenze der kumulierten Wahr-
scheinlichkeit P(X < x) beschreibt. Fiir x = 7 ist P(X < x) das erste Mal grofier als 95 %. Daher gilt: P(X
<x)2095 furk>7.

B ]
@zlabelllg[?(fktz.oiaho 02) %abelleneinstell Y1=Bi nomlyfillCD(x,200,0
=43 x, , 0. & . T
Y2: [—1 Uber SET 6 0.8914 | PX<7
7 s
va. ) | e [; | =
Y5: [—1 Step :1 g 0. 9925
[—1 . 9506649451
-ﬂ“ Mlmlm-m

Grundaufgabe 3: Trefferwahrscheinlichkeit p gesucht
Gegeben: n = 40, k = 10; P40, p(X <k) = 0,90 Gesucht: Trefferwahrscheinlichkeit p

Hier kann das MENU 5 (Graph) verwendet werden. Es wird dort (unter Y1) eine Funktion f mit
f(x) = Py=40, x(X £ 10) definiert sowie (unter Y2) die konstante Funktion g mit der Gleichung g(x) =
0,90, wobei x die variable Trefferwahrscheinlichkeit beschreibt. Die Schnittstelle beider Funktionen
f und g (erreichbar durch G-Solv und INTSECT) liefert die gesuchte Trefferwahrscheinlichkeit p,
denn dort ist Py—40, x(X < 10) = 0,90.

B E] Bl [EXEl:Kcordinaten anzeigen
Grafikfunkt. Betrachtungsfenster r=BiagmialCD(]0,40,x)
Yi= sjmlalCD(lO 40 x Xmin ;
Y280.90 [—1 max 1
scale:0.1

Y4: [—1 dot :2.6455e-03
Y5 : [—1 Ymin :0

[—1 max :1 SCHNITTPUNKT
“ﬂ“ (INITTAD [ TRIG J[STARDRD M) LT X=0,18282878%90_ V= S
Ist die Trefferwahrscheinlichkeit p ca. 18,28 %, dann ist P,_4, ,(X < 10) = 0,90.
Grundaufgabe 4: Stichprobenumfang n gesucht
Gegeben: k = 2; p = 0,60; Py,;p—0,g0(X 2 k) 20,95 Gesucht: Stichprobenumfang n

Man definiert in MENU 7 (Tabelle) (unter Y1) die Funktion f mit fGO=P, _gg0(X 22) und dem va-
riablen Stichprobenumfang x und stellt der Anzeigebereich x tiber SET entsprechend ein:

B El B
Tabel lenfkt. Tabel leneinstell | |Y1=BinomialCD(2,x,x,0
Y1=<a1CD(2,x, x 0 80) §abellene1nstell : 8
Y2: [—]1 50,9129 |
G ©.959

Ya: || [¢ Howeg]
Y5: [—1 Step :1 8 0.9914

[—1 .95904
-ﬂ“ mlmmmmm

Fiir n 2 6 gilt Py,p—g60(X 2 2) 2 0,95,

Nun aber ran an die Anwendungsaufgaben:
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Grundaufgabe 1: Wahrscheinlichkeit P berechnen (Gegeben: n, k, p)

a)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhdlt man bei einer Bernoulli-Kette der Lange 20 und der Tref-
ferwahrscheinlichkeit von 30 % genau 5 Treffer?

d—¢0=dc=Y"07 =u’, 2ffoi] 4ap [yvzuy* :x FQISSIONYDI[UISISIYLAA
Ein Tierarzt behandelt 10 kranke Tiere mit einem Medikament, das nach Aussagen des Herstel-

lers in 80% der Anwendungen zur Heilung fiihrt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden min-
destens 9 von 10 Tieren [mindestens 5 und hochstens 8] geheilt?

d—[8595616231°%08 =d ‘01 = u*, 24211 42110103 yfpzuy” X SFQISSYONYDIUIOYISIYE A

Grundaufgabe 2: Trefferzahl k berechnen (Gegeben: n, p, P)

a)

Ein Grofthandler versorgt 10 Geschifte, von denen jede Bestellung mit einer Wahrscheinlichkeit
von 40% aufgibt. Wie viele Bestellungen laufen mit grofiter Wahrscheinlichkeit ein?

M« MOMISUDQH] STe d ‘70 = d ‘0T = U *,, uadunjjozsag 4ap [yvzuyy* :X 9§QISSINUDIIUISDISI A
Ein Hersteller von Schrauben behauptet, dass mindestens 98% der Schrauben normgerechte
Langen haben. Ein Héndler kontrolliert eine Schraubenlieferung mit einer Stichprobe vom Um-
fang 200 und findet k Schrauben mit nicht normgerechter Lange. Die Riickgabe erfolgt, wenn

die Wahrscheinlichkeit fiir weniger als k nicht normgerechte Schrauben der Stichprobe mindes-
tens 95 % betragt. Ab welcher Anzahl k sollte er die Lieferung zurtickweisen?

Y3660z 0I>X) d’% T=d007=u’,uaqnviyog 1231024281ui0u Jyo1u [YpZUY“ :X

Grundaufgabe 3: Trefferwahrscheinlichkeit p berechnen (Gegeben: n, k, P)

a)

Ein Gerit besteht aus 5 Bauteilen, die unabhédngig voneinander mit gleicher Funktionswahr-
scheinlichkeit arbeiten. Fillt ein Bauteil aus, so arbeitet das Gerit nicht mehr. Welche Funktions-
wahrscheinlichkeit miissen die Bauteile haben, wenn das Gerit mit einer Wahrscheinlichkeit von
mehr als 95% funktionieren soll?

d«G=Y'66'02d 'S =u’,a19] 4a81ypmsuonyunf ypzuy* X SgQISS}YDIUIOYISIYR A
Eine Glithlampe, die zuféllig der Produktion entnommen wird, leuchtet einwandfrei mit der
unbekannten Wahrscheinlichkeit p. Jemand entnimmt zuféllig 40 Glithlampen. Mit einer Wahr-

scheinlichkeit von mindestens 90% sollen mindestens 38 Glithlampen dieser Stichprobe ein-
wandfrei sein. Wie grofs muss die Wahrscheinlichkeit p mindestens sein?

d — 6’02 d ‘8¢ = ‘0F = u’, uaduwynio 14fpuvmuid [ypzuy” X dgQISSYRNYDIUIYISIYEA

Grundaufgabe 4: Lange n der Bernoulli-Kette berechnen (Gegeben: k, p, P)

a)

Auf einer bestimmten Buslinie rechnet man mit 5% Schwarzfahrern. Wie viele Fahrgaste muss
ein Kontrolleur mindestens nach ihrem Fahrschein fragen, bis er mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 90% mindestens einen Schwarzfahrer ertappt hat?

U—T12Y602d %S =d*, waiypfzivmiyog uoa jyvzuy” :x
Ein Schiitze trifft das Ziel mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 35%. Wie oft muss er auf das Ziel
schiefien, damit die Wahrscheinlichkeit, das Ziel wenigstens einmal zu treffen, wenigstens 90%
betragt? u g0z 123 ce0=d ", affor] 4ap ppzuy” :x
Ein Zahnarzt weif3, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei einem Patienten Karies zu diagnosti-

zieren, etwa bei 80% liegt. Wie viele Karteikarten muss man der Patientenkartei zuféllig entneh-
men, wenn dabei mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% drei oder mehr Patienten

mit Kariesbefund sein sollen? .« gei92 g/c 23 ‘9 08 = d *, uaguanng-sauivy] uoa jyvziy™ :x



21

Ein Kasinobesucher beschwert sich: Die verwendeten sechsseitigen Spielwtirfel wiirden in einem
Viertel der Fille die ,1” zeigen. Die Wiirfel seien anscheinend gezinkt. Als Test wird einer der
Wiirfel unter gleichen Bedingungen 100-mal geworfen.

Aufgabe 6: Eigenschaften der Binomialverteilung

Erwartungswert einer Binomialverteilung

a) Wie viele Einser sind zu erwarten? Wie wiirdest Du den Wiirfel beurteilen, wenn er 6 Einser
zeigt? Begriinde Deine Antworten.

b) Erliutere, wie man man allgemein den Erwartungswert u = E(X) einer Binomialverteilung
(Prognoswert fiir den Mittelwert der Binomialverteilung) berechnet, wenn X die Anzahl der
Treffer in einer n-stufigen Bernoulli-Kette mit der Trefferwahrscheinlichkeit p eschreibt.

Binomialverteilung in Abhidngigkeit von n und p

c) Verschaffe Dir einen Uberblick tiber mogliche Testergebnisse, indem Du Histogramme
[Streudiagramme] fiir verschiedene n- und p-Werte zeichnest. Bestimme jeweils den
Erwartungswert. Beschreibe, was Dir auffillt.

Exemplarisch wird dies fiir n = 100 und p = 0,4 im MENU 4 (Tabellenkalkulation) demonstriert.

e Nach Eingabe der Spalteniiberschriften (Zum Eintragen von Texten fiir die Uberschriften muss
vor dem ersten Buchstaben tiber und ein ” stehen) werden Werte fiir den
Stichprobenumfang n und die Trefferwahrscheinlichkeit p eingegeben.

e Man geht auf Feld A4. Uber [EDIT| und [SEQ kann man die Trefferzahlen 0,1, ..., 60 in die Zellen
A4 bis A64 eintragen lassen (Bilder 1 und 2).

E [d/c]Real SHEET E [d/c)Rea] SHEET
Sequenz SHE A B c D
Expr X 1[In P
Var X 2 100 0.4
Start :0 3z P(X=K)
End 100 1 0
Incre :1| 5 1
1st Cell:A4 0
1 2 [

e Nun wird in B4 die Formel fiir P(X = k) tiber = BinomialPD(A2,A$2,B%2) eigegeben (Bild 3).
o Uber [FILL] (vorher [EDIT]) wird diese Formel in die Zellen B4 bis B104 kopiert (Bilder 4 und 5).

(d/c) Rea) SHEET B [@ReISHEET B Rl SHEET
A B C D Formeleintrag SHE| & B C D

N P

Formula :=BinomialP i [ P

100 0.4 Cell Range:B4:B10M4 0.4
K P(X=K) 3

[E]
SHE
1
2
3 1 e os K P(X=K)
- o] 6e-23
qé. 1 % 1 4E—21
=BinomialPD(A4,A%$2,B$ =BinomialPD(A4,A$2,B%
3 [ | 4 5 =]

5]
—_
o
o

¢ Nun kann tiber GRAPH und SET mit folgenden Einstellungen ein Histogramm (Hist, Bild 6)
oder ein Streudiagramm (Scatter, Bild 8) erstellt werden (beim Histogramm noch den Startwert
0 und die Schrittweite 1 einstellen, vgl. Bild 7):



El (@] Rea] SHEET
Graph Type:Hist

XCellRange:A4:A104
Frequency :B4:B104
Color Link:0ff
Hist Area :Blue/L
HistBorder:Black
GRAPHT GRAPH3

Ei
H

Wi
Da

[dc]Rea) SHEET

nstellungen
istogramm

th:1
rstellen: [EXE]

GRAPH1 SELECT

7 3D
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B [d/cResl SHEET
Graph Type:Scatter
XCel lRange:A4:A104
YCel lRange:B4:B104
Frequency :B4:B104
Mark Type :0O

Color Link:OQff
(GRAPHT][GRAPHZ)[GRAPHS|

+

e Uber GRAPH1 erhilt man das Streudiagramm von Bild 9. Nun lassen sich die Parameter n und
p beliebig variieren, wobei n maximal 100 sein kann und p zwischen 0 und 1 liegen muss Ebenso
muss tiber SET der entsprechende Zielbereich (Range) beachtet. Fiir die Félle n =20 und p = 0,25
erhilt man als Histogramm Bild 10 und als Streudiagramm Bild 11.

E] [d7c)Resl SHEET
StatGraphl

5

[= = ]

o o

o o

o

o

e :
112

O v=0.081219145

I

B [d/c]Rea] SHEET
A
1-VAR 10

B [dc)Redl SHEET

¥

oo
o
o
o
o o

o nﬂn b4
=0l E—EI—B—B—B—EI—B—B—B—'—Q‘z—L
CALC 11

Nachfolgend sind einige Félle (n = 20, n = 10 und n = 4) dargestellt (denke bei einem anderen n an
ein neues ), wobei der Fall n = 20 mithilfe der Scatter-Funktion als Streudiagramm dargestellt
wird. Die Wahrscheinlichkeitswerte kann man sich mit der Trace-Funktion anzeigen lassen.

p=01
] (dc]Redl SHEET B [/cReal SHEET El &Rl SHEET
StatGraphl StatGraphl StatGraphl
o
o
o
o
DUEEEEEEEEEEEEEE X i3 hid
) 22 E 1 2 3 4 5 ¢ 7 8 9 1011 12 3
=2 ¥=0.2851798071 x=1 £=0.387420489 X=0 f=0.6561
p=05
] (d/c)Real SHEET ] (Zc)Rea] SHEET B [F)Real SHEET
StatGraphl Statlraphl StatGraphl
n#u
o o
o o
o o
o o X
20‘“5“”!“ Ooaae-—p 1o 0 11 1z
X=10 ¥=0.176197062 X=b f=0,24608375
p=07
E [dfc)Re] SHEET B [dic)Rea] SHEET E] [d7c]Real SHEET
StatCraphl StatGraphl Statfraphl
u#u
o a
[u] a
o o
EETETEY. LI o £
= ey gl 1 2 3.8 5 B 7 o8 9 10 11 12 [5)
X=14 ¥=0.1916389828 X=7 f=0.,266827932 %=3 £f=0.4116

d) Wichtige Eigenschaften der Binomialverteilung werden in folgendem Text festgehalten.
Ubertrage die Beobachtungen mit passenden Histgrammen in Deinem Heft.
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Beobachtungen zur Bionomialverteilung

Die Zufallsgrofie X ist die Anzahl der Treffer einer n-stufigen Bernoullikette mit der
Trefferwahrscheinlichkeit p.

1) Der Erwartungswert p der Binomialverteilung berechnet sich durch p = E(X) = p - n.
2) Das Maximum der Binomialverteilung liegt in der Nihe des Erwartungswertes p.
3) Fiir p = 0,5 ist die Verteilung symmetrisch.

4) Das Maximum liegt umso weiter rechts, je grofier p ist.

5) Die Binomialverteilung lduft umso flacher, je groier n ist.

6) Wird n groler, werden die Histogramme immer symmetrischer zum Erwartungswert.

Bei grofsem n ist das Histogramm sehr flach. Die maximal erreichbare Wahrscheinlichkeit wird mit
wachsendem n immer kleiner. Daher ist es recht unwahrscheinlich, dass genau der Erwartungswert
eintritt. Vielmehr wird der Ausgang in einem Intervall um den Erwartungswert liegen.

Aufgabe 7: Streuungsmafie der Binomialverteilung

Das folgende Histogramm fiir den Ausgangstest mit n = 60 und p = % zeigt, wie die
Versuchsausgdnge um den Erwartungswert , streuen” werden.

A P(X=k)
0,141

0,121

0,104

0,08+

0,06+

0,041

0,02+

()()()ﬂ,.,] ].:...i
U0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

a) Bestimme den Erwartungswert und die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen 7 und 13 Einsern
gewiirfelt werden.

Nun interessiert uns die Breite eines Bereichs um den Erwartungswert (den , Radius der Umgebung
um den Erwartungswert”). Wir suchen ein Mafs fiir die Streuung der Zufallsgrofie X. Dafiir stellen
wir folgende Ubetlegungen an:
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e Man berechnet alle Abweichungen der Werte 0, 1, 2, ..., n vom Erwartungswert p:

O—pl—pn2—pn..,n—pn

e Jede Abweichung k — pu wird mit der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens P(X = k) gewichtet:
0—w) P(X=0),(1-p) PX=1),(2—p PX=2),.,(n—p- PX=n)

e Damit positive und negative Abweichungen sich beim folgenden Aufsummieren nicht gegenei-
nander aufheben, werden die Abweichungen gleichzeitig noch quadriert:

O-w2PX=0+ 1-w?PX=1D+(2-wW?PX=2)+ ..+ (n—pw?-P(X=n)

e Beim Quadrieren wird leider auch die physikalische Einheit der Zufallsgrofie X quadriert. Um
diesen Effekt riickgangig zu machen, wird aus der Summe anschliefsend die Quadratwurzel ge-
zogen. Das so entwickelte Streuungsmaf3 heifst Standardabweichung von X. Das Symbol ist o
(,Sigma“):

c(X)=J(0—u)2-P(X=0)+ (1-w?-PX=1)+-+ (n—p? P(X=n)

Das Quadrat der Standardabweichung o(X) nennt man auch Varianz V(X):
VX)) =6’ =(0-w? PX=0+ 1-p? PX=1D++ (n—w? P(X=n)

Bei einem Stichprobenumfang von n sind zur Berechnung der Varianz n Summanden zu addieren.
Fiir grofses n ist dies sehr aufwendig. Zum Gluck ist das bei der Binomialverteilung nicht notwendig,
wie der folgende Satz zeigt (in Aufgabenteil g) wird der Satz mithilfe der Tabellenkalkulation fiir
verschiedene Werte fiir n und p nachgewiesen).

Satz zu den StreuungsmafSen einer Binomialverteilung
X sei die Anzahl der Treffer in einer Bernoulli-Kette der Lange n und der Trefferwahrscheinlich-

keit p. Ferner sei q = 1 — p die Nichttrefferwahrscheinlichkeit und p = p - n der Erwartungswert
von X. Dann gilt fiir Varianz V(X) und Standardabweichung o(X):

VX)=c*X)=n-p-q=p-q

oX)=VX)=/n-p-q=./n-q

b) Berechne nun Standardabweichung o(X) und Varianz V(X) der 60-stufigen [4-stufige, 20-stufige,
100-stufige] Bernoulli-Kette mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = % [0,1,0,25,0,5,0,7].

c) Erginze in der Tabellenkalkulation aus Aufgabenteil c) weitere Spalten fiirk-P(X =Kk)
und (k — p)? - P(X = k). Programmiere dariiber hinaus weitere Zellen fiir die Summe der beiden
obigen Produkte von k = 0 bis k = n (Erwartungswert p, Varianz V), die Quadratwurzel der
Varianz (Standardabweichung o) und die , Nichttrefferwahrscheinlichkeit” q =1 - p. Variiere p
und n und entdecke einen Zusammenhang von den dargestellten GrofSen.
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4 Sigma-Regeln!

Was bedeutet nun die Aussage:
Bei einer Binomialverteilung mit p = 0,4 und n =125 ist 6 = V30 ~ 5,48?
Man kann bei Binomialverteilungen angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Versuchsausgang

in einer Umgebung des Erwartungswertes liegen sollte, dessen Radius durch ein Vielfaches von o
gegeben ist. Dabei fithren wir zundchst den Begriff der k-o-Umgebung ein:

Definition: Eine Umgebung mit dem Radius des k-fachen (k > 0) der Standardabweichung o um
den Erwartungswert p heifit k-o-Umgebung (k-o-Intervall) und wird durch [p - k-o; p + k0]
gekennzeichnet.

Fiir Binomialverteilungen gelten die wichtigen Sigma-Regeln. Diese Regeln ermoglichen eine Re-
chenvereinfachung, da nicht mit kumulierten Wahrscheinlichkeiten gearbeitet werden muss:

Sigma-Regeln

Fiir eine binomialverteilte Zufallsgrofle X mit den Parametern n und p, dem dazugehorigen Er-

wartungswert p = n - p und der entsprechenden Standardabweichung ¢ = \/n-p - (1 — p) erhalt
man folgende Naherungen, falls ¢ > 3 (Laplace-Bedingung) gilt:

lo-Regel: P(p-o0<X<pu+0)~683 %
20-Regel: P(p-20<X<p+20)~9,4 %
30-Regel: P(p-30<X<pu+30)~99,7 %

Fiir , glatte” Wahrscheinlichkeiten gelten die folgenden Sigma-Regeln:

P(p-0,670<X<p+0,670)~50 % P(p-1,640<X<p+1,640)~90 %
P(p-0,840<X<p+0,840)~ 60 % P(p-1960<X<p+1,960)~95 %
P(p-1,040<X<p+1,040)~70 % P(p-2330<X<p+2330)~98 %
P(p-1150<X<p+1,150)~75 % P(p-2,580<X<p+2580)~99 %
P(p-1280<X<p+1,280)~80 % P(p-329%<X<p+3,29)~99,9 %
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Mithilfe der Standardabweichung o kénnen Intervalle um den Erwartungswert p = E(X) eines Zu-
fallsexperiments gelegt werden, in denen Trefferzahlen mit bestimmten Wahrscheinlichkeiten lie-
gen. Dabei gilt folgender Merksatz:

Liegt die Trefferwahrscheinlichkeit bei einem Bernoulli-Experiment auferhalb der 20-Umge-
bung (2o0-Intervall)?, spricht man von einer signifikanten Abweichung vom Erwartungswert.
Das bedeutet: der Ausgang ist so ungewohnlich, dass vermutlich ein anderes p als das angenom-
mene zugrunde lag.

Beispiel: Wiirde man bei 125 Versuchen im obigen Beispiel weniger als 40 (50 - 20 ~ 39,04) oder
mehr als 60 Treffer (50 + 20~ 60,96) erhalten, miisste man von einer anderen Trefferwahrscheinlich-
keit ausgehen. Es gilt P(40 < X < 60) = 94,5 % (runde zur ,sicheren” Seite nach innen ab), so dass in
5,5 % der Fille weniger als 40 und mehr als 60 Treffer eintreten.

a) Ein angenommener nicht ,gezinkter” Hexaeder-Wiirfel wird 100 Mal gewtirfelt. Es kommt 10
[bzw. 25] Mal die ,, 1“.

Ubungsaufgaben zu den Sigma-Regeln

Untersuche, ob eine signifikante Abweichung vorlag und wie hoch die Trefferzahl hochstens
[bzw. mindestens] sein darf, dass sie mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99 % in einer
geeigneten Umgebung um den Erwartungswert liegt.

b) Auf der Kirmes wirbt eine Losbude mit dem Versprechen: Jedes dritte Los gewinnt! Johannes ist
misstrauisch und kauft 60 Lose, um die Aussage zu testen. Darunter sind nur 12 Gewinnlose.
Beurteile die Werbung mithilfe der 20-Regel.

¢) Johanna plant, eine Miinze 100 Mal zu werfen. Sie mochte das Intervall wissen, in das die Zahl
X ihrer Kopfwiirfe f4llt, mit mindestens 95 % Sicherheit voraussagen.

Untersuche, welches Intervall sie angeben sollte.

d) Der Wochenspiegel ist eine kostenlose Werbezeitung mit einer Auflage von 5000 Exemplaren.

In 80 % der Haushalte wandert sie ungeoffnet in die Miilltonne.

Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens 980 bzw. mindestens 1100 Exemplare gelesen
werden. Schitze mit der 20-Regel, in welchem Intervall die Anzahl gelesener Exemplare mit ca.
95,4 %-iger Wahrscheinlichkeit liegt.

e) Bearbeite die Aufgaben a) bis d) ohne Sigma-Regeln nur mit kumulierten Wahrscheinlichkeiten.

2 Aufserhalb der 3o-Umgebung (3o-Intervall) spricht man von einer hoch signifikanten Abweichung vom Er-
wartungswert.
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5 Testen von Hypothesen mithilfe der Binomialverteilung

"~

Wihlt in Eurer Tischgruppe eine Person aus, die mit verbundenen Augen sagen soll, ob es sich um
ein rotes oder ein griines Gummibarchen handelt. Dieser Versuch wird 40-mal wiederholt.

Aufgabe 1: Rotes oder griilnes Gummibéarchen?

a) Notiert das Ergebnis.

b) Vermutet, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Person die Gummibarchen richtig erkennt.
Konnte die Person die Erfolgsquote auch durch reines Raten erreicht haben? Unter welchen Be-
dingungen handelt es sich bei dem Versuch um ein Bernoulli-Experiment?

c) Bestimme Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung,.

Wir nehmen an, dass die beiden obigen Experimente eine Bernoulli-Kette der Lange 40 beschreiben.
Im Folgenden betrachten wir den Geschmackstest der Gummibarchen.

Aufgabe 2: Hypothesenbildung beim Geschmackstest3

a) Berechne niherungsweise, wie wahrscheinlich es ist, mindestens 23, 27 bzw. 30 der 40 Gummi-
barchen richtig einer Farbe zuzuordnen.

b) Entscheide begriindet: Kann man ab einer bestimmten Anzahl k richtig zugeordneter Farben
das Raten ausschliefien? Wenn ja, ab wann?

Was ist im obigen Kontext eine Hypothese?

Das Vorgehen soll nun verallgemeinert werden und der Begriff der Hypothese eingefiihrt werden.
Wir wissen nicht, wie hoch die Wahrscheinlichkeit wirklich ist, die Gummibarchen richtig einer
Farbe zuzuordnen. Daher kénnen wir nur sagen, wie wahrscheinlich es ist, die beobachtete Anzahl
Xpeob an richtig zugeordneten Gummibarchen oder mehr (, mindestens Xyeop”) zu erreichen, wenn
der Schiiler nur rédt. Man stellt daher folgende Hypothesen auf:

Nullhypothese H, Alternativhypothese H,

Die Person rit nur. Die Person ist besser als Raten.

Welche mathematische Testarchitektur erhilt man bzw. wie erfolgt die Modellbildung?

Wandelt man diese Hypothesen in statistische Formulierungen um, erhilt man in der obigen Situ-
ation des Geschmackstests folgende mathematische Beschreibungen:

Nullhypothese Hy: p = 0,5 Alternativhypothese Hy: p > 0,5
Die Person ordnet alle Gummibdrchen mit einer | Dem Prozess der Farbzuordnung eines Gum-
konstanten Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0,5 | mibdrchens kénnte eine Wahrscheinlichkeit zu-

3 Die Beispielaufgabe ,Gummibé&rchen” ist angelehnt an die Fortbildungsreihe des DZLM: ,STOCHASTIK
konkret 2014” von Rolf Biehler und Janina Oesterhaus
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der richtigen Farbe zu und die einzelnen Versu-
che sind stochastisch unabhéngig voneinander.
Dadurch sind die Bedingungen zur Anwen-
dung der Binomialverteilung erfiillt und in dem
Modell kann fiir die Zufallsgréfie X ,, Anzahl
der richtig zugeordneten Gummib&rchen” die
Versuchsanzahl n = 40 verwendet werden.

grunde liegen, die p > 0,5 betrégt. Eine genau-
ere Festlegung ist im Zusammenhang schwierig
(da z. B. Erfahrung, Ubung, etc. eine konstante
Wahrscheinlichkeit nicht sicher erscheinen
lasst). Deshalb wird die Alternativhypothese
erstmal nicht weiter festgelegt, sondern bei
,besser als raten” belassen.

Wann wird eine Hypothese angenommen, wann wird sie abgelehnt?

Wenn die Anzahl an richtig zugeordneten Gummibé&rchenfarben vom Erwartungswert 20 nach
,links” abweicht (also geringer als , raten” ausfallt), kann davon ausgegangen werden, dass die Per-
son nur ridt (und das noch nicht mal mit besonders viel Gliick!). Daher ist in unserem Fall nur der
Bereich rechts vom Erwartungswert 20 interessant. Nun muss ein Annahme- und der Verwerfungs-
bereich der Nullhypothese bestimmt werden. Ein gdangiger Annahmebereich liegt bei 5%. Wir sagen
dann, dass das Signifikanzniveau a bei 5% liegt.* Die Wahrscheinlichkeit, die Hypothese zu ver-
werfen, obwohl sie zutrifft, nennt man Irrtumswahrscheinlichkeit. Sie ist die Wahrscheinlichkeit
des Ablehnungsbereichs und betridgt daher hdchsten 5 %. Man sagt, dass die Abweichung (von Ho)
statistisch signifikant auf dem 5%-Niveau ist. Die maximale Irrtumswahrscheinlichkeit entspricht
daher dem Signifikanzniveau o.

c) Bestimme die Wahrscheinlichkeiten in der Tabelle fiir p = 0,5 und n = 40 und gib den Annahme-
und Verwerfungsbereich der Nullhypothese an.

k 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
P(x =Kk)
P(X<Kk)
P(X>Kk)

Beurteile aufgrund der obigen Tabelle, fiir welche der drei Ergebnisse xpeopn = 23,27,30 die
Nullhypothese angenommen werden kann und wann sie verworfen werden muss.

d) Erginze in den beiden Diagrammen die Achsenbeschriftung bzw. -markierung und interpre-
tiere sie im obigen Kontext.

A A
0,5

0,45

0,4
0,35

0,3

0,25

0,2
0,15

0,1

0,05

\LAA-

0 T T T \ v v v v

T T T T
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

»
»

[
»

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

e) Entscheide begriindend, welche der folgenden Aussagen wahr bzw. falsch sind.

4 Hier liegt die (willkiirlich festgelegte, aber tibliche) Annahme zugrunde, dass der Verwerfungsbereich ins-
gesamt 5% betragen soll. Fiir einseitige Tests bedeutet das ein 5%-Intervall, fiir zweiseitige Tests 2,5%-Intervall
an jeder Seite.
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Fiir die Aussagen (1) bis (5) wird angenommen, dass ein Testergebnis im Verwerfungsbereich auf
einem Signifikanzniveau von 5 % liegt.

Aussage Wahr | Falsch | Begriindung

1. Esist eindeutig bewiesen, dass die ] ]
Nullhypothese falsch ist.

2. Die Wahrscheinlichkeit des Zutref-
fens der Nullhypothese ist gefun-
den worden.

die Alternativhypothese wahr ist.

4. Man kann nun die Wahrscheinlich-
keit ableiten, dass die Alterna-
tivhypothese richtig ist.

O | O
3. Es ist eindeutig bewiesen, mit der [ [
O | O

5. Man geht nun davon aus, dass die
Nullhypothese falsch ist, ist sich
aber bewusst, dass man bei diesem
Verfahren eine wahre Nullhypo- D D
these mit einer Wahrscheinlichkeit
von maximal 5% filschlich ver-
wirft.

Fiir die Aussagen (6) bis (10) wird angenommen, dass ein Testergebnis im Annahmebereich auf ei-
nem Signifikanzniveau von 5 % liegt.

Aussage Wahr | Falsch | Begriindung

6. Es ist eindeutig bewiesen, dass die D D
Nullhypothese richtig ist

7. Man kann nun die Wahrscheinlich-
keit ableiten, dass die Nullhypo-
these richtig ist.

Alternativhypothese falsch ist.

9. Die Wahrscheinlichkeit des Zutref-
fens der Alternativhypothese ist
gefunden worden.

O O
8. Es ist eindeutig bewiesen, dass die D D
O O

10. Man geht nun davon aus, dass die
Nullhypothese richtig ist, ist sich
aber bewusst, dass man bei diesem
Verfahren in dem Fall, in dem die D D
Nullhypothese falsch ist, diese mit
einer Wahrscheinlichkeit von 5%
dennoch filschlich annimmt
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Aus den bisherigen Uberlegungen lasst sich folgende Reihung fiir einen rechtsseitigen Signifi-
kanztest einer Nullhypothese Ho: p = po und seiner Alternative Ha: p > po ableiten:

1. Man legt den Stichprobenumfang n und das Signifikanzniveau a. (z. B. a = 5%) fest.

2. Als Testgrofse X verwendet man die Trefferzahl fiir die Parameter n und po.

3. Man bestimmt den Annahmebereich der Nullhypothese. Dazu sucht man aus der Tabelle der
kumulierten Wahrscheinlichkeiten von X die kleinste Zahl b heraus, bei der 1 — o. = 95% iiber-
schritten wird. Die Irrtumswahrscheinlichkeit betragt dann hochstens bei o = 5%.

4. Man fuihrt die Stichprobe vom Umfang n durch. Ho wird angenommen, wenn das Stichpro-
benergebnis im Annahmebereich liegt, sonst wird Ho verworfen und Ha angenommen.

Was versteht man unter einem Fehler 1. und 2. Art?

Beim Testen mit Binomialverteilungen wird die Nullhypothese akzeptiert oder verworfen. Dabei
konnen Fehlentscheidungen vorkommen. Wenn die Nullhypothese verworfen wird, obwohl sie
richtig ist, spricht man von einem Fehler 1. Art (a-Fehler). Wenn sie akzeptiert wird, obwohl sie
falsch ist, spricht man von einem Fehler 2. Art (B-Fehler). Folgende Tabelle stellt dies dar.

Zustand der Wirklichkeit

Hoist wahr Hy ist falsch

abgelehnt Fehler 1. Art / a-Fehler richtige Entscheidung

Ho-Hypothese wird ...
beibehalten richtige Entscheidung Fehler 2. Art/-Fehler

Beispiele:

e Im obigen Fall der Gummibérchen tritt ein Fehler erster Art auf, wenn aufgrund eines aufierge-
wohnlich guten Ratens (z.B. 28 Treffer) fdlschlicherweise angenommen wird, dass die Person die
Farbe der Gummibarchen mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 50 % schmecken kann.

e Ein Fehler zweiter Art tritt auf, wenn der Proband z. B. 21 Treffer erreicht (was im Annahmebe-
reich von Hp liegt), aber in Wirklichkeit doch besser als Raten ist.

Wie berechnet man a- und B-Fehler?

Der Fehler erster Art ist inhaltlich das gleiche wie die Irrtumswahrscheinlichkeit und somit durch
das Signifikanzniveau festgelegt. Er betrdgt 1 — P(X < 25) = P(X = 26) = 0,0403 (was nattirlich
kleiner als 0,05 sein muss).

f) Ermittle den Fehler der ersten Art fiir einen hoheren bzw. niedrigeren Stichprobenumfang n.
Beschreibe Deine Beobachtungen.

Der Fehler zweiter Art hangt von der tatsidchlichen Wahrscheinlichkeit p ab, mit der die Versuchs-
person die Gummibérchenfarbe erkennen wiirde. Diese ist in aller Regel unbekannt. Deshalb muss
man sich einen Uberblick verschaffen und in Abhingigkeit einer angenommenen (hier: besseren)
Trefferquote den Fehler bestimmen. Sei X,, die Anzahl der Treffer bei einer angenommenen variab-
len Trefferquote p und einem festem Stichprobenumfang n. Es gilt fiir den p-Fehler P(X,, < 25). Fiir
p =06 gilt: P(Xq 6 < 25) ~ 0,6825.
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g) Bestimme fiir n =40 [n = 20; n = 100] den Fehler der 2. Art fiir unterschiedliche Wahrscheinlich-
keiten p > 0,5. Beschreibe Deine Beobachtungen.

h) Beschreibe, wie sich der Fehler 1. Art und 2. Art verdndern, wenn der Annahmebereich vergro-
fert wird. zusammenhéngen. Erldutere, wie sich die beiden Fehler verdndern, wenn der Stich-
probenumfang vergrofiert wird. Nutze dafiir die folgenden Abbildungen von Binomialvertei-
lungen.
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i) Die Sigmaregeln geben die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass die Trefferzahl bei einer Bernoul-
likette der Linge n bestimmte symmetrische Abweichungen (der Grofe a-0) ® vom Erwartungs-

wert p nicht tiberschreitet. Im Falle, dass die Standardabweichung o > 3 ist, gilt:

P. (,zweiseitig”) Pa (,einseitig”) .
a = P(ji- 2.0 < X < i + 2-0) =1-PX<p-a-0)=PX=p-a-o)(,links”)
=1-P(X> p+a-o0) =PX< pn+a-o) (,rechts”)
3,29 99,9% 99,95%
3 99,7 % 99,85%
2,58 99% 99,5%
2,33 98 % 99%
2 95,4% 97,7 %
1,96 95% 97,5%
1,64 90% 95%
1,28 80% 90%
1,15 75% 87,5%
1,04 70% 85%
1 68,3% 84,2%
0,84 60% 80%
0,67 50% 75%

Ermittle mithilfe der Sigmaregeln den Annahme- und Verwerfungsbereich eines rechtsseitigen

Tests auf einem Signifikanzniveau von 5% [10%; 20%; 1%] ftir n = 40 und p = 0,5.

5 Die Wahrscheinlichkeiten sind fiir o > 3 praktisch unabhédngig von der Versuchsldnge n und der Treffer-
wahrscheinlichkeit p. Fiir die Normalverteilungen sind die Gleichungen exakt.
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Aufgabe 3: Tombola

Fiir eine Tombola auf dem Schulfest wird eine grofie Menge an Losen gekauft. Die Herstellerfirma
teilt mit, dass der Anteil der Nieten 65% betragt. Durch eine Stichprobe von 80 Losen will sich der
Mathe-Leistungskurs nun von der Richtigkeit der Angaben tiberzeugen. Gesucht ist eine Entschei-
dungsregel fiir eine Nullhypothese auf einem Signifikanzniveau von 1%.

a)
b)

©)

Beschreibe die Testarchitektur der obigen Situation.
Gib die Nullhypothese Hj fiir den obigen Sachkontext an.

Die Gegenhypothese Hj ist keine Festlegung auf einen bestimmten Anteil der Nieten. Sie wird
nur angenommen, wenn das Ergebnis der Stichprobe mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% da-
rauf schlieflen ldsst, dass die Nullhypothese nicht zutrifft. Formuliere Ha mathematisch.

Die Aufgabe ist so konstruiert, dass der Mathematik-LK herausfinden will, ob die Nieten tat-
sdchlich mit einem Anteil von 65% in den Losen erhalten sind. Das bedeutet, dass es von Inte-
resse ist, ob nicht doch mehr oder weniger Nieten vorhanden sind. Somit befinden wir uns bei
einem zweiseitigen Signifikanztest.

(1) Bestimme die Werte fiir die Zufallsgrofie X, den Umfang der Stichprobe und den Erwar-
tungswert p und die Standardabweichung o. Notiere dazu nochmals die Wahrscheinlichkeit
p sowie das vorgegebene Signifikanzniveau a.

(2) Bestimme mit dem GTR fiir die singuldren und kumulierten Wahrscheinlichkeiten der fol-
genden Tabelle. [Zur Erinnerung;: , BinomialPD(80, 0,65)“ bzw. ,, BinomialCD(80, 0,65)” zei-
gen die Liste der singuldren bzw. kumulierten Wahrscheinlichkeiten an.]

39 40 41 42 43 e 62 63 64 65

e)

Die Wahrscheinlichkeit daftiir, dass (bei angenommener Ho) das Ergebnis im Verwerfungsbe-
reich landet, soll der Aufgabe zufolge hochstens 1% betragen. Daraus ergeben sich fiir die linke
und rechte Seite hochstens 0,5%.

(1) Gib in der Liste der kumulierten Wahrscheinlichkeiten die kleinste Zahl a an, bei der 0,005
tiberschritten wird.

(2) Bestimme in dieser Liste die kleinste Zahl b, bei der 0,995 tiberschritten wird.

(3) Formuliere den Annahme- sowie den Verwerfungsbereich der Nullhypothese sowie eine
Entscheidungsregel (im ganzen Satz).

Fiir Experten: Untersuche, was es bedeutet hitte, wenn der Mathe-LK das Signifikanzniveau
auf 10% festgelegt hitte. Begriinde, welche Reaktion gegeniiber der Herstellerfirma moglich
wdre, wenn das Ergebnis bei einem 1% Signifikanzniveau im Vergleich zu einem 10% Signifi-
kanzniveau im Verwerfungsbereich landen wiirde.

Fiir Experten: Der Mathe-LK fiihrt zunichst die Stichprobentiberpriifung aus und wahlt dann
das Signifikanzniveau. Bewerte das Vorgehen.
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Was sind Fehler 1. Art und 2. Art beim beidseitigen Testen?

h) Der Fehler erster Art (a-Fehler), also die , Irrtumswahrscheinlichkeit”, ergibt sich aus dem Sig-

nifikanzniveau und gibt die Wahrscheinlichkeit daftir an, dass Ho verworfen wird, obwohl es
wahr ist.

(1) Formuliere den Fehler erster Art im Anwendungszusammenhang.
(2) Berechne den Fehler erster Art.

Der Fehler zweiter Art gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass Ho akzeptiert wird, obwohl
es falsch ist.

(1) Begriinde, dass der Fehler zweiter Art nicht berechnet werden kann und formuliere die Be-
deutung des Fehlers zweiter Art im Sachzusammenhang.

(2) Nimm an, dass tatsédchlich 70% Nieten im Lossatz vorhanden sind und bestimme den Fehler
zweiter Art.

(3) Erldutere ohne Rechnung, wie sich im Vergleich zu b) der Fehler zweiter Art verdndert,
wenn tatsdchlich 80% Nieten im Lossatz vorhanden sind.

Wie bestimmt man die Entscheidungsregel mit den Sigmaregeln?

j)

Alternativ zu c) und d) kann der Annahme- und Verwerfungsbereich auch mit den Sigmaregeln
bestimmt werden.

(1) Berechne die Standardabweichung o.

(2) Bestimme aus der in Aufgabe 3 i) von Kapitel 1 angegebenen Tabelle das zum 1%-Signifi-
kanzniveau zugehorige a.

(3) Berechne damit den Annahme- und den Verwerfungsbereich.

Aufgabe 4: Verspdtungen im Nahverkehr®

Die Biirgerinitiative ,NRW fiir OPNV“ behauptet, dass die Verkehrsmittel im Nahverkehr in min-
destens 40% der Fahrten eine merkliche Verspatung (von mehr als 5 Minuten) hétten. Der VRR be-
streitet das. Es soll eine Untersuchung von 100 zuféllig ausgewdhlten Fahrten erfolgen und der Test
soll auf einem Signifikanzniveau von 5% erfolgen.

a)

Beschreibe die , Testarchitektur” und formuliere Nullhypothese Ho und Alternativhypothese
Ha mathematisch.

Bestimme die Werte fiir die Zufallsgrofie X, den Umfang der Stichprobe und den Erwartungs-
wert p sowie die Standardabweichung o.

Bestimme mit dem GTR die kumulierte Binomialverteilung fiir alle k € {0, ...,100}.

Formuliere den Annahme- sowie den Verwerfungsbereich der Nullhypothese sowie eine Ent-
scheidungsregel (im ganzen Satz).

¢ Die Beispielaufgabe , Verspatungen” ist an das Skript der Kompetenzteams-NRW-Federfiihrungsgruppe der
Bezirksregierung Koln (2011) angelehnt.
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e) Formuliere und berechne den Fehler erster Art im Anwendungszusammenhang (unter der Vo-
raussetzung, dass Ho falschlicherweise verworfen wurde).

f) Formuliere und berechne den Fehler zweiter Art unter der Annahme, dass die tatsdchliche
Wahrscheinlichkeit fiir Verspatungen 30% betrdgt (und Ho falschlicherweise angenommen
wurde). Bewerte den Fehler zweiter Art aus der Perspektive der Biirgerbewegung und des VRR.

g) Berechne mit Hilfe der Sigma-Regeln den Annahme- und den Verwerfungsbereich.

h) Fiir Experten: Die Biirgerbewegung behauptet, dass es in mindestens 40% aller Fahrten zu einer
Verspiatung kommt. Die Bahn hingegen behauptet, dass dies in hichstens 40% der Fahrten der
Fall ist. Ein (rechtsseitiger) Signifikanztest auf 5%-Signifikanzniveau ergibt einen Annahmebe-
reich von A = [0;48] mit einem Fehler erster Art von ca. 4% und einem Fehler zweiter Art von
10%. Bewerte diesen Testansatz aus der Perspektive der Biirgerbewegung.

Es werden fiinfzigmal zwei Miinzen gleichzeitig geworfen. Die Zufallsvariable X z&hlt, wie oft
beide Miinzen ,Zahl" zeigen.

Aufgabe 5: Miinzwurf (Grundlagen)

a) Begriinde, warum dies eine Bernoulli-Kette ist und geben Sie die Parameter an.
b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass

(1) genau zwolfmal beide Miinzen ,, Zahl" zeigen,

(2) hochstens zwolfmal beide Miinzen ,Zahl" zeigen,

(3) mindestens zwolfmal beide Miinzen , Zahl" zeigen

(4) mindestens fiinfzehnmal und hochstens dreiffigmal beide Miinzen ,,Zahl" zeigen.
c) Berechne den Erwartungswert von X. Wie kann man diesen Wert interpretieren?

d) Berechne die Standardabweichung von X.

e) Gib ein Intervall an, in dem mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 95% die Anzahl der Wiirfe
liegt, bei denen beide Miinzen ,, Zahl" zeigen.

Aufgabe 6: Kirschkerne (Grundlagen)

In einem Unternehmen werden Sauerkirschen maschinell entsteint und dann in Gldser abgefillt.
2% der fertigen Kirschen haben trotzdem noch ihren Kern.

a) Herr Becker backt einen Kirschkuchen. Daftir nimmt er 100 dieser Kirschen. Untersuche, wie
grof$ die Wahrscheinlichkeit ist, dass sich in dem Kuchen mindestens ein Kirschkern befindet.

b) Bestimme, wie viele Kirschkerne (im Mittel auf lange Sicht) in einem solchen Kuchen zu er-
warten sind.

c) Untersuche, wie viele Kirschen Herr Becker fiir seinen Kuchen héchstens nehmen diirfte, da-
mit er mit mindestens 80% Wahrscheinlichkeit keinen Kern darin hat.
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d) Ermittle, wie grofd die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kirsche noch ihren Kern hat, sein darf, da-
mit sich mit mindestens 80% Wahrscheinlichkeit in einem Kirschkuchen mit 100 Kirschen kein
Kirschkern befindet.

Katja mochte testen, ob ein Marmeladenbrot mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf die unbestrichene
oder die mit Marmelade bestrichene Seite fillt. Dazu hat sie 25 Toastbrote auf einer Seite mit je-
weils gleich viel Marmelade bestrichen und mochte einen zweiseitigen Signifikanztest mit dem
Signifikanzniveau 5% durchfiihren.

Aufgabe 7: Brot auf die Marmeladenseite

a) Gib die Nullhypothese und die Alternative an.

b) Untersuche, bei welchen Stichprobenergebnissen Katja davon ausgeht, dass beide Seiten gleich
wabhrscheinlich sind.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler erster Art.

d) Ermittle die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art, wenn das Brot tatsdchlich mit der
Wahrscheinlichkeit 0,7 auf die Marmeladenseite fallt.

Aufgabe 8: Umfrage zur Stadthalle

Der Oberbiirgermeister einer Stadt behauptet, dass 75% der Biirger fiir den Bau einer neuen Stadt-
halle sind. Die Redaktion der Lokalzeitung glaubt, dass es weniger sind. Sie mochte dazu einen
Signifikanztest in Form einer Umfrage unter 100 Biirgern der Stadt durchfiihren. Das Signifikanzni-
veau soll 5% betragen.

a) Begriinde, ob ein linksseitiger, ein rechtsseitiger oder ein zweiseitiger Test durchgefiihrt werden
soll und gib die Nullhypothese, die Alternative und den Annahmebereich des Tests an.

b) Beurteile, bei welchen Ergebnissen die Redaktion die Schlagzeile , Weniger Beftirworter als OB
behauptet” drucken kann.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler erster Art.

d) Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art, falls nur 60% der Biirger fiir den
Bau sind.
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Uberblicksraster fiir Signifikanztests

Aufgabe: Erstelle in Deinem Heft jeweils Musterbeispiele fiir einen rechts- und linksseitigen Sig-
nifikanztest wie im folgenden Beispiel zum zweiseitigen Signifikanztest geschehen.

Musterbeispiel fiir zweiseitigen Signifikanztest auf binomialverteilten Zufallsgrofien
Betrachtet wird eine beliebige Beispielaufgabe zu einem zweiseitigen Signifikanztest

1. Aufstellen der Hypothesen:

Nullhypothese im Zusammenhang: Ho: p = 0,3

Gegenhypothese im Zusammenhang: Ha: p # 0,3

2. Aufstellen der Variablen:

n =50 p=03 a=0,05= 2= 0,025

Die Priifvariable X ist binomialverteilt mit n = 50 und p = 0,3.

3. Bestimmung von Annahme und Verwerfungsbereich:

Stellt man mit dem GTR die kumulierte Verteilung dar, so ergibt sich:

6 7 8 9 10 e 21 22 23 24

P(X<k)| ... | 0,0024 | 0,0073 | 0,0183 | 0,0402 | 0,0789 | ... | 0,9749 | 0,9877 | 0,9944 | 0,9976

Als erstes ist das kleinste a gesucht mit P(X < a) 2% = 0,025. Dies ist fiir a =9 der Fall.
Dann sucht man das kleinste b mit P(X < b) > 0,975. Dies ist fiir b = 22 der Fall.

Dann ist der Verwerfungsbereich V ={0,1,2,...,8} U {23,24,25,...,50} und der Annahmebe-
reich A = {10,11,12,...,19,20,21,22}.

4. Bewertung des Tests

e Da das Testergebnis 9 im Annahmebereich liegt, wird man die Nullhypothese annehmen.
e Da das Testergebnis 6 im Verwerfungsbereich liegt, wird man die Nullhypothese ablehnen.

5. Fehlerberechnung

Fehler 1. Art:
a=PX<8)+PX=>23)=P(X<8)+1-P(X<22)=0,0183+1-0,9877 = 0,0306

Fehler 2. Art: preu sei die tatsdchliche Trefferwahrscheinlichkeit. Dann gilt:

B=P

Pneu

(X<8)

(9<X<22)=P, (X<22)-P,

neu




6 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster zur Vorbereitung auf die Klausur
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Hilfsmittelfrei
Ich kann ... S S| 8| 2
S| o | | S| B
L el e =
2% & 5|9
Kenngroflen von Haufigkeitsverteilungen berechnen. 1
Kenngroflen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen berechnen. 1
Wahrscheinlichkeiten bei Urnenversuchen mit Zuriicklegen berechnen. 2
bedingte Wahrscheinlichkeiten mittels Vierfeldertafel berechnen. 3
Bernoulli-Terme bestimmten Ereignissen zuordnen. 4
Histogramme einer bestimmten Binomialverteilung zuordnen. 5
Wahrscheinlichkeiten anhand von Histogrammen bestimmen. 5
Zusammenhidnge von komplementdren Zufallsgrofien herstellen. 5
Kenngroflen von Binomialverteilungen (n und p gegeben) berechnen. 6
Kenngrofien von Binomialverteilungen (n und V gegeben) berechnen. 6
Kenngrofien an einem Histogramm zur Binomialverteilung ablesen. 6
Unter Nutzung des GTR
g b
g £
Ich kann ... W 2 5 3
5 |sl54| ¢
erldutern, ob das Modell der Binomialverteilung anwendbar ist. 9a,10b
Grundaufgabe 1 einer Binomialverteilung 16sen (Gesucht: P). 9b,c,10b,c
Grundaufgabe 2 einer Binomialverteilung 16sen (Gesucht: k). 9¢,h,10c
Grundaufgabe 2 einer Binomialverteilung l6sen (Gesucht: p). 9d
Grundaufgabe 2 einer Binomialverteilung l6sen (Gesucht: n). of
Erwartungswert berechnen. 9b,10b
Baumdiagramme zu einem Sachverhalt darstellen. 10a
Wahrscheinlichkeiten mittels Baumdiagramm bestimmen. 10a
bedingte Wahrscheinlichkeiten berechnen. 9g, 10a
Sigma-Regeln auf binomialverteilte Zufallsgrofie anwenden. 9
Fehler 1. Art und 2. Art im Sachkontext beschreiben. 10c
Fehler 1. Art mittels Entscheidungsregel berechnen 10c
Kenngroflen einer Haufigkeitsverteilung berechnen. 10d
Riickschliisse aus Kenngrofien einer Haufigkeitsverteilung ziehen. 10d
kombinatorische Aufgaben zum Lotto 6 aus 49 16sen. 11
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Aufgabe 1: Kenngrofien von Haufigkeits- und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Aufgaben ohne Zuhilfenahme von Hilfsmitteln

a) In den Schulaufgaben in Mathematik und Englisch hat sich in einer Klasse die folgende Noten-
verteilung ergeben:

Note 1 2 3 4 5 6
Mathematik 6 4 2 3 4 6
Englisch 2 4 6 6 4 2

Welche Antworten sind richtig? Begriinde.

(1) Das arithmetische Mittel von M und E ist gleich.
(2) Die Standardabweichung von M und E ist gleich.
(3) Die Standardabweichung von M ist grofler als die von E.

b) Eine Zufallsgrofie X habe die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Xi 0 1 2

P(X = x) 0,32 0,36 0,32

(1) Begriinde, warum es sich um keine Binomialverteilung handelt.

(2) Bestimme den Erwartungswert p, die Varianz V(X) und die Standardabweichung o(X) der
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.
Aufgabe 2: Urnenversuche

In einer Urne befinden sich 6 rote und 4 blaue Kugeln.

a) Es wird dreimal eine Kugel mit Zurticklegen gezogen.

Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis E; ,Unter den gezogenen Kugeln ist hochs-
tens eine blaue Kugel”.

b) Es wird zehnmal eine Kugel mit Zuriicklegen gezogen. Als Ereignis werde betrachtet E,: ,, Unter
den gezogenen Kugeln sind genau k blaue Kugeln (0 <k <4).

Gib eine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E> an.
Aufgabe 3: Wahrscheinlichkeiten

In einer Reisegruppe sind 37,5 % méannliche Reisende (M), von diesen sind 80 % im Alter von 60 und
mehr (60+). Insgesamt sind 70 % der Reisende im Alter 60+.

a) Bestimme den Anteil der weiblichen Reisenden im Alter 60+ in der gesamten Reisegruppe.

[Tipp: Vierfeldertafel]

b) Insgesamt gibt es 10 mehr weibliche als ménnliche Reisende in der Gruppe.

Ermittle die Personenzahl der gesamten Reisegruppe.



39

Aufgabe 4: Bernoulli-Formel

a)

Entscheide begriindend, welche der folgenden Terme zu dem angegebenen Ereignis passen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass von 20 zuféllig ausgewdhlten Personen genau drei Méanner sind
betrdgt (wir nehmen an, dass es genauso viele Manner wie Frauen gibt) ...

20 20 20

. 3., 17 3. 17 m
(1)(3) 0,5%-0,5!7 (2)0,53-0,5 (3)(17 A

3

)-05%-0,57 (4 (%)) 052 (5) 0,53+ 0,57
Ein Schnellrestaurant veranstaltet ein Gewinnspiel und schenkt jedem Kunden ein Los. Die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Sofortgewinn liegt bei % Ordne den folgenden Ereignissen den

richtigen Term zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit zu: A: Unter 10 Losen sind keine Sofort-
gewinne; B: Unter 10 Losen sind genau 4 Sofortgewinne; C: Unter 10 Losen ist mindestens ein
Sofortgewinn.

= () - = O 5= ()7 O 1- @) - ()

Aufgabe 5: Binomialverteilung

Die Zufallsvariablen X und Y sind binomialverteilt. Fiir die Vari- PX=k)
able X ist n = 10 und p = 0,4. Fuir die zweite Variable Y ist n = 10
und p = 0,6. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer der beiden
Variablen ist in der folgenden Abbildung dargestellt.

a)

b)

0,25 4
0,20 4
0,15 4
0,10 4

Begriinde, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufalls- "7

grofse X abgebildet ist, und gib einen Wert fiir P(X # 5) an.

Begriinde, warum P(X = k) = P(Y = 10 -k) fiir alle nattirlichen Zahlen 0 < k < n gilt, und be-
stimme P(Y = 6).

Aufgabe 6: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung (Binomialverteilung)

a)

b)

Bestimme fiir eine binomialverteilte Zufallsvariable X mit n = 100 und p = 0,2 den Erwartungs-
wert p und die Standardabweichung o.

Die Zufallsgrofie Y sei binomialverteilt mit dem Parameter n = 100. Y habe die Varianz V(Y) = 9.

Berechne die Trefferwahrscheinlichkeit p und mogliche Erwartungswerte p.

Die Grafik zeigt die Sdulendiagramme dreier Binomialverteilungen. Bei allen ist p = 0,4. Welche
Verteilung hat die grofste, welche die kleinste Standardabweichung? Begriinde Deine Antwort.

0,2
0,18
0,16
0,14 =50
0,12
0,1
0,08
0,06
0,04

0’02 l J
’ 0 L | II I |1

n=20

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
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Aufgaben unter Beriicksichtigung von Hilfsmitteln

Aufgabe 7: Multiple-Choice-Test

Bei einem Multiple-Choice-Test werden n Aufgaben mit jeweils vier Ant- * ',‘ & Qg.@:
worten zur Auswahl gestellt. Von den vier Antworten ist genau eine Ant- -« g, % * @o -
wort richtig. Die Fragen befassen sich mit einem begrenzten Stoffgebiet. o -

a)

.,
Der Bewerber A hat beziiglich des Stoffgebietes einen Kenntnisstand e 0@@(1 )
von 70 %. e Y0ga

Erklare, unter welche Annahmen man den Test als n-stufige Bernoulli-Kette behandeln kann.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ...

(1) er mindestens 60 % der Fragen richtig beantwortet, wenn der Test aus 20 Fragen besteht.
(2) sich sein Testergebnis um hochstens 5 Antworten vom erwarteten unterscheidet.

Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass ein gut trainierter Bewerber B (Kenntnisstand 80 %) ...

(1) von 10 Fragen, die ersten 8 richtig beantwortet und die letzten beiden falsch.
(2) von 10 Fragen 8 richtig beantwortet.

Ein dritter Bewerber C beantwortet mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90 % von 20
Fragen mindestens 15 richtig.

Ermittle, welchen Kenntnisstand der Bewerbers C mindestens besitzt.

Untersuche, wie viele der 20 Fragen ein vierter Bewerber D mit einem Kenntnisstand von 90 %
mit grofster Wahrscheinlichkeit beantwortet.

Bestimme die Zahl der Fragen, die ein Bewerber E mit einem Wissensstand von 75 % gestellt
bekommen muss, damit er mindestens 10 Fragen mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
95 % beantwortet.

Es stellt sich heraus, dass 80 % der Bewerber den Test bestehen. Die Bewerber wurden danach
alle noch weiter beobachtet. Von den Bewerbern, die den Test bestanden haben, bewihrten sich
auch 80 % weiterhin. Von denen, die den Test nicht bestanden haben, bewahrten sich immerhin
noch 20 % in der Folgezeit.

Berechne den Anteil der Bewerber, die sich bewé&hrt haben. [Tipp: Vierfeldertafel]

Unser anfangs genannter Bewerber A kommt in die ndhere Auswahl. Er hat dabei noch einen
weiteren Test mit nun 60 Fragen zu beantworten, wobei jede Frage von der bewertenden Perso-
nalchefin mit einem Schwierigkeitsgrad von 0,6 eingestuft wird. Leider kann sie nur 75 % der
verbleibenden Bewerber einstellen, und zwar die mit den besten Testergebnissen bei diesem
letzten Test.

Untersuche, wie viele richtige Antworten sie verlangen muss. (LK)

Die Daten des dritten Tests werden ausgewertet. Die Personalchefin méchte nun wissen, wie
grofs die Abweichung vom durchschnittlich zu erwartenden Ergebnis maximal sein darf, damit
keine signifikante Abweichung vom Erwartungswert vorliegt und der angenommene Schwie-
rigkeitsgrad bestatigt wird.

Beantworte die Fragestellung der Personalchefin mithilfe der 20-Regel. (LK)
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ABITUR 2017] Aufgabe 8: Glutenunvertraglichkeit”

In Deutschland liegt bei 1 % der Bevolkerung eine Glutenunvertréglichkeit vor. Die betroffenen Per-
sonen reagieren auf den Verzehr von bestimmten Getreidesorten mit korperlichen Beschwerden. Ob
eine Glutenunvertréglichkeit vorliegt oder nicht, kann mithilfe eines Schnelltests diagnostiziert wer-
den. Zeigt das Ergebnis dieses Tests die Glutenunvertréaglichkeit an, so bezeichnet man es als positiv.

a)

Liegt bei einer Person eine Glutenunvertrédglichkeit vor, so ist das Testergebnis mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 98 % positiv. Liegt bei einer Person keine Glutenunvertraglichkeit vor, so be-
tragt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Testergebnis dennoch positiv ist, 4 %. Bei einer Per-
son, die aus der Bevolkerung Deutschlands zufillig ausgewdhlt wurde, wird der Test durchge-
tihrt.

(1) Erstellen Sie zu dem beschriebenen Sachzusammenhang ein beschriftetes Baumdiagramm.

(2) Ermitteln Sie fiir folgende Ereignisse jeweils die Wahrscheinlichkeit:

A: ,Bei der Person liegt eine Glutenunvertrédglichkeit vor und das Testergebnis ist positiv.”
B: , Das Testergebnis ist negativ.”

(8) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Glutenunvertriglichkeit vorliegt, wenn das
Testergebnis positiv ist.

Im Rahmen einer Studie sollen aus der Bevolkerung Deutschlands 20000 Personen zuféllig aus-
gewdhlt werden. Die Zufallsgrofie X ist binomialverteilt (p = 0,01) und gibt die Anzahl der aus-
gewdhlten Personen an, bei denen eine Glutenunvertraglichkeit vorliegt.

(1) Erlautern Sie, warum das Modell der binomialverteilten Zufallsgrdfie zur Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten hier geeignet ist. (LK)

(2) Bestimmen Sie fiir folgende Ereignisse jeweils die Wahrscheinlichkeit:

Ei: Bei genau 190 Personen liegt eine Glutenunvertraglichkeit vor.
E»: Bei mehr als 19800 Personen liegt keine Glutenunvertraglichkeit vor.
Es: Mindestens 240, aber hochstens 2400 Personen besitzen eine Glutenunvertraglichkeit.

(3) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Anzahl der ausgewdhlten Personen, bei denen
eine Glutenunvertréiglichkeit vorliegt, um mehr als 10 % vom Erwartungswert von X abweicht.

Der Test wird mithilfe eines Teststreifens durchgefiihrt, auf dem eine Substanz als Indikator
aufgebracht ist. Ist die Indikatormenge auf einem Teststreifen zu gering, so ist dieser unbrauch-
bar. Der Hersteller der Teststreifen verfolgt das Ziel, dass hochstens 10 % der hergestellten Test-
streifen unbrauchbar sind, und fiihrt deshalb regelmifiig eine Qualitdtskontrolle durch. Dazu
wird der laufenden Produktion eine Stichprobe von 100 Teststreifen entnommen. Nur wenn sich
darunter mindestens 16 unbrauchbare Teststreifen befinden, entscheidet man sich dafiir, das
Herstellungsverfahren zu verbessern.

(1) Beschreiben Sie, welche Fehlentscheidungen bei dieser Qualitatskontrolle auftreten konnen. (LK)

(2) Bestimmen Sie, wie hoch die Fehlerwahrscheinlichkeit hochstens ist, dass der Hersteller sich aufgrund
seiner Entscheidungsregel irrtiimlich um eine Verbesserung des Herstellungsverfahrens bemiiht.
[Kontrolllosung: 3,99 %]

7 Modifiziert nach GK und LK HT B5 Zentralabitur NRW 2017
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(3) Der Hersteller entschliefit sich, die Kontrolle kiinftig mit einer grofieren Stichprobe von 200
Teststreifen durchzufiihren. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine unnétige Verbesserung des
Herstellungsverfahrens soll durch diese Anderung nur noch ein Drittel der urspriinglichen
Wahrscheinlichkeit fiir eine unnotige Verbesserung des Verfahrens betragen.

Ermitteln Sie, wie grof$ die Anzahl unbrauchbarer Teststreifen, ab der man sich dafiir entscheidet,
das Herstellungsverfahren zu verbessern, nun mindestens sein muss. (LK)

(4) Durch einen Maschinendefekt sind statt 10 % nun 18 % der Teststreifen unbrauchbar.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Defekt bei Beibehaltung der Entscheidungsregel
félschlicherweise nicht bemerkt wird.

d) Im Rahmen der Qualitdtskontrolle wird u. a. die Indikatormenge auf den einzelnen Teststreifen
gemessen. Tabelle 1 zeigt die absoluten Haufigkeiten der aufgetretenen Mengen bei einer Stich-
probe von 100 Teststreifen.

Indikatormenge in mg 15 16 17 18 19 20
Anzahl der Teststreifen 4 9 10 48 18 11

(1) Bestimmen Sie fiir diese Hiufigkeitsverteilung das arithmetische Mittel und die Standardabweichung.

(2) Bei einer fritheren Qualitdtskontrolle lag das arithmetische Mittel bei 18 mg und die Stan-
dardabweichung befand sich bei 4,3 mg.

Erlidutern Sie unter Beriicksichtiqung Ihrer Ergebnisse aus (1), welche Riickschliisse sich aus diesen
Kenngrdflen auf die Qualititsentwicklung des Produktionsverfahrens ziehen lassen.

Aufgabe 9: Lotto 6 aus 49

Berechne die Wahrscheinlichkeit im Lotto ,,6 aus 497, ...

J2LOTTO 6:us49

-

a) 6 Richtige, .
S >

b) 4 Richtige (LK), 2 ) Qa\
c) keine richtige Zahl zu tippen (LK). A ) ﬂ b Y
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Losungen

1 Noch fit? - Stochastisches Grundwissen aus der E-Phase

Aufgabe 3
a)
5 - 5 3 — 1 2 1
P(M) = E = 50 %, P(M) = E = 50 %,PR(M) = Z - 75 %,PR(M) = Z = 25 %,Pﬁ(M) = g = E,
PR(M) = ===, Py(R) =< = 60 %, Py(R) == = 40 %,Px(R) =z = 20 %, Pu(R) = =80 %,
4 -~ _ 6 3 - 1
P(R) =—=40%, P(R) =— =60 %, P(RNM) == =30%, P(RNM) == =10%,
P(RNM) = ==20%, PRNM) == =40%
b) s .
P(M) = \(M) ==
Pu(R) =3 Pu(R) =2 Py(R) =1 R) = *
M s M()_S PM(R)—E/ \PI\_/I(R)ZE
PRAM) ==-2=2 pMnNR) =2 p§ Loy
T 10 5 10 10 P(MNR)=— P(MNR) ==
<)
e P(Infiziert 0,000999
Sensitivitat: Ppysiziert (+) = i;;:;:g ) = ooor = 99,9%
P __ P(Nichtinfiziertn—) _ 0,997002
Spezifitat: Pyichc infiziert () = P(Nichtinfiziert) 0,999 99,8%
Aufgabe 4
a)
A (Stiirmer) A (kein Stiirmer)
Startelf (B) 0,40 0,40 0,8
Einwechselspieler (B) 0,15 0,25-0,2=0,05 0,2
0,55 0,45

b)

Der Torschiitze ist ...
(1) Sttirmer der Startelf: P(A n B) = 0,40
(2) weder Stiirmer noch Einwechselspieler: P(A N B) = 0,40
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(3) Stiirmer oder Einwechselspieler: : P(AU B) = 0,40 + 0,15 + 0,05 = 0,60

(4) kein Stiirmer: P(A) = 0,45

(5) entweder Stiirmer oder Einwechselspieler: P((K NB)U(AN E)) = 0,40 4+ 0,05 = 0,45
(6) nicht gleichzeitig Einwechselspieler und Nichtsttirmer: P(m) =1-0,05=0,95.

<)
Wahrscheinlichkeit, dass ...
" . . = P(AnB) _ 0,15 _ 3
(1) unter den Stiirmern ein Einwechselspieler getroffen hat: P, (B) = T oo™ 27,3 %.

2) unter den Einwechselspielern ein Nichtstiirmer getroffen hat: P5(A) = PAND) _ 205 _ 1 250

P(B) ~ 020 4

P(ANB) _ 040 _ _eno
PE) 080 0,50 = 50 %.
P(ANB) _ 040 _ 8 _ 0
P(A) ~ 045 9 88,9 %

(2)
(3) unter den Startspielern ein Stiirmer getroffen hat: Pg(A) =
(4)

4) unter den Nichtstiirmern ein Startspieler getroffen hat: Pz(B) =

Aufgabe 5

a)

P(A)= — (1+5=5+1=2+4=4+2=3+3=0);
P(B)===(1-1=2-2=3-3=4-4=5-5=6-6=0);

P(A n B) = P(Augensumme ist 6 und die Differenz ist Null) = P(beide Wiirfel zeigen eine 3)

= ié # P(A)-P(B) = 2%. Daher sind beide Ereignisse stochastisch abhédngig.

b)
P(A)=5P(B)=2"=2(1+1,1+2=2+1,2+2,2+3=3+2,1+3=3+1sind Kleiner als 6)
P(ANnB)=P((3/1)und (3/2)) = 32—6 = 1—18 # P(A) -P(B) = é. A und B sind stochastisch abhdngig.
<)

P(A) = g; P(B) = % ; P(AN B)= % = é = P(A) - P(B). A und B sind stochastisch unabhangig.



2 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Histogramme
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Aufgabe 1
Xi 0 1 2 3 4 5
(1/1)
(1/2), (/1)
(2/2) (173), 31 | (1/4), (4/1)
xex | @A | GO emap | emLEm | G | e, 6
S 7Y o o | G5, 6B) | (36) (63) '
65 | O (e, 6m)
1
g 18
Eb
2
=
Der Erwartungswert betragt p = E(X) = 0-%+ 1'1is+ 2-§+ 3-%+4-§+ 5-1—18 =i—zz 1,94
2a)
xi | X =x;: zugehorige Ergebnisse P (X =x;) | Histogramm
2 | (1/1) L
3 |(1/2),@/1) =
4 | (1/3), /1), 2/2) 3
5 | (1/4), (4/1), (2/3), 3/2) %=1
6 | (2/4),(4/2), (3/3) 3
7 | (3/4), @4/3) 116 = %

8 | (4/4)
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2b)
xi | X = x;: zugehorige Ergebnisse P (X = x;) | Histogramm
2 | (1/1) -~
3| (1/2), /1) ==
4 | (1/3),(3/1), (2/2) ~ =2
5 | (1/4), 4/1),2/3),(3/2) s
6 | (1/5),(2/4), (4/2), (3/3) s
7 1(1/6),2/5), (3/4), (4/3) ik
8 | (2/6), (3/5) (4/4) 2=1
9 | (3/6), (4/5) TRk
10 | (4/6) P
1
2¢) 24
Oktaeder und Tetraeder Zwei Hexaeder
X X = x; P(X = x)) X = x; P(X = x))
2 | (1/1) = 3
3| (2/1),1/2) = | @/1,01/2 =
4 | (3/1),2/2),(1/3) = | 3/1),2/2,1/3) =
5 | (4/1),(3/2),(2/3), (1/4) S| @/1),6/2),2/3), /4 5
6 | (5/1), (4/2), (3/3), (2/4) 5| 6/1),@/2),6/3), /4, 1/5) =
7 | (6/1), 5/2), (4/3), (3/4) = | 6/1),6/2), (4/3), 3/4), (2/5), (1/6) :
8 | (7/1),(6/2), (5/3), (4/4) S| (6/2),5/3), (4/4), 3/5), (2/6) =
9 | (8/1),(7/2), (6/3), (5/4) = | (6/3),5/4), 4/5), (3/6) 5
10 | (8/2), (7/3), (6/4) % | (6/4),(5/5),4/6) 5
11 | (8/3), (7/4) o | 6/5),6/0 "
12 | (8/4) =~ | (6/6) %
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Eine Haufigkeitsverteilung beim zweifachen Hexaeder-Wurf nimmt zur Mitte hin gleichmafSig zu
und von dort gleichméafsig ab. Beim Wurf mit einem Oktaeder und Hexaeder gibt es ein breites
mittleres Plateau.

2d)
Versuch Erwartungswert p
2-facher Wurf eines Tetraeders 5

Wutf eines Tetraeders und Hexaeders | 6

Wutf eines Oktaeders und Tetraeders | 7

Wurf zweier Hexaeder 7

Die Erwartungswerte lassen sich mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnen oder mit folgen-
der Uberlegung: Beim Tetraeder erhélt man beim Werfen eine Wiirfels im Durchschnitt langfristig
(1+2+3+4):4=2,5, beim Hexaeder (1 + 2+ ..._+ 6) : 6 = 3,5 und beim Werfen des Oktaeders (1 +
2+ ...+ 8):8=4,5. Durch Addition der beiden Prognosewerte erhilt man die Erwartungswerte der
obigen Tabelle.



3 Binomialverteilung

Aufgabe 1

a) und c)

1 E
6
E 7
M
1 E
M 6
7

b) Anzahl n der Schokoiiberraschungskugeln = 2

48

Erfolgsanzahl k | X = k: mogliche Ergebnisse mit k Treffern | Wahrscheinlichkeit P(X = k)
o Jowm O =3 ) 7o
o b 8en () (§ <o
2 Jwm 0 =3 () () ~2aen

n=3

K |X=k P(X = k)

o o ©) -1 () ) oo

1 | (E/M/M), (M/E/M), (M/M/E)

2 | (E/E/M), (E/M/E), (M/E/E)

3 | (E/E/E)




d)
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X=k

P(X = k)

0 | M/M/M/M)

4

0

) 1-6) @) -5

4

(E/M/M/M), (M/E/M/M), 1666 1\ /6\° .
L1 /M/E/M), (M/M/M/E) 4'7'77?‘*'(5) '(7) ~ 3598 %
(E/E/M/M), (E/M/E/M), (E/M/M/E) 1166 2 /6y2 0
% | (M/E/E/M), (M/E/M/E), (M/M/E/E) 677777 (5) '(?) ~ 8,99 %
(M/E/E/E), (E/M/E/E), 1116 NTC

3 | (B/E/M/E), (E/E/E/M) tszga=t(3) (5) ~1%

4 | (E/E/E/E)

e)

1 k n—-k
P(X = k) = Anzahl der Pfade mit k Erfolgen (E) (
f)
N | Erwartungswert p
6 1 1
1 4 1-===
0 7+ 7 7
2 |2
7
3 |3
7
g |2
7
N n
7

Fiir eine Schokokugel ist der Erwartungswert offenbar % Bei sieben Kugeln wird man durchschnitt-

lich 1 Erfolg erwarten konnen. Daher ist der Erwartungswert fiir n Kugeln n-mal so grofd wie fiir 1

Kugel. Es gilt der wichtige Satz (vgl. Arbeitsblatt 12):

Sei X die Zufallsgrofle: , Trefferanzahl k bei n Versuchen mit der Trefferwahrscheinlichkeit p”, dann gilt

fiir den Erwartungswert p =n - p.



Aufgabe 2

Stand nach
Kauf von
3 Kugeln

Stand nach
Kauf von
4 Kugeln

d)

: ,Anzahl der Erfolge beim Lotto 6 aus 49”
:,Anzahl der Treffer von der Freiwurflinie vor und nach einer Wurftrainingsphase”
: ,Anzahl der Verspitungen vor und nach einem Fernsehbericht iiber die Piinktlichkeit der Bahn.”
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: ,Anzahl der Treffer beim Elfmeterschieflen bei n Spielen mit Trefferwahrscheinlichkeit p”
: ,Anzahl der HIV-Positiv-Erkrankungen in Deutschland bei einer Erkrankungswahrscheinlichkeit p”
: ,Anzahl der Erfolge beim Lotto 6 aus 49"

Die Wahrscheinlichkeit der unteren Zeile setzt sich zusammen aus dem %— und oder g—fachen der

oberen Wahrscheinlichkeiten. Treffen zwei Pfeile auf einen Kasten, werden dort die entsprechenden

um den Faktor % bzw. g multiplizierten Ausgangswahrscheinlichkeiten addiert.

P(X =2) =

10- ()" (

6

7

)

P(X =3) =

10- ()" (

6

7

:

P(X =5) =

HONO)

f)

Die Summe der Exponenten muss stets 5 ergeben. Die Summe der Pfade ergibt 25 = 32.
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9 () =252 (9 =15 (19) = 1:() = 10: () = 100; 22 = 100

h)

Will man 3 Frauen und 2 Ménner ohne Beachtung der Individualitdt der Personen auf 5 Stiihle ver-
teilen, tiberlegt man sich zuerst, wie viele Moglichkeiten es unter Beachtung der Individualitét es
gibt 5 Personen auf 5 Stiihle zu verteilen. Dies sind 5! =5 -4 - 3 - 2 - 1 = 120 Moglichkeiten. Achtet
man nicht mehr auf die Individualitdt der Frauen, konnen jeweils 3! =3 - 2 - 1 = 6 Moglichkeiten fiir
die Frauen zu einer Moglichkeit zusammengefasst werden. Man erhalt 120 : 6 = 20 Moglichkeiten.
Unter diesen Moglichkeiten konnen bei Nichtbeachtung der Individualitdt der Ménner 2! =2 -1 =2
erneut zusammengefasst werden. Man erhilt insgesamt 20 : 2 = 10 Moglichkeiten. Es gilt:

(Moglichkeitsanzahl,3 Frauen auf 3 Stithle zu verteilen)-(Moglichkeitsanzahl,2 Manner auf zwei Stiihle zu verteilen)

120
T 31(5-3) 62 10

(5) _ Moglichkeitsanzahl,5 Personen auf 5 Stithle zu verteilen
3) =
5!

Alternative Uberlegungen: Unter Beachtung der Individualitit gibt es 5 - 4 - 3 = 60 Moglichkeiten, 3
Frauen auf 5 Stiihle zu verteilen. Achtet man nun nicht auf die Individualitat, konnen 3 -2-1=6
Moglichkeiten zu einer Moglichkeit zusammengefasst werden. So ergeben sich 60 : 6 = 10 Moglich-

keiten. Es gilt:

(5) __ Maglichkeitsanzahl,3 Frauen unter Beachtung der Individualitat auf 5 Stiihle zu verteilen _ 5:4:3 _ 60 10
3/ - T 6

Moglichkeitsanzahl,3 Frauen auf 3 Stiihle zu verteilen 3!
i)

Die Anzahl der Pfade (E), die zu Trefferzahl k bei n Versuchen fiihrt, ldsst sich ablesen als Eintrag

im Pascalschen Dreieck, indem man in der n-ten Zeile den k-ten Eintrag von links sucht. Allgemein
gilt das Schema wie bereits oben in den Aufgabenteilen c) und d) exemplarisch beschrieben:

P (X=k-1;,n-1 Versuche) - p + (X=k; n -1 Versuche) - (1 - p) = P(X = k; n Versuche)
Dies muss rechnerisch nachgewiesen werden:

Pri(X=k-1) p+Pui(X=k-1)-(1-p)
:(E:}).pk—l .(1_p)n—k.p+(n;1)_pk -(1-p)1k.(1-p)
12D+ (D a—pm

= (E) . pk . (1 _ p)n—k

Denn es gilt:

n—1 n—1y _ (n—1)! (n—1)! _(@-D'k  (n—1!-(n—k)
o)+ ("% )_(k—l)!-(n—k)!+k!-(n—l—k)!_k!-(n—k)!+ K- (n—K)!
_(n—1)!-k+(n—1)!-(n—k)_(n—l)!-k+(n—l)!-n—(n—l)!-k_ n! _(n
B k! - (n — Kk)! B k! - (n — k)! _k!-(n—l)!_(k)
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Aufgabe 3

Auslastungsmodell

a)
b)

In einem Dirittel der Arbeitszeit wird eine Maschine benétigt.

Fiir einen Mitarbeiter handelt es sich um einen Bernoulli-Versuch mit der Maschinennutzungs-
wahrscheinlichkeit p = %, da er entweder eine Maschine nutzt oder nicht. Da fiir jeden weiteren

Mitarbeiter die entsprechende Maschinennutzungswahrscheinlichkeit unverandert beip = %
bleibt, erhilt man bei fiinf Mitarbeitern eine Bernoulli-Kette der Lange 5.

Px=0)=(7)- (§)0 : @5 ~ 1317 % Px=1)=(3)- ) (®) ~3292%

P(X=2) = (3) : (%)2 : (§)3 ~ 32,92 % P(X =3) = (g) : (§)3 : (g)2 ~ 16,46 %

P =() () @ marzn Rx=9=()() () <o
Berechne die kumulierte Wahrscheinlichkeit P(X > k) mitk = 2, 3, 4:

P(X>2)=16,46 % + 4,12 % + 0,41 % = 20,99 % (Wenn drei Arbeiter zu einem bestimmten Zeit-
punkt an einer Maschine sind, reichen zwei Maschinen nicht mehr aus. Es werden mindestens
drei Maschinen benétigt.)

P(X>3) =4,12% + 0,41 % = 4,53 % (Wenn vier Arbeiter zu einem bestimmten Zeitpunkt an
einer Maschine sind, reichen drei Maschinen nicht mehr aus. Es werden mindestens vier Ma-
schinen benétigt.)

P(X > 4) = 0,41 %

Bei zwei Maschinen liegt die Wartezeit bei knapp 21 %, bei drei Maschinen sinkt sie unter 5 %
und bei vier Maschinen unter 1 %.

Die Anschaffung einer weiteren Maschine macht Sinn, da beim Kauf einer dritten Maschine die
Wahrscheinlichkeit einer Wartezeit um mehr als 16 % sinkt, wihrend die Wahrscheinlichkeit bei
der Anschaffung einer vierten Maschine nur noch um weitere knapp 5 % verringert wird.
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Das Kugel-Ficher-Modell

a)

Es handelt sich um einen Bernoulli-Versuch der Lange 150 mit der Geburtstagswahrscheinlich-
keit von p = %. Die Zufallsgrofle X lautet: X: , Anzahl der Geburtstagskinder an einem beliebigen
Tag”. Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten lassen sich mithilfe der Bernoulli-Formel berechnen:

Pex=0) = (129). (L)O : (ﬂ)150 ~6626% P(x=1)=(12)- (3%)1 : (ﬂ)149 ~ 27,31 %

0 365 , 365 . 1 365
poce2) = (57): () (2 ~ 530

Um herauszufinden, wie oft im Jahr unter 150 Personen an einem beliebigen Tag keine Person
Geburtstag hat, muss die Wahrscheinlichkeit, dass an einem beliebigen Tag niemand der 150
Personen Geburtstag hat, mit der Anzahl der Tage eines Jahres (365) multipliziert werden. So
erhilt man die Anzahl der Tage ohne Geburtstagskind. An P(X = 0) - 365 = 0,6626 - 365 ~ 242
Tagen eines Jahres hat im Schnitt also keine Person Geburtstag. An P(X =1) - 365 ~100 Tagen hat
im Schnitt genau eine Person Geburtstag. Daher hat an 365 - 242 - 100 = 23 Tagen im Schnitt eine
Person mit mindestens einer weiteren Person Geburtstag.

Wie in Aufgabenteil a) handelt es sich um eine 150-stufigen Bernoulli-Kette mit der Trefferwahr-
scheinlichkeit von p = %. Gesucht ist die durchschnittliche Anzahl von Zahlen unter den Zahlen

1,2,3,...,365, die nicht unter den 150 gezogenen ist. Daftir multipliziert man wie in Aufgabenteil
b) die Bernoulli-Wahrscheinlichkeit P(X = 0) (Wahrscheinlichkeit, dass keine der 150 Zahlen ge-
zogen wird) mit 365 und erhilt 241,85. Von 365 Zahlen kommen im Schnitt also 242 Zahlen nicht
vor. Multipliziert man P(X = 1) (Wahrscheinlichkeit, dass eine Zahl genau einmal vorkommt)
mit 365, ergibt sich 99,68. Hier kann man sagen: Von 365 Zahlen kommen im Schnitt 100 Zahlen
genau einmal vor. Daher kommen 365 - 242 - 100 = 23 Zahlen mehr als einmal vor.

Die Anzahl der Kugeln ist n = 150 und entspricht der Anzahl der erzeugten Zufallszahlen. Die
Anzahl der Facher betragt f = 365 und entspricht den Zahlen 1, 2, 3, ..., 365. Ferner sei k =0, 1,
..., 150 die Haufigkeit, mit der eine Kugel in einem bestimmten Fach landet. Dieser Parameter
entspricht der absoluten Haufigkeit, mit der eine Zahl gezogen wird. Die Zufallsgrofie lautet
daher: , Hiufigkeit, mit der eine Kugel in einem Fach landet”. Sie entspricht der Zufallsgrofse: , Hiu-
figkeit, mit der eine Zahl gezogen wird”. Aus der Sicht eines Faches betrdgt die Wahrscheinlichkeit,

dass eine der 150 Kugeln (Zufallszahlen) in ihm abgelegt wird, p = ﬁ. Bei n =150 Kugeln (An-
zahl der Zufallszahlen) erhilt man daher eine 150-stufige Bernoulli-Kette mit der Trefferwahr-
scheinlich p = %. Es ergibt sich allgemein fiir das Kugel-Facher-Modell mit den Parametern

Kugelanzahl (Anzahl der Zufallszahlen) n, Facherbelegungszahl k (Hdufigkeit, mit der eine Zahl
gezogen wird) und Anzahl der Fécher f (Zahlen 1, 2, 3, ...) mithilfe der Bernoulli-Formel:

rec=i0=()-() (-9

Die Anzahl der Rosinen ist n = 100. Die Anzahl der Brotchen betrédgt f = 6. Die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Rosine in einem bestimmten Brotchen landet betrdgt daher p = %. Gesucht ist die
Wahrscheinlichkeit, dass bei n = 100 Rosinen ein Brétchen ohne Rosinen ist. Diese Wahrschein-

0 100
lichkeit entspricht P(X = 0) = (180) (3) -(5) " ~0,000000012 = 0,0000012 %. Filr die weite-

ren zu untersuchenden Fille gilt: P(X = 5) ~ 0,00029 = 0,029 %; P(X = 20) ~ 10,65 %; P(X = 20) =
6,8 %; P(X=16) = 61,23 %; P(10 < X < 20) = 82,68 %.
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Das Geburtstagsparadoxon

a)

Bei beiden Fragestellungen handelt es sich um ein Bernoulli-Experiment, da es in beiden Versu-
chen nur zwei mogliche Ausgdange des Versuchs gibt (Geburtstagsproblem: Person hat mit einer
anderen Person Geburtstag oder nicht / Wiirfelproblem: Wiirfel zeigt eine Augenzahl eines
zweiten Wiirfels oder nicht)

Allerdings entsteht keine Bernoulli-Kette, da sich die Trefferwahrscheinlichkeit mit hherer Ver-
suchszahl verdndert. Z. B. wire die Trefferwahrscheinlichkeit beim Geburtstagsproblem bei 367
Personen (unter Berticksichtigung des Schaltjahres) fiir die letzte Person 1, wéahrend die gleiche

Wahrscheinlichkeit bei 2 Personen % betrdgt. Ebenso wird beim 7-stufigen Hexaeder-Wurf der
siebte Wurf eine Trefferwahrscheinlichkeit von 1 haben, wihrend die Trefferwahrscheinlichkeit
des zweiten Wurfes % betrégt.

Statt die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Ergebnisse mit , mindestens doppelt auftretender Augenzahl”
zu betrachten, bestimmt man die Wahrscheinlich des Gegenereignisses, das nur aus einem Er-
gebnis besteht, namlich dem Ereignis, dass , alle Augenzahlen ungleich” sind. Die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit ergibt sich durch Subtraktion der Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses von
100 % = 1.

4 . 3
zwei 3 drei Z vier
verschiedene —» | verschiedene | -2» verschiedene
Augenzahlen Augenzahlen Augenzahlen

eine
Augenzahl

lm.m

P (alle vier Wiirfel haben eine unterschiedliche Augenzahl) = = g-%-% = 5:3'3 = % ~ 27,8 % . Damit
betrdagt die Wahrscheinlichkeit ftir das Ereignis ,mindestens eine doppelt auftretende Augen-
zahl” 1 — % = g ~ 72,2 %.

Das hingt davon ab, wie die Auszahlung a im Verhiltnis zum Einsatz fiir den Fall wire, dass
mindestens eine Augenzahl doppelt vorkommt. Fiir die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung
mit der ZufallsgrofSe X: , Auszahlung pro Spiel in €” ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung
fur X:

K

Alle 4 Augenzahlen ungleich mindestens eine doppelt auftretende Augenzahl

Auszahlung 0 A

P(X = k) 5 13

5 13
18 18

Im Falle des Einsatzes von 1 € miisste der Erwartungswertp = E(X) =0 1—58 +a- 1—2 = 1 betragen,

was bedeutet, dass die Auszahlunga = 1—? ~ 1,38 €. Bei einer geringeren Auszahlung wiirde
man nicht auf das Ereignis ,mindestens eine doppelt auftretende Augenzahl” wetten.

P(mindestens 2 Personen haben am gleichen Tag Geburtstag) =1 - P (alle Personen haben an verschiede-

364
364-363-362--343 ( ) 2!
nen Tagen Geburtstag) =1 —————-——=1-~225—~0,5073 = 50,73 %.
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e) (e.1) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mindestens zwei Preise bekommt. Be-
rechne zundchst die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis, dass jede Person hichstens einen Preis

24
2300 9!
erhdlt. Sie betragt 2 22359 16 - <g 5)9 ~ 0,1244 = 12,44 %. Daher betrédgt die Wahrscheinlichkeit

dafiir, dass eine Person mindestens zwei Preise erhilt etwa 1 - 12,44 % = 87, 46 %.

(e.2) Auch hier betrachtet man zundchst das Gegenereignis ,,zehn unterschiedliche Zahlen in Folge”.

36
35 91
Die Wahrscheinlichkeit daftir betrédgt 3635720 = (o) ~ 0,2629 = 26,29 %. Daher betragt die

37° 379

Wahrscheinlichkeit fiir das Gegenereignis , mindestens eine doppelte Zahl” 73,71 %.

(e.3) P (fiinf unterschiedliche Motive) = m ~ 77,11 %. Daher P (mindestens ein doppeltes Motiv)

04
=1-77,11 % = 22,89 %.

(e.4) P (mindestens zwei Druckfehler auf einer Seite) =1 - P (hochstens ein Druckfehler pro Seite) = 1 —

99.98:97-....91 (999)'9!
2287139 1 — — 0,
7Ol - 1 - 220~ 10,6282 = 37,18 %.

(e.5) P (mindestens zwei Rosinen pro Brétchen) = 1 - P (hochstens 1 Rosine pro Brétchen) = 1 —

49-48-47---31 (23)'19!
T: 1—507% 1—0,0102 :98,80%
(e.6) P (Jede Ente wird von hdchstens einem Jiger abgeschossen) = % = 58,14 %. Das Gegener-

eignis wird hier nicht benttigt. Man geht davon aus, dass die Jager auf jeden Fall treffen. Trifft
der erste Jager eine Ente, bleiben fiir den zweiten nur noch 19 Enten {ibrig, wenn er nicht die
gleiche Ente treffen will. Fiir den dritten Jéger bleiben 18, fiir den vierten Jager 17 und fiir den
funften Jager 16 Enten tibrig, wenn jeweils eine andere Ente getroffen werden soll. Da alle gleich-
zeitig und unabhingig voneinander schiefien haben alle fiinf Jager 20 Enten zur Auswahl.
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Warten auf Erfolg

a) Aus dem Baumdiagramm kann man ablesen: Fiir die Zufallsgrofie X: ,, Anzahl k der notwendigen

o - S 1 36\F1
Runden, bis die Kugel auf Feld , 7" liegen bleibt”, gilt: P(X = k) = - (—) .

37
36 36 36 36
37 Keine 7 <37 Keine 7 37 Keine 7 37 Keine 7
I elne SEEEEEEEENEN elne
™~ 7 1 =y 1 :7 1 ~ 7
37 37 37 37

b) Dass die Kugel keinmal in k Runden auf Feld ,7” liegen bleibt, bedeutet: lauter Misserfolge in k

k
Runden. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir betrdgt: P(X > k) = (g) (Die Anzahl der notwendigen

Runden ist grofier als k)

c) Losung tiber das Gegenereignis: Sei X die Anzahl der Erfolge in n Runden und die Trefferwahr-
scheinlichkeit p = (%) und der Nichttrefferwahrscheinlichkeit q = (g) Wenn P(X >1) 20,95
sein soll, ist dies gleichbedeutend mit der Ungleichung P(X = 0) < 0,05. Die Wahrscheinlichkeit,

36

n
keinen Treffer in n Versuchen zu erhalten, ldsst sich berechnen durch (37) berechnen. Daher
n
ergibt sich die Ungleichung (g) < 0,05. Durch Logarithmieren erhélt man (Hinweis zum GTR:
n
MATH — logab): logzs ((;) ) < logs6(0,05) & n = logzs(0,05) ~ 109,34 (Der Logarithmus zur
37 37 37

Basis z—j <1 ist eine streng monoton fallende Funktion. Daher dreht sich bei der Ungleichung
nach dem Logarithmieren das Zeichen ,<” um.). Auch Ausprobieren fiithrt zum Ziel:

n 50 100 125 110 109
(§)n 0,2541 0,0646 0,0325 0,0491 0,0505

Wenn man also mindestens 110 Runden beim Roulette-Spiel durchfiihrt, wird die Kugel mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% mindestens einmal im Feld ,, 7" liegen bleiben.

Losung tiber die kumulierte Wahrscheinlichkeit: Sei X die Anzahl der Erfolge in n Runden. Die
Wabhrscheinlichkeit fiir , mindestens einen Erfolg in n Runden” entspricht der kumulierten Wahr-
scheinlichkeit P(X = 1). Gesucht ist bei k > 1 die Zahl n, so dass P(X = 1) = 0,95. Mithilfe der

Tabellenfunktion (Menu 7) kann durch Eingabe von y = BinomialCD(1, x, X, 3—17) herausgefunden
werden, dass x grofer als 109 sein muss.
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Aufgabe 4

1) p=03

P(X=14)=0,1189

P(X <18) =0,8594

P(X <13) = P(X <12) = 0,2229 (hochstens 12 Treffer)

P(X217)=P(X=17,18, ...,50) = P(X 2 17) = P(17 < X < 50) = 0,3161 (mindestens 17 Treffer)
P(X>21)=P(X=22,23,...,50) = P(X222) = P(12 < X < 50) = 0,0251 (mindestens 22 Treffer)
P(10<X<18) =0,8192 (mindestens 10 und hochstens 18 Treffer)

2 p=06

P(X =31) =0,1109 (genau 31)

P(X < 33) = 0,8439 (hochstens 33)

P(X<26)=P(X=0,1,2,...,25) =0,0978 (hochstens 25)

P(X=27) =P(27 < X <50) = 0,8438 (mindestens 27)

P(X>31) = P(X232) = P(32 < X <50)= 0,3356 (mindestens 32)

P(23 < X <33) =0,8279 (mindestens 23 und hochstens 33)

(3) P(X) durch P(Y) ausdriicken

Pex=31)= (39)0,6%1 0,41 = 220,61 0,41 = 22-0,4190,6%" = (30)0,41°0,6> = P(Y = 19)
P(X<33) =P(0, 1, ..., 33) = P(Y = 50, 49, ..., 17) = P(Y 2 17)

P(X<26)=P(X=0,1,2, ..., 25) = P(Y = 50, 49, 48, ..., 25)

P(X227) = P(X = 27, 28,29, ...50) = P(Y = 23, 22, ..., 0) = P(Y < 23)

P(X>31) = P(X 2 32) = P(X = 32, 33, ..., 50) = P(Y = 18, 17, 16, ..., 0) = P(Y < 18)

P(23 <X <33) = P(X =23, 24, ..., 33) = P(Y = 27,26, ..., 17) = P17 < Y < 27)
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Aufgabe 5

Grundaufgabe 1
a) P(X =5)~0,1789
b) P(X=9)=0,3759 [P(5 < X <8)~0,6178]

Grundaufgabe 2

a) Erstelle mit dem GTR in MENU 1 tiber BinomialPD(10, 0.4) eine Liste fiir die singuldren Wahr-
scheinlichkeiten P(X = k) mit k = 0, 1, ..., 10. Den Tabellenwerten entnimmt man den Hochstwert
fiir k = 4, denn P(X = 3) = 0,2150 < P(X = 4) =~ 0,2508 < P(X = 5) ~ 0,2007.

b) Ansatz: Fiir welche k ist P(X < k) = P(X < k - 1) 2 0,95. Losung in MENU 7 (Tabellenfunktion):
Man bestimmt fiir y = BinomialCD(x, 200, 0.02) die erste natiirliche Zahl x (denke an SET und den
Startwert 0, z. B. den Endwert 10 und die Schrittweite 1), so dass y mindestens 0,95 betrégt ist. Dies
ist die Zahl x = k - 1 = 7. Fazit: Bei k = 8 nicht-normgerechter Schrauben sollte die Lieferung zurtick-
gewiesen werden. Alternativ in MENU 1 (Rechenmodus): Bei einem nicht zu hohen Stichproben-
umfang n kann tiber die Funktion BinomialCD(200, 0.02) eine Liste bestimmt werden fiir die kumu-
lierten Wahrscheinlichkeiten P(X <k -1) mitk =1, 2, ..., 201. Man erhdlt fur k - 1 =7 zu ersten Mal
einen Wahrscheinlichkeitswert, der grofier als 0,95 ist. Alternativ gelangt man auch mit dem Befehl
InvBinomialCD(0.95, 200, 0.02) = 7 zur ersten Zahl k - 1, so dass P(X < k - 1) > 0,95.

Grundaufgabe 3
a) P(X = 5) = (g) P (1—p)° =095 ps =095 p> /0,05 ~ 0,9897 = 98,97 %

(einfacher Sonderfall: Im Bernoulli-Term haben der Binomialkoeffizient und die zweite Potenz je-
weils den Wert 1).

b) Ansatz: Fiir welche Trefferwahrscheinlichkeit p ist P(X = 38) > 0.9. Losungsmoglichkeit {iber
MENU 5 (Grafenmenu): Betrachte die Funktionen y = BinomialCD(38, 40, 40, x) und y = 0,9 fiir den
x-Bereich (x fiir die Trefferwahrscheinlichkeit p) und y-Bereich (y fiir die Wahrscheinlichkeit P) zwi-
schen 0 und 1 (tber V-Window). Ermittle grafisch den Schnittpunkt der beiden Graphen (iiber G-
Solv und IINTSECT). Man erhilt S (0,9721/0,9). Daher ist fiir p > 0,9721 P(X 2 38) > 0.9.

Grundaufgabe 4

a) Fiir welche Zahl n ist P(X 2 1) 2 0.9? Uber MENU 7 (Tabellenfunktion): Erstelle ein Tabelle fiir y
= BinomialCD(1, x, x, 0.05) mit x =1, 2, 3, ... (x ist der Stichprobenumfang n und kann tiber SET mit
Start- und Endwert sowie Schrittweite 1 eingestellt werden). Fur x = 45 wird zum ersten Mal die
Wahrscheinlichkeit von 0,90 iiberschritten. Daher miissen mindestens 45 Personen kontrolliert wer-
den, damit ein Kontrolleur mindestens 1 Schwarzfahrer mit einer Wahrscheinlichkeit von mindes-
tens 90 % erwischt. Rechnerische Alternativlosung tiber das Gegenereignis von X2 1: P(X>1) =1 -

P(X = 0) 2 0.9 bedeutet, dass P(X = 0) = (8) -0,05%-0,95" < 0.1. Also erhilt man: 0,95" < 0.1 &
n > logg g5 0,1 ~ 44,89. Alternativ kann man auch unter MENU A (Gleichungsmenu) mit SOLVER
arbeiten. Man gibt dort die Gleichung 0,95" = 0,1 ein und wé&hlt den Bereich, in dem die Losung
liegen kann (unterer Wert 40, oberer Wert 50).

b) P(X=1) > 0.9 ist gleichbedeutend mit P(X = 0) = 0,65" <0,1. Wie unter a) ergibt sichn > 6.

¢) Fiir welches n ist P(X = 3) = 0.95? MENU 7 (Tabellenfunktion): Erstelle eine Tabelle fiir y = Bino-
mialCD(3, x, x, 0.80) mit x = 3,4, 5 ... (x ist der Stichprobenumfang n und kann tiber SET mit Start-
und Endwert sowie Schrittweite 1 eingestellt werden). Die Wahrscheinlichkeit 0,95 wird fiir n = 6
tiberschritten. Alternativ kann in MENU 1 (Rechenmodus) durch héndische Eingabe von Binomi-
alCD(3, x, x, 0.80) mit x =4, 5, 6, ... tiberpriift werden, wann diese Wahrscheinlichkeit > 0,95 ist.
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Aufgabe 6
a)

Es sind bei 60 Wiirfen beim ungezinkten Wiirfel % 60 = 10 Einser zu erwarten. Sollten nur 3 Einser

kommen, konnte es sich um einen gezinkten Wiirfel handeln, da der Wert sehr weit vom
Erwartungswert abweicht.

b)

Die Formel fiir den Erwartungswert lautet p = E(X) =n - p. Bei einem Wurf kommt zu einem Sechstel
die ,1”. Bei 6 Wiirfen kommt im Schnitt einmal (%- 6 = 1) die ,1”. Bei 60 Wiirfen betrédgt die

durchschnittlich zu erwartene Einserzahl %- 60 = 10. Allgemein betragt die Prognose fiir den zu

erwartene Mittelwert% - n. Fiir eine beliebige Trefferwahrscheinlichkeit erhélt man die obige Formel.

<)

Erste Beobachtungen, z. B. (vgl. Aufgabe d)): Maximum bei steigender Wahrscheinlichkeit weiter
rechts, bei grofierer Zahl n nimmt das Maximum ab, fiir p = 0,5 ist das Histogramm symmetrisch
zum Erwartungswert, bei groflem n werden die Histogramm zunehmend symmetrisch zu
Erwartungswert.

Erwartungswerte
p n=4 n=10 n=20
0,1 0,4 1 2
025 |1 2,5 5
0,5 2 5 10
07 128 7 14
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Aufgabe 7
a) p = n=60: E(X) = 10 und P(7 <X < 13) ~ 77,67 %.
b) n=4 n=20 n =60 n =100
V(X) o(X) V(X) o(X) V(X) o(X) V(X) o(X)
p=01] 036 0,6 1,8 1,34 54 2,32 9 3
p=: 0,56 0,75 2,78 1,67 8,33 2,89 13,88 3,73
p=025| 075 0,87 3,75 1,94 11,25 3,35 18,75 4,33
p=05 1 1 5 2,24 15 3,87 25 5
p=07 | 084 0,92 4.2 2,05 12,6 3,55 21 4,58

¢) Programmierung: In MENU 4 (Tabellenkalkulation) kann man oben zunichst sechs Felder ange-
ben fiir die Parameter n, p, q, E(X), V(X) und o(X). Dann gibt man in B1 und B2 Werte fiir n und p
ein. Dann werden tiber die SEQ Funktion (EDIT-Menu) die Zahlen 0, 1, 2, ..., 100 1die dann tiber
FILL (EDIT-Menu) in die Zellen B5 bis B105 kopiert werden. Analoges erfolgt fiir die Zellen C5 bis
C105 und D5 bis D105. Dabei ist bei den Zellen B1 und B2 auf das Zeichen $ zu achten, das vor der
Ziffer verhindert, dass beim Nach-unten-Kopieren (FILL) der Zellenbezug fest bleibt. Dann kénnen
die Formeln fiir den Erwartungswert und die Varianz sowie die Standardabweichung programmiert

werden.

Sequenz

Expr ' X
Var X
Start 10
End 1100
Inecre 01

1st Cell:Ab

B [d7c]Real SHEET B [dic]Res] SHEET
Formeleintrag SHE| A c D
Formula :=BinomialP 1In 100 [Ex) 50
Cell Range:B5:B10p 2le 0.5 JV(x) 25
2lq 0.5 Is(x) 5
ﬁlk P(X=k) [JkxP(E=k[(k-E)?x
o] 7e-31] 0| 1e-27

=Binomial PD(A5,B%1,B$%

COPY](CELL NP ISP =]

[ | (CUT J(COPY](CELLIRIPIET® & ]
E] [Degform] [@7c)Rea] SHEET B [Degfornd] [d/c)Res] SHEET B [CedMornd] [d7c]Resl SHEET

SHE| & B D || |SHE| & B ¢ I suE| & B © D
1 100 IE(X) 50 1[n 100 JE() 50 qn 100 JE) 50
2lp 0.5 [vix) 25 2lp 0.5 v 25 2llp 0.6 v 25
3lq 0.5 s 5 3[lq 0.5 [|S(X) ) 3llq 0.5 Is() 6
2 [Pc=1) JuxP@=i(k-E)2x 4 Px=k) JrxP@=i]k-E)2x 4k [PE=1 |ixPE=f(r-E)2x
d 0| 7e-31]| o] 1e-27 0| 7e-31 o| 1e-27 5| 0| 7e-31 0| 1e-27
=AbxBb =(Ab-D%1) “2xBb =CellSum(C5:C105)

COPY [ CELL IR & |

COPY [ CELL NI & |

B [d/c)Real SHEET B Deglfernd) [d7c)RealSHEET E] Degfornd] (dFc]Resl SHEET
SHE| A c D SHE| & B c TN | seE| & B ¢ I
1 100 JE) B0 1 100 JE) 50 1[la 100 [E(®) 50
2 e 0.5 [Jv(xX) 25 P 0.5 v 25 2p 0.5 v{X) 25
q 0.6 560 5 3[lq 0.6 s 5 q 0.5 s B
21 P(X=k) [JexP (=] (k-E)2x 2|x [P=1 [ea=q-E)2x 71 Ipix=t) [JrxP(x=H[(k-E)zx
3 0| 7e-31 0| 1e-27 5| 0| 7e-31 0| 1e-27 6 0| 7e-31 0| 1e-27
=1-B2 =Cel [Sum(D5:D105) =4/D2
I (SORTAST SORTOES CB ]| | IS EORTASC SORTDES o | | IEWPSORTASTISORTDES (=

Beobachtungen: Multipliziert man q mit E(X) ergibt sich die Varianz V(X). Ebenso ergibt sich der
Erwartungswert E(X) durch das Produkt von n und p.

Bemerkung: Wenn (n + 1) - p ganzzahlig ist (z. B. n=9, p = 0,4; u = 3,6), nimmt die Verteilung an
den beiden benachbarten Stellen (n +1) - p-1=p+p-1(=3)und (n+1)-p=p + p (= 4) sein
Maximum (= 0,2508) an. Bei nicht ganzzahligem (n + 1) - p (z. B. n =10, p = 0,4, u = 4) liegt das
einzige Maximum beim grofiten Wert fiir k unterhalb von (n + 1) - p = p + p = 4,4 (also bei 4).
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4 Sigma-Regeln

Ubungsaufgaben

a)

n~16,67, V(X)~13,89>9,0~3,73. Es gilt p - 20~ 9,21 und p + 20~ 24,12. Im Intervall [10, 24] liegen
mindestens 95,4 % der moglichen Ausgénge, da P(10 < X <24) ~ 0,957. Daher wiirden 10 Einser nicht
auf eine signifikante Abweichung hindeuten, wéahrend 25 Treffer bei 100 Versuchen auf eine andere
Trefferwahrscheinlichkeit hindeuten. Es gilt: p - 2,580~ 7,04 und p + 2,580 ~ 26,29. Daher liegt eine
Trefferzahl mit einer Wahrscheinlichkeit von 99 % im Intervall [8; 26].

b)

Sei X die Anzahl der Gewinnlose in einer Stichprobe von n = 60. Der Erwartungswert von X betragt
n = 20. Die Standardabweichung o betrdgt ungefdhr 3,65 > 3. Die 20-Umgebung lautet 12,7 < X <
27,3. 95,5 % aller Ausgénge liegen in dieser Umgebung, 4,5 % auflerhalb. Das beobachtete Tester-
gebnis liegt linksseitig von der 20-Umgebung. Die Wahrscheinlichkeit daftir betragt nur ca. 2,25 %
wegen der nahezu vorliegenden Symmetrie des Histogramms einer Binomialverteilung fiir grofse n.
Beurteilung: Die Wahrscheinlich ist die Werbung falsch. Der Anteil der Gewinnlose ist vermutlich
deutlich geringer als ein Drittel.

<)

Man berechnet zunichst p = 50 und o = 5 > 3. Die Grenzen fiir das 95 %-Sicherheitsintervall lauten
dann p - 1,960 = 40,2 < X < 59,8 = p + 1,960. Zum Herausfinden der richtigen Grenzen (die Sigma-
Regeln geben nur gerundete Werte an und gelten umso besser je hoher n ist) muss man nun ver-
schiedene Moglichkeiten betrachten: P(41 < X < 59) ~ 94,3 % liefert einen zu kleinen Wert. Das Inter-
vall [40; 60] liefert wegen P(40 < X < 60) ~ 96,48 % eine fast 96,5 %-Vorhersagewahrscheinlichkeit, die
mindestens 95 % betrédgt (nach aufien abrunden).

d)

X zdhlt die Anzahl der gelesenen Exemplare. Man nimmt an, dass X binomialverteilt ist mit n = 5000,
p=0,2, n =1000 und o~ 28,28. P(X < 980) ~ 24,6 %, P(X =1100) ~ 0,025 %. Mit ca. 95,4 %-iger Wahr-
scheinlichkeit liegt die Anzahl der ungelesenen Exemplare im Intervall p - 20~ 943,44 < X < 1056,56
~ u + 20. Das Intervall [944; 1056] liefert die gesuchte Losung.
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5 Testen von Hypothesen mittels Binomialverteilung
Aufgabe 1
b)
Es handelt sich um ein Bernoulli-Experiment unter der Annahme, dass alle Testdurchgénge vonei-

nander unabhéngig sind mit jeweils gleicher Trefferwahrscheinlichkeit. Es darf also kein Lerneffekt
vorliegen (z. B. durch Ergebnisriickmeldung).

<)

Die Variablen lauten: n =40 und p = 0,5 (da man zunéchst davon ausgehen muss, dass geraten wird).
Fiir den Erwartungswert gilt p=40-0,5=20 und die Standardabweichungo =,/n-p-q=

VI q=+/20-0,5=+10 = 3,16.Die Varianz betragt 10.

Aufgabe 2

a)

P(X > 23) = 1-P(X < 22) ~ 21,48%

P(X>=27)=1-P(X <22) = 1,924%

P(X >30)=1- P(X <22) ~ 0,001%

b)

Raten kann aufgrund des relativ geringen Stichprobenumfangs nicht ausgeschlossen werden.
¢) und d)

Annahmebereich: k< 25; Verwerfungsbereich: k > 26

k 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

P(x=k) | 0,119 | 0,103 | 0,081 | 0,057 | 0,037 | 0,021 | 0,011 | 0,005 | 0,002 | 0,001 | 0,000
k) 1 0,682 | 0,785 | 0,866 | 0,923 |0,960 | 0,981 | 0,992 | 0,997 |0,999 | 0,999 | 0,999
k)| 0437 | 0,318 |0,215 | 0,134 | 0,077 | 0,040 | 0,019 | 0,008 | 0,003 | 0,001 | 0,000

Alternativ konnen die Sigmaregeln verwendet werden, da o > 3: k> 20 + 1,64-3,1622 ~ 25,18. Run-
den: Es werden sinnvollerweise nur natiirliche Zahlen als Werte betrachtet, so dass wir im rechts-
seitigen Fall nach oben aufrunden (im linkseitigen Fall wiirde nach unten abgerundet): Der Verwer-
fungsbereich liegt bei k > 26.

Entscheidungsregel: Bestimmt die Versuchsperson nun 26 oder mehr Farben der Gummibéarchen
richtig, so wird Ho verworfen und die Alternativhypothese ,Die Person ist besser als Raten” ange-
nommen (jeweils auf einem Signifikanzniveau von 5%). Anderenfalls wird davon ausgegangen,
dass die Person nur geraten hat.
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. Kumulierte Wahrscheinlichkeit 4 Singuldre Wahrscheinlichkeit

P(X = k)

Verwerfung

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

»
T T v ¢ 4 \ 4 »

4

Trefferanzahl X =k

»
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 26 38 40

Trefferanzahl X =k

e)
Aussage Wahr | Falsch | Begriindung
1. Es ist eindeutig bewiesen, dass die D - Man kennt die tatsdchliche Treffer-
Nullhypothese falsch ist. wahrscheinlichkeit nicht.
2 glnes‘/\cﬁ?rlilcainhciiilstedje:t Zléglerfl: D - Man kennt die tatsdchliche Treffer-
yp & wahrscheinlichkeit nicht.
den worden.
3. Es ist eindeutig bewiesen, mit der D - Man kennt die tatsdchliche Treffer-
die Alternativhypothese wahr ist. wahrscheinlichkeit nicht.
4. M:?m kam nun die Wah‘rschemhch- Man kennt die tatsdchliche Treffer-
keit ableiten, dass die Alterna- D - e .
. C . . wahrscheinlichkeit nicht.
tivhypothese richtig ist.
5. Man geht nun davon aus, dass die
Nullhypothese falsch ist, ist sich Die Verwerfung der Nullhypothese
aber bewusst, dass man bei diesem bedeutet noch nicht, dass sie falsch
Verfahren eine wahre Nullhypo- - D ist, sondern nur, dass sie zu 5%
these mit einer Wahrscheinlichkeit falschlich verworfen wurde, falls sie
von maximal 5% filschlich ver- wabhr ist.
wirft.
Aussage Wahr | Falsch | Begriindung
6. Es ist eindeutig bewiesen, dass die D - Man kennt die tatsdchliche Treffer-
Nullhypothese richtig ist wahrscheinlichkeit nicht.
7. kMe?:l :Sﬁ:?;;ggﬁ?iﬁ%?hcg: D - Man kennt die tatsdchliche Treffer-
L yP wahrscheinlichkeit nicht.
these richtig ist.
8. Es ist eindeutig bewiesen, dass die D - Man kennt die tatsdchliche Treffer-
Alternativhypothese falsch ist. wahrscheinlichkeit nicht.
% zlssvﬁek;rs;gfelﬁfg‘ljﬁlt doetshf;tri; D - Man kennt die tatsidchliche Treffer-
yp wahrscheinlichkeit nicht.
gefunden worden.
10. Man geht nun dgvor} ans dgss Fhe Der zweite Teil der Aussage ist
Nullhypothese richtig ist, ist sich . -
. . falsch, da man die tatsédchliche Tref-
aber bewusst, dass man bei diesem .1 . .
. . ) ferwahrscheinlichkeit nicht kennt
Verfahren in dem Fall, in dem die D . . . .
. ) . und damit auch nicht die Wahr-
Nullhypothese falsch ist, diese mit L o
. o ; 0 scheinlichkeit eine falsche Nullhypo-
einer Wahrscheinlichkeit von 5% N .
. . ) these filschlich anzunehmen.
dennoch filschlich annimmt
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f)
Stichprobenumfang n | Kleinstes b mit P,(X < b) > 0,95 | Fehler 1.Art: P,(X > b)
10 8 P (X >9) ~ 0,0107
20 14 P,o(X > 15) ~ 0,0207
40 25 P,o(X = 26) ~ 0,0403
50 31 Pso(X > 32) ~ 0,0325
100 58 Poo(X = 59) ~ 0,0443

Bei grofierem Stichprobenumfang nimmt der Annahmebereich bei gleichem p zu. Die Irrtumswahr-
scheinlichkeit liegt stets unter 5%.

8)

Stichprobenumfangn | b Pneu Fehler 2. Art: P, (X <b)
0,60 87,44 %

20 14 0,70 58,36 %
0,80 19,58 %
0,60 68,26 %

40 25 0,70 19,26%
0,80 0,79%
0,60 37,75%

100 58 0,70 0,72%
0,80 0,00004 %

Durch einen hoheren Stichprobenumfang kann man die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler der 2.

Art verringern.

h)

Wenn man den Annahmebereich von Hy vergrofiert, um den Fehler der 1. Art zu verkleinern, wird
die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler der 2. Art vergroflert. Wenn man dann zusétzlich noch den
Stichprobenumfang erhoht, kann man gleichzeitig die Wahrscheinlichkeiten fiir den Fehler der 1.
und 2. Art verringern. Fiir eine wahre Fahigkeit, Gummibarchen an der Farbe zu erkennen, die nur
leicht {iber der Ratewahrscheinlichkeit von 0,5 liegt, ist also der Fehler zweiter Art sehr hoch.

i)

(schlechte Né&herun-

k=20+0,84 -3,16

k=20+1,28-3,16

n=40;p=0,5 o =20% a=10% a=5% oa=1%

Annahmebereich Kleinstes k mit | Kleinstes k mit | Kleinstes k mit | Kleinstes k mit

(Mit umulierter P(X<k)2080 |[P(X<k)=2090 |P(X<k)=2095 |P (X<k) =099

Wahrscheinlichkeit) ist 23, also: ist 24, also: ist 25, also: ist 27, also:
k<23 k<24 k<25 k<27

Mit Sigmaregeln

k=20+1,64-3,16 | k=20+2,33-3,16

gen, dao = 3,16 nur | ~ 22,65 ~ 24,04 ~ 25,18 ~ 27,36
knapp tiber 3 liegt)
Verwerfungsbereich | k>24 k>25 k>26 k > 28
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Aufgabe 3

a)

Es handelt sich um ein Bernoulli-Experiment. Da angenommen wird, dass alle Testdurchgénge von-
einander unabhéngig sind mit jeweils gleicher Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,65 (Lose werden im-
mer wieder aufgefiillt). Der Stichprobenumfang betrdgt n = 80 und das Signifikanzniveau an jeder
Seite 0,5%.

b)

Die Nullhypothese lautet Ho: p = 0,65. Wir nehmen also bei einem Signifikanzniveau von 1% an,
dass 65% der Lose Nieten sind.

<)

Die Gegenhypothese Ha ist keine Festlegung auf einen bestimmten Anteil der Nieten. Sie wird nur
angenommen, wenn das Ergebnis der Stichprobe mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% darauf
schlieflen ldsst, dass die Nullhypothese nicht zutrifft. Also: Ha: p # 0,65 bei einem Signifikanzniveau
von 1%.

d)

(1) X: Anzahl der Nieten; Stichprobenumfang n = 80; Nietenwahrscheinlichkeit p = 65%; Erwar-
tungswert p = 0,65 - 80 = 52; Standardabweichung ¢ = \/n-p-q = \/80-0,65- 0,35 =~ 4,27; Signifi-
kanzniveau a = 1%.

(2) " 39 40 41 42 43 " 62 63 64 65
P(x=k) | ... | 0,0011 | 0,0020 | 0,0037 | 0,064 | 0,0104 | ... | 0,0056 | 0,0029 | 0,0015 | 0,0007
P(X<k)| ... | 0,0021 | 0,0041 | 0,0078 | 0,0142 | 0,0247 | ... | 0,9945 | 0,9974 | 0,9989 | 0,9996
PX=Kk)| ... 10,9990 | 0,9979 | 0,9959 | 0,9922 | 0,9858 | ... | 0,0111 | 0,0055 | 0,0026 | 0,0004

(1) Kleinste Zahl a, bei der 0,005 tiberschritten wird: a = 41.
(2) Kleinste Zahl b, bei der 0,995 tiberschritten wird: b = 63.

(3) Annahmebereich: 41 < k < 63; Verwerfungsbereich: k < 40 und k > 63; Entscheidungsregel: Das
bedeutet, dass fiir den Fall, dass der Mathematik-LK zwischen 41 und 63 Nieten nachgewiesen hat,
die Annahme, dass der tatsdchliche Anteil der Nieten 65% betrédgt, akzeptiert wird. In allen anderen
Fillen geht der Mathe-LK davon aus, dass der tatsdchliche Anteil der Nieten nicht 65% betragt.

f)

Bei einem Signifikanzniveau von 10% wire der Annahmebereich (mit a;= [45;59], wie entsprechend
nachzurechnen ist) deutlich kleiner. Das bedeutet, dass die Irrtumswahrscheinlichkeit entsprechend
grofier wire. Dem Hersteller gegentiiber konnen die Schiiler des Mathe-LKs bei einem Ergebnis im
Verwerfungsbereich auf dem Signifikanzniveau von 1% entsprechend sicherer sein konnen, dass
der Hersteller einen Produktionsfehler gemacht hat, als bei einem Signifikanzniveau von 10%. Al-
lerdings fillt dieser auch erst ,spater” auf, d. h., dass bei einer tatsdchlichen Wahrscheinlichkeit von
p # 0,65 langer die Nullhypothese noch (fdlschlicherweise) akzeptiert wird, der Produktionsfehler
also ,weniger wahrscheinlich entdeckt” wird.
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g

Dieses Vorgehen ist nicht sinnvoll, sofern der Ansatz gewahlt wird, dass neutral aufgrund einer
vorher aufgestellten Hypothese deren Giiltigkeit tiberpriift wird. Der Test ist nur nachvollziehbar
konzipiert, wenn das Signifikanzniveau vorher angegeben wird. Zudem sagt der Test ja auch nicht
aus, ob eine Hypothese wahr ist oder falsch, sondern fiihrt zu einer Entscheidung fiir oder gegen
die Nullhypothese. Wird das Signifikanzniveau im Nachhinein festgelegt, so kann genau diese Ent-
scheidung im Sinne des Testers beeinflusst werden. Bemerkung: Allerdings ist es sinnvoll, wenn der
Mathe-LK anhand moglicher Signifikanzniveaus die Bedeutung und die Abhéngigkeit der Fehler
erster und zweiter Art verdeutlichen und erkennen mochte ©.

h)

(1) Der Fehler erster Art gibt die Wahrscheinlichkeit daftir an, dass Ho filschlicherweise verworfen
wird, d. h., dass weniger als 41 oder mehr als 63 Nieten gezogen werden, obwohl tatsachlich 65%
Nieten enthalten sind.

(2) a = P(X < 40) + P(X = 64) = P(X < 40) + 1 — P(X < 63) = 0,0041 + 0,0026 = 0,0067 = 0,67%
Anschaulich ist der Fehler erster Art die Summe der beiden rot markierten Werte in der obigen
Tabelle.

i)

(1) Der Fehler zweiter Art kann nicht bestimmt werden, da in dieser Aufgabe die , echte”, also die
tatsdchliche Wahrscheinlichkeit unbekannt ist. Im Zusammenhang gibt der Fehler zweiter Art die
Wahrscheinlichkeit an, mit der von einem 65%-Nietenanteil ausgegangen wird, obwohl tatsédchlich
mehr oder weniger Nieten enthalten sind.

(2) Um den Fehler zweiter Art zu berechnen, betrachtet man den Annahmebereich der Nullhypo-
these unter der Voraussetzung, dass die Alternativhypothese gilt. Der Fehler zweiter Art ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Testergebnis in den Annahmebereich der Nullhypothese fillt,
obwohl die Alternativhypothese gilt.

(3) Auf der , rechten Seite” heifst das, dass der Fehler zweiter Art die Wahrscheinlichkeit daftir ist,
dass unter der Annahme, dass p = 0,7 gilt, das Ergebnis im Intervall a = [41;63] liegt. Das berechnet
sich mit Hilfe der kumulierten Binomialverteilung: Py, (41 < X < 63) = 0,9697.

n=80 Ic= 63 K
- ‘.

40 45 50 &5 60 65

p2=07 [
-

40 45 50 55 50 85
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(4) Der Fehler zweiter Art wird deutlich geringer, da deutlich weniger Ergebnisse im Annahmebe-
reich von Hp liegen.

n=280 k=63
» -

10 15 50 55 60 65 70
j)

()o=,n-p-q=+/80-0,65- 0,35 ~ 4,27
(2) a =2,58 (da das Signifikanzniveau 1% gewdahlt wurde).
(3)a=[p-2580; p +2,580] =[52 - 2,58 4,27; 52 + 2,58 4,27] = [40,98; 63,01] ~ [41; 63].

Exkurs zur Rundung beim Rechnen mit Sigmaregeln: Im Annahmebereich liegen mindestens 95%
der Ergebnisse, im Verwerfungsbereich maximal 5% der Ergebnisse. Damit dies mit Sicherheit noch
gilt (insbesondere bei kleinen o-Werten kann es sonst dazu kommen, dass nicht mehr 95% der Er-
gebnisse im Annahmebereich liegen), muss der Annahmebereich rundungstechnisch , vergrofiert”
werden, damit im Zweifelsfall noch mehr Ergebnisse im Annahmebereich liegen. Das bedeutet hier
dann a= [40;64], um sicher zu sein.8 Allerdings kann die Rundungsfrage differenzierter betrachtet
werden: Es gibt theoretisch vier Rundungsmoglichkeiten. Von jedem dieser Intervalle kann man
P(A) berechnen:

a=
a=

e a;=[40;63], P(40 < X < 63) = 0,995372
e a,=[41;63], P(41 < X < 63) = 0,993327
o a;=[40;64], P(40 < X < 64) = 0,996825
o a,=[41;64], P(41 < X < 64) = 0,99478

Es ist nun derjenige Annahmebereich zu wéhlen, der den geringsten Abstand zu 0,99 hat. In diesem
Fall ist die beste Rundung somit a» = [41;63]. Dies muss nicht immer dem Annahmebereich entspre-
chen, der sich durch ,,nach aufien runden” (hier: as = [40;64]) oder durch mathematische Rundungs-
regeln (die ohnehin hier nicht sinnvoll anzuwenden sind) ergibt. Die Auswahl des Annahmebe-
reichs hat dann auch Auswirkungen auf die Fehler erster und zweiter Art.

8 In den Abitur-Modelllssungen wird das nicht differenzierter betrachtet. Mit Hilfe des GTR ist dies aber
ohne groieren Aufwand moglich.



68
Aufgabe 4
a) und b)

Testarchitektur, Binomialverteilungen: X = Anzahl der Verspatungen; n = 100; p = 0,40; Signifi-
kanzniveau a = 5%. Daher giltt y =n-p =40; 6 = /n-p-q =+100-0,40 - 0,60 =~ 4,90.

Hypothesenbildung: Es sei X die Anzahl der Verspatungen. Die Biirgerinitiative ist tiberzeugt von
der Richtigkeit ihrer Behauptung und wird sich nur vom Gegenteil tiberzeugen lassen, wenn sehr
kleine Werte von X auftreten. Daher testet sie nicht das Gegenteil ihrer Behauptung. Es geht also um
einen linksseitigen Test. Die Nullhypothese Hy ist p 2 0,4 (man konnte auch p = 0,4 wihlen, da bei
Werten tiber 40 % die Nullhypothese ebenfalls erfiillt wére). Die Alternativhypothese Haist p < 0,4
(Das Eintreten wire aus der Sicht der Bahn positiv).

k ... 129 30 31 32 33 34 35 36 37
P(X<k) |.. ]0,0148 0,0248 | 0,0398 | 0,0615 | 0,0913 | 0,1303 | 0,1795 | 0,2386 | 0,3068 | ...
d)

Signifikanz und Relevanz, Annahme und Verwerfungsbereich: Beim Ablesen der Tabelle wird
P(X < k) das erste Mal fiir k = 32 grofier als 5%. Der Annahmebereich ist somit A = [32;100] und der
Verwerfungsbereich V = [0;32]. Entscheidungsregel: Im Anwendungszusammenhang bedeutet
das, dass ab 32 Verspatungen mit einer Wahrscheinlichkeit von tiber 95% davon auszugehen ist,
dass die tatsdchliche Verspatungsquote (mindestens) 40% betrédgt, da mehr als 95% der moglichen
Ergebnisse in diesem Intervall liegen. Bei 32 Verspatungen oder mehr wird also die Nullhypothese
angenommen, bei weniger als 32 Verspatungen wird sie verworfen.

e)

Fehler 1. Art beim Testen: Der Fehler erster Art betrdgt a = P(X < 31) = 3,98% (siehe Tabelle
oben). Das bedeutet, dass mit 4% Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese (die Bahn hat mindestens
40% Verspdtungen) abgelehnt wird und filschlicherweise (wenn die Verspdtungsquote mindestens
40 % betrdgt) von einem geringeren Anteil an Verspdtungen ausgegangen wird.

f)

Der Fehler zweiter Art (unter der Annahme, dass die tatséchliche Verspatungswahrscheinlichkeit
30% betrédgt) betrdgt f = Py3(32 < X <100) =1 — Py3(X < 31) = 36,67%. Das bedeutet, dass der
Ausgang der Stichprobe im Annahmebereich liegt, obwohl die tatsdchliche Wahrscheinlichkeit fuir
Verspdtungen geringer ist. Aus Sicht der Buirgerbewegung ist der recht grofie Fehler zweiter Art
nattirlich unproblematisch, da die These nachgewiesen werden soll, dass die Verspdtungsquote
(mindestens) 40% betragt. Das wiirde der VRR anders bewerten, da das Ergebnis der Untersuchung
in eben mehr als einem Drittel der Untersuchungsergebnisse schlechter ausfallen wiirde als das An-
gebot der Bahn eben ist.

g

Sigma-Regeln:p=n-p=40; o = \/n “p-q=+100-0,40- 0,60 ~ 4,90; a =1,64 (da das Signifikanz-
niveau 5% gewdahlt wurde).
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A=[u—164-0;n] = [40 — 1,64 -4,899;100] = [31,96;100] ~ [32; 100].
h)
Der VRR wird den (mit ca. 36 %) aus ihrer Sicht zu hohen Fehler zweiter Art als einen Nachteil sehen.
Ein rechtsseitiger Test kommt zu einem Annahmebereich, der besagt, dass bei einem Untersu-

chungsergebnis zwischen 0 und 48 Verspatungen mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% die Ver-
spatungsquote hochstens 40% betragt.

Kk 45 46 47 48 49 50 51 52
PX<K) |.. 0,8689 [0,9070 |0,9362 |0,9577 |0,9729 |0,9832 |0,9900 |0,9942
P(X2K) |... 0,0638 |0,0423 |0,0271

Beziiglich moglicher Werbeaussagen und Imagefragen ist diese Vorgehensweise natiirlich aus Sicht
der Bahn besser. Hinzu kommt ein fiir sie giinstiger recht grofier Fehler zweiter Art. Denn in ca. 10%
der Félle wird die fiir die Bahn gtinstigere Aussage félschlicherweise beibehalten. Die Biirgerbewe-
gung hingegen kann nur ca. 4% Fehler erster Art , erhoffen”, nachdem die Nullhypothese filschli-
cherweise verworfen wird. AufSerdem ist der Annahmebereich aus Sicht der Biirgerbewegung (die
ja von mindestens 40% ausgeht) sehr grof}, da es einen hohen Uberschneidungsbereich der beiden
Annahmebereiche gibt: A = [32;48]. Solange dies der Fall ist, ist die Deutung des Untersuchungser-
gebnisses stark von der Testarchitektur abhdngig und weniger vom Untersuchungsergebnis. In kei-
nem Fall ldsst sich mit Hilfe der Untersuchung sagen, wie grofs die tatsdchliche Verspatungsquote
der Bahn ist.

Aufgabe 5: Miinzwurf

a) Beijedem Wurf der beiden Miinzen wird als Treffer das Ergebnis , beide Miinzen zeigen Zahl"
betrachtet. Die einzelnen Wiirfe sind unabhdngig voneinander. Somit ist es eine Bernoulli-Kette.
Die Léange ist n = 50 und die Trefferwahrscheinlichkeit ist p = 0,25.

b) P(X=12)=12,94%; P(X <12) =51,10%;
0 P(X>12)=1-P(X < 11) = 61,84%; P(15 < X < 30) = 25,19%
d) 0=>50 -0,25=12,5. Wenn man die Bernoulli-Kette sehr oft durchfiihrt, sind im Durchschnitt auf

lange Sicht 12,5 Treffer zu erwarten.
e) o0=23,0619
f) Das 20-Intervall: [7;18].

Aufgabe 6: Kirschkerne

a) n=100,p=0,02,P(X=1) = 86,74%

b) p=2

c) p=0,015 k =0, n gesucht. Er darf hochstens 11 Kirschen nehmen.

d) n=120, k=0, p gesucht. Die Wahrscheinlichkeit darf hochstens 0,2229% betragen.

Aufgabe 7: Brot auf die Marmeladenseite

a) Ho: p =0,5; Ha: p # 0,5; X ist binomialverteilt mit Parametern n = 25 und p = 0,5.

b) Annahmebereich [8; 17], d.h. wenn das Brot zwischen 8-und 17-mal auf die Marmeladenseite
tallt, behdlt Katja die Nullhypothese bei.

c) P(X<8)+P(X>17)=0,0433



d) Pos(8<X<17)=0,4881

Aufgabe 8: Umfrage zur Stadthalle

a) Linksseitiger Test. Die Nullhypothese, dass 75 % fiir den Bau sind, soll verworfen werden,
wenn es in der Umfrage nur wenig Beftirworter gibt.
Ho: p = 0,75; Ha: p < 0,75; Annahmebereich: [68; 100]

b) Bei hochstens 67 Beftirwortern kann die Redaktion die Schlagzeile drucken.

c¢) P(X<67) = 0,0446

d) Pos(X=68) =0,0615

70
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6 Kontrollaufgaben

Aufgaben ohne Zuhilfenahme von Hilfsmitteln

Aufgabe 1
a)Manrechnenach:u(Mathematik)=i(1-6+2-4+3-2+4-2+5-4+6-6)=2—j=%1=3,5
u(Englisch)=i(1-2+2-4+3-6+4-6+5-4+6-2)=j—:=%=3,5 . Im Fach Englisch liegen

offenbar mehr Klassenarbeiten in der Ndhe des Erwartungswertes. Dort ist die Streuung geringer.
Daher sind (1) und (3) richtig.

b) (1) In diesem Fall miisste wegen der Symmetrie P(X =0) = P(X=2) =0,5- 0,5 = 0,25 sein.
Qu=0-032+1-036+2-032=1V=(0—-1)2-032+(1—-1)2-0,36 + (2 —1)?-:0,32 = 0,64;

Daher betrigt die Standardabweichung o = = vV = 10,64 = 0,8.
Aufgabe 2

a) X: Anzahl der blauen Kugeln; p =40 %, k<1
P(X <1) = ((3)) 0,49 - 0,603 + (i) 0,41-0,60% = 0,603 +3-0,4- 0,36
=0,603+3-0,4-0,36 = (0,6 + 1,2)- 0,36 = 0,216 + 0,432 = 0,648

b) P(X = k) = (i) 0,4%- 0,60* X fiir 0 < k <n = 4.

Aufgabe 3
a) M w
60+ 0,8-37,5% =30 % 40 % 70 %
unter 60 7,5 % 22,5 % 30 %
37,5 % 62,5 %

P(W und 60+) =40 %.

b) Drei Achtel (= 37,5 %) der Reisegruppe sind Manner, fiinf Achtel (62,5 %) sind Frauen. Daher
miissen zwei Achtel der Gesamtgruppe der Personenzahl 10 entsprechen. Insgesamt hat die Reise-
gruppe 40 Personen (25 Frauen und 15 Ménner).

Aufgabe 4

a) Nur (2) ist falsch. Alle anderen Terme sind gleich, da (230) = (?7)) und 0,530,517 = 0,52° so-
. (20) _20-19-18

wie (') =——

b) A gehort zu Ts, B gehort zu Ty, C gehort zu T
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Aufgabe 5

a) Der Erwartungswert von X betrédgt 10 - 0,4 =4 und von Y 10 - 0,6 = 6. Da der Erwartungswert in

der Niahe der Trefferzahl mit der grofiten Wahrscheinlichkeit liegt, handelt es sich um die Verteilung

von X. Ferner gilt: P(X # 5) =1 -P(X=5) =1- 0,20 = 0,80.

b) PX =1 = (1) 0,4%- 0,600k = ([ 19 )0,60107k - 0,410-100) = p(y = 10 -
k/™ ’ 10-k/ ' '

Alternativ kann auch argumentiert werden, dass Y die komplementére Zufallsgrofie zu X ist (Tref-
ferwahrscheinlichkeit von X ist Nichttrefferwahrscheinlichkeit von Y).
Ferner gilt: P(Y = 6) = P(X =4) = 0,25

Aufgabe 6
a)u=100:02=20;0=+p-(1—-p)=+20-0,8=V16=4

9
b)V=n-p-(1—p)@9=100-p-(1—p)@m=p-(1—p)<:)p2—p+0,09=0

©p=05+,025-0,09=0,5%+0,16 = 0,5 + 0,4. Daher gilt p = 0,9 oder p = 0,1 mit den Erwar-
tungswerten p = 90 oder p = 10.

¢) o =,/n-p-(1—p):Jegrofier nist, desto grofer ist die Standardabweichung. Sie gibt die Streu-
ung um den Erwartungswert an. Deshalb ist die Streuung um den jeweiligen Erwartungswert fiir
n = 80 am grofiten und fiir n = 20 am kleinsten.
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Aufgaben mit Zuhilfenahme von Hilfsmitteln

Aufgabe 7

a) Voraussetzungen:

Genaue eine Antwort ist richtig.

Nur 2 mogliche Ausgénge sind moglich (richtige Antwort = Treffer, falsche Antwort = Niete),
Alle Aufgaben sind gleich schwer und héngen nicht voneinander ab.

Kenntnisstand = Trefferwahrscheinlichkeit p

Keine Ermiidung

Zufallsgrofie X: Anzahl der richtig beantworteten Fragen

b) (1) n=20,k =12 (60 % von 20), p=0,7 = P(X = 12) = 88,67 %;
(2) Wegen p =20 - 0,7 = 14 ist die kumulierte Wahrscheinlichkeit gesucht: P(9 < X <19) ~ 99,41 %.

c) (1) P(1. bis 8. Frage richtig und 9. sowie 10. Frage falsch) = 0,8% - 0,22 ~ 0,67 %.
@) n=10,k=8,p=08: P(X=8)~30,20 %.

d) Gegeben: n = 20, k 215, P,_50,,(X = 15) 20,9. Gesucht: (Mindest-)Kenntnisstand p.

Betrachte im Graphen-Menu die Funktion f mit f(x) = P,=;0.x(X = 15) (Eingabe: Y1 = Binomi-
alCd(15, 20, 20, x)) (x: Kenntnisstand) und bringe sie mit der zweiten Funktion g mit g(x) = 0,9 (Ein-
gabe: Y2 = 0.9) zum Schnitt. Man erhélt die Schnittstelle x = 0,8341, an der P,—,0x(X = 15) = 0,9 gilt.
Fiir x > 0,8341 gilt dann P04 (X = 15) > 0,9. Damit betridgt der Kenntnisstand von Bewerber C
mindestens 83,41 %.

e) Gegeben: n = 20, p = 0,9, maximales P. Gesucht: k

Betrachte im Tabellen-Menu die Funktion f mit f(x) = P,—3¢,p=0,0(X = X) (Eingabe: Y1 = Binomi-
alPd(x, 20, 0.9))(x: Anzahl der richtigen Fragen) und suche in der Tabelle den k-Wert mit der grofsten
Wahrscheinlichkeit. Fiir k = 18 wird P(X = k) maximal, denn es gilt: P(X = 17) = 0,1901 < P(X =18) =
0,2851 < P(X =19) = 0,2701. Alternativ kann mit den Erwartungswert p =20 - 0,9 = 18 argumentiert
werden, beim dem aufgrund der Ganzzahligkeit die grofite Wahrscheinlichkeit vorliegt.

f) Gegeben: k=10, p = 0,75, Py;p—075(X = k) 2 0,95. Gesucht: Anzahl der Fragen n

Betrachte im Tabellen-Menu die Funktion f mit f(x) = Py;p=¢75(X = 10) (Eingabe: Y1 = Binomi-
alCd(10, x, x, 0.75) (x: Anzahl der Fragen) und schaue, fiir welches x f (hier als Y1) grofer als 0,95
wird. Bei n = 17 Fragen ist P(X = 10) =~ 0,9597 > 95 %. Also miissten mindestens 17 Fragen gestellt
werden, damit der Proband mindestens 10 Fragen mit einem Kenntnisstand von 75 % richtig beant-
wortet.

g) Betrachte die Vierfelder-Tafel (oder ein Baumdiagramm) mit den fettgedruckten Eintragungen
fiir gegebenen Informationen: P(B) = 68 % haben sich insgesamt bewéhrt.

Test bestanden (A) Durchgefallen (A)
Bewerber bewihrt sich (B) 0,8-0,8=0,64 0,04 0,68
Bewerber bewihrt sich nicht (B) 0,16 08-02=0,16 0,32
0,8 =80 % 0,2= 20%

h) Gegeben: n =60, p=0,6, P(X = k) < 0,75. Gesucht: Minimale Anzahl k der richtigen Antworten.
Betrachte im Tabellen-Menu die Funktion f mit f(x) = P,—5¢;p=0,6(X = x) (Eingabe: Y1 = Binomi-
alCd(x, 60, 60, 0.6) (x: Anzahl der richtigen Fragen) und suche in der Tabelle den kleinsten k-Wert
mit P(X>k) <0,75. Fur k = 33 gilt P(X > k) = 0,8221. Fiir k = 34 gilt P(X > k) = 0,7464. Daher ist k = 34
der gesuchte Wert.
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i) Der Erwartungswert p betrdagt 60 - 0,6 = 36. Die Standardabweichung o liegt bei/p- (1 —p) =
V36-0,4 = 1,210 ~ 3,79 > 3. Daher lautet die 20-Umgebung von 36: [28,41; 43,59]. Betrachte nun
die kumulierte Wahrscheinlichkeit P(29 < X <43) ~ 95,3 %. Sollten mehr als 4,7 % der Testergebnisse
mit mehr als 43 oder weniger als 29 richtigen Antworten erfolgen, liegt eine signifikante Abwei-
chung vom Erwartungswert vor und der angenommene Schwierigkeitsgrad wére zu tiberdenken.

Aufgabe 8

a)

(1) G+: ,,Bei der Person liegt eine Glutenunvertraglichkeit vor.”
G.: ,Bei der Person liegt keine Glutenunvertraglichkeit vor.”
T+: , Das Testergebnis ist positiv.”
T.: ,Das Testergebnis ist negativ.”

1%

) P(A) =P(G, NT,) = 0,01-0,98 = 0,0098 = 0,98%
P(B) = P(T_) = P(G, N T_) + P(G_ N T_) = 0,01 - 0,02 + 0,99 - 0,96 = 0,9506 = 95,06%

P(G4NT,) _ 0,0098 _ 0,0098
P(Ty)  1-P(T_)  0,0494

@) Pr,(Gy) = ~ 0,19840 = 19,84%.

b)

(1) Das Modell der binomialverteilten Zufallsgrofse ist hier geeignet, da es sich um eine diskrete
Zufallsgrofie handelt und ein Bernoulli-Prozess mit genau zwei moglichen Ergebnissen (,, krank”
und , gesund”) vorliegt. Dariiber hinaus kann man aufgrund der grofien Grundgesamtheit (82 Mil-
lionen) und der kleinen Stichprobe (20 000) von einer anndhernd gleichbleibenden Wahrscheinlich-
keit fiir die Auswahl einer von Glutenunvertraglichkeit betroffenen Person ausgehen.

(2) P(E1) = Pa=20000;p=0,01 (X = 190) =~ 2,25%; P(E;) = P,—20000;p=0,09(X > 19800) ~ 49,05%
P(Eg) = Pl’l=20000;p=0,01(240 S X S 24‘00) =~ 0,31%

(3) X ist binomialverteilt mit n = 20000 und p = 0,01. p = E(X) = n-p = 20000 - 0,01 = 200. Die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit betrdgt: 1 — P(0,9-200 <X < 1,1-200) = 0,1450 = 14,50 %.

<)
@

Folgende Fehlentscheidungen kénnen auftreten:

¢ Obwohl hochstens 10 % der hergestellten Teststreifen unbrauchbar sind, entscheidet man sich
aufgrund des Ergebnisses der Kontrolle dafiir, das Herstellungsverfahren zu verbessern. (Fehler
1. Art = a-Fehler)



75

e Obwohl mehr als 10 % der hergestellten Teststreifen unbrauchbar sind, entscheidet man sich
aufgrund des Ergebnisses der Kontrolle nicht daftir, das Herstellungsverfahren zu verbessern.
(Fehler 2. Art = 3-Fehler)

(2) Die Zufallsgrofie Y beschreibt die Anzahl der Teststreifen in der Stichprobe, die unbrauchbar
sind. Y ist binomialverteilt mit n = 100 und p = 0,1. Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens 16 un-
brauchbare Teststreifen betragt P(16 <Y < 100) ~ 0,0399 = 3,99 %.

(3) Gegeben: Y: ,Anzahl der unbrauchbaren Teststreifen” ist binomialverteilt mit n = 200 und Tref-
ferwahrscheinlichkeit p = 0,1 sowie P,_200;p=0,1(Y = k) < 1,33 %. Gesucht: Mindestzahl k

Man definiert im Tabellenmenu (MENU 7) eine Funktion f mit f(k) = P,,— 200 ;p=0,1(Y = k) mit der
Trefferzahl k. Es gilt f(30) = P,—200;p=0,1 (Y = 30) =~ 0,016 > 1,33% und f(31) = P,—200;p=0,1(Y = 31) =
0,001 < 1,33%. Daher gilt fiir k 2 31 Py—00;p=0,1(Y = k) < 1,33 %. Die Verwendung des GTR ist im
Folgenden dokumentiert:

% ] B MaliRadfom]
Tabellenfkt. Tabel lenfkt. :Y= Tabelleneinstell Y1=BinomialCD(x, 200, 2
Yi= BlnomlalCD(x 200,» ||Y1=<(x,200,200,0.1)| X X ¥l
Y2: [—:l Y2: [—]1 30 0.0163
31

%: [—1 Y4: [—1 E'@ :?0 g; 5 §E‘§

: —_— . —_— M E-
Y6: E—% %g: E_§ ep 08311947e-03
[ Y | r [ Xt |Vt | X | [ Y [ r [ Xt [ Vt] X | mmm-m

Alternativlosung: Einige Schiiler favorisieren die Listenfunktion der kumulierten Wahrscheinlich-
keiten in MENU 1. Man miisste die Ausgangsfrage umformulieren:

Fiir welche z der binomialverteilten Grofle Y: ,,Anzahl der unbrauchbaren Teststreifen” mit p = 0,1
und n =200 gilt P(Y < z) > 98,67 %?

Fir z > 30 ist P(Y < z) > 98,67 %. Damit kann fiir alle k > 31 Folgendes gefolgert werden:
P(Y>K =1-P(Y<k-1)<1-9867%=1,33%

B FfiRadfoml [dc)Rea) B HeHRadforn] (d7c)Red
BinomialCD(200,0.1)] Ans

28| 0.9729

30| 0.9836 I P(X < 30)

KIRNO . 9904 S

32| 0.9946 *

331 0.897

0.9904916881

| Bpd | Bed [InvB |

(4) Y ist nun binomialverteilt mit n = 100 und p = 0,18. P(Y < 16) = P(Y < 15) = 26,30%.

d) (1)x—— (4-154+9-16+10-17+48-18+18-19+ 11-20) = 18 mg
o= J4 (18-15)249:(18—-16)2+10- (18—17)21-:)1-:)3 (18-18)2+18:(18—19)2+11-(18-20)2 =12 mg

(2) Das arithmetische Mittel ist konstant geblieben, d. h., die durchschnittliche Indikatormenge pro
Teststreifen hat sich nicht verandert. Eine deutliche Verdnderung gibt es bei der Standardabwei-
chung, die von 4,3 mg auf 1,2 mg gesunken ist. Eine geringere Streuung bedeutet, dass die Indika-
tormengen auf den Teststreifen weniger stark von der durchschnittlichen Menge abweichen als vor-
her. Das Produktionsverfahren ist somit prédziser und somit qualitativ besser geworden.
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Aufgabe 9

a) Sei X: Anzahl der richtigen Zahlen im , Lotto 6 aus 49”. Es gibt genau (469) unterschiedliche Kom-

binationen (ohne Beachtung der Reihenfolge). Daher gilt P(X = 6) = S

(e
Alternativ kann mithilfe der sechs Pfadwahrscheinlichkeiten die Wahrscheinlichkeit fiir sechs Rich-

. 6 5 4 3 2 1 6! 1
tige durch das Produkt —+—+—-—+—-.— = ———— = —&berechnet werden.
49 48 47 46 45 44  49-48---45-44 (6)

b) Insgesamt sind wegen a) (469) Tipps moglich. Um festzustellen, wie viele dieser Tipps giinstig

sind fiir das Ereignis E: , Vier Richtige” verwendet man folgende Grundidee: Man denkt sich den
Inhalt der Urne in zwei Gruppen: einmal die 6 Richtigen und zum anderen die 43 Nieten.

e FEin fir E giinstiger Tipp besteht aus 4 Richtigen und 2 Nieten.
e Esgibt (Z) = 15 Moglichkeiten, aus der Gruppe der 6 Richtigen 4 Richtige auszuwdahlen.

e Analog gibt es (423) = 903 Moglichkeiten aus der Gruppe von 43 Nieten 2 Nieten auszuwéhlen.

43

2
gilinstigen Tipp zu kombinieren.

e Dividiert man diese Zahl durch die Anzahl der moglichen Kombinationen erhilt man die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit:

e Daher gibt es insgesamt (Z) : ( ) Moglichkeiten, vier Treffer mit zwei Nieten zu einem fiir E

6\ (43
P(4 Richtige) = W) ~0,1% ) | (

(s)

) &
Moglichkeiten ~ Moglichkeiten

v
&)%)
(%)

_ 15-903 _
= 130833816 ~ 0-001

P(,.4 Richtige”) =

43
¢) Analog gilt: P(0 Richtige) = 0)4— = @ ~ 0,4360



