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Lektion 1: Geraden und Ebenen im Raum




1.1 Noch fit? - Vektoren und Modellieren mit dem 3D-Modell

Lektion 1: Darstellung von Geraden und Ebenen im Raum

1.1 Noch fit? - Vektoren und Modellieren mit dem 3D-Modell

Wichtige Merksitze aus der E-Phase

Was ist ein Vektor?

(1) Ein Vektor AB beschreibt die Verschiebung eines Punktes A zu einem Punkt B und wird fest-
gelegt durch seinen Betrag (Ldnge), seine Richtung (parallel zu einer Geraden durch die
Punkte A und B) und seine Orientierung (ablesbar an der Pfeilspitze). AB représentiert un-
endlich viele Vektoren der gleichen Klasse (gleicher Betrag, gleiche Richtung und gleiche Ori-
entierung wie AB).

(2) Ein Vektor a besitzt einen Gegenvektor -a, der sich nur um die Orientierung von a unter-
scheidet. Fithrt man die Verschiebung gemifs dem Vektor a und dann gemif8 dem Vektor -a
hintereinander durch, kann dieser Gesamtvorgang durch den Nullvektor 0 beschrieben wer-
den.

(3) Die Verschiebung eines Punktes A zu einem Punkt B kann auf direktem Wege oder auch durch
,Umwege” mit mehreren Verschiebungen zu weiteren Punkten (z. B. C, D, und E) erzielt
werden. In der Vektorschreibweise gilt dann: AB = AC + CD + DE + EB.

(4) Die Subtraktion a — b von zwei Vektoren ist analog zur Subtraktion bei Zahlen definiert als
die Addition des Gegenvektors, d. h. a + (—_f))

Rechengesetze fiir Vektoren:
Kommutativgesetz der Vektor-Addition: 3+ b =b +a
Assoziativgesetz der Vektoraddition: (a + b)+¢=a+(b+0

Distributivgesetz der S-Multiplikation (r ist eine reelle Zahl):r- (@+b) =r-d+r-b

Spezielle Punkte im Raum

(1) Bei Punkten auf den Koordinatenachsen sind zwei Koordinaten Null.
(2) Bei Punkten auf den Koordinatenebenen ist eine Koordinate Null.

Rechnen mit Vektoren im 3D-Raum

a1 b1 a1 + bl
(1) Vektoren addiert, indem man ihre Komponenten addiert: (az) + <b2) = <a2 + b2>
as b3 das + b3

a4 !
(2) Der Gegenvektor von a = (az> lautet —a = (—az)
ds —dsg

a1 by a; — by
(3) Vektoren werden ,, komponentenweise” subtrahiert: (az) - <b2) = <a2 - b2>
as b3 d3 — b3
(4) Wird ein Vektor mit einer reellen Zahl r (Skalar, skalare Multiplikation) multipliziert, so kann

dq r-a;
dies nur die Linge bzw. die Orientierung verdndern. Es gilt dann: r-a =r- <az> = (1' : az)
ds r-as




1.1 Noch fit? - Vektoren und Modellieren mit dem 3D-Modell

Der Verbindungsvektor AB zweier Punkte A und B l4sst sich berechnen als Differenz der dazu-

gehorigen Ortsvektoren A und B: AB = B — A. In Koordinatenschreibweise ergibt sich also mit
den Punkten A(ai1/a>/as) und B(bi/bz/bs):

b1 aq b1 —dq
ABzB—Az(M)—(%)=<M—aJ
b3 az b3 — dg

—4\ /-2 -2
Fiir die Punkte A(-2/5/4) und B(-4/-1/5) gilt: AB = <—1) - < 5 ) = <—6)
5 4 1

Die Linge eines Vektors a ist: a = |a| = /a2 + a2 + a3?

6
Beispiel: a = <—2) >a=.62+(-2)2+32=1/36+4+9=1/49=7
3

Will man nun den Vektor bestimmen, der die gleiche Richtung und Orientierung wie der Vektor @
hat und die Lange 1 besitzt, dividiert man @ durch seine Lénge a und erhilt den sogenannten
a

Einheitsvektor in Richtung a: a’ = -=--a.

6 .
Beispiel: d = <—2) =30 = ;a = %
3

Spiegelung und Projektion

(1) Bei einer senkrechten Projektion eines Punktes in eine Koordinatenebene wird eine Koordi-
nate des Punktes Null gesetzt, wihrend die anderen Koordinaten unverandert bleiben.

(2) Bei einer Spiegelung eines Punktes an einer Koordinatenebene dndert eine Koordinate des
Punktes ihr Vorzeichen, wihrend die anderen beiden Koordinaten unverindert bleiben.

(3) Bei einer senkrechten Projektion eines Punktes in eine Koordinatenachse werden zwei Ko-
ordinaten des Punktes Null gesetzt, wahrend die dritte Koordinate unverdndert bleibt.

(4) Bei einer Spiegelung eines Punktes an einer Koordinatenebene dndern zwei Koordinaten des
Punktes ihr Vorzeichen, wihrend eine Koordinate unveridndert bleibt.

(5) Bei einer Spiegelung eines Punktes am Koordinatenursprung dndern alle Koordinaten des
Punktes ihr Vorzeichen.




1.1 Noch fit? - Vektoren und Modellieren mit dem 3D-Modell _

Aufgabe 1: Skalar und Vektor

a) Essind folgende sieben Vektoren gegeben.

m
v

-
—
*

O
M)

b
Y
=2
-

=

(1) Untersuche die oben befindlichen Vektoren auf einen Zusammenhang beziiglich Linge,
Richtung und Orientierung.

(2) Zeichne die Vektoren a, b, ¢ mit den folgenden Eigenschaften oben ein:

e Der Vektor a hat die gleiche Richtung wie der Vektor Ij, ist aber doppelt so lang.
e Der Vektor b ist gleich @ + 1GH.
e Der Vektor & ist gleich b — 3 GH.

b) Fasse unter Angabe der Rechengesetze fiir Vektoren den folgenden Vektorausdruck so weit wie
moglich zusammen: 120(—d + 0,5€) + 30d — (—90d) + (—608).

Aufgabe 2: Spat

Im Spat ABCDEFGH ist M der Mittelpunkt der Raumdiagona-
len BH. Die Vektoren AB = i, AD = ¥ und AE = W spannen
den Spat auf (vgl. Abb. rechts).

a) Driicke die Vektoren AG, CE, FDund BH durch die
Spannvektoren U, V und W aus und zeige, dass folgenden
Formel gilt: AM = S+ V+W).

b) Seien nun A (4/0/0), B (4/3/0), D (0/1/0) und E (2/1/3).
Ferner sind Punkte R und S die Mittelpunkte der Kanten
EH und GH.

1) Berechne die Koordinaten der iibrigen Eckpunkte des Spats sowie des Punktes M.

(1)

(2) Weise mithilfe der Vektorrechnung nach, dass das Viereck ACRS ein Trapez ist.

(3) Zeichne den Spat und den Mittelpunkt M als Schrégbild in ein Koordinatensystem.
(4)

4) Gib die Bildkoordinaten der Eckpunkte des Spats ABCDEFG an, wenn er ...

i. an der xi-x2-Ebene gespiegelt wird.

ii. an der xs-Achse gespiegelt wird.

iii. am Koordinatenursprung gespiegelt wird.
iv. senkrecht in die x»>-x3-Ebene projiziert wird.
v. senkrecht in die x;-Achse projiziert wird.



1.1 Noch fit? - Vektoren und Modellieren mit dem 3D-Modell

I 3D
Aufgabe 3: Ballonfahrt!

Die Position eines Heifsluftballons am Himmel wird durch drei Koordinaten - Osten, Norden, Hohe

- (jeweils in km) bestimmt (der Ursprung ist der Tower eines Sportflugplatzes). Die Flugrichtung

hingt vom Wind ab, dessen Richtung durch einen Vektor angegeben wird (jede Komponente in

km/h). Der Ballon startet im Punkt (2 | 2|0) und wird direkt beim Steigflug vom Wind erfasst und
3

fahrt eine Stunde in Richtung (2) Da Heifsluftballons nicht hoher als 3 km fliegen diirfen, macht
3

-1
der Ballonfahrer den Brenner aus, und der Ballon gleitet fiir zwei Stunden in Richtung (—2). Von
-1
-6 3
dort fliegt er 30 Minuten in Richtung (—4). Dann dndert sich der Wind auf < -1 ) Nach zwei wei-
0 —-0,5
teren Stunden ist er gelandet.

a) Bestimme, an welchem Ort der Ballon schliefdlich landet und berechne die Entfernung des Zie-
lorts vom Startpunkt.

b) Untersuche, wie viele Kilometer der Ballon insgesamt zurtickgelegt hat.

c) Stelle die Situation im Modell dar. Uberpriife die Ergebnisse aus den Aufgabenteil b) und c)
durch eine Messung. [Der Aufstieg des Ballons kann mit einem Stab dargestellt werden; von
dort an mit Gummibandern weiterarbeiten (1 km pro Einheit).]

Weiterfiithrendes zum Umgang mit dem 3D-Modell

A6
Aufgabe 4: Versicherungsbetrug?

Am 1. April 2008 meldete sich beider Lloyd-Versicherung in London ein Vertreter der Never-Come-
Back-Airline. Er gab vor, dass der Flug NCB 123 auf dem Weg von Stidengland-International-Air-
port (0]0]0) nach Havanna (Kuba) tiber dem Bermuda-Dreieck abgestiirzt sei. Da die Never-Come-
Back-Airline bereits in den vergangenen Jahren oft durch dubiose Geschiftspraktiken aufgefallen
war, werden die Angaben der Fluggesellschaft besonders kritisch begutachtet. Stutzig macht auch
die Tatsache, dass aufser dem Piloten kein Mensch an Bord gewesen sein soll. Von der internationa-
len Flugtiberwachung ldsst man sich die automatisch tiber Funk durchgegebenen Flugdaten des
vermissten Fluges durchgeben. Bis zum , Funkabbruch” wurden folgende Flugbewegungen aufge-
zeichnet:

Kursvektor

400
(300)
0

—-300
< 100 >
0

—100
( 100 )
0

100
(—200)
0

Dauer

10-11 Uhr

11-13 Uhr

13-14 Uhr

14-17 Uhr

Die Kursvektoren geben die jeweilige Geschwindigkeit (km/h) in 6stlicher und nordlicher Richtung
tiber dem Boden an.

1 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhilsen 2017, 28.
2 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhilsen 2017, 32.



1.1 Noch fit? - Vektoren und Modellieren mit dem 3D-Modell _

a) Priife, ob ein Versicherungsbetrug vorlag.
b) Stelle die Situation mit dem 3D-Modell dar.
c) Stelle eine Projektion des Fluges in die xix2-Ebene grafisch dar.

[Darstellung im Modell: Man kann die Vektoren direkt mit einem wasserloslichen Folienstift auf
die x1x2-Ebene zeichnen (100 km pro Einheit).]

I 3D
Aufgabe 5: Skulpturs

Anlédsslich des Jahres der Mathematik 2008 will die Mathe-AG der Schule eine Mathe-Skulptur auf
dem Schulhof errichten. Es soll ein grofses Dreieck aus Stahlrohren um bzw. durch eine bestehende
Betonwand gebaut werden. Titel des Kunstwerks: ,Rechter Winkel”. Die AG hat eine Skizze und
einen Grundriss angefertigt. Nun beginnt das Rechnen...

2Zm

4dm

Gesamthohe: 3,75 m

a) Berechne, wie lang die einzelnen Rohre sein miissen.
b) Begriinde, ob die Skulptur ihren Titel zu Recht trégt.

c) Stelle die Situation im Modell dar. Dabei kann die Betonwand z. B. bei entsprechender Wahl des
Ursprungs durch die xixs - Ebene reprasentiert werden. Die Dreiecksseiten, die dann im Ur-
sprung beginnen, werden auf der xix> - Ebene aufgezeichnet bzw. mit einem Draht eingeftigt (1
m pro Einheit). Die Langen konnen nachgemessen werden; die Winkel nur zum Teil.

3 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhilsen 2017, 30.



1.2 Darstellung von Geraden im Raum _

1.2 Darstellung von Geraden im Raum

E

Aufgabe 1: Informationstext und erste Beispiele von Geraden im Raum
a) Lies den folgenden Informationstext und erstelle eine kurze Prasentation.
b) Bearbeite anschliefSend die beiden Beispiele. Notiere mogliche Unklarheiten.

Bei der Darstellung von Geraden im Raum haben wir zwei Moglichkeiten, um eine Gerade g fest-
zulegen:

(1) Es sind zwei Punkte vorgegeben.
(2) Es sind ein Punkt und eine Richtung vorgegeben.

g——\é\iﬁ B
Festlegung mit zwei Punkten
— -_L\——iﬁ-

Um zu einem beliebigen Punkt X zu gelangen, startet man vom Ursprung zu einem Geradenpunkt
G und von dort mit einem Vielfachen des Vektors Vv zum Punkt X. Daher gilt die wichtige Gleichung:

)_():(_})-F)\-V 9

=2 r=3] N2

[A=3] [pn=38|

| bk

Merke: Ist G ein beliebiger Punkt der Geraden g und v ein Vektor in Richtung g. Dann nennt man

g: X=0G+A-Veine Gleichung von g. G heifst Aufpunkt, G Stiitzvektor, v Richtungsvektor und A
der Parameter der Geradengleichung.

Zwei erste Beispiele:

4 10 4
a) G(10/2/4)undV = (—2) :>g:§= ( 2 > +A- (—2)
2 4 2

16 6 10 6 10
b) A(6/4/2);B(16/-1/7)=>V=AB=B—A = (-1) - (4) = (—5) S>gX= <4> +A- (-5)
7 2 5 2 5

Wir lernen nun, dass dieselbe Gerade - im Gegensatz zur Normalform y = mx + b in der Ebene -
beliebig viele Geradengleichungen besitzen kann.

Betrachte das folgende Arbeitsblatt und erldutere die vier Fille. Fiille die Liicken aus.



1.2 Darstellung von Geraden im Raum

G (10/2/4) heifst Aufpunkt

10
< 2 ) heifdt Stiitzvektor
4

4
V= <—2) heif3t
3 5

Richtungsvektor

Gilol214)
Pil161=11T7)
Qiel412)
Riziglo)

/10 4 10
x=0=>x=(2>+0- (—2>=(2>:>G(10/2/4)Eg
4 2 4

0 4 16
A=15=>X= < )+ 1,5 (—2) = (—1) = P(16/-1/7)€g
7

A=-—2=X=

S(6/0/7) ¢ g, da

Anderer Aufpunkt Q (6/4/2)

Gleicher Richtungsvektor

Giuol2l4)
PFil#l=11T)
Quan4ile)
Riziglo)

Anderer Aufpunkt R (2/6/0)

Anderer Richtungsvektor

G 6

Gilolzi4)y
Pgl-11T)
Qialarn
Rizlglm

Merke:
e Alle Richtungsvektoren sind parallel.
e Man nennt sie kollinear.

e Sie unterscheiden sich nur um einen Vorfaktor.

Gleicher Aufpunkt G (10/2/4)
Anderer Richtungsvektor

g
h"""-_—P —6 4
IE.LJj : : ( ; ) _ .<_2>
' : g_ _3 2
. %) >

GII01214)
PULBI=11T)
QB4
RiZI&10)

10



1.2 Darstellung von Geraden im Raum

30 S
féﬁ Aufgabe 2: Schon fit?

a) Lies in der folgenden Abbildung die Koordinaten der Punkte A bis O ab.
b) Zeichne Geraden durch die Punkte K und O sowie K und N in das KOS ein.

c) Bestimme fiir die beiden Geraden unter b) jeweils eine Gleichung einer Geraden durch Able-
sung und durch eine Rechnung (vgl. Kasten unten).

d) Gegeben sei die Gerade g, die durch die beiden Punkte P (2/1/2) und Q (-1/4/-4) verlduft.
a) Untersuche rechnerisch, in welchem Punkt die Gerade g die xix>-Ebene schneidet.

b) Stelle die Gerade g im 3D-Modell dar und tiberpriife das Ergebnis aus (1) am 3D-Modell.

]\A X3
\\% T ﬁ(({)%%f)
B
7 i’ul‘-o- [C>
S W v i e G
S oS o L
SosSos SINNNYE A N H
BN -
“ —" T ’- ‘ I
-\ Eﬁ RSN
Xz . : //"\\ .- | ‘L“ K
| ] X
—— N N
- N O
\\\Q'O
Ablesung;: Rechnung;:

gEK:X):(:();L)+A-<§LZ> gEK:§=E+A-ﬁ<’=E+A-(ﬁ—E)=<:§>+>\-<:3L2>
(o}
gKN=§=< >+v-<

o o (-0

Die Gerade g schneidet die x;x>-Ebene in

0 8
gK0:>‘<’=R’+u-Ko=R’+u~(0—K)=<o>+u-<o>
—2 -2

11



1.2 Darstellung von Geraden im Raum

e) Weitere Ubungsaufgaben zur Darstellung von Geraden im Raum:#

(1) Gib eine Gleichung der Geraden g an, die durch A in Richtung vV verlduft.
(i) A(0/3/1) (ii) A(2/4/6) (ili) A(0/0/0) (iv) A(1/-2/-7)

SIS I C

2 4
(2) Sei g gegeben durch g: X(\) = ( 0 > +A- (_2),
-1 1

Berechne die Punkte P;, die zu den Parameterwerten A; gehoren:
Al = 1, AZ = 0, A3 = _1,5, 2.4, =100

(3) Stelle eine Gleichung der Geraden g auf, die durch A(1/2/3) geht und parallel ist zur ...

2 3
(i) x1-Achse (i) x3-Achse  (iii) Gerade h: X(A) = ( 2 ) +A- ( 5 )
-2 -7

(4) Zeichne folgende Geraden als Schréagbild in einem Koordinatensystem und gib die beson-
dere Lage an.

1 5 0 0
(i)a;:i(x)=(0>+x-<o) (ii)b::)‘(’(u)=<1>+x-<o>
0 0 0 -1
. 1 . 1 1
(iii) c:: X(A) = v - (1) (iv) d:: X(w) = (0) +A- (0)
1 1 1

f) Arbeite das folgende Beispiel durch und erledige die Aufgaben (1) und (2).

Punkt auf Gerade ?
S 2
Liegen die Punkte P(-61-515) und Q(141017) aufder Gerade g: X = [— 3J+ u
1
Wir setzen die Punktkoordinaten in die Geradengleichung ein

-6 2 4 -8 4
P: |-8|«]-8 1, faBt | -2 |=pnf1
[ p ] [ ] ]+|J.(_2J zusammengeia [ 4 ] “Lz)

u =-2, pafit! Also liegt P auf g und gehort zum Parameter —2.

14 2 4 12 4
- [ol|=]-3 e faBt 3 |=pl1
Q [ g ) [ ; ]+ ;1[_2) zusammengefa [ % ] p[_2]

Es gibt keinen passenden p-Wert. Also liegt P nicht auf g.

B 1 -1 . 2 3
(1) Seien g: X(A) = ( 2 >+0-<0 )undh:X(r) = (0)+T'(2).
-1 2 5 2

Untersuche, welcher der Punkte A(3/2/-5), B(-1/2/3), C(2/0/5), D(1/1/1) und E(-1/-2/3)
auf welcher Gerade liegt. Stelle die Situation grafisch dar.

(2) Seien P(-7/12/18) und Q(3/-8/8). Untersuche, welcher der folgenden fiinf Punkte

A(4/-10/7), B(1/-4/10), C(-1/0/-12), D(-9/16/20) und E(-6/10/17) auf der Geraden durch
P und Q bzw. auf der Strecke PQ liegen. Stelle die Situation grafisch dar.

4 Aufgaben aus dem Lehrbuch: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)

12



1.2 Darstellung von Geraden im Raum

3D (S
fé\ Aufgabe 3: Darstellung von Geraden am 3D-Modell

Es wird eine Gerade g im 3D-Modell dargestellt (1 Késtchenldnge entspricht 1 Langeneinheit).

X3
A

X1

Stelle die Gerade im 3D-Modell mit Zahnstochern und Gummibander dar.
Gib eine Gleichung fiir die Gerade g an.

Ermittle die Gleichung einer zweite Gerade h, die mit der Geraden g im 1 Quadranten des 3D-
Modells einen Schnittpunkt S besitzt. Stelle die Gerade h im 3D-Modell dar.

1 3 3 1
Seien die beiden Geraden e: X = <0> +e- (2) und f: X = (2) + - (O) gegeben.

4 1 1 4
Bestimme mithilfe des 3D-Modells den Schnittpunkt der beiden Geraden e und f. Uberpriife die
Ablesung rechnerisch.

Versuche nun, selber Geraden zu finden, die alle drei Koordinatenebenen - wie oben die Gerade
g - in Punkten mit ganzzahligen Koordinaten schneiden. Stelle Deine Geraden unter Angabe
der Geradengleichungen im Modell dar und erldutere Deine Vorgehensweise.

® Man spricht auch von sogenannten Spurpunkten Sy, S; und S, bei denen jeweils die x1-, x2- bzw. x3-Koordi-
nate Null ist. Schneidet die Gerade eine Koordinatenachse, dann werden die Spurpunkte mit S1» (Spurpunkt
mit der xs-Achse) S13 (Spurpunkt mit der x2-Achse), Sz (Spurpunkt mit der x;-Achse) bezeichnet.

13



1.3 Lagebeziehung zweier Geraden im Raum

1.3 Lagebeziehung zweier Geraden im Raum

%

Aufgabe: Alles eine Frage der Logik

Lies den Informationstext und notiere bestehende Unklarheiten.

In Aufgabe 2 f) 5 haben wir am Modell und durch geometrische Anschauung feststellen kénnen,
dass die beiden Geraden g und h sich im Punkt S(4/2/5) schneiden. Es wird nun rein rechnerisch
der Schnittpunkt ermittelt:

. 1 3 . 3 1
g X)) = <O> +A- (2) und h: X(p) = <2> +u- <0>
4 1 1 4

Dafiir schreiben wir den Vektor X in den beiden Geradengleichungen zunichst um (Begriinde die
Umformung):

N 1 3 14+ 3\
g:XO\)=<O>+7\~<2)=< 2\ >

4 1 442

. 3 1 3+
h;X(u):(z)ﬂ.(o):( ; )
1 4 1+4p

Der Ortsvektor Xg des Schnittpunktes S muss durch beide Geraden beschreibbar sein:

134 3+ us /X 1+ 32 3+
Xg :< 2Ag >=< 2 >oder ohne Index: X = (X2> =< 22 )=( 2 )
4+ 2s 1+ 4us X3 4+ 1+ 4p

Nun muss man das folgende ungewohnte LGS (3 Gleichungen mit 2 Unbekannten) 16sen:

(D 3A—p=2 Losungsstrategie fiir das LGS: Bestimme fiir zwei Gleichungen die Unbe-
& & g
(I 24 =2 kannten A und U und setze die beiden Lésungen in die dritte Gleichung ein.
() A — 4y = —3 H 8 &
J— u —_— —

(II) liefert A = 1. Setzt man A = 1 in (I) ein erhélt man p = 1.

Diese beiden Gleichungen miissen (I1I) erfiillen: Hinweis: Wire die letzte Aussage
1—4-1 = — 3- (wahr) falsch, waren die beiden Geraden g

und h windschief! (siehe unten)
. X1 1+13 4
Also: X = <X2> = <0 + 1-2> = <2) = S(4/2/5)
X3 4+11 5

Nun wollen wir uns einer systematischen Betrachtung der Lagebeziehung zweier Geraden zu-
wenden. Dabei erhalten wir vier Félle:

parallel nicht parallel
% 1
f‘
h Nur im 3D-
H Raum moglich H
\
G
G
h
(3
'gund h sind echt parallel| | gund hsind identisch | | | und h sind windschief |8 und h schneiden sich |
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1.3 Lagebeziehung zweier Geraden im Raum

Welche Lage haben g und h zueinander?
gXA)=G+A-d undh(p):h:X=H+p- v

Sind die Richtungsvektoren u und v kollinear?

Gibt es ein k mit U = k- v?

Frage 1l

3 -9 -2 3
g:§=6+l-<—1)undh:§=ﬁ+u-< 3) g:i=§+7&-<—3>undh:i=ﬁ)+u-< 1)

2 -6 1 -1

U und V sind kollinear, da i = —1- V. U und V sind offenbar nicht kollinear, da es kein
k gibt mit U=k - V.
Ja Nein
parallel nicht parallel

g und h schneiden sich

| g und h sind identisch ;; u1;ﬂ h sin.d wir;ds;hie-t;

g und h sind echt parallel

Liegt der Punkt H auf g? Gibt es einen gemeinsamen Schnittpunkt S

Kann der Stiitzvektor H durch die
Gerade g dargestellt werden? gemeinsamen Punkt dar?

Stellen beide Gleichungen einen

o) s (o) (i) 06
ctolge () vs-(ol2) ra-Co(]) -0

1

LA\ /143 /4 /143X 1-20 /1+3n 1-2x /1+3p
i=(0)=(1=1) = (o) = (17 (+=9) = () (4=30)= (5]
1 21 2 27 1+2A 1—p 1+2A 2—p
4=1+3A>A=1 4=1+3A=>A=1 22+3u=0 22+ 3u=0
0=1-A=>A=1 0=1-A=>2A=1 3A+ u=7 3A+ u=7
1=2A2=>A1=0,5 2=2A>1=1 A+ p=0 A+ pu=1
— Es gibt kein ein- | = Es gibt ein eindeuti- | = LGS ist nicht 16sbar, | = A = 3; u = —2 16sen
deutiges A ges A da es keine eindeutig A | das LGS eindeutig
~Heg —Heg und p gibt. =S(-5/-5/4)
Nein Ja Nein Ja
g und h sind gund h gund h gund h
echt parallel sind identisch sind windschief schneiden sich
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1.3 Lagebeziehung zweier Geraden im Raum

Grafisch konnen die beiden Geradenpaare der Fille
»Schnittpunkt” und ,Windschief” wie rechts darge-
stellt werden. Lose die LGS héndisch und anschlie-
iend unter Zuhilfenahme des GTR.

SEEE

1-2A 1+ 3p
(4—3?\>=(—3+u>
1+2A 2—u

(D2A+3u=0
(ID3A+ p=7
(I A+ p=1

) -dd):22A=6=A=3
Ain (II): p= -2
Aund pin (I): 2.3 + 3-(—=2) = 0 (wahr)

o /1-23 -5
S = (4—3-3) = <—5>
1+3 4

= S (=5/-5/4)

1-2A 1+ 3p
(4—3A>=<—3+u>
14+2A 1—pu

(D2A+3u=0
(ID3A+ p=7
() A+ p=0

(II) -(): 22 =7=A=3,5

Ain (III): p = —3,5

Aund pin (I): 2-3,5 + 3-(—3,5) = 0 (falsch)

= Das LGS ist unlosbar

= Es gibt keinen gemeinsamen Geradenpunkt

= g und h sind windschief.

16



1.3 Lagebeziehung zweier Geraden im Raum

Ubungsaufgaben®:

1 X Entscheiden Sie, ob die Geraden g und h parallel bzw. identisch sind.

1
N L 2 o 18 4 L |9 1 o 18 3
a) gix=|2)+r-|4); h:x=|6|+t-|8 b)gx=|7|+r-|3); h:x=|2|+s-|1
3 1 4 2 3 9 0 3
;. 1N 2 .1 -1 < I3 8 L
gx=(1)+r| 2); ix=|1]+r-[-1 dgx=(9)+r-|7); h:x=|4
0 -1 0 0,5 8 0 0

2 [ Zwei der Geraden sind zueinander windschief. Wie kann man sofort erkennen, welche
Geraden dies sind? Begriinden Sie lhre Antwort.

S R

3 X Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g und h. Berechnen Sie gegebenenfalls
die Koordinaten des Schnittpunktes S.

o g7 [o) o 3]s w-{1) e 3 b,g:;.t.‘g); w3 e[
out(f)ocli)wr-ileclf]  @ox-[e]ocf3) hx.g-w)ﬂ( )

4 InFig.1sind die Punkte P,Q und R die Mit-
ten der jeweiligen Kanten.

a) Schneiden sich die Geraden g und h oder
sind sie zueinander windschief?

b) Berechnen Sie die Lange der Sticke der Ge-
raden, die innerhalb des ,Daches” verlaufen.

/A(olom) B(018]0) ;
Fig.1
Losungen
0
bo [+1+]
s 2 8 =
&« 5 g E =0
[+ hALEY | =
'_:_:E' c T =n § i
, & g2 g T oL — %,
= e € T # cwwn g e
] c K] oo o 2= Iy = ‘g " -
= % BD g.__: > c C + ﬁ = - .ﬂ
§ 3 £ 2% ¥ &8 47— 38 ls o
2 2 @ a ¥ c Moo C é £ q
= £ T vy 2_EE S S o
= g cC :__ Eﬁ.-'--_T—— $ u‘ "
= 3 .'::":'.2 -gﬁ E'_:ﬁ.ﬁ 1€ E - * * un
o T Sg e ED‘O ﬁ“"" e W g g I~
c T c¥ £ SE g"DEE B _— 8 | O |=
5. .S @53 23 pERE camgi |r 2
& o5 § 5 =233 LT85 [ T
i e Y =S <2 o -g--—_—--l:
g2 Shc 2P .==.§E S~ E T ¥ oo
SETEy f¢§ FE POE S _* w E Sme
535380 &> RE Scrcrc Lo coon = I
W2Ba®zz Ox ® g 2 = 199 6 - £ ~—0 0
e TTTT mﬂb ‘53 wgEE O -~
G5 ECEECE EngE-— ~588 < " = " & i
GGG R = o995 Twww © = 2 o 2 F
~T5T8 NKW 5%XS5 mBETS « £ B & @ l©

¢ Ubungsaufgaben entstammen aus dem Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase
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1.4 Bewegungsaufgaben

1.4 Bewegungsaufgaben

3D
'/é\l Aufgabe 1: Darstellung von Flugbahnen im 3D-Modell”

Die Position eines Segelflugzeugs am Himmel wird durch drei Koordinaten - Osten, Norden, Hohe
- (jeweils in m) bestimmt (der Ursprung ist der Tower eines Sportflugplatzes).

a) Der erste Segelflieger startet von einem Berg mit 300 Meter Hohe (0 ]100 | 300) und gleitet gleich-
maflig zum Punkt (600 | 500 | 0).

(1) Bestimme eine Geradengleichung der Flugbahn.
(2) Ermittle die Position des Fliegers nach einem Viertel der Flugzeit.

(3) Stelle die Situation mit dem 3D-Modell dar. [Darstellung im Modell: mit Gummib&ndern
(100 Meter pro Einheit).]

(4) Zeichne eine senkrechte Projektion der ersten Flugbahn in die xi1x>-Ebene.

b) Der zweite Segelflieger startet von einem Berg mit 400 Meter Hohe (200 | 0 | 400) und gleitet bis
(600|300 | 200). Dort dreht er und fliegt zum Landepunkt (200 | 600 | 0).

1) Bestimme jeweils eine Geradengleichung zu den beiden Flugbahnen des Segelflugzeuges.

@
(2) Untersuche, welcher Flugabschnitt langer ist, und gib die Langen an.
(3) Ermittle die Position des Segelflugzeuges nach % der Gesamtstrecke.
(4)

4) Stelle die Situation mit dem 3D-Modell dar. [Darstellung im Modell: mit Gummib&andern
(100 Meter pro Einheit).]

3D
'-’é\) Aufgabe 2: Zwei fliegende Modellhubschrauber?®

Zwei Modellhubschrauber fliegen durch ein Zimmer. Der eine Hubschrauber fliegt von der Decken-
lampe A (0]3]2,5) zum Nachttisch B (1]0]0,5). Der zweite Hubschrauber startet gleichzeitig beim
Punkt C (0]1]2) und fliegt in die Richtung

1

V= ( 1 ) (alle Angaben in Metern).
-1

a) Stelle die Situation im Modell dar. [Darstellung im Modell: 1 Langeneinheit entspricht 50 cm.]

b) Zeichne die senkrechten Projektionen der Flugbahnen in der xix>-Ebene.

c) Priife rechnerisch, ob und ggf. wo und unter welcher Bedingung die Moglichkeit besteht, dass
die beiden Hubschrauber zusammenstofsen.

7 Verandert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 38, 40.
8 Verdndert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 43.
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1.4 Bewegungsaufgaben

3D
fé\ Aufgabe 3: Zwei fliegende Modellflugzeuge?®

Zwei Modellflugzeuge fliegen tiber eine Wiese. Der eine Flieger fliegt von dem Punkt P; (100 20)
in ein Tal zum Punkt P> (50 | 40 | -20). Der zweite Flieger ist startet zur gleichen Zeit in dem Tal beim
Punkt P3 (50| 0|-20) und fliegt gerade zurtick zu seinem Besitzer im Punkt P4 (30|60 |0). (Alle An-
gaben in Metern.)

a) Stelle die Situation im Modell dar. [Darstellung im Modell: 1 Langeneinheit entspricht 10 m.]
b) Zeichne die senkrechten Projektionen der Flugbahnen in der xix2-Ebene.

c) Priife rechnerisch, ob und ggf. wo die Moglichkeit besteht, dass die beiden Modellflugzeuge
zusammenstofen.

I 3D
Aufgabe 4: Flugschulel?

Eine Flugschule hat die Ausbildung ihrer neuen Flugschiiler abgeschlossen und ldsst diese das erste
Mal ohne jede Begleitung fliegen. Der erste Schiiler verliert plotzlich die Kontrolle. Sein Flugzeug
gerédt in einen 13-sekiindigen Sturzflug vom Punkt A (1000 |-600 | 1350) zum Punkt B (0|400 | 100);
dann hat er wieder alles im Griff. Der zweite Flugschiiler setzt gerade zum Start an. Fiir den Startflug
von C (600 | 600 | 0) nach D (-600 | -200 | 400) benotigt er 27 Sekunden. (Alle Angaben in Metern.)

a) Uberpriife, ob Kollisionsgefahr besteht.

b) Wenn der Abstand zwischen zwei Flugzeugen weniger als 100 Meter betrédgt, spricht man von
einem , Beinahezusammenstofs”. Wire dies der Fall, miisste der erste Schiiler noch einmal Flug-
stunden nehmen.

Untersuche, ob der erste Schiiler erneut Flugstunden nehmen muss.

c) Die Fluglehrer befinden sich auf dem Flughafen im Punkt (600 | 600 | 0). Auf Grund von schlech-
ter Sicht konnen sie nur 800 Meter weit sehen.

Priife nach, ob die Fluglehrer das Vergehen des (ehemaligen) Flugschiilers tiberhaupt sehen
konnten.

d) Um den ganzen Zusammenhang im Detail rekonstruieren zu kénnen, werden noch die Ge-
schwindigkeiten der beiden Flugzeuge und die Steigung des zweiten Fliegers benotigt.

Bestimme die Geschwindigkeiten und Steigung des zweiten Flugzeuges.

e) Stelle die Situation im Modell dar.

I 3D
Aufgabe 5: Kommunikationsfehler!!

Zwei Passagiermaschinen durchfliegen eine Wolkendecke (Sichtweite: 500 Meter). Das erste Flug-
zeug befindet sich im Punkt P1(5,5]-2,5|1) und fliegt 120 km/h schnell mit Kurs V.

? Verandert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 45.
10 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 96.
11 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 101.
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1.4 Bewegungsaufgaben

1
Dabei gilt: v = (5)

2

Ein Fluglotse weifst den Piloten nach 1,37 Minuten an, den Kurs zu d&ndern und P3(0|4 | 3) anzusteu-
ern. Dies kann ein gefdhrlicher Fehler sein, denn im selben Augenblick, in dem der erste Flieger im
Punkt Py ist, befindet sich ein zweiter Flieger im Punkt P4(-1 | -6 | 4,5) und fliegt auf Punkt P5(4 |4 |2)
zu; bei momentaner Geschwindigkeit wird er fiir diese Strecke 4,36 Minuten benétigen. (Alle Anga-
ben in Kilometern.)

a) Entscheide, ob Kollisionsgefahr besteht.

b) Uberpriife, ob die Flugzeuge Sichtkontakt haben.

c) Stelle die Situation im Modell dar.

A6
Aufgabe 6: Flugsicherheit!?

,Gliick gehabt!?”, denkt sich Herr Falk, der Fotograf dieser beiden Kon-
densstreifen. Gegen 11 Uhr morgens, in einem Abstand von nur wenigen
Sekunden, ziehen zwei Flugzeuge am Himmel vorbei. Die Bahnen der
beiden Flugzeuge scheinen sich zu kreuzen und wére die erste Maschine
nur etwas spdter gekommen, wére es dann zu einer Kollision gekom-
men? Durch dieses Ereignis in Unruhe versetzt, erkundigt sich der Mann
nach den gesetzlichen Bestimmungen zur Flugsicherheit. Er erfahrt Fol-
gendes: Der Flugraum ist in kontrollierten und unkontrollierten Luftraum eingeteilt. Bis zu einer
Hohe von 2500 Fufs (ft)? fliegen Luftfahrzeuge wie Drachen oder Hubschrauber, die nicht von der
Flugsicherheit tiberpriift werden (In der Nihe von kontrollierten Flughéfen ist die Hohe auf 1000 ft
abgesenkt.). Uber dieser Hohe beginnt der kontrollierte Luftraum, in dem Flugzeuge einen vertika-
len Mindestabstand von 1000 ft besitzen miissen. Der horizontale Mindestabstand bewegt sich zwi-
schen 3 und 8 NM (nautical miles/Seemeilen) und hangt von spezifischen Faktoren wie Flugzeug-
gewicht oder technische Ausstattung ab.

Die Flughédfen und das umliegende Gebiet werden vom Tower {iberwacht.

Hohe |

| ?‘ 4 Oberhalb von 10000 ft sind Bezirkskontrollen verantwortlich. Die Flug-

‘ g /;/\_—mn zeuge bewegen sich auf fest vorgegebenen Flugverkehrsstrecken, dhnlich

} s wie Autoverkehrsstrafien. Die Strecken sind durch Navigationsanlagen

| '_/‘/// g am Boden oder durch Koordinatenschnittpunkte gekennzeichnet. Die
T~ Bordsysteme im Flugzeug empfangen die entsprechenden Signale von
\\“\\\ - den Bodenanlagen oder via Satellit und fithren das Flugzeug automatisch

~*

tiber das Flight Management System oder leiten die Signale an den Neben
dem Piloten tragen Fluglotsen die Verantwortung fiir die Flugzeuge. Sie
sind wahrend des gesamten Fluges tiber den Flugweg informiert. Mit Hilfe von Radarantennen, die
im ganzen Bundesgebiet verteilt sind, wird die Flugstrecke {iberwacht. Die Antennen messen in
zeitlichen Abstdnden die Entfernung des Flugzeuges zur Antenne, die Hohe des Flugzeuges und
die Richtung als Winkel. Die Daten werden vom Computer in drei Koordinaten - Norden, Osten,
Hohe - (jeweils in Kilometer) tibersetzt. Das ermoglicht eine Darstellung auf dem Monitor. Auf
Nachfrage erhélt Herr Falk jeweils vier Orte fiir die beiden Flugzeuge:

12 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhtilsen 2017, 24.
131 Fuf$ sind 0,3048 m
14 1 Seemeile sind 1,852 km
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1.4 Bewegungsaufgaben

Flugzeug/ Zeit 11:00:00 11:00:20 11:00:40 11:01:00
Boeing 767-299 (1/-2/8,3) (3/0/9,3) (5/2/10,3) (6/6/10,3)
Douglas DC 10-30F | (0/2/7,3) (2/1/8,3) (4/0/9,3) (6/-1/10,3)

a) Untersuche, ob Herr Falk zur recht beunruhigt ist.
b) Gib weitere im Sachkontext sinnvolle Fragestellungen an und beantworte sie.

c) Stelle die Situation mit dem 3D-Modell dar.
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1.5 Projektionsaufgaben

1.5 Projektionsaufgaben

I 3D
Aufgabe 1: Cam Carpets'>

Rechts und links vom Tor befinden sich sogenannte Cam Carpets (Werbeteppiche). Sie sorgen mit
ihrem dreidimensionalen Effekt dafiir, dass Werbebotschaften optisch aufstehend erscheinen, ob-
wohl sie flach auf dem Boden liegen.

Die folgenden Abbildungen und die Abbildung oben rechts zeigen deutlich, dass die Schrift auf den
Cam Carpets verzerrt erscheint. Der Effekt, dass diese Buchstaben im Fernsehen wie aufrechtste-
hend wirken, beruht auf einer optischen Tauschung.

15 Idee von Klaus Gerber, Abbildungen von Giinther von Stein, Fotos: www.stadionwelt.de.
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1.5 Projektionsaufgaben

a)

Erklire, wie es zum 3D-Effekt und der damit verbundenen optischen Tduschung kommt.

Im Rhein-Energie-Stadion des 1. FC Koln hat die Kamera die Position P (55,8 /-53/32) und die linke
obere Ecke des Buchstabens T des Wortes VICTORIA ist Q (2,8/0/1) (alle Einheiten in Meter). Nun
soll der Buchstabe T unter der Projektionsrichtung von P nach Q in die xi-x2-Ebene (der Boden)
projiziert werden. Dabei wird fiir alle Punkte des Buchstabens T zur Vereinfachung die Projektions-
richtung von P nach Q angenommen. Man geht also davon aus, dass es sich um eine sogenannte
Parallelenprojektion handelt.

Fertige zunichst eine Skizze (keine Zeichnung!) der Situation an.
Berechne die Projektionsrichtung von P nach Q.

Berechne die Koordinaten des Projektionspunktes Q°, der entsteht, wenn man die Q unter der
Projektionsrichtung von P nach Q in die x1x2-Ebene projiziert.

[Tipp: Stelle die Projektionsgerade durch die Punkte P und Q auf und berechne den Spurpunkt
Ss dieser Geraden.]

Berechne die Koordinaten der Projektionspunkte R“ und S” der rechten oberen Ecke R (3,8/0/1)
und der rechten unteren Ecke S (3,8/0/0,75) unter der gleichen Projektionsrichtung wie unter c).

30 S
‘/é\l Aufgabe 2: Cam-Carpets mit dem 3D-Modell

Nun soll der Buchstabe T des Wortes VICTORIA auf den
Boden neben dem Tor projiziert werden. Das T wird in ei- |
ner neuen Modellierung bestimmt durch die Punkte |
A(3/0/1,5), B(4,5/0/1,5), C(4,5/0/1), D(4/0/1), E(4/0/0),
F(3,5/0/0), G(3,5/0/1), H3/0/1).

a)

Zeichne die Punkte in ein Koordinatensystem und
stelle die Eckpunktes des Buchstaben T mit einem was-
serloslichen Stift im 3D-Modell dar.

-5
Die Projektionsrichtung ist ngdherungsweise Vv = < 5 ) .
-3

(1) Gib die Gleichung der Projektionsgeraden g durch den Punkt A an.

(2) Berechne die Projektionspunkte A", B, C", D", E", F", G"und H".

(3) Zeichne die Projektionspunkte in das Koordinatensystem aus Teil a).
(4) Stelle das projizierte T mit dem wasserldslichen Stift im 3D-Modell dar.

Die Kamera liegt im Punkt P. Der Punkt P befindet sich auf der Projektionsgeraden g und gleich-
zeitig im 4. Oktanten. Die Entfernung von P zu A ist 20-mal so grofd wie die Entfernung von A
zu A’

Berechne die Koordinaten des Kamerapunktes P.
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1.5 Projektionsaufgaben

I 3D
Aufgabe 3: Wilder Westen16

In einer neuen Westernparodie , Late Noon" wird ganz klassisch mit diinnen Holzattrappen von
Héusern gearbeitet. Der finale Showdown soll, wie der Name schon sagt, erst spat am Tag stattfin-
den, wenn die Sonne sehr tief steht. Dann kommen die Sonnenstrahlen mit der Richtung

(2

Der Regisseur mochte, dass die beiden Duellanten auf den Punkten P1(4 |1 |0) und P»(2|10) stehen
und ihr Duell in einer Entfernung von 2 Metern austragen. Die Holzattrappe in der Wiiste kann mit
folgenden Punkten beschrieben werden: P3(2 | 0| 0); P4(2]0]2); Ps(4|0|3); Ps(6|0]2); P7(6]0]0). (Alle
Einheiten sind in Metern angegeben.)

a) Skizziere die Szene und/oder stelle die Szene im 3D-Modell dar. Beschreibe die Probleme, die
durch diese Konstellation auftreten konnten.

b) Priife nach, ob die Kdpfe der 1,7 Meter hohen Duellanten im Schatten liegen und erldutere Dei-
nen Losungsweg.

16 EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 58.
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1.6 Geradenscharen

1.6 Geradenscharen

X

Aufgabe 1: Allgemeiner Geradenpunkt und Punktescharl”

(1) Arbeite den folgenden Informationstext zum allgemeinen Geradenpunkt und zur Punkteschar
durch und erledige anschlieend die Ubungsaufgaben.

Allgemeiner Geradenpunkt

Manchmal ist es nititzlich, mit dem allgemeinen Geradenpunkt zu arbeiten. Sein Ortsvektor ergibt
sich, wenn man die rechte Seite der Geradengleichung zusammenfasst. So hat von

. (2 2 (242
gX= (—3) +A <1) der allgemeine Punkt X, den Ortsvektor X, = (—3 + A
1 1 1+A

—_— 2 2 -
X = [-3] + 1[1] | allgemeiner Punkt X;(2 +2A|-3 +A[1+2)

Mit dem allgemeinen Punkt findet man zum Beispiel bequem den Punkt P auf g, der 5 Einheiten
tiber der xi1xo-Ebene liegt. Fiir ihn gilt x3 =5, also 1 + A =5, also A = 4.

10
Eingesetzt in X ergibt sich folglich X, = ( 1 > Ergebnis: P (10/1/5) (vgl. Abb. oben).
5

17 Alle Abbildungen sind aus dem Lehrbuch: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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1.6 Geradenscharen

Punkteschar

Kommt ein Parameter in den Punktkoordinaten vor, so spricht man von einer Punkteschar, zum
Beispiel P.(3+a/2a/3-a). Um herauszufinden, ob die Schar P, eine Gerade bildet, fasst man P, als

allgemeinen Geradenpunkt auf und versucht, den Ortsvektor P, so zu zerlegen, dass eine Geraden-
gleichung entsteht.

. [3+a 3+a 3 1 /3 1
P,=| 2a |=|0+2a|=|0]+a-| 2 ). Die Punkte P, bilden die Geradeg: X =0 |+a-{ 2 |
3—a 3—a 3 -1 3 -1

In der folgenden Abbildung ist dieser Sachverhalt zur Punkteschar dargestellt.

Punktschar Pa{3+a12a|3-aﬂ X = (3]“,[ 3]

-7 5
(2) Gegeben seien die Gerade g: X(0) = ( 5 > t+o (—2) und die Punkte A(ai/a2/8), B(-12/k/-k),
—4 3
C(c1/1/1), D(2k/-3k/Kk), E(4k - 3/1/2k).
(1) Berechne die fehlenden Koordinaten in A bis E, so dass diese Punkte auf g liegen.

(2) Ermittle fiir die Punkte B bis E Geradengleichungen und interpretiere die Bedeutung dieser
Geraden in Bezug auf die Gerade g und die Ergebnisse von Aufgabenteil (1).

(3) Erldutere, welchen geometrischen Ort die Punkteschar fiir A bildet.

(3) Untersuche, ob die Punkte P, auf einer Geraden liegen. Gib ggf. die Gleichung der Geraden an.
(1) P,(1 +2a/2 — 7a/—1 — 2a) (2) Py(3a—2/4/—6a) (3) P.(a/1/0)

@ P(1+a/1—a/a+1) (5) Pa(a%/a/a+1) (6) P.(>/0/)
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1.6 Geradenscharen

a) Arbeite den folgenden Informationstext zur Parallelenschar und zum ebenen Geradenbiischel
durch und erledige anschlieend die Ubungsaufgaben.

Aufgabe 2: Parallelenschar und ebenes Geradenbiischel

Kommt in einer Geradengleichung aufler dem Geradenparameter (zum Beispiel A) noch ein Para-
meter (zum Beispiel a) vor, dann beschreibt die Gleichung eine Geradenschar. Zu jedem Scharpara-
meter a gehort eine Gerade der Schar. Man kann nun bei einer Schar Wiinsche dufern, sich zum
Beispiel Geraden mit bestimmten Eigenschaften heraussuchen oder den Ort von Punkten mit be-
stimmten Eigenschaften bestimmen. Wir behandeln hier nur die einfachen Fille, in denen a linear
auftritt.

1+a -2
1. Fall: Scharparameter nur im Aufpunkt: f,: X(a,A) = <3 + 3a) +A- ( 1 >
3—a -1

=1 T . 1y (-2
T L:i: = 0l X3 l for X = [3:3'1!] + ;'.[ IJ
) o )

Parallelenschar

Alle Schargeraden haben denselben Richtungsvektor: f, ist eine Parallelenschar. Der Aufpunkt F,

1 1
liegt auf der Geraden t: X(@) = <3> +a- < 3 )
3 -1

Welche Gerade schneidet die x3-Achse?

Fiir diese Gerade gilt: ein Punkt Z (0/0/z) der xs-Achse ist auch Punkt einer Schargerade fa. Das
fithrt zu drei Gleichungen:

1+a -2 0 M14+a-21=0
<3+3a)+7\(1)=(0)®(2)3+3a+/1=0
3—a -1 z 3) 3—a—-A=z

Die Gleichungen (1) und (2) liefern mit dem GTR a = -1 und 4 = 0. Eingesetzt in die dritte Gleichung
erhilt man z = 4. Also schneidet f; die xs-Achse im Punkt Z (0/0/4) mit dem Parameterwert A = 0.
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1.6 Geradenscharen

2 a—1
2. Fall: Scharparameter im Aufpunkt: g,: )_()(a, W = (0) +u- <2a + 2).
2 —a

RN

\\‘ ‘\‘ \‘ L
N |i5| ebenes Geradenbiischel

Alle Schargeraden haben denselben Aufpunkt G (2/0/2). Die Punkte, die zum Parameter

p = 1 gehoren, liegen auf der Geraden e mit

(e (53 ()0 2)

Die Schar g. ist also ein ebenes Geradenbtischel mit G (2/0/2) als Tragerpunkt.

Welchen geometrischen Ort bilden die Spurpunkte in der xix2-Ebene?
Aus x3 =0 folgt 2 — pa = 0. Fiir a = 0 ergibt sich ein Widerspruch 2 = 0. Die Gerade go hat also keinen

Spurpunkt in der xix>-Ebene, sie ist daher echt parallel zur xix>-Ebene. Fiir a # 0 folgt p = 2 Es ergibt

2
R i 4\ (=2
sich fiir den geometrischen Ort der Spurpunkte S3 =| 4 4 2 | = |4 |+~ ( 4 ). Der geometrische
a 0 0

4 -1

Ort ist die Gerade mit der Gleichung s: X(a) = <4> +a- < 2 > ohne den Aufpunkt (4/4/0), weil der
0 0

Parameter a = % nicht Null sein kann.

B ~14 7
b) Seiga:X(a,u)=< 2 >+u-(a).
2 -1

Bestimme a so, dass die Schargerade
(1) parallel ist zur x1x3-Ebene.

(2) durch den Ursprung geht.

(3) durch W (w1/-4/5) geht. Ermittle W.
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1.6 Geradenscharen

B 16 4a
C) Seiha:X(a,u)=<4>+u-< 4 )
11 13 — 6a

Bestimme a so, dass die Schargerade
1) parallel ist zur xi1x>-Ebene.

3) durch den Ursprung geht.

(1)

(2) die x2x3-Ebene nicht schneidet.

3)

(3) die x3-Achse schneidet. Ermittle den Schnittpunkt.

d) A (a/-2/3)und B (a +4/0/5) legen eine Schar k. von Geraden fest.

Bestimme die Schargeraden, welche die Koordinatenachsen schneiden, und berechne die
Schnittpunkte.
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1.7 Darstellung von Ebenen im Raum

1.7 Darstellung von Ebenen im Raum

30 S
k’é\) Aufgabe 1: Unterschiedliche Darstellungsmoglichkeiten einer Ebenel®
a) Lese den nachfolgenden Informationstext und bearbeite am Ende die Ubungsaufgaben.

Wie kann eine Ebene im Raum eindeutig festgelegt werden?
Eine Ebene kann auf unterschiedlichen Arten eindeutig festgelegt werden:

e FEin Punkt und zwei Richtungen (zweier nicht kollinearer Vektoren)
e Drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen

e FEine Gerade und ein Punkt, der nicht auf der Geraden liegt

e Zwei echt parallele Geraden

e Zwei sich schneidende Geraden

Ein Punkt und zwei Richtungen (zweier nicht kollinearer Vektoren)

Eine Gleichung einer Ebene beschreibt die Ortsvektoren X aller Ebenenpunkte. Fiir diese Beschrei-
bung eignet sich die Festlegung durch einen Punkt und zwei Richtungen am besten. Man wéhlt
einen Punkt A der Ebene E als Aufpunkt und zwei nicht kollineare Vektoren U und v als Richtungs-
vektoren, die parallel zur Ebene liegen. Der Ortsvektoren X eines beliebigen Ebenenpunktes lisst
sich darstellen als Summe von A und einer Linearkombination der Vektoren T und v:. Man erhilt
die Gleichung )?(7\; W = A+1-U+ V. A, p heilen Parameter des Punktes X. Die Gleichung heif3t
Parametergleichung oder Punkt-Richtungs-Gleichung der Ebene E.

Jeder Punkt der Ebene ist eindeutig durch das Parameterpaar (A; p) festgelegt. Der Punkt A und die
Richtungsvektoren u und V bestimmen in der Ebene ein (meist) schiefwinkliges Koordinatensystem
mit A als Ursprung und (A/p) als Punktkoordinaten.

Merke: Ist A irgendein Punkt der Ebene E und sind d und V zwei zu E parallele, nicht kollineare
Vektoren, dann nennt man E: X(A; p) = A+ AU + p+ ¥ (A, p € R) eine Parametergleichung von E.

A heifst Aufpunkt, A heifdt Stiitzvektor, U und vV heiflen Richtungsvektoren, A, i heiflen Parameter
des Ebenengleichung.

18 Alle Abbildungen sind aus dem Lehrbuch: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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1.7 Darstellung von Ebenen im Raum

3
Beispiel: Bestimme eine Parametergleichung der Ebene E mit dem Stiitzvektor A = ( 0 > und
2 2
den nicht kollinearen (warum?) Richtungsvektoren t = <—1> und vV = <3>

3 2 2
-e:Xoaw = (0 Jea-(-1) vue(3)
-1 1 2

2 5
Zud= —1undu=2geh6rt)_()(—1;2)=)_()=<0)+(—1)- -1 +2-<3>=<7).

Also gilt: P(5/7/2) liegt in der Ebene E.

-1

1 2

-1 1 2 2

Wie lauten die Koordinaten des Punktes Q, der in der Ebene E aus dem Beispiel liegt?

Vergleiche dazu die folgende Abbildung

o 3 2 2\ /13
Q=X(2;3)=<0>+2-(—1>+3-<3>=<7)=>Q(13/7/7)
-1 1 2 7

Gib eine Parametergleichung der Ebene E an, die den Punkt P(-2/1/7) enthdlt und von den

2 -3
Vektoren U = (1) undv = ( 5 > aufgespannt wird.
3 1

2 1 -2

Gib die Punkte A, B, C und D an, die in der Ebene E: )_()(7\; W = <1) +A- (7) +u- ( 0 ) liegen
3 2 5

und die Parameterwerte (; p) fiir A (0;0), B (0; 1), C (1; 0) und D (1; 1) haben.

Untersuche, ob die Punkte A (1/4/6), B (5/-7/0) und C (14/2/7) in der Ebene E mit der Para-

2 1 -2

metergleichung E: X(A; ) = <0> +A- <1) +u- ( 3 ) liegen, und nenne gegebenenfalls die zu-
3 1 2

gehorigen Parameterwerte (A; ).

Ermittle mithilfe der folgenden Abbildungen jeweils eine Ebenengleichung in Parameterform.
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1.7 Darstellung von Ebenen im Raum

Bestimme mithilfe der Angaben eine Parametergleichung der Ebene E.

Drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen

Eine Gerade und ein Punkt, der nicht auf der Geraden liegt

~ 1 0 -1
E:X()»;ll)=(0)+l-< 1>+u-( 1)
1 -1 0

A(1/1/0),B(0/1/1),C(1/0/1)

0
1
-1

N 1
gX= (0) +A- (—1),1)(1/1/1)
0 1

g — — 0
GP=P-G=|(1
1

E:X(A;p) =

Zwei echt parallele Geraden

Zwei sich schneidende Geraden

/1 1
gX= (0) +7\'<—1
0 1

(0 1
h: X = (O>+u-(—1
1 1
(Warum sind g und

h echt parallel?)

)
)

o/ 0
o2=(3)e2-(2)
0 1
AL ~1
h:X=<0)+u-< 1)
1 0
(Warum haben g und
h einen Schnittpunkt?)
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1.7 Darstellung von Ebenen im Raum

f) Bestimme eine Parametergleichung der Ebene Easc durch die Punkte A, B und C, wenn

(1) A (2/1/3), B (-1/0/5) und C (2/-7/3). (2) A (2/1/-3), B7/-1/5) und C (-3/3/-11) ()

g) Gib eine Parametergleichung der Ebene an, die festgelegt ist durch
1HU@/0/-1),V(0/0/0) und W (-2/-4/1)

1 2
) P(1/2/-1),g:X = (o) +2- (-2)
0 1

1 2 1 1
(3)g:§:(o)u-(—z)undhziz(o)m-( 2)
0 1 0 -1
1 2 3 -2
(4)g:§:<o>+x-<—z>undk:§=(4)+u-< 2)
0 1 0 -1
1 -8 7 6
h) Seieng:?z<—2)+7\-<—4>undf:)_()=<—2)+u-( 3 )
7 —12 1 -9

Bestimme die Parametergleichung der Ebene E. die g enthilt und parallel zu f ist.

4 1
i) Seien A (3/0/2)und g:X = (1) +2A- <o>.
3 1
Bestimme eine Parametergleichung der Halbebene H, die den Punkt A enthélt und von der Ge-
raden g begrenzt wird. Fertige eine Zeichnung im Koordinatensystem an und/oder stelle die
Situation mit dem 3D-Modell dar.

30 (S
“’é\) Aufgabe 2: Schoner Wohnen??

Sabine ist unzufrieden mit ihrem Zimmer. Der hohe Raum in der Altbauwohnung gibt zwar ein
luftiges Wohngefiihl, aber die alte Zimmerdecke sieht schon ziemlich runtergekommen aus. Ein
Foto in einer ,,Schoner Wohnen” Zeitschrift hat ihr gut gefallen: Dort hat jemand die Decke mit ei-
nem grofien Tuch abgehéngt.

Sabines Zimmer ist 3 m breit, 3 m lang und 3,5 m hoch. Sie hat ein Bild im Kopf, wie es in ihrem
Zimmer kiinftig aussehen soll: Sabine mochte ein grofies Tuch zwischen die vier Zimmerecken span-
nen. Es soll dabei aber nicht parallel zum Boden befestigt werden, sondern so, dass der Eindruck
einer in beide Richtungen gekippten Zimmerdecke entsteht.

Zur Umsetzung ihres Plans hat Sabine in drei der vier Zimmerecken jeweils Befestigungslocher in
unterschiedlichem Abstand zur Decke gebohrt: 0 cm, 50 cm, 100 cm und 200 cm. Beim Anbringen
des Tuchs ist es ihr jedoch nicht gelungen, ihre Vorstellungen umzusetzen: stindig liegt das Tuch in
Falten - hat sie etwas falsch gemacht?

a) Begriinde, warum das Tuch in Falten liegt. Gib die Hohe der vier Befestigungspunkte an, damit
das Tuch nicht in Falten liegt. [Zur Kontrolle: Verdndere die Bohrung von 200 cm auf 150 cm. ]

b) Untersuche, welche Form das Tuch hat. Bestimme Flidcheninhalt, Umfang und Innenwinkel.
c) Bestimme weitere Befestigungspunkte des Tuches an der Wand.
d) Gib einen Term an, der einen beliebigen Punkt des Tuches vektoriell beschreibt.

e) Stelle die Situation mit dem 3D-Modell dar. [Darstellung im Modell: 50 cm pro Einheit. ]

19 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 47.
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1.8 Lagebeziehung von Ebene und Gerade

3D
k’é\) Aufgabe 1: Lagebeziehung von Gerade und Ebene

Sind eine Gerade g: Y(r) =G+ r- ¥ und eine Ebene E: f(s; t) = E +s-v + t- W mit den reellen Zah-
lenr, s, t gegeben, dann gibt es drei mogliche Lagebeziehungen:

(1) Die Gerade g und die Ebene E haben einen Schnittpunkt S.
(2) Die Gerade g liegt in der Ebene E.
(3) Die Gerade g ist parallel zur Ebene E.

a) Im Folgenden wird gezeigt, wie man rechnerisch zeigen kann, welcher Fall vorliegt.

Vollziehe die Rechnungen nach und stelle die Situation mit dem 3D-Modell dar.

1. Fall: g und E haben eine Schnittpunkt S:

. 1 1 . 4 -1 -2
g:X(r)=<O>+r-(1>undE:X(s;t)=(0>+s-(3>+t-<1>.
4 -1 2 -2 1

Gleichsetzen der Terme fiir den Geraden- und Ebenenvektor liefert ein System von drei Gleichungen
mit den Unbekannten r, s und t, die mit dem GTR geltst werden kdnnen:

1 1 4 -1 -2 1 1 2 3
<O>+r'(1>=(0>+5'<3)+t'<1)<:>1 -3 -1 Oﬁ{r=1,s=0,t=1.
4 -1 2 -2 1 -1 2 -11-=-2

1 1 2
Setzt man z. B, r =1 in g ein, dann folgt fiir den Schnittpunkt: S=XQ1) = (0) +1- ( 1 ) = (1)

4 -1 3
Also:S (2/1/3).

2. Fall: h liegt in E

0 3 4 -1 -2
h:)_()(r)=<4)+r-(—4)undE:i(s;t)=(0)+s-( 3 >+t-< 1 )
2 1 2 -2 1

Gleichsetzen der Terme fiir den Geraden- und Ebenenvektor liefert:

0 3 4 -1 -2 3 1 2 4
4]1+r-|—-4)={0)+s-{ 3 |+t 1 |)&—-4 -3 -1 | —4
2 1 2 -2 1 1 2 -1 0

= M3 LGS hat unendlich viele Losungen. Also liegt die Gerade h in E.

3. Fall: f verlduft parallel zu E

- 4 -1 . 4 -1 ~2
f:X(r)=<O>+r-< 1 )undE:X(s;t)=(0)+s-<3>+t-< 1 )
4 0 2 -2 1

Gleichsetzen der Terme fiir den Geraden- und Ebenenvektor liefert:

4 -1 4 -1 -2 -1 1 2 0
<0>+r-(1>=(0>+s-<3)+t-<1)4:)1 -3 -1 0
4 0 2 -2 1 0 2 -1 -2

= 3x3 LGS hat keine Losungen. Also liegt die Gerade h parallel zu E.
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1.8 Lagebeziehung von Ebene und Gerade

Die folgende Abbildung stellt die Situation grafisch dar. Dabei kénnen die angegebenen Punkte, die
alle in einer der Grundebenen liegen, als Konstruktionspunkte fiir die Darstellung mit dem 3D-Mo-
dell verwendet werden.

(9]

\

w
1
ul

NI
)

F:/ 1 2 3 4 5 6 X

f o

4: \

N

I 3D
Aufgabe 2: Diisenjet und Segelflieger

Ein privater Diisenjet fliegt auf seinem Kurs entlang einer Geraden g durch die Navigationspunkte
A (0]2]6) und B (3]-4|0). Ein Segelflugzeug hilt den Kurs h durch die beiden Punkte P (4|0 |3)
und Q (-2]-6 | 0). Fiir startende Flugzeuge eines nahegelegenen Flughafens ist die Ebene E durch die
Punkte F (0]-5|6) sowie G (2|-1|0) und H (3|-4|3) als Luftraum fiir den Linienflugverkehr reser-
viert.

a) Bestimme, bei welchem Navigationspunkt sich ggf. die Kurse der beiden Privatflugzeuge
schneiden.
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1.8 Lagebeziehung von Ebene und Gerade

b) Uberpriife, ob der Privatjet den reservierten Verkehrsluftraum durchquert.
c) Priife nach, ob das Segelflugzeug den Luftraum durchquert.
d) Untersuche, ob sich die Kurse schneiden, bevor die Flugzeuge die Startebene durchqueren.

e) Stelle die Situation im 3D-Modell dar. Zusatzfrage: Der Punkt H (3|-4 |3) liegt nicht in einer
Koordinatenebene. Wie ist es trotzdem moglich, die Ebene ohne zu Hilfenahme einer Stange
darzustellen?

30
'/é\l Aufgabe 3: Noch einmal ,,Wilder Westen”

Der Regisseur der Western Parodie ldsst auf Ihren Rat hin nun den finalen Showdown an einem
anderen Ort spielen. Die einzige schattenwerfende Kulisse in der Nahe der Schauspieler ist eine
Kirchen-Attrappe, die mit folgenden Punkten beschrieben werden kann:

P1(1]0]0),P2(1]0]2),P5(4]0]2), P4+ (4]0]4),P5(5|0]6), Ps (6|0]4), P7(6]0]0).
-1

Die Sonnenstrahlen kommen mit der Richtung vV = ( 2 )
-2

Die beiden Darsteller werden auf den Punkten Ps (3,5|4|0) und Py (1|4 |0) stehen und ihr Duell
austragen. (Alle Einheiten sind in Metern angegeben.)

a) Skizziere die Szene und/oder baue die Szene im 3D-Modell nach.

b) Priife nach, ob die Kopfe der 1,7 Meter hohen Duellanten im Schatten liegen und erldutere Dei-
nen Losungsweg.

c) Erldutere, wie sich die Situation in den nédchsten Stunden verandern wird.
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Exkurs: Lineare Gleichungssysteme und Gauf$verfahren

Gleichungssysteme lassen sich mithilfe des Gaufsverfahrens 16sen. In Anlehnung an die Einfiih-
rungsaufgabe (Gleichungspuzzle) erhilt man folgenden Algorithmus:

Variablenschreibweise Operation Matrizenschreibweise Operation
I 3%, + 6%, — 2x3 = —4 3 6 -2 | -4 - (=1)
I 3x4+2%,+ x3= 0 I-(-1)+1I 3 2 1 0
I11 1,5X1 + 5X2 - 5X3 =-9 1,5 5 -5 -9
I 3X1 + 6X2 - 2X3 = —4 3 6 -2 —4
11 — 4%, +3x; = 4 I+ (-2) 0 -4 3 4 j
II1 1,5X1 + 5X2 - 5X3 =-9 1,5 5 _5 -9 | . (—2)
I 3X1 + 6X2 - 2X3 =—4 3 6 -2 —4
11 — 4%, +3x3 = 4 - (=1)+11 0 -4 3 4 [- (1) 3
11 — 4x, + 8% = 14 0 -4 8 |14
I 3X1 + 6X2 - 2X3 = _4' 3 6 —2 —4 | 3
L —ag+3g= 4 | NDXeeud gy
111 5x5 = 10 ! o o 5 110 |:5
[ X, = —g — 2%, + §x3 Von unten nach 1 2 —% —g
I X, = —1 + 0,75%5 oben einsetzen 01 -075 | -1
M x3=2 00 1 2 | > x3=2

x3 in II einsetzen:
Xq -1 X, =-1+0,75-2=10,5 X1 -1
Ldsung: <X2> = (0,5) Losungsvektor | X3 und x; in I einsetzen: (Xz> = (0,5)
X3 2 X =—5—2-05+2:2 | \X3 2
=-1

Das lineare Gleichungssystem kann als Produkt von Matrix und Vektor geschrieben werden:

3 6 -2 X1 —4
( 3 2 1 > . <x2> = ( 0 > . Die Losung heifst Losungsvektor der Matrix-Vektor-Gleichung.
1,5 5 -5 X3 9

Aufgabe 1:

Lose folgende LGS mit dem Gauf3-Verfahren. Uberpriife mit dem GTR.

a) 3)(1 - X * 3)(3 = -17 b) 2)(1 - 3)(2 = 2)(3 =10 C) 2)(1_ 3K2+ 3){3 = 4

2){1_ Xy = X3 = -8 _X1+ Xy = X3 = 2 5)(1_ [{}(24" 3X3= 22

X1 Xp + 3x3= -7 Xq - 2xg= 7 —4x;+ 3x,+ 3x3=10
Losung: (5 ‘5'0L 5') (@ (&-4-£) @ (L-4-'5-) (@

Die folgende Tabelle gibt einen guten Uberblick tiber die Losbarkeit von LGS:
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Genau eine Losung Keine Losung Unendlich viele Losungen
1 4 1 7 |- (=3) 2 -3 -1 4 1 2 -3 6 |- (=2)
3 2 ~1 D 1 2 3 1 |]-(=3) 3 2 -1 4 2 3
2 5 4 4 3 -8 =5 5 4 3 -2 14
1 4 1 7 |1-(=2) 2 -3 -1 |4 1 2 -3 6 ||-(—4)
0 —-10 1 —22 ] 1 2 3 1 | - (_2)3 0 -5 10 —10 j
2 5 4 4 0 —-14 -14 2 4 3 -2 14
1 4 1 ‘ 7 2 -3 -1 14 1 2 -3 6
0 -10 1 —221]-3 0 -7 -7 12 [|(=2) 0 -5 10 —10 | |- (—1)
0O -3 2 —10| |- (—10)3 0 -14 -1412 3 0 -5 10 —-10 3
1 4 1 7 2 -3 -1 4 1 2 -3 6
0 —-10 1 | —22|]:(-10) o -7 =7 |2 0 -5 10 |-10 |[|:(=5)
0 0 —171 34||:(-17) 0 0 0 l-2 |=20==2®|0 0 0o 1o
1 4 1 7 1 2 -3 6
0 1 -0,1 2,2 0 1 -2 2
0 0 1 —2| = X3 = —2 0 0 0 0 [=20:x3=0
X3 in nach x, aufgeloste II einsetzen: | Der letzte Gleichungsblock ist unlds- |y, =, e R
X, =2,24+0,1-(=2)=2 bar. Daher ist auch der erste Glei- | = X, =2+ 21
X3, X, in nach x,; aufgeloste I einset- | chungsblock und damit das LGS un- | = x; = 6 — 2x, + 3
zen:x; =7—4-2—-(-2)=1 losbar: L = { } =6—22+2W)+3u=2—-u
X1 1 X1 2—p
Losung;: <X2> = ( 2 ) Losung: <X2> = <2 + 2u>, HeER
X3 -2 X3 1l

Aufgabe 2:

Lose folgende LGS mit dem Gaufs-Verfahren. Uberpriife mit dem GTR. Xp= Xo + Xg= -2

4X1+2X2+ X3:_5
6 X4 +3x3= -9

b) 4xq4+ X9 + Txz3= 12 c)
5)(1 +* 10){3 = 5

-)(.1‘ 2)(2 = _2

a) X+ x+ x3=0
=2
+2X3:4

X1+ X2

Losung: [m31|(4 f1%+%f1%—§—)|=1 G {}=1@ f{c--Mi=1¢ 2%
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1.9 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster
21 |3
N INE
Ich kann ... § E 5 &
LGS héandisch mit dem Gaufsverfahren 16sen. la
GTR-Losung eines LGS interpretieren. 1b
durch Teilungspunkte die Endpunkte einer Strecke berechnen. 1b
die Lange einer Strecke berechnen. 1b
die Projektionsgerade einer Gerade bestimmen. 1c
zwei Geraden ohne GTR auf deren Lagebeziehung untersuchen. 1d
bei einer Geradenschar eine Punktprobe durchfiihren. le
eine Geradenschar in einen Ebene umwandeln. le
Gleichungen geradlinig-konstanter Flugbahnen aufstellen. 2a
Ortspunkte geradlinig-konstanter Flugbahnen berechnen. 2a
Geschwindigkeiten geradlinig-konstanter Flugbahnen bestimmen. 2b
gleiche x3-Hohe zweier geradlinig-konstanter Flugbahnen berechnen. 2c
den zurtickgelegten Weg einer Flugzeuges berechnen. 2c
geradlinig-konstante Flugbahnen auf Kollisionsgefahr untersuchen. 2d
den geringsten Abstand zweier Flugzeuge berechnen. 2e
den Effekt der Cam-Carpets erldutern. 3a
Punkte in ein 3D-Koordinatensystem einzeichnen. 3b
einen Projektionspunkt von Cam-Carpets berechnen. 3¢
die Lange eines Vektors zwischen zwei Punkten berechnen. 4a
den Mittelpunkt einer Strecke berechnen. 4a
zwei Geraden mit GTR auf deren Lagebeziehung untersuchen. 4b
den Schnittpunkt zweier Geraden bestimmen. 4c
eine Geradengleichung aufstellen. 4c
eine Ebenengleichung aufstellen. 4d
Strecken mithilfe von Richtungen und deren Lingen abtragen. 4e
eine Punkteprobe durchfiihren. 4e
den Schnittpunkt von Gerade und Ebene bestimmen. 4f
eine Schnittgerade zweier Ebenen berechnen. 4g
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1.9 Kontrollaufgaben

Aufgaben ohne Benutzung von Hilfsmitteln

Aufgabe 1

a) (1) Berechne die Losungsmenge des folgenden LGS.

2 1 0 1
-2 -2 1 2
1 2 -1 1-3

(2) Ein lineares Gleichungssystem besteht aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten x und
y. Dieses lineare Gleichungssystem wurde mit dem GTR gelost. Als Losungsmenge zeigt der
GTR x =xund y = 2x an.

Interpretiere diese Losung.

b) Die Punkte R(4|5]6) und S(7|8|9) teilen die Strecke AB in drei gleiche Teile.
(1) Bestimme die Koordinaten der Punkte A und B.

(2) Berechne die Lange der Strecke AB.

c) Untersuche die Geraden g und h (nach scharfem Hinschauen!) jeweils auf ihre gegenseitige
Lage.

1 0,5 -1
1) gXQ) = ( 2 >+x-< 1 >undh:>‘<’(p) = u-(—2> (A1 ER)
-1 -0,5 1

1 1 1 4
) gXO) = (o) +2A- (2) und h: X(p) = <o> +p (5) (A1 ER)
0 3 0 6

1 1 1 2
B g X)) = (0) +A- (2) und h: X(p) = <0> +u- (4) (A n€ER)
1 3 0 6

1 2 3 5
d) Gegeben sind die beiden Geraden g: X = (2) +A- (2) und h: X = (3) +u- (5)
1 3 2 3
Projiziert man g und h senkrecht in die xix2—Ebene, so erhélt man die Geraden g” und h".

(1) Gib die Gleichungen der Geraden g” und h” in Parameterform an.

(2) Untersuche die Lagebeziehung von g” und h".

e) Gegeben sind die Schar von Punkten G,(a/—2/3) und Hy(a + 4/0/5) (a € R) sowie die Gera-

a 2
denschar g,: X = <—2> +b- (1) (a,b € R).
3 1

(1) Zeige, dass alle Punkte der Punktescharen G, und H, auf g, liegen.

(2) Weise nach, dass durch die Schar von Geraden g, eine Ebene festgelegt wird.
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1.9 Kontrollaufgaben

Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln

Aufgabe 2: Bewegungsaufgabe

Ein Flugleitsystem ortet zum Zeitpunkt t = 0 die Flugzeuge F1 im Punkt A (-12,5 | =14 | 4) und F>
im Punkt P (-11,4 | 13 | 5,5) und zwei Minuten spéter F; im Punkt B (-7,5 | =17 | 4,6) sowie F> im
Punkt Q (-5,8 | 10 | 5,2).

Die Bewegung der Flugzeuge wird in einem rdumlichen kartesischen Koordinatensystem mit der
Langeneinheit 1 km betrachtet. Die Flugzeuge bewegen sich wihrend der Zeit der Beobachtung ge-
radlinig mit konstanter Geschwindigkeit. Runde alle Ergebnisse auf zwei Nachkommastellen.

Physikalischer Hinweis: Betrachtet man das Zeit-Weg-Gesetz der gleichférmig geradlinigen Bewe-
gung im Raum, so lautet dies § = 5g + t- V mit 5 als Startvektor, t als Zeit (hier in min) und V als
Geschwindigkeitsvektor. Dieses Zeit-Weg-Gesetz beschreibt eine Flugroute, die mathematisch als
Geradengleichung interpretiert werden kann. Dann entspricht sg dem Stiitzvektor, t dem Parameter
und V dem Richtungsvektor. Also:

mathematische Bedeutung physikalische Bedeutung
s Ortsvektor aller Geradenpunkte Ortsvektor aller Punkte der Flugbahn
So Stiitzvektor der Geraden Ortsvektor zum Startpunkt
t Parameter der Geraden Zeitpunkt (hier in Minuten)
v Richtungsvektor der Geraden Geschwindigkeitsvektor des Flugzeuges

a) Bestimme eine Geradengleichung fiir die Flugroute der Flugzeuge F1 und F» und gib die Posi-
tionen von F; und F» vier Minuten vor Beobachtungsbeginn an.

b) Berechne die Linge der Vektoren AB und PQ und bestimme damit die Geschwindigkeiten der
Flugzeuge F; und F; (in km/h).

c) Ermittle den Zeitpunkt nach Beobachtungsbeginn, an dem sich die Flugzeuge Fi und F> auf
gleicher Hohe befinden und gib an, welchen Weg F» in dieser Zeit zurtickgelegt hat.

d) Zeige, dass fiir den Kurs der Flugzeuge F; und F keine Kollisionsgefahr besteht.

e) Untersuche, nach welcher Zeit die beiden Flugzeuge den geringsten Abstand haben.
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1.9 Kontrollaufgaben

Aufgabe 3: Cam-Carpets

a) Erldutere anhand der beiden folgenden Abbildungen Abb. 1 und Abb. 2 die Funktionsweise der
sogenannten ,, Cam-Carpets” (Werbeteppiche).

Neben dem Tor eines Stadions soll ein Werbeteppich erstellt werden, auf dem der Buchstabe P eines
Werbeslogans als Parallelenprojektion unter der Blickrichtung v der Kamera erscheinen soll. Fol-
gende Angaben gelten fiir die Modellierung;:

e P4(0/3/0),P2(0/3/4),P3(0/3/7),Ps(0/6/7),P5(0/6/4), dann wieder P, ergeben den unter der Ka-
merarichtung v sichtbaren Buchstaben P des Werbeslogans.

-3
e Die Blickrichtung der Kamera lautet vV = < 0 )
-4
Hinweise fiir die Zeichnung: 1 Einheit in y- und z-Richtung entspricht 1 cm, 1 Einheit in x-Richtung
betrdgt 1 Diagonalen-Kéastchen. Beachte insgesamt eine Breite von 10 cm und eine Hohe von 9 cm.

Die genauen Grofienangaben erkennst Du am folgenden Zahlenkreuz:

positive z-Achse — 8
negative y-Achse — 0 0 10 <« positive y-Achse
1 < negative z-Achse

b) Zeichne die fiinf Buchstaben als Schrégbild in ein Koordinatensystem.

c) Berechne den Projektionspunkt Py’ des Punktes P> in der xi-x2-Ebene und erldutere ausfiihrlich
Deine Vorgehensweise.

d) Ermittle die Projektionspunkte zu P, P3, Ps und Ps.

e) Zeichne alle fiinf Projektionspunkte in das Koordinatensystem aus Aufgabenteil b) ein.
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1.9 Kontrollaufgaben

Aufgabe 4: Lagebeziehung von Objekten im Raum

Die Punkte A, B, C, D, E und F legen folgenden Korper fest. P, Q und R sind die Mittelpunkte der
jeweiligen Kanten. Die Geraden g und h verlaufen durch die Punkte P und F bzw. R und Q.

A3 _ g
£C8S) {“3[6“—5)

F
#

-

*

P

/ﬂ.(mo[a} B(0/8]0) T X

X1

Ermittle die Linge des Vektors PE.

Die Geraden g und h werden durch folgende Gleichungen beschrieben:

/-3 0 /-6 9
g:X=<O)+7\~<6> und h:X=(4>+u-<—7)

0 5 0 5
Untersuche die Lagebeziehung der beiden Geraden g und h.

Sei p die Gerade durch die Punkte A und E, q die Gerade durch die Punkte B und F.
(1) Begriinde ohne Rechnung, dass p und q genau einen Schnittpunkt besitzen.
(2) Bestimme Gleichungen fiir die Geraden p und q und berechne ihren Schnittpunkt.

Bestimme eine Parametergleichung der durch die Punkte B, C und F verlaufenden Ebene E.

0 1 3
[Kontrollergebnis zum Weiterrechnen: E: X(r;s) = (8) +r- (0) +s- ( 2 )]
0 0 -5
Vom Ursprung aus bewegt man sich 5 Einheiten in Richtung des Vektors AC und ;—g Einheiten in
positive x3-Richtung und %0 Einheiten in positive x2-Richtung.

216 , 40

(1) Weise nach, dass der Zielpunkt G (=3/—-/ ) lautet.

(2) Zeige, dass der Zielpunkt G in E liegt.

Berechne den Schnittpunkt der Ebene E mit der Gerade gag durch die Punkte A und E.

1 -3
Die Ebene F geht durch die Punkte A, D und E und lautet F: )_(>(t; u)=t- (0) +u- ( 1 )
0 5

Ermittle eine Gleichung fiir die Schnittgerade der beiden nicht parallelen Ebenen E und F.

[Tipp: Durch Gleichsetzen erhéltst Du ein LGS mit 3 Gleichung und 4 Unbekannten. Ergianze
das 3x4-LGS durch eine vierte Gleichung 0-r+0-s+0-t+ 0-u = 0 zu einem 4x4-LGS. Ver-
wende dann den GTR.]

43



1.10 Losungen

1.10 Losungen
1.1 Noch fit? - Vektoren und Modellieren mit dem 3D-Modell
1a)

(1) Gleiche Richtung;: MN und ﬁ; CD, EF und ﬁl); Gleiche Orientierung: EF und a-l);Gleiche Lénge:
MN und ﬁ; CD und GH

(2)

m
v

-
—
*

g

7 | |G » H D C 1£\ E—;Z//"
¢ b.

1b)

120(—d + 0,58) + 30d — (—90d) + (—608) = —120d + 608 + 30d + 90d + (—608) = 0 .
120(—5 +0,5¢) = —120d + 60€: Beim Ausmultiplizieren wird das Distributivgesetz angewendet.

= (—90(_{) = .-+ 90d: Subtrahieren beutet Addition des Gegenvektors. Nach dem ersten Gleich-
heitszeichen diirfen die Summanden wegen des Kommutativgesetzes beliebig vertauscht werden
und wegen des Assoziativgesetzes geeignet aneinandergebunden werden.

2a)
AG=U+4+V+W;CE=—U-V+w; FD=-U+Vv—-W, BH=-U+V+Ww
AM =T+ BH=T+ (-U+V+W) =U— U+ V45 V= A+V+W)
2b)
(1)C=B+AD=B+D—-A=(4|=>C(0/4/0); F=B+AE=B+E—A|4]|=F(2/4/3)
0 3
G=C+AE=C+E—-A=|5 |=2G(-2/5/3;H=D+AE=D+E—-A=| 2 |=H(-2/2/3)
3 3
1
Formel fiir den Mittelpunkt: M = (B + H) = (2,5) = M(1/2,5/1,5)
1,5

(2) Zu zeigen: RS hat die gleiche Richtung wie AC, denn dann ist ACSR ein Trapez.

— —

RS=S—-R=4G+H)-2(E+H)=4G+H-E—-H)=%G-E)=1EG=1AC.
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, da ABCD und EFGH parallele und deckungsgleiche Fldchen im

—4 -2

Spat sind. Wer konkret rechnet, erhalt: AC = ( 4 > = 2< 2 ) = 2RS mit den Punkten R(0/1,5/3)
0 0

und S(-2/3,5/3).
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1.10 Losungen

Spat A B C D E F G H

P @/0/0) [ @/3/0) [ (0/4/0) [ (0/1/0) [ 2/1/3) | 2/4/3) | (2/5/3) | (2/2/3)
Bild | A~ B’ c D’ E” F’ G’ H’
L (4/0/0) | (4/3/0) |(0/4/0) |(0/1/0) | (2/1/-3) |(2/4/-3) |(-2/5/-3)]|(-2/2/-3)
ii. |(-4/0/0) | (-4/-3/0) | (0/-4/0) | (0/-1/0) | (-2/-1/3) | (-2/-4/3) | (2/-5/3) | (2/-2/3)
iii. | (-4/0/0) | (-4/-3/0) | (0/-4/0) [ (0/-1/0) | (2/-1/-3) | (:2/4/-3) | (2/-5/-3) | (2/-2/D)
iv. 1(0/0/0) |(0/3/0) |(0/4/0) | (0/1/0) |(0/1/3) |(0/4/3) |(0/5/3) |(0/2/3)
v. |(4/0/0) | (4/0/0) |(0/0/0) | (0/0/0) | (2/0/0) |(2/0/0) |(-2/0/0) | (-2/0/0)

3a)

(@) ) ()= ()

Der Ballon landet beim Punkt E (6|-4|0). Punkte, an denen sich der Kurs dndert: B (5|43), C

(31011), D (0]-2]1)

6 2 4
Entfernung vom Start- zum Landeplatz: <—4) - <2> = (—6);
0 0 0

=+/52 ~ 7,21 km

()

Gesamte Fluglénge: L = V22 + 2/6 + 0,552 + 2,/10,25 ~ 19,60 km

3b)
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1.10 Losungen

Aufgabe 4: Flugsicherheit

400 —300 —100 100 0
(300>+2'< 100 >+< 100 )+3'<—200)=<0>
0 0 0 0 0
Das Flugzeug ist zum Ausgangsflughafen zurtickgekehrt und nicht im Bermuda-Dreieck abge-
stiirzt. Also liegt ein versuchter Versicherungsbetrug vor.

Al

Aufgabe 5: Skulptur

Wird das Koordinatensystem wie beschrieben gewihlt, hat das Dreieck die Eckpunkte A (2]-4|0),
B (2|1]3,75) und C (0|0]0). Der FufSpunkt der Stiitze hat die Koordinaten F (2|1 0).

X3
4
B \ fr/
A]
)/ -1
/l
// \:34
|41
|
11 P
B
1 P4
|1
§ &
1
4 f /'/
B
'// J/ ¥
FLoAdl
/’I
g A
X2 —
C

a)

Berechnet werden die Langen der Dreiecksseiten. Die Lénge der Stiitze BF kann unmittelbar als
Differenz der x;-Koordinaten von B und F abgelesen werden. BF = 3,75 m.
Die Seite AC liegt beginnend im Ursprung in der xix.-Ebene; die Lénge AC kann direkt mit dem Satz

des Pythagoras berechnet werden: AC = V20 ~ 4,4721m.
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1.10 Losungen

Die Seite BC ragt vom Ursprung aus in den 1. Oktanten; die Lange BC entspricht der Lange der
Raumdiagonalen im Koordinatenquader des Punktes B. Zur Berechnung muss der Satz des Pytha-
goras zweifach angewandt werden, oder man verwendet die Formel fiir die Lénge eines Vektors:

BC = \/ﬁz +3,75% = Jzz +1%43,75* ~437m

Die Seite AB schneidet die xi1xs-Ebene; die Lange AB entspricht dem Abstand d(A,B) der Punkte A
und B und damit der Raumdiagonale im Quader mit A und B als gegentiberliegenden Ecken. Dessen
Seitenldngen sind die Differenzen der jeweiligen Koordinaten von A und B. Zweimalige Anwen-

dung des Satzes des Pythagoras ergibt (oder Anwenden der Formel fiir die Linge des Vektors AB):

AB = \/(2 —2)2+(1—(—4))2+(3,75—0)2 = Joz + 5%+ 3,75% = /39,0625 = 6,25 m

b)

Gepriift wird, ob das Dreieck bei C einen rechten Winkel hat. Liegt bei C ein rechter Winkel vor,
muss nach Satz des Pythagoras gelten: AC 2 + BC 2 = AB 2

Mit den Ergebnissen aus a) gilt: 20 + 19,0625 = 39,0625, q. e. d.

Die Skulptur tragt ihren Titel also insofern zu Recht, als dass das Dreieck rechtwinkelig ist.
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1.10 Losungen

1.2 Darstellung von Geraden im Raum

2a) bis 2e)
A X3
E\\ % /ﬂ A (-4/0/5)
NB "-- C B((O//O/5/) |
D | - C(0/-5/4
TR RN R
| K e S X S
e N\ G 0/5/0
“‘““ I R H (-5/7/0)
S ST == 1(0/0/0)
 emalE K | ] J(0/5/0)
s . gl K (0/0/-2)
— = L (7/-4/0)
— 1A M (0/-2/-4)
] N (0/2/-4)
— O (8/0/-4)
Ablesung;: Rechnung:

gEK:X=<—3>+?\~< 3) gEK:x=E+A-EK=E+;\-(K—E)=(—3>+A-(3)
0 —2 0 -2

/0 8
gKO:X: 0 +|.l' 0
—2 —2

0 0 0 0
gKNi:<0>+V<2) gKN)—()ZK'i‘VKN):K'i‘V(N)—K):<O>+V<2>
-2 -2 —2 -2
/-3 2 -3\ %
ri-(3)-e 5= (1) o (3) ) =
-6 2 -6 0

Die Gerade g schneidet die x;x-Ebene in S(-3/2/0).

0 8

-2 -2

_2_3)\. X1 ) X1:_3

14 3A =<X2>=> A==-A X, =2
3

2— 6\ 0 x3 =0
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1.10 Losungen

2f) (1)
0 2 1 1 1
() X)) = <3> +A- ( 2 ) (i) X(A) = A - (2) (iii) X(A) = A - (2) (iv) X(A) = A - (2)
1 -1 3 3 7
)
A 1 0 1,5 100
P (6/-2/0) (2/0/-1) (-4/3/-2,5) (402/-200/99)
(€)
1 1 1 0 1 3
HXQ) = <2> +A- (0) (i) X(O) = (2) +A- (0) (iii) X(A) = (2) +A- < 5 >
3 0 3 1 3 -7
4)

(i) a ist die x1-Achse.

(ii) b ist eine Parallele zur x3-Achse durch den Punkt (0/1/0).

(iii) ¢ verlduft durch den Ursprung und den Punkt (1/1/1) (, Wiirfeldiagonale™).
(iv) d liegt in der xixs-Ebene und ist dort die erste Winkelhalbierende.

f) (1) A und B liegen auf g, C und E auf h.

(2) Alle Punkte liegen auf der Geraden durch die Punkte P und Q, keine liegt auf der Strecke PQ:
PA=0),QA\A=10,AAN=-1),BA=2),DA=12),EA=9)

Aufgabe 3
. 6
- (-G ()
4
4 4 1
) X(A=0,5) = ( ) Wihle h: X(p) = (1) (—1), g und h schneiden sich in (4/1/2).
2 2 -1

d) Der Schnittpunkt lautet S (4/2/5) (e = { = 1).

e) Die Gerade h von oben tut es. Man erhilt die Spurpunkte S1(0/5/6) (1 = —4), S2(5/0/1) (n=1)
und S3(6/-1/0) (n = 2). Man wahlt einen Punkt mit ganzzahligen Koordinaten und ebenso einen
Richtungsvektor mit ganzzahligen Koordinaten, die jeweils ein Teiler der entsprechenden Auf-
punkt-Koordinaten sind.

/\
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1.10 Losungen

1.4 Bewegungsaufgaben

Aufgabe 1: Darstellung von Flugbahnen mit dem 3D-Modell

0 600 — 0 0 600
a) (D gXQ) = (100) A (500 - 100) = (100) +A- ( 400 )
300 0 — 300 300 —-300

~ 0 600 150
(2) X(0,25) = <100> +0,25- ( 400 ) = <200>
300 —300 225
@ » e

A

B 200 600 — 200 200 400
b) (1)g:X(x)=< 0 )+x~( 300 — 0 )=< 0 >+A-( 300)
400 200 — 400 400 —200

. 600 200 — 600 600 —400
h: X(w) ={300 |+p-[600—-300)=1300|+p-{ 300
200 0—200 200 —200

(2) Beide Flugabschnitte sind gleich lang, da die Richtungsvektoren betragsmiBig gleiche Koordi-
naten haben. Genauer gilt fiir die Lange L = /4002 + 3002 + (—200)2 ~ 538,32

(3) Da beide Flugstrecken gleich lang sind, erreicht das Segelflugzeug g der Gesamtstrecke bei p =

0,75, da 1:3:5 = % (Sieben Achtel des Gesamtstrecke wird nach drei Viertel des zweiten Abschnitts

. 600 —400 300
erreicht.): X(0,75) = 300 |+ 0.75-( 300 | =525

200 —200 50

Aufgabe 2: Zwei fliegende Modellhubschrauber

b) —l 52

Al
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1.10 Losungen

<)

0 1-0 0 1
g:i@):K+A-ﬁ:<3>+A-( 0-3 >:<3>+A-<—3)
2,5 0,5—2,5 2,5 2
~ . 0 1
h:X(u)=C+u-7=<1>+u-(1>.
2 —1

Da beide Hubschrauber unterschiedliche Richtungen haben, konnen sich ihre Flugbahnen entweder
schneiden oder windschief sein. Im zweiten Fall besteht (bei Annahme, dass es sich um Punktmas-
sen handelt) keine Kollisionsgefahr. Im ersten Fall hingt die Kollisionsgefahr davon ab, ob beide
Flugzeuge den Schnittpunkt zeitgleich erreichen.

0 1 0 1
Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen liefert: < 3 >+ A (—3) = (1) +u- ( 1 ) Dies

2,5 -2 2 -1
ergibt ein Gleichungssystem von drei Gleichungen mit zwei Unbekannten, dass in Gaufs-Form dar-
1 -1 0
gestellt werden kann: —3 —1| —2 . Das LGS hat die Losungen A = p = 0,5. Der Schnittpunkt ist S
-2 11-05

(0,5/1,5/1,5). Im Modell ist dies (1/3/3).

1 1
Wenn Hubschrauber g den Vektor AS = 0,5 - (—3) = (—1,5) in der gleichen Zeit zuriicklegt wie
-2 -1

1 0,5

Hubschrauber h den Vektor CS = 0,5- ( 1 >.= ( 0,5 ), wiirden beide Hubschrauber gleichzeitig
-1 -0,5

beiS (0,5/1,5/1,5) ankommen, da sie zeitglich bei A bzw. C starten. Es gilt: [A_S)] =,/4,25 = 2,06 und

[ﬁ] =,/0,75 = 0,87. Dies bedeutet, dass beide Hubschrauber den gemeinsamen Schnittpunkt ge-

nau dann gleichzeitig erreichen, wenn Hubschrauber g eine Strecke von 2,06 m in der gleichen Zeit

t zurticklegt wie Hubschrauber h die Strecke 0,87 m. Genau dann gilt fiir die Geschwindigkeiten der

. _ J&75 g 0,75 v . ..
beiden Hubschrauber v, = —et= Tizs und vy, = ——et= o5 Durch Gleichsetzen erhilt
V4,25 . .
man \/Zizs = \/Zh_75 S v = \/%Vh ~ 2,38vy. Hubschrauber g muss also 2,38-mal so schnell sein wie

Hubschrauber h, damit es zur Kollision kommt.

Aufgabe 3: Zwei fliegende Modellflugzeuge

) L e

1

51



1.10 Losungen

<)
~ 10 50 — 10 10 40
g:X(A):P1+A-P1PZ=<0)+A-< 40-0 >=<0)+A-<40)
20 —20—20 20 —40

B B 50 30 — 50 50 —20
hX(W) =Ps+pu-PP=( 0 |+p-[ 60—0 |=[ 0 |J+pu-[ 60 |
—20 0 — (—20) —20 20

10 40 50 -20
Schnittpunktberechnung;: < 0 ) +A- < 40 ) = ( 0 ) +p- ( 60 )liefert:

20 —40 —20 20
40 20| 40 2 1] 2 0 010
40 —-60f 0 2 3]0 2 =30 ©pu=05undAr=0,75.
—-40 -201-40 -2 —-11-2 0 —41-2

Der Schnittpunkt der beiden Flugbahnen liegt bei S (40/30/-10). Ferner gilt:

- 40
[P,S] =10,75- ( 40 )

=0,75-vV3-402 = 30vV/3 ~ 51,96 m.

—40

. -20

[P:S] =105-| 60 || =05-v2-202+ 602 =10V11 »~ 33,17 m.
20

30V3
1011

Beide Modellflugzeuge kollidieren genau dann, wenn Flugzeug g ~ 1,57-mal so schnell ist

wie Modellflugzeug h und sie zeitgleich bei P1 bzw. P5 starten.

Aufgabe 4: Flugschule

. 0 1000 —1000 .
a) Richtung des ersten Flugzeuges: AB=B —A =400 | —( —600 | =| 1000 ). Fiir AB benétigt er
100 1350 —1250

—1000
13 Sekunden. Dann legt das Flugzeug in einer Sekunde den anteiligen Richtungsvektor 1—13 : ( 1000 )

—1250
zuriick. Man erhilt insgesamt die Geradengleichung:

/1000 1000 \
— S
—1000 13

- 1000y | 1000 | . ,
Fag: X(t) = —600 | + e 1000 | =] —600 + s | fiirs = 0 (sin Sekunden)
1350 —1250 k 1250 )
1 —
350 13 S

. _ . (-600 600 —1200 .
Richtung des zweiten Flugzeuges: CD =D —C =| —200 | —( 600 | = —800 ). Fiir CD benétigt er

400 0 400
. (1200
27 Sekunden. Dann legt das Flugzeug in einer Sekunde den anteiligen Richtungsvektor - —800
400

zurtick. Man erhilt insgesamt die Geradengleichung:

600 1200t
(500~

Fep: X(t) = 600 +ﬁ' —800 | = | 600 _Ft | firt = 0 (tin Sekunden)

0 400 \ 400t /
27
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Setzt man die beiden Geraden gleich, erhélt man:

{000 . 1000 (o _ 1200 1000 1200
/ 13 S\ "7 ¢ / 13 ° " 27 \ 400
800 | 1000 800 |
= 1200
~1350

600+ 200 11 600-8%9 1o F—t
13 > |~ — o7t 13 ° T 27

1350 1250 400, 1250 400
13 ° 27 13 ° 7 27

Durch die ersten beiden Koordinatengleichungen erhilt man die beiden Losungen s =11,44 und t =
10,8. Diese beiden Losungen erfiillen die dritte Gleichung nicht (-1260 # -1350). Die beiden Flugbah-
nen schneiden sich als nicht. Daher besteht keine Kollisionsgefahr. [Einfacher hitte man auch s =t
wihlen konnen und zeigen konnen, dass es kein eindeutige t gibt, das alle drei Gleichungen erfiillt.]

b) Fiir den zeitabhédngigen Abstandsvektor beider Flugbahnen gilt (s = t):

c0p . 1200 1000 _ 1000 400 4 11400
27 ° ( 13 S\ 351 S\
oL . 800 | 1000 | | 37400
cp(s) = Xap(s) 600 T 600 + 3 1200 S
400 1350 _ 1250 L350 4 38950
27 ° 13 ° 351 °

Fiir die Lange des Abstandsvektors gilt:

|d| = ( 400 + 220 )24-(1200 S0 )24-( 1350 + S0 )2
- 351 351 351

Mithilfe des GTR erhilt man folgende globale Minimumstelle:

Bl [EXE]:Koordinaten anzeigen
Y1=((-400+(1140043561)x)2+(1200-(37

\_

b4

..........................................

dgYdX=05 oY 15 20 25 MIN
X=h1.?5705335 ¥=71.88010074

Nach ca. 12 Sekunden ist der Abstand mit ca. 72 m am geringsten. Es stehen also weitere Flugstun-
den an.

¢) Man berechne zunéchst den Punkt des ersten Flugzeuges, an dem der Abstand zum zweiten Flug-
zeug am geringsten ist. Er hat den Ortsvektor:

B 1000 1176 —1000 95,38
X(11,76) = <—600> +—" ( 1000 > ~ <304,62). Der Verbindungsvektor von Flughafen zum
1350 —1250 219,23

. 600\ /—504,62
Ortspunkt des ersten Flugzeuges nach 11,76 Sekunden lautet: X(11,76) — (600) ~ (—295,38).
0 219,23

Seine Lénge betragt,/(—504,62)2 + (—295,38)% + 219,232 ~ 624,46 < 800
Die Fluglehrer konnte den ,, Beinahezusammenstofs” sehen.
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—-1000
1000
1250

pro Stunde. Geschwindigkeit von Flugzeug 2: |
56 km pro Stunde.

AB| _

T | 1887,46
d) Geschwindigkeit von Flugzeug 1: “—

‘( 1200)
400

Die Steigung des zweiten Flugzeuges ist ca. 15,5 Grad. Beweis: Der senkrechte Projektionspunkt D”
von D in die x1-x2-Ebene ist D'(—600/—200/0). Er bildet mit den beiden Punkten C(600/600/0) und
D ein rechtwinkliges Dreieck mit der ldngsten Seite von C nach D. Daher gilt:

o =tan~ ! (Zg,') =tan"! (\#38002) ~ 15,5

~ 145,19 m pro Sekunde = 522,68 km

14-96 66

~ 55,43 m pro Sekunde =199,

e) Zur Darstellung im Modell: 100 m pro Einheit Die Flugbahn des Flugzeuges 1 ldsst sich mit Punkt
P1(4]0|6) und Punkt P> (0|4 |1) darstellen. Die Flugbahn des Flugzeuges 2 ldsst sich mit Punkt
P3(6|6|0) und Punkt P4 (0|2]2) darstellen.

Aufgabe 5: Kommunikationsfehler

a) Gesucht sind zundchst die Geradengleichung der beiden Flugzeuge.

Berechnung der Flugbahn des ersten Flugzeuges:

1
<5) =v1?+5%2+22 =30 ~ 5,75. Der Vektorv, =
2

1
\/% . <g> zeigt daher in Richtung von V und hat die Linge 1 km.

(1) Die Lange des Vektors V betrdgt [v| =

(2) In1,37 legt das Flugzeug mit einer Geschwindigkeit von 120 km pro Stunde (= 2 km pro Minute)
2,74 km zurtick. Fuir P> der Kursénderung gilt daher:

. 1 (1) < 5,5 ) 1 6
PZ = Pl +2,74"_' 5 = —2,5 +0,5' 5 = 0 .
Va0 2 1 2 2

(3) Ab dem Punkt P» fliegt es in Richtung Ps. Fiir die neue Richtung des ersten Flugzeuges gilt:

0 6 —6
P,P; = Fg) - E = <4> - <0> = < 4 ) Ferner gilt |P2P3| =+/53 ~ 7,3. Bei Geschwindigkeit von
3 2 1

-6
120 km pro Stunde (2 km pro Minute) legt das Flugzeug pro Minute die Verschiebung \/% : ( 41} )
zuriick. Daher gilt fiir die erste Flugbahn (Puh!!):
(/55 2 2
—25|+s—-|2] fir0 <s< 1,37 (sin Minut
) | ( ) NeT ( ) ur S (s in Minuten)
F,:X(s) = { 1 1
| 6 2 —6
0]+ (6—137)-—-| 4 | fiirs > 1,37 (sin Minuten
k(Z) ( ) V53 ( 1> e ( )

Fiir die zweite Flugbahn gilt:

4 -1 5

(4) Richtung des zweiten Flugzeuges: P,P; = P; — P, = (4) - (—6) = < 10 )
2 4,5 -2,5

(5) Fur P,Ps benotigt er 4,36 Minuten. Dann legt das Flugzeug in einer Minute den Richtungsvektor

5
L( 10 )zurﬁck.
4,36

-2,5
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-1 5
Dann gilt fuir die zweite Flugbahn: F,: X(t) = <—6> + é . ( 10 ) fir t > 0 (tin Minuten)
4,5 ' -2,5

Nun erfolgt eine Lageuntersuchung von F; (t 21,37, da es vorher offenbar zu keiner Kollision ge-
kommen ist) und F: (s und t in Minuten)

6 5 —6 8,26 —1,64 8,26 — 1,64s
Fi:X(s) = <0> +(s—137)- = ( 4 > =~ (—1,51) +s- < 1,10 ) = (—1,51 + 1,105) s>1,37

2 1 1,62 0,27 1,62 + 0,27s
. -1 " 5 —1+ 1,15t
F,:X(t) = (—6) +E'< 10 ) ~ (—6 + 2,30t> t>0
45 ' ~2,5 4,5 — 0,58t
8,26 — 1,64s —1+ 1,15t —1,64s — 1,15t —9,26
(—1,51 + 1,105) = <—6 + 2,30t> & < 1,10s — 2,30t ) = (—4,49)
1,62 +0,27s 4,5 — 0,58t 0,27s + 0,58t 2,88

Die ersten beiden Gleichungen liefern s = 3,20 und t = 3,48. Setzt man diese Werte in die dritte Glei-
chung ein, ergibt sich (bis auf Rundungsungenauigkeiten) eine wahre Aussage. Die beiden Flugbah-
nen schneiden sich also. Allerdings erreichen beide Flugbahnen den Schnittpunkt zu unterschiedli-
chen Zeiten. F; erreicht den Schnittpunkt 0,28 Minuten (ca. 17 Sekunden) spéter. Also kollidieren
die Flieger nicht. [Alternativ und einfacher hitte man direkt s = t wahlen kénnen und zeigen kénnen,
dass es kein eindeutiges t gibt, das alle drei Koordinatengleichungen erfiillt.]

oL . —1+1,15s 8,26 — 1,64s
b) Betrachte den Differenzvektor d = Xg, (s) — Xg, (s) = <—6 + 2,305) - (—1,51 + 1,105)
4,5—-0,58s 1,62 + 0,27s

—9,26 + 2,79s .
= <—4,49 + 1,205). Es gilt|d| =/(=9,26 + 2,79s)% + (—4,49 + 1,20s)2 + (2,88 — 0,85s)2. Mithilfe
2,88 —0,85s
des GTR ldsst sich das globale Minimum von |d| berechnen. Dazu betrachten wir das Ab-
=2
standsquadrat D =| d| . Nach 3,39 Minuten betrdgt das minimale Abstandsquadrat ca. 0,22 km2. Da-

her betrédgt der minimale Abstand ca. /0,22 km? ~ 0,47 km. Also konnen sich die Flieger sehen.

El [EXE]:Koordinaten anzeigen
Y1=(-9.26+2, 79xx)%+ (x4, 4981 . 20xx)
20}
10f
-3 0 3
dy/dX=0 Ll MIN
X=3.38b217067 ¥=0.2171023164

¢) 1 km pro Einheit. Die urspriingliche Flugbahn von F; ldsst sich mit Po (5|-5 | 0) und Punkt
P2(6]0]|2) darstellen. Nach der Richtungsanderung fliegt das Flugzeug weiter zum Punkt
P3(0]4|3). Die Flugbahn von F2 ldsst sich mit Punkt Pe(2 | 0| 3) und Punkt P5(4 |4 | 2) darstel-
len.

Aufgabe 6: Flugsicherheit

a) Die Boeing nimmt von 11:00:00 bis 11:00:40 an Hohe zu und fliegt in die Richtung u; mit:
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3—-1 5-3 2
9,3-8,3 10,3-9,3 1

Anschlieend fliegt es in Reisehohe in Richtung u, mit:

6—5 1
10,3 -10,3 0

Das zweite Flugzeug fliegt im Steigflug in Richtung vV mit:

2-0 4-12 6—4 2
V=< 122 ):< 0-1 >:< 10 ):(_1).
83—-73 9,3 -8,3 10,3 -9,3 1

Angenommen beide Flugzeuge fliegen zwischen zwei Zeitpunkten mit konstanten Geschwindig-
keiten, dann erhilt man folgende Geradengleichungen:

1 2
( ( ) +s- (2) flir s in 20 — Sekundenschritte: 0 < s < 2
FBoeing { !
1
[( ) +(s—2)- <4> fiir s in 20 — Sekundenschritte: 2 < s < 3

10,3 0

Fpouglas: X(t = ( ) ( ) fiir tin 20 — Sekundenschritte: 0 <t < 3

7,3

Vermutung (1): Eine Vermutung ist, dass die beiden Flugbahnen sich kreuzen. Hier wird unter-
sucht, ob die beiden Flugbahnen einen Schnittpunkt besitzen. Im Falle, dass beide Bahnen sich
schneiden, ist ein Teil seiner Sorge berechtigt, da eine Kollision theoretisch moglich ware.

Vermutung (2): Wenn die Bahnen windschief sind, muss weiter gepriift werden, zu welchem Zeit-
punkt die beiden Flugbahnen den geringsten Abstand haben und wo sich die Flugzeuge befinden.
Mit dieser Information kann dann tiberpriift werden, wie grofs der minimale Horizontal- und Ver-
tikalabstand ist.

oo 1 2 0 2 2s—2t\ /-1
Zu(l):X(s)=X(t)(:>(—2>+s-(2>=(2 >+t-<—1)®(25+t)=(4>.
8,3 1 7,3 1 s—t -1

Durch Addition der zweiten und dritten Gleichung (oder mit dem GTR) erhélt man s =1 und damit
t = 2. Setzt man s und t in die erste Gleichung ein, erhdlt man einen Widerspruch. Weiter ist zu
priifen, ob auch der zweite Teil der Flugbahn des Boeings einen Schnittpunkt mit der Douglas be-
sitzt (man setztr =s - 2):

- o 5 1 0 2 r— 2t -5
X(S)=X(t)<:>< 2 )+r-<4>=<2 >+t-(—1><=<4r+t>=<0)
10,3 0 7,3 1 —t -3

Die letzte Gleichung liefert t = 3 und mit Gleichung 1 folgt r = 1. Setzt man r und t in Gleichung 2
ein, ergibt sich ein Widerspruch, weshalb auch der zweite Teil der Boeing-Flugbahn und die Bahn
der Douglas windschief sind.

Fazit: Herr Falk kann nun ein wenig beruhigter sein.
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Zu (2): Nun ist noch zu priifen, nach welchen Zeitpunkt der Abstand beider Flugbahnen am ge-
2s—2s+1 1

ringsten ist. Betrachte 0 <s<2:d = iDouglas (s) — iBoeing(s) = ( 2s+s—4 ) = <35 — 4). Nun folgt
s—s+1 1

fur die Lange des Abstandsverktors: |8| = \/ 1% + (3s—4)2 + 1% = \/ 9s2 — 24s + 18. Betrachtet man

das Quadrat D der Lénge des Abstandvektors erhilt man D(s) = 9s — 24s + 18. Fiir die Ableitung
gilt: D'(s) =18s—24 =0 s = %. Damit wird D als quadratische Funktion fiir s = % minimal. Der

1
2 — —
Abstand betragt \/ 9- (g) —24- g +18 =2 ~ 1,41. Fiir den Abstandsvektor d gilt: d = (0) Im

1
Zeitpunkt s = %befindet sich ...
1

[N

1y, /2 3 3,67
e der Boeing im Punkt mit dem Ortsvektor (—2) + 3 <2> = 3 |= (0,67)

8,3 1 19 9,63
9=
30
8
0 . 2 3 2,67
e die Douglas im Punkt mit dem Ortsvektor < 2 ) +3 (—1) =| 3 |® <0,67).
7,3 1 g 1o 8,63
30

Damit ist der vertikale Abstand mit 1000 m zwar ausreichend, aber der horizontale Abstand mit 1
km deutlich zu gering. Da der Boeing und die Douglas sich ab 11:00:40 (s > 2) offenbar voneinander
entfernen, bedarf es keiner weiteren Berechnungen.

Gesamtfazit: Die Flugsicherheit scheint nicht eingehalten worden zu sein.

b) Z.B. Geschwindigkeit der Flugzeuge:

2
e |ujl= (2) = 3 km. Also betrédgt die Geschwindigkeit des Boeings beim Ansteigen 3 km pro

1
20 Sekunden, also 9 km pro Minute, also 9 - 60 = 540 km pro Stunde.

1
o |uyl= <4) = V17 km. Die Geschwindigkeit des Boeings in Reisehohe ist 3-v17 60 ~ 742

0
km pro Stunde.

)

¢) 1 km entspricht 1 Einheit. Fiir die Modellierung mit dem Modell legt man die xi-x>-Ebene des
Modells in eine Hohe von x3 = 8,3 km. Daher liegt der Aufpunkt des Boeings fiir s = 0 in der x1-xo-
Ebene.

=

o |V|= = V6. Das zweite Flugzeug steigt mit 3 - /6 - 60 ~ 441 km pro Stunde.
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1.5 Projektionsaufgaben

Aufgabe 1

a) Cam Carpets werden hinter den Linien, aber noch vor den Banden flach auf dem Rasen ausge-
breitet. Ihre Werbemotive sind geméfs dem Strahlensatz perspektivisch so gestaltet, dass sie aus dem
Blickwinkel der Fiihrungskamera wie aufrechtstehende Werbefldchen wirken. Sieht man die Schrift-
ztige jedoch nicht aus der Perspektive der Hauptkamera, die auf der Hohe der Mittellinie oberhalb
der Haupttribtine angebracht ist, so wirken die Buchstaben deutlich verzerrt. Nur so kann man er-
kennen, dass die Buchstaben nur scheinbar aufrecht stehen und dass sie tatsdchlich flach auf dem
Boden liegen. Manchmal l4duft sogar ein Spieler tiber diesen Teppich.

. —53
:PQ=Q—P=(53>
=31

J— — X 2P8 _53 1
d)Q’=Q+t-V<:><y>= 0 |+t| 53 |o1-3lt=0et=_.
0 1 -31

169

(g)
~—

w
=

2,8 53 155
=1 1 169 53
Dabher ergibt sich: Q =Q+—-v=(0) o <53> 53 ) Also: Q'(z/57/ 0.

1 31 31
e) Da der Punkt R den gleichen z-Wert hat, erhélt man den gleichen t-Wert: R=R+ 3—11 - V. Es ergibt
324 53 X 38 >3 3
sich R'(== ot 31/0) Mit S =S+t-v folgt( ) < 0 )+t-( 53 )@0,75—31t=0@t:a.
0 0,75 =31
941
2,8 s 53 620 159
DaherfolgtfurSS =S+—-V={ 0 |+—-( 53 |=[ 159 | Also: ( /—/ 0).
124 124 6207 124
0,75 -31 124
0
Aufgabe 2

a)

3 -5 3 -5
b) (1) g X() =A+t-V= < 0 >+t-< 5 )(2) Ansatz: A’='A’+t-7=>< < 0 >+t-< 5 )@
1,5 -3 1,5 -3
— o 3 - 0,5
1,5 -3t=0 e t=0,5. Daher ergibt sich: A"=A+05-v=| 0 |+05-( 5 |=|2,5|. Fiir die an-
1,5 0
deren Projektionspunkte ergibt sich mit dem Ansatz: Punkt” = Punkt + t - V. Beachte: Man erhélt nur

UU
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bei Punkten mit gleichem z-Wert den gleichen t-Wert! B"(2/2,5/0) (t = 0,5), C"(2 g / 1% /0) (t= %),
1
3

ol a2 1\ o ) 45 42 ql a2
D(25/13/0) (t=3), E'(4/0/0) (t=0), F(3,5/0/0) (t=0),G' (1 /13 /0) (t=3) H(13/15/0) (t=
1
3)
¢) Um von A nach A" zu gelangen, muss man von A aus den halben Vektor v gehen. Um zum Ka-
merapunkt zu gelangen, geht man nun 10-mal den negativen Vektor v (entspricht 20-mal dem hal-
ben negativen Vektor V)

3 -5 53
Also:P=X(-10)=A—-10-v = ( 0 ) —10- ( 5 ) = (—50). Damit P(53/-50/31,5).
1,5 -3 31,5

Aufgabe 3

%3

a) Es konnte sein, dass die beiden Duellanten komplett im
Schatten des Hauses liegen und daher nicht gut zu filmen
sind.

b) Um zu untersuchen, ob die beiden Duellanten im Schat-
ten stehen, stellt man die Frage, ob die beiden Schauspieler
die Sonne sehen kénnen. Dazu bildet man die Geraden aus
den Koordinaten des Kopfes eines Duellanten mit der Son-
nenrichtung. Dann bestimmt man den Spurpunkt der Ge-
raden mit der xixs-Ebene und schaut, ob dieser Punkt
oberhalb oder nicht oberhalb des Hauses liegt. Im ersten
Fall steht der Duellant nicht vollstindig im Schatten, im
zweiten Fall schon.

0 4 -1 0 4 -1
g:i(r)=PT+<O>+r-x7’=<1>+r-<5)undh:)_()(s)=ﬁz)+<0)+s-7=( 1)+s-<5>

1,7 1,7 -2 1,7 1,7 -2
X 4 -1 X, = 4,2 Xq 2 -1 X1 =22
<0>=<1)+r-<5)=}r=—0,2, X, =0 und(0)=<1)+r-<5>=}r=—0,2, X, =0,
X3 1,7 -2 X3 =2,1 X3 1,7 -2 X3 =2,1

Es ergeben sich die Spurpunkte G> (4,2/0/2,1) und H2(2,2/0/2,1).

81 X2

4 2
Die Gerade durch die Punkte Ps und Ps hat die Form p: X(t) = E;) +t- @) = (0) +t- ( 0 ) Es gilt

3 -1
. 4 2 4,2
fir t =0,1: X(0,1) = (O) +0,1- < 0 ) = ( 0 > Damit liegt der Punkt G, auf der Hauswand (denn
3 -1 2,9

der xs-Wert von G; ist mit 2,1 kleiner als 2,9), und der erste Duellant kann die Sonne nicht sehen.

2 2
Die Gerade durch die Punkte P, und Ps hat die Form q: X(x) = ﬁ: +t- ﬁ = (0) +x- (0) Es gilt
2 1

2 2 2,2
fiir x = 0,1: X(0,1) = (0) +0,1- <0) = ( 0 ) = H,. Damit liegt der Punkt H, genau auf der Haus-

2 1 2,1
wand, und der zweite Duellant kann die Sonne ebenfalls nicht sehen.
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1.6 Geradenscharen

Aufgabe 1: Allgemeiner Geradenpunkt und Punkteschar

b) A+ 8=-4+30,=0=4; a,=13,a,=-3 "~ A(13|-318)
B: -12=-T+50,=0==1; k=" B(-12 | 7|-7)
C: 1=-4+30,=0=5;1=5-20,=0=2 C liegt nicht auf g
D k=—4+30,=50=3(k+4};-8k=5-2.5(kk+4)=>k==1,0=1
k ==1und o = 1 erfiillen auch 2k = -7 + bo D(-2 |3]-1)

E 1=5-20,=20=2; 2k==4+30,=2k=1
o=2 und k=1 erfiillen 4k — 8= -7 + 5 nicht, E liegt nicht aufg

oo S LR @ (D

o X (MGl o SR

(5) geht nicht
2

o 2fa
6 X = [ 1-:} ]: E}[? ] ; die Punkte liegen auf einer Ursprungsgerade;
a

Aufgabe 2: Geradenscharen

b) (1) g,ist parallel ist zur x,x,-Ebene  (2) g, geht durch den Ursprung

—14 +7p Wy
(3) [ 2+ap .:[—4 yJM==3, a=2, w,=-35;
2—u b
g, geht durch W(- 35| - 415).
c¢) (1) 3.Richtungskoordinate=0, = a=7j
(2) 1.Richtungskoordinate=0, = a=0
16 + 4ap 0
(3) [ 4 4 4p ]= [g] Gleichungssystem enthiilt Widerspruch,

11 +13p—Gap
keine Schargerade geht durch O.

16 + dap 0
4) [ 4+ 4Q ]:[0] = =-1, a=4, z=22; h,geht durch (0| 0]-22).
11+13p—6ap b2

— a 2
d) k:X = [—32 + i keine Schargerade schneidet die x,-Achse
kg schneidet die x,-Achse bei = 5, k., schneidet die xg-Achse bei 5.

60



1.10 Losungen

1.7 Darstellung von Ebenen im Raum

Aufgabe 1
s (=2 2 -3
E:X=[1|+2]1 5
0 B X[ {3
c) A2l1l3) B(0|1]8) C318!5) D(118]10)
d) AA=1lp=1) B liegt nicht drin Ch=8lp=-2)

1 —n (2 3 0
E: X =|1 Al O 1
90 BX-(1)r{s)on(y)
(2) Gehtnicht: AB und BC sind parallel: A, B und C liegen auf einer Gerade.

I 1 2
g) EEX = 7«.[-01]4» p(_“l)

EX=|0|+xr|-2 +uf 2

\0) (1) -1
71y r 2 fl]

71 ¢ 2 (0]

t
|

O|+A|-2|+pu| 2
\0) 1) (-1
— (1) £ 2 !
E:X =|[0|+A[-2 +p(‘4;

1
i
1 (41113)

h,Esrg]x(z]p[a] g\< ((i;)f \
SRRt N

==05 \ ——
3 1 ’

c<0
Aufgabe 2

a) Wenn man die Befestigungspunkte in den Ecken so wihlt wie Sabine, erhdlt man z. B. A (0/0/3,5),
B (3/0/3),C(3/3/1,5) und D (0/3/2,5). Gehen wir zundchst davon aus, dass die drei Punkte A, B
und D eine Ebene festlegen. Damit D auch in derselben Ebene liegt, muss das Viereck ABCD ein
ebenes Viereck sein. Man ergédnzt dazu das Dreieck ABD durch eine Punkt C zu einem Parallelo-

0 3 0 3
gramm durch C=A+AB+AD = ( 0 ) + < 0 ) + < 3 ) = <3> Der Befestigungspunkt fur C
3,5 -0,5 -1 2
miusste 1,5 m statt 2 m unter der Decke angebracht werden.

3 0
b) C lautet nun (3/3/2). Wegen a) gilt: AB=DC = < 0 ); AD =BC = ( 3 ) Es handelt sich also
-0,5 -1
um ein Parallelogramm mit den Seitenlingen,/9,25 ~ 3,04 m und V10 ~ 3,16 m. Der Umfang be-
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1.10 Losungen

tréagt daher ca. 12,40 cm. Fiir den Winkela, den die Seiten AB = a = /9,25 und BC = b = /10 ein-
3
schliefen, kann der Kosinussatz weiterhelfen. Mit der Lange AC = ¢ = |E| = |< 3 =./20,25
-1,5
L2 2 n2 _ c2-a?-b* _ 20,25-9,25-10 o1 1\ o
folgt: ¢ = a® + b” — 2ab cos(a) & cos(a) = N & o= CoS (—NW.S) ~ 92,98°.

Damit lautet der Ergénzungswinkel 87,02°. Fiir den Fldcheninhalt gilt A = absin(a) = 9,60 m2.

c) Weitere Befestigungspunkte By lassen sich bestimmen durch die Ortsvektoren:
Wand 1 (AB): By =A+k-ABmit0<k<1.

Wand 2 (BC): By = A+ AB + k-BCmit 0 <k <1.

Wand 3 (CD): By = A+ AD + k- DCmit 0 <k < 1.

Wand 4 (AD): By = A+ k-AD mit0 <k <1.

d) Ein beliebiger Punkt des Tuches ldsst sich erreichen durch den Ortsvektor:
P.i=A+k-AD+1-ABmit0<k 1<1
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1.10 Losungen

1.8 Lagebeziehung von Ebene und Gerade

Aufgabe 2

0 3
a) Geradengleichung Diisenjet: g: X(r) = A +r- AB = (2) +r- (—6)

4 —6
Geradengleichung Segelflugzeug: h: X(s) = P +r-PQ = <0> +s- <—6)

3 -3
0 3 4 —6 3 6 4 5 )
Durch Gleichsetzen erhdlt man ({2 |+r-|—-6|=(0]|+s'|-6] -6 6 | -2 ﬁ r=z;s=:
6 —6 3 -3 -6 3 -3

winN

0
Man erhilt den Schnittpunkt der Flugbahnen: S = X (g) = (2) +
6

(-

0 2 3
b) Ebenengleichung fiir den Luftraum E: X(x;y) =F+x-FG+y-FH = <—5) +x- ( 4 > +y- ( 1 >
6 —6 -3

Durch Gleichsetzten der Vektoren von Gerade und Ebene ergibt sich im Falle des Diisenjets:
0 3 0 2 3 3 -2 -3 0 14 o1 ;
2)+r{-6])=|-5|+x| 4 |[+y'| 1 |=-6 -4 -1
6 —6 6 —6 -3 -6 6 3

42

_7?[{1.:5')(:5’},:5'
0 3 . 2,21
Man erhilt als Schnittpunkt T = X (g) = (2) +2. (—6) = 5% |® (—2,42).
-6 1,58

0
30
19

¢) Durch Gleichsetzten der Vektoren von Gerade und Ebene ergibt sich im Falle des Segelflugzeugs:

4 -6 0 2 3 -6 -2 -3 | —4 . 2o ,
0)+s|=6|=(-5)+x| 4 |+y- (1|6 -4 -1 | Se=s=_x=_y=o
3 -3 6 -6 -3/ -3 6 3 1|3

38

= 2/(9 4 9 —6 2?5’4 2,21
Man erhilt als Schnittpunkt R = X (E) = <0> t5 <—6) = -= = (—2,35).
3 -3 43 1,83

23

d) Beide Flugzeuge durchqueren den Schnittpunkt S, bevor sie jeweils in den Luftraum des Flugha-

fens eindringen. Begriindung: Die Parameter zum Schnittpunkt S betragen rg = % und sg = é Die
Parameter zum Eindringen in den Luftraum betragen ry = 22 rg und sg = 21 Ss.

197 3 237 3
e) Zusatzaufgabe: Der Richtungsvektor der Ebene vom Punkt F (0/-5/6) zum Punkt H (3/-4/3)
kann um den Faktor 2 auf den Punkt (6/-3/0) gestreckt werden. Dieser Punkt kann ohne Stange
benutzt werden.
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1.10 Losungen

Aufgabe 3

a)

%3

#1

ne

b) Ein Nachbau der Situation ist hier sinnvoll, da man dann erkennen kann, dass Schauspieler 2
nicht im Schatten steht und nur fiir Schauspieler 1 tiberpriift werden muss, ob er im Schatten steht.
Dafiir bestimmt man den Schnittpunkt der Schattenebene E durch die Punkte Ps und P in Sonnen-
richtung mit der Geraden g durch den Punkt Ps und P10(3,5/4/1,7).

5 1 -1
E:i(r;s)=E+r-P5P6+s-\7=<0>+r-( 0 >+S'<2 )mitOSrSlundsZO.

6 -2 -2
— — R 3'5 0
0 1,7
Durch Gleichsetzten der Vektoren von Ebene E und Gerade g ergibt sich:
5 1 -1 3,5 0 1 -1 0 -1,5 10
(0 +r-{ 0 |+s- 2>= 4 |+t 0 | 0 2 0 4 <=ﬁr=0,5,5=2,t=5
6 -2 -2 0 1,7 -2 -2 -1,7 —6

Da der Parameter t = g <1und 0 <r=0,5<1ist, befindet sich der Oberkorper des Schauspielers
nicht im Schatten der Kirche.

¢) Werden die Aufnahmen noch spiter nachmittags vorgenommen, kann es sein, dass die Aufnah-

men bei flacheren Sonnenstrahlen zu einem ,Schattenduell” werden, da sich beide Schauspieler im
Kirchenschatten befinden.
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1.10 Losungen

1.9 Kontrollaufgaben

1a)
2 1 0 1 2 1 0 1

1 -2 -2 1 2e=-10 0 —-1=>x=1 ,:niyz—l)ﬁZZZ
1 2 -1 1-3 2 -1 -3 '

(2) Die Losung bedeutet eine Abhédngigkeit voneinander. Setzt man x = t dann gilt y = 2t. Daher

gibt es unendliche viele Losungen mit dem Losungsvektort - (;)

1b)

1¢)

1 0,5 -1
MDg: )_()O\) = < 2 ) +A- ( 1 ) und h: )_()(u) =u- <—2) (A, n € R) sind identisch, da die Richtungs-
1 —0,5 1

vektoren kollinear sind und der Verbindungsvektor der Aufpunkte kollinear zu den beiden Rich-
tungsvektoren ist.

1 1 1 4

2) g:X) = (o) +2A- (2) und h: X(p) = <o> +u (5) (A 1 € R) schneiden sich im Punkt (1/0/0),
0 3 0 6

da dieser Punkt Aufpunkt beider Geraden mit nicht kollinearen Richtungsvektoren ist.

1 1 1 2

3)g: )_()(7\) = <O> +A- <2> und h: i(u) = (0) +u- <4> (A, n € R) sind echt parallel, da die Rich-
1 3 0 6

tungsvektoren kollinear sind und der Verbindungsvektor der beiden Aufpunkte nicht kollinear zu

den kollinearen Richtungsvektoren ist.

1d)

1 2 3 5

1) g:X= (2) +A- <2> und h:X = (3) +pu- <5> , denn bei der senkrechten Projektion in die
0 0 0 0

x1xo—Ebene ist die x3-Koordinate des allgemeinen Geradenpunktes immer Null.

(2) Die Geraden g” und h” sind echt parallel oder identisch, da die Richtungsvektoren kollinear sind.
Der Vektor vom Aufpunkt G” von g” zum Aufpunkt H” von h” (Differenzverktor der Stiitzvektoren)
ist offenbar nicht kollinear zu den Richtungsvektoren der Geraden g” und h”. g” und h” sind also
echt parallel.
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1.10 Losungen m

le)

a 2
(1) Ga(a/—2/3) und Hy(a + 4/0/5) (a € R) liegen auf gazi = (—2) +b- <1> (ab€eR).firb=0

3 1
und b =2.
o qa 2 0 1 2
(2)g:X= <—2> +b- (1) = (—2) +a- (0) +b- (1) (a,b € R) mit zwei nicht kollinearen Rich-
3 1 3 0 1
tungsvektoren.
2a)

AB und PQ beschreiben die Richtung der beiden Flugzeuge F1 und F>und gleichzeitig den Geschwin-
digkeitsvektor fiir einen Zeitraum von zwei Minuten. Es gilt:

. [-75-(-125) 5 . [-58-(-114) 5,6
AB:B—A=<—17—(—14))=<—3>undPQ=Q—P=< 10 — 13 >=<—3>.
46— 4 0,6 52—5,5 -0,3

In einer Minute legen die Flugzeuge von ihren Startpunkten aus den Vektor 0,5 - AB bzw. 0,5-PQ
zuriick. Also lassen sich die Flugbahnen durch die folgenden Geradengleichungen F; und F> mit den
Parametern s und t (jeweils in Minuten) beschreiben:

L . [-125 2,5 —12,5+2,5r\ —22,5
Fi:X(r) =A+r-05- AB = < —14 )+r-(—1,5>:( —14—1,5r>;X(—4) =( -8 )

4 0,3 4+03r 2,8
B B . /-114 2,8 ~114+28t\ —22,6
F:X() =P+t-0,5- PQ=< 13 )+t-(—1,5>=( 13 — 1,5t ); X(~4) =( 19 )
5,5 -0,15 5,5 — 0,15t 6,1
2b)

Zur Bestimmung der Lange der Vektoren AB und PQ gilt:

|ﬁ| = \/52 + (=3)% 4+ 0,62 =~ 5,86 Kilometer pro zwei Minuten ~ 175,85 km/h.
|ﬁ| = /5,62 + (—3)2 + (—0,3)% ~ 6,36 Kilometer pro zwei Minuten ~ 190,80 km/h.

2¢)

Folgende zwei Bedingungen miissen erfiillt sein:

(1) xs-Koordinate von Flugzeug F1 = xs-Koordinate von Flugzeug F»
(2) Zeitparameter r = Zeitparameter t

Daher gilt: 4 + 0,3r = 5,5 - 0,15t (mit (1)) <4 + 0,3r = 5,5 - 0,15r (mit (2)) < 0,45r=15<r= 1—3" Also

gilt fiir die zurtickgelegte Strecke x von Fa: x = ? min - 3,18 X = 10,60 km.

2d)

Durch Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen F; und F. erhilt man:

(D 25r—28t=11
(1) — 1,5r + 1,5t = 27
(1) 0,3r + 0,15t = 1,5
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1.10 Losungen

1) + 5 - (IIT) ergibt: 2,25t = 34,5 <> t =22 — r = — 8 Setzt man die s und t in (1) ein, ergibt sich:
g n . g

2,5-(—2)—28-%=1,1<-49,6 = 1,1 (falsche Aussage) = F1 und F»sind windschief, d. h. die Flug-
zeuge F;und F» konnen unmoglich kollidieren.

2e)

Man berechne zunéchst den Verbindungsvektor Xp Xg, eines beliebigen Punktes Xg, der Geraden F
mit einem beliebigen Geradenpunkt X, der Geraden F,, wobei r = t gilt.

—-11,4 + 2,8t —12,5+ 2,5t 1,1+0,3t
XF1XF2 = XFZ - XI::1 = ( 13 — 1,5t ) - < —14 — 1,5t > = ( 27 )
5,5—10,15t 4+ 0,3t 1,5-0,45t

Die Lange des Vektors Xg X, ist genau minimal, wenn sein Quadrat minimal ist. Fiir das Quadrat
d2 der Lange gilt:

— 2
d?() = [Xg,Xp, | = (1L,1+0,30)% +27% + (1,5 — 0,45t)? = 0,2925t% — 0,69t + 732,46. Fiir die Ablei-

tung gilt: d%'(t) = 0,585t — 0,69 = 0 < t ~ 1,18 Minuten (d?”'(t) = 0,585 > 0). Nach ungefihr 1 Mi-
nute und 11 Sekunden haben F; und F» der geringsten Abstand.

3a)

In der Erlduterung der Wirkungsweise konnten z. B. folgende Aspekte genannt werden:
e Parallelenprojektion,

e Blickrichtung der Kameraposition,

e Projektion in die xi-x>-Ebene,

e Projektionspunkte,

e optische Tduschung je nach Perspektive.

3b) und 3e)

x5
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1.10 Losungen m

3¢)

Ansatz: P, =P, + t- V.

X 0 _3 o 0 -3 -3
<y>= 3|+t 0 |od4—4t=0ot=1; P, =P +1-v={3|+| 0 |=( 3 |
0 4 —4 4 —4 0

Erlduterungen:

e z-Wert des Projektionspunktes ist Null, da der Projektionspunkt in der xi-x2-Ebene liegt.
e Durch die dritte Koordinatengleichung erhalte ich t = 1.
e Mit t =1 erhalte ich die x;- und x2-Werte von P».

3d)
. . [0\ _, [-525 _ [-525 /-3
P = 12(3);P3’:< 3 >(t=1,75);P4'=( 6 )(t=1,75);P5’=<6>(t=1)
0 0 0 0
4a)
. . (-3 . (-3 -3 0 .
P=>(A+D)=| 0 | Daherfolgt PE=E~P=| 1 |=| 0 |=(1)und |PE| =26 ~ 5,10.
0 5 0 5
4b)

Da die beiden Geraden g und h offenbar nicht parallel sind (warum?), setzen wir gleich:

(5= (2) - () ()= (a2)-()

Durch Gleichung (I) erhdlt man pu = § Mit Gleichung (III) ergibt sich auch A = % Setzt man A und p

in Gleichung (II) ein, ergibt sich 6 - § +7- % = 4, also 4§ = 4 (f). Daher sind die beiden Geraden wind-
schief.

4¢)

(1) Die Kanten AE und BF sind die offenbar nicht parallelen Kanten eines (ebenen) Trapezes. Daher
liegen die nicht parallelen Geraden in einer Ebene. Sie haben daher genau einen Schnittpunkt.

-3 0 -3
(2) Die Geradengleichungen lauten: p: X = A - ( 1 >, QX = (8) +u- (—2) .
5 0 5

-3 0 -3 —3A —3u 3A—3u 0
Gleichsetzen ergibt: A - ( 1 > = <8> +u- <—2) S ( A ) = (8 - 2u> o <A+ 2u> = (8)
5 0 5 5\ 5u 51— 5u 0

Gleichung (I) und (III) ergeben jeweils A = . Ersetzt man in (II) p durch A, ergibt sichp = A = g. Setzt

man A = gin die Gleichung von g ein, erhilt man den Schnittpunkt S (8/— g / ?).
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1.10 Losungen m

4d)

(| —6 -3\ /0 1 3

E:X=B+r-BC+s-BF=<8)+r-<0)+S'(—2>=(8)+k-<0>+u'(2)
0 0 5 0 0 -5

4e)

(1) Man wahlt fiir die Richtungen die Einheitsvektoren:

F= 8 +5 . _86 + 2. 8 NRELLS (1) = g +5.=. _86 + 2. g + 19, (1)
- 0 V62482 | 2 \;) 2\, B 0 0\, 2 ;) 2 \§

-3
216

= 20
40
— =14
29

)

_3 —3=A+3u=1=—2—2z—1,8964

216 0 1 3 p=o2~—0,2759
@) 29 =<8>+7\'<0>+H'(2>@ 2o=8+21> =~ —02759

o | \g 0 s . Z
29 —=—5u:u=—9:¢—02759

Damit liegt der Punkt F fuir A = —1,8964 und p = —0,2759 in E.

4f)

B -3 B 0 1 3
gAE:X=t~<1)undE: X=(8)+r-(0)+s-(2>.
5 0 0 -5
3 0

Durch Gleichsetzen erhilt man folgendes LGS fiir die Unbekanntenr, sundt: 0 2 -1 | —8.
0 -5 -5 0

Der GTR ermitteltr=0,s = — g, t= g. Damit ergibt sich als Schnittpunkt der Punkt S (-8/ g / ?).

4g)

Offenbar sind E und F nicht parallel. Durch Gleichsetzten der beiden Parametergleichungen der
Ebenen F und F erhilt man ein 3x4-LGS mit den Unbekannten r, s, t und u, das oo-16sbar ist. Ergénzt
man das 3x4-LGS durch eine vierten Gleichung 0-r+0-s+0-t+ 0-u = 0 zu einem 4x4-LGS, &n-
dert dies die Losungsmenge nicht, da beim 3x4-LGS wegen der Nicht-Parallelitdt der Ebenen E und
F stets ein Parameter frei ist wahlbar ist (z. B t = p).

Zur Bestimmung der Schnittgeraden 16st man das 4x4-LGS in MENU A (Gleichung):

/__\
\2/

Setzt etwa t und u in die Parametergleichung von F ein, erhilt man als Schnittgerade:

13 —1310 g5 505 s
0 -5 0 c 0 0-5 0 —5| 0 GTR(MENUA)
- 00 0 O 0 u
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1.10 Losungen

Alternativlosung:

Durch Gleichsetzen erhilt in der Matrizenschreibweise fiir die Unbekanntenr, s, t und u:

1 3 -1 3 0 1 3 -1 3 0

0 2 0 -1 -8 S 02 0 -1 -8.

0 -5 0 -51 0 0 0 0 —151 —40

Es ergibt sich u = g. Setzt man u in die zweite Gleichung ein, folgt s = 0,5u -4 = — §~ Setzt man nun

s und u in die erste Gleichung ein, folgt: r -t=-3s-3u =0, alsor =t =p. Setzt man z. B.u = g in der
Parametergleichung der Ebene F ein, ergibt sich eine Geradengleichung als Losungsvektor:

-8
. 1, (-3 8 1
X=t- (0) +3 < 1 ) =| 3 |+t (0) Dies ist eine zur x;-Achse parallele Gerade (Warum?).
0 5 40 0
3
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2.1 Noch fit? - Funktionsuntersuchung mit Steigung und Kriimmung

Lektion 2: Funktionsgleichungen finden

2.1 Noch fit? - Funktionsuntersuchung mit Steigung und Kriimmung

Wichtige Merksitze der E-Phase und Wichtiges zur Kriimmung

Satz zur Monotonie

(1) Wenn f’(x) > O fiir alle x eines Intervalls ist,

(2) Wenn f'(x) <0 fiir alle x eines Intervalls I ist,

Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht.

dann ist der Graf von f {iber I streng monoton zunehmend (wachsend).

dann ist der Graf von f iiber I streng monoton abnehmend (fallend).

Notwendige Bedingung fiir lokale Extremstellen: £"(xo) =0

Wenn an der Stelle xo eine lokale Extremstelle vorliegt, dann gilt: £"(xo) = 0. 20

Hinreichende Bedingung fiir lokale Extremstellen: f"(xo) = 0 A f” hat bei xo einen VZW

A

A

/3

Xo

v

! -

=

/} X0

X0

v

I
I
I
'
I
I
I
1
1
1
1
1
i
1
1
1
1
1
[}
1
1
)
1
1
1
1

v

v

\ 4

0 Xo

e M e e -

Wenn {"(xo) = 0 und " an der
Stelle xo einen Vorzeichen-
wechsel von - nach + hat,

dann ist xo eine lokale Mini-

mumstelle von f.21

Wenn {'(xo) = 0 und " an der
Stelle xo einen Vorzeichen-
wechsel von + nach - hat,

dann ist xo eine lokale Mini-

mumstelle von f.

Wenn f"(xo) = 0 und {" an der
Stelle xo keinen Vorzeichen-
wechsel hat,

dann ist xo eine Sattelstelle
von {f.

2 Die logische Umkehrung gilt nicht immer.
21 Die logische Umkehrung gilt nicht immer.
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2.1 Noch fit? - Funktionsuntersuchung mit Steigung und Kriimmung

Es lasst sich folgende Variante fiir die hinreichende Bedingung fiir Extremstellen formulieren:

Hinreichende Bedingung fiir lokale Extremstellen: £"(xo) = 0

Mmlmumstelle} von f. 22

Wenn £ (xo) = 0 und £ (x,) {i} 0 ist, dann ist xo eine lokale {Maximum stelle

Kriimmung und Wendestelle

Ist £7(x) <0 fiir alle x € I, so ist f auf I rechtsgekriimmt. Dabei ist f” auf I streng monton fallend.
Die Steigungen des Grafen von f nehmen auf dem Intervall I also stetig ab.

Ist£°(x) > O fiir alle x € I, so ist f auf I linksgekriimmt. Dabei ist f* auf I streng monton wachsend.
Die Steigungen des Grafen von f nehmen auf dem Intervall I also stetig zu.

Eine Wendestelle xw ist eine Stelle, an denen ein Kriimmungswechsel vorliegt. Dort wechselt
die Ableitung von {” sein Vorzeichen. Daher gilt dort: £ (xw) = 0.

Merke: Der Punkt W, in dem sich das Kriimmungsverhalten dndert, wird als Wendepunkt be-
zeichnet. Die Wendestelle xw (= x-Wert des Wendepunktes) ist eine lokale Extremstelle der ers-
ten Ableitung und gleichzeitig eine Nullstelle der zweiten Ableitung.

Folgende Abbildungen verdeutlichen den Sachverhalt:
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Merke: Am Wendepunkt W liegt ein Kriimmungs- F<0® >00©
wechsel vor. Die Wendestelle von f ist Extremstelle f” ist monoton fallend £~ ist monoton steigend
von f” und Nullstelle von f ”". f ist rechtsgekriimmt  f ist linksgekrimmt

22 Die logische Umkehrung gilt nicht immer.
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2.1 Noch fit? - Funktionsuntersuchung mit Steigung und Kriimmung

Notwendige Bedingung fiir Wendestellen: £"(xo) =0

Wenn an der Stelle xo eine Wendestelle vorliegt, dann gilt f”"(xo) = 0. 2

Hinreichende Bedingung fiir Wendestellen: £"(xo) = 0 und VZW von £ bei xo
Wenn £ (xo) = 0 und £~ an der Stelle xo einen Vorzeichenwechsel von {
dann ist xo eine {

Es gilt auch folgende Variante fiir die hinreichende Bedingung fiir Wendestellen:

Wenn f""(xo) =0 und f""(x¢) {i} 0 ist, dann ist xo eine {

—nach +
+ nach —} hat,

Rechts — Links — Wendestelle

24
Links — Rechts — Wendestelle } ML s L

Rechts — Links — Wendestelle} von £.25
Links — Rechts — Wendestelle '

Aufgabe 1: Vollstindige Kurvenuntersuchung ganzrationaler Funktionen

Gegeben sei die ganzrationale Funktion dritten Grades mit f(x) = %X?’ — 4x% + 8x.

Untersuche den Grafen der Funktion f auf Symmetrie.

Beschreibe das Verhalten im Unendlichen und nahe Null.

Berechne ohne GTR alle Schnittpunkte des Grafen von f mit den Koordinatenachsen.
Ermittle alle lokalen Hoch- und Tiefpunkte des Grafen von f.

Untersuche den Grafen von f auf sein Kriimmungsverhalten.

Skizziere den Grafen von f zunédchst ohne GTR und iiberpriife anschliefiend Deine Ergebnisse
mit dem GTR.

Fiihre eine vollstindige Kurvenuntersuchung auch fiir die nachfolgenden Funktionen durch.
1) f(x) = §x5 - §x3 2) f(x) = x* — x3 (3) f(x) = x° +x3 +x

Uberpriife anschliefend mit dem GTR.

% Die logische Umkehrung gilt nicht immer.
% Die logische Umkehrung gilt nicht immer.
% Die logische Umkehrung gilt nicht immer.
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

%

Aufgabe 1: Funktionsbestimmung bei Vorgabe von 3 Punkten?¢

Im Folgenden sind drei Abbildungen gegeben, bei denen jeweils 3 Punkte eingezeichnet sind. Un-
tersuche, fiir welche Abbildungen ein Graph einer ganzrationalen Funktion ersten und zweiten Gra-
des gefunden werden kann, der durch die 3 Punkte verlduft. Gib - wenn moglich - die Funktions-
gleichung an.

4 gy 2 ty 3 ty
13% 1 xC 1 *C
X | 1B X | X |
"o il Mo ' "o g
1 -1 1

Der Begriff ,Steckbriefaufgaben” beschreibt Aufgabentypen, bei denen Funktionsgleichungen
von Funktionen bestimmt werden sollen, tiber die bestimmte Informationen vorliegen. Die Zahl
der Informationen kann genau ausreichend sein (eindeutig bestimmter Steckbrief), es konnen zu
wenig Informationen angegeben sein (unterbestimmter Steckbrief) oder auch zu viele (iiberbe-
stimmter Steckbrief).

Aufgabe 2: Steckbriefe von Funktionen

Es sind folgende sechs Steckbriefe von Funktionen angegeben. Bestimmt moglichst viele Funktions-
gleichungen. Notiert eure Strategien.

1 Gerade: Eine Gerade verlduft durch die beiden Punkte A(7,5/5,5) und B(3,5/-4,5).

2 Parabel: Der Graf einer quadratischen Funktion hat bei A(0/2) einen Hochpunkt und ver-
lduft durch den Punkt B(6/-1).

3 Parabel durch 3 Punkte: Der Graf einer quadratischen Funktion verlduft durch die Punkte
A(0/2), B(6/-1) und C(1/4).

4  Funktion vom Grad 3: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat in T(0/0)
einen Tiefpunkt und in H(4/4) einen Hochpunkt.

5 Symmetrischer Graf: Der Graf einer ganzrationalen Funktion vom Grad 4 ist symmetrisch
zur y-Achse, hat in H(2/-2) einen Hochpunkt und in T(0/-3) einen Tiefpunkt.

6 Wendepunkt im Ursprung: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat im
Ursprung einen Wendepunkt und in T(1/-1) einen Tiefpunkt.

% Jdee aus: Lambacher Schweizer, Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Der Weg-Zeit-Verlauf des 100 m Sprint eines Schiilers ist in folgender Abbildung dargestellt.

Aufgabe 3: Modellfunktion fiir den 100-m-Sprint bestimmen

4 f(’lc)_Lallsttlreci(e iln Metérn —

—1|00 > i
A

|60 , /

7|40

|

20- -
/ _

7 T

0 2 | 4|6 8 10 12 14|
| | | | Zeit in Sekunden

Es handelt sich dabei um den Graph einer Funktion 3. Grades mit f(x) = ax® +bx% 4+ cx+d (@ b, c
und d sind reelle Zahlen) und den folgenden Eigenschaften:

()  Der Graph verlduft durch (0/0)

(I)  01istlokale Minimumstelle.

(III) Der Graph ist bei x = 7 am steilsten.
(IV) Der Graph geht durch (12/100).

a) Begriinde, dass man 4 Bedingungen zur Bestimmung von f(x) benotigt und markiere im Gra-
phen die oben beschriebenen Eigenschaften (I) bis (IV).

b) Stelle mithilfe der Terme fiir f(x), £'(x) und £”(x) vier Bedingungen auf, die man aus den Eigen-
schaften (I) bis (IV) erhdlt. Fiille dazu die folgenden Liicken aus.

M) =[] M p=C1 ane(Ch=] avf_])=100
c) Leite nun f(x) zweimal ab. Fiille dazu die Liicken aus.

() =ax® +bx® +ex+d  F=3ax+[_ |+ | '®=| |
d) Wende die Bedingungen (I) bis (IV) auf die Funktionsgleichungen fiir f(x), f'(x) und £"*(x) an.

Mf)=[ ] < a-03+b-0> +c-0+d=[ |ed=[]

M h=[]e sal J+[_J+[J=[Jec=]
an ([ Hh=[ Jeo6a-[ |+2b=[ | <[ J-a+2b=[_|
(

V) f([ D=100 < a-[ J+b:[ J+c[ ]+d=100 = | | a+| |- b=100

e) Lose das LGS aus (III) und (IV)es hidndisch und mithilfe des GTR (MENU (fur 2
Unbekannte), dann: Koeffizienten von a und b sowie die Zahl rechts der Gleichung ein-
geben) und gib die Funktionsgleichung f(x) an.

f) Beschreibe die Losungsstrategie in eigenen Worten.
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Im Folgenden sind Steckbriefe von 5 Funktionen und 6 Grafen angegeben. 5 Grafen entsprechen
dabei den vorgegebenen Steckbriefen. 1 Graf bleibt tibrig. Fiir Funktion 1 wurde bereits eine Zuord-
nung vorgenommen und es wurden die relevanten Informationen im Steckbrief markiert (kursiv ge-
druckt) und in ROT in den Grafen eingetragen.

Aufgabe 4: Relevante Informationen notieren

1 Eine Parabel 3. Ordnung?” hat in (2/2) eine Tangente parallel zur 2. Winkelhalbierenden und in (0/2)
ein lokales Minimum.

2 Eine zum Ursprung symmetrische Parabel 3. Ordnung hat in (2/4) eine Tangente parallel zur 1.
Winkelhalbierenden.

3 Eine zur y-Achse symmetrische Parabel 4. Ordnung geht durch (0/2) und hat in (1/0) die Stei-
gung Null.

4 Eine zum Ursprung punktsymmetrische Parabel 5. Ordnung hat in (0/0) die Gerade t mit der
Gleichung t(x) = 7x als Tangente und in (1/0) einen Wendepunkt.

5 Eine Parabel 3. Ordnung bertihrt die x-Achse in (1/0) und hat in (0/-1,5) einen Wendepunkt.

\ 4y / \ Y ] ||y
\\ 2 / ST \ s
\

g Minimum \

i
v><
|~

Funktion Funktion 1 Funktion

\ A
\ 2,/\ \ /
4\ 2| \o 2 \ |/
RIS 1Y
\

Funktion Funktion Funktion

'><

Ordne den Steckbriefen jeweils begriindend einen Funktionsgrafen zu. Markiere in den Steckbriefen
die relevanten Informationen und trage sie im jeweiligen Grafen mit ROT ein. Erstelle fiir den tibrig
gebliebenen Grafen einen geeigneten Steckbrief.

27 Mit Parabeln der Ordnung n werden Grafen ganzrationaler Funktionen vom Grad n bezeichnet.
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Aufgabe 5: Steckbriefaufgabe in 4 Schritten l6sen

Ermittle fiir alle Steckbriefe aus den Aufgaben 2 und 4 die entsprechenden Funktionsgleichungen
und zeichne anschliefend mit dem GTR die Grafen. Markiere die relevanten Informationen im
Steckbrief und im Grafen. Die Vorgehensweise wird nun fiir Funktion 1 aus Aufgabe 4 erldutert.

(0/2) ein lokales Minimum.

Schritt 1: Welchen Grad hat die Funktion? Was sind die relevanten Informationen?

Die Funktion hat den Grad 3. Daher hat man den Ansatz: f(x) = ax> + bx? + cx + d. Fiir die Ablei-
tungsfunktion gilt f'(x) = 3ax? + 2bx + c.

Da der Grad der Funktion 3 ist, benétigen wir 4 relevante Informationen. Sie lauten:

1) Der Graf geht durch (2/2).

(
(
(3) Der Graf geht durch (0/2).
(

4) Der Graf hat in (0/2) ein lokales Minimum.

Schritt 2: Welche Gleichungen leiten sich aus den relevanten Informationen ab?

Durch die relevanten Informationen 1 bis 4 erhalten wir mithilfe von f und {” geeignete Gleichungen,
die zu Bestimmung der Parameter a, b, c und d notwendig sind:

M) f2)=2oa-2°+b-2*+c-2+d=2o8a+4b+2c+d=2

@ f(2)=-1e3a-2°4+2b-2+c=-1o12a+4b+c=-1

@) f(0)=22a-0°+b-0°+c-0+d=20-a+0-b+0-c+d=2d=2
4) F(0)=03a-0°4+2b-0+c=00-a+0-b+c=0=c=0

Schritt 3: Wie lautet die Losung des linearen Gleichungssystems?

Mithilfe des GTR kann man in MENU A und F1 lineare Gleichungssysteme l6sen. Daftir muss man
zundchst die Anzahl der Unbekannten angeben (hier 4) und anschliefsend die Koeffizienten vor den
Unbekannten a, b, c und d sowie die Zahl rechts von Gleichheitszeichen eingeben. Man erhalt:

B E B
@n X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Yo T—n
a b c d = « b c d e X[ -0.25 —>a=-0,25
17 e 4 2 1 1 4 2 1 ¥ 0.5|| »b=05
2 12 4 1 0 2 4 1 0 -1 z o|| —c=0
3 0 0 0 1 3 0 0 1 2 T —d=2
4 0 0 1 g 4 0 1 0 g
2
REPEAT
Schritt 4: Wie lautet die Funktionsgleichung? Kann das Ergebnis stimmen?
. . . . . . Bl Ausfihrposition wihlen
Durch Einsetzen der Losungen in die allgemeine Funktionsglei- |¥I=-25"(3)+.5xx@2
chung erhilt man: f(x) = —0,2 5x3 4+ 0,5x% 4 2 und fiir die Ablei- \z
tung f'(x) = —0,75x> + x. Man rechnet nach, ob die Bedingungen ;
erfiillt sind: f(0) = 2;f(2) = 2;f'(0) = 0;f(2) = —1. Der dazugeho- v %)gem.e
rige Graf erfuillt den Steckbrief auch grafisch. B T gEv/AR=-Tz \ 5
X=2 Y=2
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Im Folgenden findest Du eine Liste Textformen und Bedingungsgleichungen. Gib die fehlenden
Textformen bzw. Bedingungsgleichungen an, indem du sie in die zweite Tabelle eintragst. Fiir 6
Textformen bzw. 3 Bedingungsgleichungen sind die Eintragungen in der oberen Tabelle angegeben.
Du musst sie nur noch entsprechend eintragen. Erstelle fiir jede Zeile eine Skizze, in der die rele-
vanten Informationen ROT markiert sind.

Aufgabe 6: Formulierungshilfen

£(0) =-2 Gt hat in (3/1) einen Sattelpunkt. f(1)=g1)=5A~g" (1) =g (1)
f1)=3A£(1)=0 Gt hat bei x = 3 die Steigung 2. f(-1)=g(-1) =1 Af'(-1) = g’(-1) =-10

f(7)=0 Gt beriihrt die x-Achse bei x =2. | f(-1) =g(-1) =-4 Af'(-1) =3 Af"(-1) =0
Textform Bedingungsgleichung(en)

(2/3) liegt auf dem Graphen von f.

Der Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

f(x) = - f(-x) oder bei GRF f(x) hat nur unge-
rade Potenzen von x.

£(3) =2

Bei (1/3) liegt eine horizontale Tangente.

f2)=1Af2)=0

f(0)=3 A f7(0)=0

Gtschneidet Gg mit g(x) =2x2+ 3 in (1/y).

Der Graph von f schneidet die x-Achse bei x = 7.

Der Graph schneidet die y-Achse beiy = -2.

Gt hat in (-1/y) die Tangente g mit g(x) = -2x + 2.

fB)=1Af(B3)=0Af"(3)=0

Gt hatin (-1/y) die Wendetangente y = 3x - 1.

f2)=0Af(2)=0

Gt beriihrt Gg mit g(x) =5x2-41in (-1/y).
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen m

Aufgabe 7: Der Besucherstrom - Steckbriefaufgabe im Sachkontext?8

Ein Festzelt auf einem Jahrmarkt 6ffnet um 20:00 Uhr. Die Besucher werden am Eingang gezahlt.
Um 21 Uhr sind 40 Besucher im Festzelt. Der grofite Besucherandrang besteht um 22 Uhr und betragt
80 Besucher pro Stunde. Um Mitternacht sind die meisten Besucher im Zelt.

Bestimme eine Gleichung einer ganzrationalen Funktion dritten Grades, welche die Besucherzahl
im Festzelt beschreibt. Stelle die Situation mit dem GTR in einem Koordinatensystem dar.

[Tipp: Wihle fiir die x-Achse als Einheit die Stunden nach Offnung und fiir die y-Achse die Anzahl
der Besucher in 100.]

Infoblock: Zeichnen von Funktionsscharen mit dem GTR

In Aufgabe 6 fiithrt uns Steckbrief 3 zu unendlich vielen Losungsfunktionen. Diese Losungsfunk-
tionen hatten alle die Form f,(x) = ax? — 2ax, wobei der Parameter a frei wihlbar war. Durch Ver-
andern des Parameters a erhilt man eine jeweils andere Funktionsgleichung. Solchen Funktionen
nennt man Funktionsscharen ganzrationaler Funktionen. Mithilfe des GTR kénnen wir Grafen
von Funktionsscharen zeichnen.

Im Folgenden sind die Grafen der Schar fiir a =1, 2, 3 (Bild links) sowie eine Eingabemoglichkeit
in MENU 5 (Bild Mitte) sowie MENU 6 (Bild rechts) angegeben:

[EXE]:Koordinaten anzeigen [E R Math) Rad [Nornl) B
‘” Ax2-2hx;[A=1 2*31 Grafikfunkt.:Y= Dynamikfkt. :Y¥=
Y1=Ax?-2Ax,[A=]1, 2, 3] Y1BAx?-2Ax
Y2: [—] Y2:
5 5 4 -8 = —10 v4a: [—1 Y4:
Y] =
- : [—1 :
x=1 =-1 [ Y | r [ Xt [Vt ]| X |

Fiir die unterschiedlichen Darstellungsmdoglichkeiten von Funktionsscharen und deren Anwen-
dung bei der Losung von Abituraufgaben sei auf den Anhang verwiesen.

Zeichne mit dem GTR die Funktionsschar aus dem obigen Beispiel in MENU 6 und in MENU 5
fuira=-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5.

%

Aufgabe 8: Eindeutig bestimmte, iiber- und unterbestimmte Steckbriefe

Bestimme eine Funktionsgleichung fiir die die folgenden 3 Steckbriefe von Funktionen. Fertige
vorab eine Skizze fiir einen moglichen Grafenverlauf an. Beschreibe Deine Beobachtungen.

1 Der Graph einer ganzrationalen Funktion vom Grad 3 ist punktsymmetrisch zum Ursprung,
geht durch (1/2) und hat dort eine waagerechte Tangente.

2 Der Graph einer ganzrationalen Funktion zweiten Grades hat in (0/4) einen lokalen Hoch-
punkt und schneidet die die x-Achse bei x = 2 und geht durch (1/3).

3 Fir eine ganzrationale Funktion 2. Grades gilt: £(0) =£(2) =0 und £'(1) = 0.

28 Fokus Mathematik in der Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015)
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Infoblock: Ortskurven charakteristische Punkte und Fixpunkte bei Funktionsscharen

Gegeben ist Funktionsschar f; mit fy(x) = x> — 2t-x? + t2 - x. Fiir die Parameter t = -2, -1, 0, 1, 2
werden die Grafen im Folgenden angeben. Gesucht ist die Kurve (Ortslinie) der Wendepunkte
der Grafenschar (roter Graf in der Abbildung). Ferner wollen wir zeigen, dass der Punkt (0/0) der
einzige Punkt (= Fixpunkt) ist, der auf allen Grafen der Schar liegt.

Y I

|
t=0 t=1)f t=2| t=3

N T
/[
2, /

N
1" \/
d X/
| Elnflger leFunkt \SE (0/0) / .
PRAVA o HENENERE
[N
I\ |
/1 [N
/
t={3 t={2 1-1 t=0
[

Bestimmung der Wendepunkte in Abhingigkeit von t: f,"(x) = 3x% — 4tx + t%; f,"(x) = 6x — 4t
f”” (x) = 6> 0. Also folgt: f;"(x) =6x —4t =0 & x =2t Wegen f,"(2%t) =0 A £ (%) =6 >0
A fi(3t) = 2t3 folgt, dass die Schar der Wendepunkte W (2t/2t3) ist.
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Parameterdarstellung in Funktionsgleichung umwandeln: Setze nun x = 2t und y = Zt>. Funk-
tionsgrafen konnen sich auch durch eine solche Parameterdarstellung beschreiben lassen. Um
diese Form in eine Funktionsgleichung zu verwandeln, muss man den Parameter t eliminieren,
so dass aus 2 Gleichungen mit den 3 Unbekannten x, y und t eine Gleichung mit den beiden Un-
bekannten x und y wird. Daftir formt man die erste Gleichung fiir x nach t um. Es folgt t = 1,5x.
Setzt man dieses t in die Gleichung fiir y ein, erhélt man: y = 0,25 - x3. Diese Gleichung beschreibt
die Kurve, auf der alle Wendepunkte der Funktionenschar liegen.

(0/0) ist einziger Fixpunkt der Schar: Zu zeigen, dass (0/0) auf jeder Schar liegt ist klar. Allerdings
konnte es weitere Fixpunkte geben. Zum Nachweis wahlt man zwei beliebige unterschiedliche
Funktionsgleichung mit den Parametern t; # t> uns setzt sie gleich:
x3 = 265x% + t12x =x3 — 26,x%2 4+ t,2x e (2t, — 2t)x% + (52— ,2)x=0
S x(2(t; — tx+ (62— ;2)) =0 x=0V2(t; — tx+ (2 — t,2) =0

2 2
- (thtz_tsl)) = (tlz(ttzl)fttlz) t) _ (tlth) (Nenner 2(t, — t;) # 0 wegent; # t,).
Damit liegt der Punkt (0/0) auf allen Grafen der Schar und ein zweiter Schnittpunkt hingt von
der Wahl der t; und t; ab, liegt damit nicht auf jeder Schar.

©x=0vx=

Erldutere die Rechnungen und notiere die Uberlegungen im Heft.
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Aufgabe 9: Unterbestimmte Steckbriefe und Funktionsscharen
Gegeben sei nun eine nach oben gedffnete Normalparabel, die die x-Achse bei x = 4 schneidet.

a) Ermittle eine Funktionsgleichung der Schar der Normalparabeln. [Zur Kontrolle und zum Wei-
terarbeiten: f,(x) = x% + ax — 4a — 16].

b) Skizziere mit dem GTR wie im obigen Infoblock Parabeln fiir verschiedene Werte von a und
untersuche, auf welcher Kurve die Schar der Tiefpunkte liegt. [Hinweis: Betrachte z. B. die Pa-
rabeln fiir a = -16, -12, -8, -4, 0, 4]

c) Berechne den Wert fiir a, fiir den f. genau eine Nullstelle x = 4 besitzt. [Tipp: Diskriminante.]

d) Bestimme rechnerisch die Koordinaten des Tiefpunktes in Abhdngigkeit von a, ermittle die
Ortskurve der Tiefpunkte der Parabelschar und tiberpriife Deine zeichnerische Losung aus Auf-
gabenteil b). [Hinweis: Infoblock oben.]

e) Zeige rechnerisch, dass der Punkte (4/0) der einzige Punkt ist, der auf allen Graphen der Funk-
tionsschar liegt. Man nennt (4/0) auch einen Fixpunkt der Schar. [Hinweis: Infoblock oben.]
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2.3 Trassierungsaufgaben

2.3 Trassierungsaufgaben

Der Begriff Trassierung beschreibt das Entwerfen und Festlegen der Linienfiihrung eines Landver-
kehrsweges bzw. einer Trasse in Lage, Hohe und Querschnitt. Wir werden in diesem Kapitel Ver-
fahren kennenlernen, um die Trassierung von Strafien zu modellieren. Dabei greifen wir auf
Kenntnisse tiber ganzrationale Funktionen sowie Steckbriefaufgaben zurtick.

Aufgabe 1: Verbindungsstrafie

Zwei parallel verlaufende Strafien sollen miteinander verbunden werden. Die Situation ist unten
mithilfe des GTR dargestellt worden (Angaben in Meter). Ziel ist es, eine Verbindungsstrafie zwi-
schen den bestehenden Strafsen zu schaffen. Diese soll mit einer ganzrationalen Funktion modelliert
werden. Drei mogliche Losungen konnten die unten dargestellten Grafenstticke sein.

El B
¥ P’
bestehende .
Strafle <0r
3at aak
20t oal
| bestehende I
1 Strafle % 18
=0 -0 g 10 =20 30 40 &0 40 20 -iog| 10 20 a0 40 &0 &0 70
Bl El
ki ¥
A 2 401
aar 30r
20t 20y
10} 14y
2 | | ] b4
0 20 -l0g| 10 20 &0 40 &0 &0 70 50 -20 -logy 1020 sS4 s s Y

a) Bestimme fiir die drei Verbindungsstrafsen die jeweilige Funktionsgleichung und {iiberpriife
Deine Losung mithilfe des GTR.

b) Erortere Vor- und Nachteile der einzelnen Losungen und formuliere Mindestbedingungen fuir
eine geeignete Trassierung,.

¢) Ein Ingenieur ist mit allen drei Losungen unzufrieden. Er moniert, dass bei allen drei Ubergan-
gen ein zu hohes Risiko bestehe, falls das Auto nicht rechtzeitig vor den Ubergingen die Ge-
schwindigkeit reduziert. Er fordert daher, dass bei beiden Ubergangspunkten (0/50) und (30/0)
Wendepunkte vorliegen sollen.

(1) Begriinde die Forderung des Ingenieurs und leite daraus den Mindestgrad der GRF ab.

(2) Ermittle eine Modellfunktion, die den Ingenieur zufriedenstellt. Zeichne sie mit dem GTR.
Zeichne auch die Grafen der Ableitung und beschreibe deine Beobachtungen.
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2.3 Trassierungsaufgaben

Aufgabe 2: Sprung-, knick- und kriimmungssprungfrei?®

Beim Ubergang von einer Trasse I in eine zweite Trasse II ist der Ubergangspunkt P von zentraler
Bedeutung. Aus nachvollziehbaren Griinden sollte sich Stiick II in A ltickenlos an Sttick I anschlie-
en. Man nennt einen solchen Ubergang dann sprungfrei (bzw. stetig).

N T P(a/b
@)/
-

Trasse I rasse II

Zusitzlich fordert man, dass sich im Punkt P kein Steigungssprung ergeben soll, damit das Lenkrad
nicht plétzlich ,herumgerissen” werden muss. Die beiden sich treffenden Kurven sollen also im
Ubergangspunkt P die gleiche Steigung besitzen. Ubergiénge, die im Ubergangspunkt die gleiche
Steigung haben, nennt man knickfrei (oder glatt bzw. differenzierbar).

SchliefSlich verlangt man noch, dass sich im Ubergangspunkt P auch das Kriimmungsverhalten nicht
sprunghaft andert. Uberginge, die im Ubergangspunkt auch in der zweiten Ableitung {ibereinstim-
men, nennt man kritmmungssprungfrei (kriimmungsruckfrei bzw. zweimal differenzierbar).

Um einen kriimmungssprungfreien Ubergang besser zu verstehen, muss geklidrt werden, was man
unter der Kriimmung versteht. Um ein Maf? fiir die mittlere Kriimmung Ax3° zu bekommen, be-
trachtet man die Richtungsanderung Aa (als Differenz zweier Steigungswinkel) im Verhaltnis zur
Lange As des Kurvenstiicks, auf der sich die Richtung &ndert (vgl. folgende Abbildung). Wird As

nun unendlich klein, erhilt man als Grenzwert gim0 2—: die lokale Kriimmung. Kurz gefasst: Die
S—

Kriimmung gibt das Ausmaf$ der Richtungsinderung auf einer bestimmten Strecke an.

/ /
de

Definition der Kriimmung;:

Mittlere Kriimmung Ak = Aa
As
= Lokale Kriimmungk = lim Aa
As—0 As
Oben ist die mittlere Kriimmung Ak stér-
[

ker, da bei etwa gleicher Strecke As die
grofiere Richtungsdanderung Ao besteht.

2 Tdee und Anregungen von Dr. A. Bornhoff, Dr. A. Rolf, Dr. J. Rolf unter http://www.langemathe-
nacht.de/autobahnkreuze/LMN %202012%20-%20Modul %20Autobahnen.pdf (29.7.2016) sowie von G.
Roolfs unter http:/ /nibis.ni.schule.de/~Ibs-gym/jahrgang112pdf/Strassenbau.pdf (29.7.2016)

30 Es handelt sich um den griechischen Buchstaben k (,,kappa“), der an Kriimmung erinnern soll.
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2.3 Trassierungsaufgaben

Beispiel: Ubergang von einer Strecke in einen Viertelkreis

Eine gerade Strecke hat offenbar die Krtiimmung Null. Ein Kreis besitzt eine
konstante Kriimmung, da sich die Richtung gleichmifiig dndert. Daher ist
der Ubergang A von einer geraden Strecke in eine viertelkreisformige Kurve

nicht kriimmungssprungfrei. Dies spiirt man als Autofahrer, wenn im Uber- N }&
gangspunkt A eine plotzliche auftretende Zentrifugalbeschleunigung den ei- /
genen Korper in den Gurt driickt. Gleiches gilt in umgekehrter Reihenfolge r
im Ubergangspunkt B.

a) Skizziere jeweils ein Beispiel fiir einen nicht sprungfreien, einen sprungfreien aber nicht knick-
freien, einen sprung- und knickfreien aber nicht kriimmungsruckfreien sowie einen kriim-
mungsruckfreien Ubergang dar.

b) Begriinde mit der obigen Definition, warum die lokale Kriimmung einer Geraden tiberall Null
ist und beim Durchlaufen des Viertelkreises mit dem Radius r gegen den Uhrzeigersinn 2 betragt.

A \ Die obige Definition zur Krimmung ist zwar geometrisch
y / sehr anschaulich, als Rechenwerkzeug aber eher ungeeignet.
v
i kann wird klar, wenn man beispielsweise eine Normalpara-

‘ Dass die zweite Ableitung kein Maf3 fiir die Krimmung sein
>N / bel mit f(x) = x* betrachtet. Die zweite Ableitung betragt
7

hier f”(x) = 2. Dies hiefle, dass die Normalparabel tiberall

;
' / ] die gleiche Kriimmung hitte.
1 - ! |
d | Um eine Recheninstrumentarium zu bekommen, versucht
— P X| man einen Grafen einer Funktion f an jeder Stelle durch einen
'_1/ 1 > » Kreis k mit der Kriimmung < (vgl. Aufgabe b)) anzunéhern.

4' ‘ Dabei soll an jeder Stelle a gelten: k(a) = f(a) Ak’'(a) = f'(a) A

k”(a) = f’(a). Im Beispiel rechts wurde der Graf von f sowie
der dazugehorige Kriimmungskreis an der Stelle a =1 dargestellt. Dieser Ansatz fithrt mit ein wenig
Rechenaufwand? zu einer Formel fiir den Kriitmmungsradius r und als Kehrwert fiir die Kriim-
mung K:

W

£ (a)

_ (+r@PR)" _
r(a) = und k(a) = OB

F(a)

c) Bestimme die Kriimmung x(a), falls a eine Extremstelle bzw. eine Wendestelle ist. Ermittle das
Vorzeichen der Kriimmung, falls der Graf von f rechts- bzw. linksgekriimmt ist.

Merke:
(1) Zwei Graphen von Funktionen f und g heiflen im Ubergangspunkt P(a/b) ...

e sprungfrei, falls f(a) = g(a).
o knickfrei, falls f'(a) = g’(a).
o krimmungsruckfrei, falls {(a) = g’ (a).

(2) Die Kritmmung ist ein Maf fiir die Richtungsédnderung pro zurtickgelegter Strecke. Geraden
haben die Kriimmung Null, Kreise mit Radius r eine konstante Kriimmung :. In Wendepunk-
ten ist die Kriimmung immer Null, an Extremstellen entspricht sie dem Wert der zweiten Ab-
leitung an dieser Stelle.

31 Eine Herleitung findet man z. B. von G. Roolfs unter http://nibis.ni.schule.de/~Ibs-gym/Analy-
sisTeil4pdf/Kruemmungskreis.pdf (28.7.2016)
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2.3 Trassierungsaufgaben [[E NN

Aufgabe

Beim Bau von Strafien gilt es Straflenkuppen oder -senken moglichst holperfrei zu tiberwinden.
Dazu konnen ganzrationale Funktionen verwendet werden. In der nachfolgenden Abbildung sind
die beiden Strafienstiicke angegeben, die es geeignet zu verbinden gilt [1 Kastchen entspricht 1 LE].

3: Stralenkuppe3?

a) Ubertrage die Situation in ein geeignetes Koordinatensystem und ermittle eine Funktion mog-
lichst niedrigen Grades, deren Graph zum Ausrunden der beiden Strafienstticke vor und nach
der Kuppe geeignet ist, so dass die Uberginge sprung- und knickfrei sind.

b) Zeige, dass die Uberginge nicht kriimmungsruckfrei sind und gib an, welchen Grad die Mo-
dellfunktion von zwei sprung-, knick- und kriismmungsruckfreien Ubergangen haben miisste.
Ermittle eine ganzrationale Funktion niedrigsten Grades, dessen Graf sprung-, knick- und
kriitmmungsruckfreien Ubergange garantiert.

c) Stelle die Situationen in a) und b) mithilfe des GTR dar.

Zwei parallel verlaufende Strafien sollen wie in Aufgabe
1 miteinander verbunden werden. Die Funktion f}, 4 mit

der Gleichung fy,q(x) = %- (d—x%)2 (b, d > 0) soll die
neue Verbindungsstrafse beschreiben.

Aufgabe 4: Trassierung der Verbindungsstrafie mit einer Funktionsschar33

bestell\ende * y
Strafle

a) Bestimme die Parameter b und ¢ und gib den Grad ' ' 'f
der Funktionenschar fy, 4 an. 50 m \

b) Berechnef, 4'(x) und f, 4" (x) und zeige, dass die
Verbindungsstrafie knick- aber nicht kriimmungs- | | | \\ -
sprungfrei in die bestehenden Strafien einmiindet.

| | | \ bestehende
¢) Bestimme den Wendepunkt der Verbindungsstrafie 30 m Strafie
fur b = 16200 und d = 900 [fiir beliebige b und d]. \

yx

d) Stelle die Situation mit dem GTR dar fiir unterschiedliche Werte fiir b und d in der Ndhe der
Werte b = 16200 und d = 900 und untersuche, welchen Parameter man verdndern miisste, wenn
die beiden parallelen Straien statt 50 m einen anderen Abstand hitten, aber der horizontale Ab-
stand der beiden Straflen unverandert bei 30 m bliebe.

32 ]dee aus Fokus Mathematik fiir die Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015)
33 Idee aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2012).
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2.3 Trassierungsaufgaben

Aufgabe 5: Trassierung von Autobahnkreuzen34

Die folgenden Abbildungen zeigen vier verschiedene Bauformen von Autobahnkreuzen in verein-
fachter typisierter Darstellung®.

Turbine Kleeblatt Malteser Windmiihle

a) Diskutiere innerhalb Deiner Tischgruppe die vier dargestellten Varianten hinsichtlich der Kri-
terien ,Platzbedarf”, ,mogliche Geschwindigkeiten beim Autobahnwechsel” und ,Kosten
durch aufwéndige oder viele Briicken". Nenne Beispiele fiir Dir bekannte Autobahnkreuze.

Die folgende Darstellung beschreibt die Linksabbiegung in einem Uberwurf-Kreuz. Vereinfachend
nehmen wir an, dass das Kreuz rechtwinklig ist und die gesamte Trasse in drei Teile zerlegt werden
kann, wobei der mittlere Teil ein Viertelkreis mit Radius r ist.

N T D,(0/t)

C.(r/0) x
-

A,(-t/0)
®

34 Idee von Dr. A. Bornhoff, Dr. A. Rolf, Dr. J. Rolf unter http://www.langemathenacht.de/autobahn-
kreuze/LMN %202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf (29.7.2016).
3 https:/ /de.wikipedia.org/wiki/ Autobahnkreuz (29.7.2016)
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2.3 Trassierungsaufgaben

Ziel: Gesucht ist eine ganzrationale Funktion, die Trassensttick I beschreibt. Folgende Modellan-
nahmen wollen wir machen:

(1) In den Punkten A und B ist die gesuchte Kurve mit der Fahrbahn der Ausgangs-Autobahn (x-
Achse) und dem Kreisbogen II (Trassenstiick II) verbunden.

(2) Der Ubergangspunkt A ist knickfrei und kriimmungssprungfrei.

(3) Beim Ubergangspunkt B wird von einem knickfreien Ubergang ausgegangen.

Wir nehmen zunéchst an, dass r = 50 und t = 100 ist. Es gilt also: A(-100/0) und B(0/-50).

b) Skizziere die Situation in Deinem Heft und markiere die Bereiche, wo das Trassensttick I links-
bzw. rechtsgekriimmt ist: Begriinde, warum Trassensttick I durch eine ganzrationale Funktion
mindestens vierten Grades beschrieben wird.

c) Ermittle eine ganzrationale Funktion f vierten Grades, welche die Modellannahmen (1) bis (3)
erfiillt. [Kontrollergebnis: f(x) = 1,5-107¢ - x* + 4-107* - x*> + 0,03 - x> — 50 (—50 < x < 0)]

d) Untersuche die Funktion f fiir —50 < x < 0 auf ihr Kriimmungsverhalten.

e) Zeige, dass der Ubergang B nicht kriimmungsruckfrei ist. [Tipp: Merksatz (2) in Aufgabe 2]

. . . 3 8 6
Gegeben sei eine Funktionsschar f,¢mit f..(x) = t—‘f x* + t—; -x3 4+ t—; x2—r(-t<x<0,r,t=0).

Definition: Eine Funktion f; mit f, (x) = g xt + % -x3 + g x2—r(-t<x<0,r,t=>0) be-
schreibt in Abhangigkeit der beiden Parametern r und t eine Schar von Funktionen ganzrationa-
ler Funktionen vierten Grades. Die Parameter r und t heifSen Scharparameter der Funktionenschar
und sind beliebig aber feste Zahlen, wihrend die Zahl x als Variable standig variieren darf.

f) Weise nach, dass die Funktionsschar f.; die Bedingungen (1) bis (3) fiir die Ubergangspunkte
A(-t/0) und B(0/-r) erfiillt und somit Modellfunktion fuir die Trasse I ist.

g) In der folgenden Abbildung werden vier Grafen der Funktionsschar dargestellt.
A

y
-250 | -225 | -200 | -1757 T o\-7 -\_%'0‘\225 ol | 25 Jo 75
>\ S

|

Gib jeweils die Parameter r und t an und entscheide begriindend mithilfe von Aufgabe 2, welche
der vier Grafen zur Modellierung von Trassenstiick I am besten geeignet ist.

\ Aol

h) Untersuche mit dem GTR fiir verschiedene Werte fiir r und t, wie bei vorgegebenen Kurvenra-
dius r der Parameter t gewihlt werden muss, damit auch der Ubergangspunkt B; kriimmungs-
ruckfrei ist.

i) Ermittle rechnerisch eine Bedingung fiir r und t, so dass der Ubergangspunkt B kriimmungs-
ruckfrei ist. [Tipp: Merksatz (2) in Aufgabe 2]
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2.3 Trassierungsaufgaben [[ECN

Zur Erinnerung: Ein krimmungsruckfreier Ubergang bedeutet anschaulich, dass es einen Kreis
gibt, der sich an beide Kurvenstticke gleichermafien , anschmiegt”. Dies ist in folgender Abbil-
dung fiir die rote Kurve der Fall.

A
y
A RN
W N
// 25 \\
/"‘.250 ‘A173 floc A 50 50 X’
-250 | -225 | -200 - -1 0 -75~\-50 ™25 |0 25 75
T —— ! ~ N
~ K /
—~\] 7
BSO

E Zusatzaufgaben (ler-Aufgaben)

j) Begriinde, dass sich der Viertelkreis im Kurventeil IT durch die Funktion k, mit der Funktions-
gleichung k. (x) = —vVr?2 — x? und 0 < x < r beschreiben ldsst. [Tipp: Satz des Pythagoras]

k) Leite die obige Gleichung der Funktionsschar f, her, indem Du allgemein fiir die Ubergangs-
punkte A(-t/0) und B(0/-r) fiinf Bedingungen fiir eine ganzrationale Funktion vierten Grades
aufstellst und dann das entstehende lineare Gleichungssystem in Abhingigkeit von r und t mit
der Gauf3verfahren 16st.36

3% Aufgabe kann von den Schiilern erst gelost werden, wenn das Gaufiverfahren eingefiihrt wurde. Dies ge-
schieht in der Regel im zweiten Halbjahr der Q1 im Rahmen der analytischen Geometrie.
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2.4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen [[EUEN

2.4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

In diesem Kapitel wollen wir erneut Modellfunktionen finden, die uns helfen Optimierungsprob-
leme zu 16sen. Dabei beschéftigen wir uns einerseits mit geometrischen Optimierungsaufgaben und
Aufgaben zur Gewinnmaximierung. Solche Aufgaben werden oft mit dem Begriff Extremwertauf-
gaben umschrieben. Abschliefiend fassen wir das in die Vorhaben Gelernte beztiglich des Modellie-
rens und der vier Stufen des Modellierungsprozesses (Modellierungskreislauf) zusammen.

Geometrische Optimierungsprobleme

Ein Holzbalken, wie er zum Beispiel in einem Dachstuhl %
verwendet wird, soll eine moglichst hohe Tragfahigkeit §
aufweisen. Solche Balken sind meist nicht von quadrati- Broe
schem Querschnitt, sondern hoher als breit. Das ist sinn-

voll, denn iiberlege Dir z. B., wie Du ein Lineal halten wiirdest, wenn es sich nicht durchbiegen oder
gar brechen soll. Die Tragfihigkeit des Balkens ist proportional zu seiner Breite b und zum Quad-
rat seiner Hohe h. Seine Tragfshigkeit kann deshalb durch den Term T(b,h) = b - h? beschrieben

werden. 38

Aufgabe 1: Zimmermannsregel und Tragfihigkeit eines Balkens3”

b

a) Bestimme die optimalen Mafse eines Balkens, der aus Rundholz
mit dem Durchmesser 30 cm geschnitten wird und eine moglichst
hohe Tragfahigkeit aufweisen soll.

b) Aus Platzgriinden soll aus dem Rundholz mit einem Durchmesser -

von 30 cm ein Balken ausgeschnitten werden, der nicht breiter als
14 cm ist. Ermittle die optimalen Maf3e fiir die neue Situation.

c) Beurteile aufgrund des errechneten Wertes die Qualitdt der Zim- [\
mermannsregel sowie der Faustregel. b

Zimmermannsregel Faustregel

Teile den Durchmesser eines
kreisformigen Querschnitts des
Baumstammes in 3 gleiche
Teile. Errichte in den Teilungs-
punkten jeweils das Lot. Damit
erhdltst du den Balkenquer-
schnitt.

Breite : Hohe=5:7

d) Lése die Aufgabe 1a mithilfe der Formel T(b, h) = k- b - h%, wobei k > 0 eine beliebige aber feste
Proportionalitdtskonstante ist. Der Baumstamm hat dabei einen Durchmesser von D cm.

37 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015).

% Eigentlich miisste der Term T(b, h) wegen der Proportionalitit zu b und h?mit einem Proportio-
nalitdtsfaktor k versehen werden, so dass T(b,h) = k- b - h?. Warum kann aber zur Lésung der Auf-
gabe k =1 gewd&hlt werden?
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2.4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

a) In einem Koordinatensystem fiir xe[0; 2] ist ein Parabelbogen mit der Gleichung f(x) = 4 — x*
gegeben. Zu jeder Stelle a mit 0 < a <2 gibt es ein Rechteck A, von dem eine Seite auf der x-Achse
liegt und sich zwei Ecken auf dem Parabelbogen befinden (vgl. Abbildung).

Aufgabe 2: Extremwertaufgaben im Koordinatensystem

Bestimme die Seitenldngen des Rechtecks mit dem grofiten Flacheninhalt [grofitem Umfang].
A

y

YP(a|f@))

\ Aol

-1

a) Lose folgende , Koordinatensystem-Extremwertaufgaben”:

(1) Ein moglichst grofies Rechteck soll bestimmt werden, das in einem Koordinatensystem nach
unten von der x-Achse, nach links von der y-Achse und nach oben und rechts vom Grafen
der Funktion f mit f(x) = 9 — x? begrenzt wird.

Bestimme die Breite und die Hohe des Rechtecks. Mache vorher eine Skizze.

(2) Ermittle den kleinste Abstand vom '} I
Punkt (3/0) zur Parabel f(x) = x2. [Tipp: Y /
Betrachte als Zielfunktion das Quadrat 4T f /

der Langenfunktion.]

(3) Gegeben ist die Funktion f mit der Glei- (affca)) B
chung f(x) = 1+ :x3. Die vier Punkte 2 /

FamnY
7

A(3/0), B(3/f(a)), C(a/f(a)) D(a/0) legen //

fiir die Zahl a mit 0 < a < 3 ein Rechteck . /

fest. Die Situation ist in der Abbildung | / g A ]

rechts dargestellt. 2 /-1 0 1 |a2 ] 4 X
D | A i

Zeige, dass fiir den Fliacheninhalt des
Rechtecks A(a) = — a* + %a?’ —a+ 3 gilt / 14
und untersuche, fiir welches a der Fli-

cheninhalt maximal wird.
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2.4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Aufgabe 3: Werbeschilder?®

Herr Miiller mochte im parabelférmigen Teil der Durchfahrt zu seinem Schrottplatz ein moglichst
grofles rechteckiges Werbeschild anbringen. Auch seine Konkurrenzfirma Schmitz méchte ein mog-
lichst grof3es rechteckiges Schild montieren. Allerdings hat der entsprechende Teil die Form eines
gleichschenkligen Dreiecks. Die beiden folgenden Abbildungen verdeutlichen die Situation.

2,50m 2,25 m
Schrottplatz Miiller Schrottplatz
Schmitz
> < >
6,30m 6,00 m

Bestimme die Mafse der beiden , optimalen” Werbeschilder.

Eine Fertigsuppenfirma verkauft ihre Produkte in Konservendosen mit 750 ml Inhalt.

Aufgabe 4: Die optimale Dose - Losungsstrategie bei Extremwertaufgaben

Material verbraucht werden.

a) Bestimme den Durchmesser und die Hohe dieser ,optimalen” Dose.

b) Eine Losung der gestellten Aufgabe kann in einer PPP eigesehen werden. Die PPP findest du
unter www.maspole.de. Ubertrage die Losungsstrategie in Dein Heft und bearbeite mithilfe des
dargestellten Rasters die nachfolgenden ,, Volumen-Oberfldche-Aufgaben”.

(1) Ein Erfrischungsgetrank soll in zylindrischen Dosen aus Weifsblech angeboten werden. Das
Volumen einer Dose soll 0,33 1 betragen. Aus Kostengriinden soll der Materialbedarf pro
Dose durch giinstige Formgebung moglichst niedrig gehalten werden. Berechne den Radius
und Hohe einer solchen ,,optimalen” Dose.

(2) Eine Firma will fiir Hobbygértner zylinderformige Regentonnen herstellen, die bei minima-
lem Materialbedarf maximales Volumen besitzen. Bestimme die Abmessungen, wenn 2 m?
Material je Regentonne zur Verfiigung stehen. Lose die Aufgabe allgemein fiir a m2 Material.

(3) Gegeben ist ein Kegel, dessen Grundfldche den Radius 3 cm hat, und der 10 cm hoch ist. In
diesen Kegel soll ein Zylinder einbeschrieben werden, der das maximale Volumen hat. Be-
stimme die Hohe des Zylinders. [Tipp: Strahlensatz.]

c) ler-Aufgabe: Gegeben ist ein Kegel A, dessen Grundfldche den Radius 4 cm hat, und der 10 cm
hoch ist. In diesen Kegel A soll ein Kegel B einbeschrieben werden, der mit seiner Spitze auf der
Grundfldche des Kegels A steht. Ermittle die Hohe des Kegels B, wenn er (a) das maximale Vo-
lumen und (b) die minimale Oberfléche hat.

3 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015).
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Aufgaben zur Gewinnmaximierung

Die Bratwdiirste von Herrn Heinze sind beliebt: Im Durchschnitt verkauft er pro Tag 250 Bratwiirste
im Brotchen fiir 1,80 € pro Stiick. Aber die Kosten machen ihm Sorgen, sie steigen und steigen. Rech-
net er die festen Kosten fiir den Strom und die Standmiete auf einen Tag um, sind es nun schon 90
€ pro Tag. Und die Ausgaben pro Bratwurst fiir Wurst, Brotchen, Senf Currysauce und Serviette
betragen inzwischen 1,20 €. Herr Heinze wird nicht mehr um eine Preiserhchung herumkommen
und tiberlegt sich deshalb: , Erhohe ich den Preis um 10 Cent, verkaufe ich pro Tag ein Brotchen
weniger, erhohe ich um 20 Cent, sind es schon vier Bratwiirste weniger, bei 30 Cent sogar neun, bei
40 Cent 16 Bratwiirste usw.”

Aufgabe 5: Kalkulation am Bratwurststand 4

a) Begriinde, dass es sich bei Herrn Heinzes Annahme eines nichtlinearen Zusammenhangs zwi-
schen Preiserh6hung und Absatzriickgang verntinftig ist.

b) Stelle fiir die Kostenfunktion K und die Gewinnfunktion G die Funktionsterme K(n) und G(n)
auf, wobei n die Anzahl der Erh6hungen des Preises jeweils um 0,10 € ist. Untersuche, bei wel-
chem Verkaufspreis der Gewinn maximal wird.

Eine Kaffeerosterei setzt bei einem Verkaufspreis von 10 € pro Kilogramm erfahrungsgemafs etwa
10000 kg pro Monat ab. Aufgrund seiner langjahrigen Erfahrung vermutet der Geschiftsfiihrer, dass
eine Verkaufspreisreduzierung um jeweils 25 Cent zu einem Mehrumsatz von 2000 kg pro Monat
fiihren wiirde. Die Selbstkosten betragen nahezu unabhingig vom Absatz 5,50 € pro Kilogramm.

Aufgabe 6: Kaffeerosterei 41

a) Bestimme den Gewinn fiir die Verkaufspreise von 10 €, 9,50 € und 6 €.
b) Stelle allgemein die Gewinnfunktion auf und bestimme den fiir die Firma besten Preis.

c) Diskutiert anschlieflend den oben beschriebenen Ansatz und beschreibt einen realistischeren
Zusammenhang von Preissenkung und Gewinn.

Die Gesamtkosten fiir die Herstellung von x tausend Einheiten einer Ware lassen sich flir 0 < x <9
berechnen mit K(x) = 2x3 — 16x? + 48x + 100. Der Erlos E fiir den Verkauf von x tausend Einheiten
dieser Ware betrdgt E(x) = 144x — 16x°.

Aufgabe 7: Kosten - Einnahmen - Gewinn 4

a) Untersuche, bei welcher Produktionsmenge die durchschnittlichen Herstellungskosten % am
geringsten sind.

b) Bestimme die Produktionsmenge, die den grofsten G mit G(x) = E(x) - K(x) garantiert.

40 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015).
41 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015).
42 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015).
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2.4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Modellierungskreislauf

Die Idee des mathematischen Modellierens von Sachproblemen kann in dem abgebildeten Model-
lierungsprozess, der eventuell mehrfach durchlaufen werden muss, schematisch dargestellt werden.
Dabei wird das mathematische Modell durch eine Funktion beschrieben, die dem Sachproblem am
besten entspricht.

Aufgabe 8: Was haben wir gelernt? 43

Vereinfachen,
Reale ‘ Strukturieren ‘ Reales
Situation > Modell
Anwenden,
Interpretieren, Mathematisieren
Validieren
Mathematische . Mathematisches
Resultate k mathematische Modell
Uberlegungen

Das Ziel des Modellierungsprozesses ist das Anwenden, Interpretieren und Validieren der mathe-
matischen Losungen in der Praxis. Dies kann zur Bestédtigung der Modellannahmen, zu Aussagen
tiber Realsituationen oder zu sinnvollen Prognosen fiithren oder diese auch widerlegen.

a) Arbeitet als Tischgruppe heraus, welche Aspekte ihr innerhalb des Modellierungskreislaufs in
diesem Unterrichtsvorhaben kennengelernt habt. Gab es Bereiche, die besonders oft vorkamen
bzw. Prozesse, die nur sehr selten oder gar nicht angesprochen wurden?

b) Verdeutlicht die vier Stufen des Modellierungskreislaufes mit einem selbst gewéahlten Beispiel,
das ihr als Tischgruppe (PPP, Folie) vortragen sollt. Die Prasentation muss von der gesamten
Gruppe gleichermafien getragen werden.

4 HENN, H.-W.: Mathematik und der Rest der Welt. In: mathematiklehren 113, 4-7 (2002).
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2.5 Kontrollaufgaben

2.5 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben

g
=
AR
0 2
Ich kann ... @ E)‘ 2
EEELE
®) 3} <
z | 8|7 8|9

Nullstellen einer GRF dritten Grades ohne GTR berechnen. 1a)

die geometrische Bedeutung der ersten Ableitung angeben, eine Tan-
gente einzeichnen und deren Gleichung zeichnerisch und rechnerisch | 1b), 1c)
ermitteln.
einen Grafen einer GRF auf sein Kriimmungsverhalten untersuchen. | 1d)
begriindend entscheiden, ob Aussagen beziiglich des Kriimmungs-
verhaltens einer Funktion zutreffend sind.

einen Grafen einer Funktion skizzieren, wenn bestimmte Eigenschaf-
ten durch Funktionswerte der Funktion, der Ableitungsfunktion und | 3a)
der Funktion der zweiten Ableitung vorgegeben sind.

auf der Basis eines Grafen relevante Informationen fiir deren Bestim-
mung angeben und damit die Funktionsgleichung bestimmen.
eindeutig bestimmte Steckbriefaufgaben zu GRF 16sen. 4a), 4b)
eine unterbestimmte Steckbriefaufgabe einer GRF losen und die Glei-
chung der Funktionsschar angeben. )
eine Parabelschar mittels Diskriminante auf Nullstellen untersuchen. | 4c)
Geradengleichungen anhand eines Schaubildes bestimmen. 5a)
erldutern, was ein sprung- und knickfreien Ubergang bedeutet. 5b)
einen Straflenstiick mit zwei knick- und sprungfreien Ubergingen
mittels einer GRF dritten Grades modellieren und die Gleichung der | 5¢)
Modellfunktion berechnen.

rechnerisch nachweisen, dass das Strafdenstiick nicht durch eine Funk
tion zweiten Grades modelliert werden kann.

rechnerisch zeigen, dass Ubergénge nicht kriimmungssprungfrei
sind und den Grad fiir eine mogliche Modellfunktion mit kriim- 5e)
mungssprungfreien Ubergingen begriindend angeben.
Extremwertaufgaben mit einer geometrischen Aufgabenstellung un-
ter Verwendung gebrochen rationaler Zielfunktionen und der 5-
Schritt-Vorgehensweise (Zielfunktion, Definitionsbereich, Nebenbe-
dingung, Extremwertbestimmung, Antwort) 16sen.

eine Extremwertaufgabe mit einer geometrischen Problemstellung
unter Verwendung einer ganzrationalen Zielfunktion und der 5- 6¢)
Schritt-Vorgehensweise 16sen.

eine Extremwertaufgabe unter Einbeziehung der Koordinatengeo-
metrie und ganzrationaler Modellfunktionen Isen.

eine Extremwertaufgabe zur Gewinnmaximierung unter Verwen-
dung einer ganzrationalen Zielfunktion und der 5-Schritt-Vorgehens- | 7a)
weise losen.

durch Transformation der Variablen eine Gewinnfunktion in Abhéan-
gigkeit von der Stiickzahl statt der Preissenkung herleiten.

6a), 6b)

6d)
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2.5 Kontrollaufgaben [N

Teil I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1: Kurvenuntersuchung

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x3 + 6x* + 12x. Ein Ausschnitt des Grafen von f ist im Folgen-
den dargestellt.

A B

a) Bestimme alle Nullstellen von f.
b) Berechne f'(-1) und interpretiere diesen Wert geometrisch.

c) Zeichne die Tangente t an den Grafen von f im Punkt P(-1/-7) ein und ermittle zeichnerisch und
rechnerisch eine Funktionsgleichung t(x) der Tangente t.

d) Weise nach, dass W(-2/-8) ein Rechts-Links-Wendepunkt mit waagerechter Tangente ist.

Aufgabe 2: Wahr oder falsch?

Entscheide begriindend bei jeder der drei folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist.

a) Zwischen 2 Wendepunkten eines ganzrationalen Funktionsgrafen liegt immer 1 Extrempunkt.
b) Zwischen 2 Extrempunkten eines ganzrationalen Funktionsgrafen liegt immer 1 Wendepunkt.

c) Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat immer 1 Wendestelle.
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2.5 Kontrollaufgaben

Aufgabe 3: Funktionseigenschaften#

a) Skizziere im nachfolgenden Koordinatensystem den Grafen einer Funktion g, wobei die folgen-
den Eigenschaften deutlich werden sollen:

(1) g(0) = 4 2)g@)=0 (3) g'@>0

A

Y

i

\ Aol

b) Gegeben ist der Graf einer ganzrationalen Funktion f vierten Grades, der achsensymmetrisch
zur y-Achse ist.

(o]

-h

>

-2 -1 |0 1 2

(1) Gib Bedingungsgleichungen an, welche die Funktionsgleichung des Grafen eindeutig fest-
legen und markiere die Informationen in der obigen Abbildung.

(2) Ermittle die Funktionsgleichung der GRF.

4 modifiziert nach einem Vorschlag des Ministeriums als Vorbereitung auf Das Zentralabitur 2017

97



2.5 Kontrollaufgaben NN

Teil II: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 4: Steckbriefaufgaben

Skizziere mithilfe der Angaben den gesuchten Grafen und ermittle die dazugehorige Funktions-
gleichung. Uberpriife Deine Losung mit dem GTR.

a) Der Graf einer ganzrationalen Funktion 4. Grades ist zur y-Achse symmetrisch und hat in
W(1/3) einen Wendepunkt. Die Steigung an der Stelle x = 1 hat den Wert -2.

b) Der Graf einer ganzrationalen Funktion f vom Grad 3 ist punktsymmetrisch zum Ursprung, ver-
lauft durch A(1/2) und hat fiir x =1 eine waagerechte Tangente.

c) Gegeben sei folgender Steckbrief, der zu einer Schar von Parabeln fiihrt: Eine nach unten geoff-
nete Normalparabel verlduft durch den Punkt (3/0).

Bestimme die Funktionsgleichung der Parabelschar und ermittle in Abhéngigkeit vom Schar-
parameter die zweite Nullstelle.

Aufgabe 5: Trassierung

Die Abbildung zeigt zwei geradlinig verlaufende Strafienstticke AC und BD. Es soll nun eine Kurve
gefunden werden, welche die Strafienstiicke miteinander verbindet. Die Ubergénge von A und B
sollen sprungfrei und knickfrei sein.

A ‘
y —'-%
N\
51 ‘r, N
f, N
/ \
oy 3y
¥i
/
3117
!
11 h
2 I
1
1+
I i
'}

a) Bestimme Gleichungen der Geraden durch die Punkte A und C bzw. B und D.
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2.5 Kontrollaufgaben [N

b) Erklire, was ein sprung- und knickfreier Ubergang anschaulich bedeutet.
c) Ermittle eine Funktion dritten Grades, welche die vorgegebene Situation modelliert.
d) Untersuche, ob das Kurvenstiick auch durch eine Parabel modelliert werden konnte.

e) Zeige, dass f in beiden Ubergingen nicht kriimmungssprungfrei ist und begriinde, welchen
Grad eine Funktion haben miisste, damit beide Ubergénge kriimmungssprungfrei sind.

Aufgabe 6: Extremwertaufgaben

a) Ein Rechteck hat den Fldcheninhalt 900 cm?2. Bestimme die Seitenldngen des Rechtecks mit dem
kleinsten Umfang und gib den minimalen Umfang an. [Kontrollergebnis zum Weiterarbeiten:
U(x) = 2x + 1800x 1]

b) Es sollen zylinderférmige Blechdosen mit einem Volumen von 500 cm? hergestellt werden. Be-
stimme den Radius r und Hohe h, damit der Blechverbrauch moglichst klein ist. (Die Blechstédrke
bleibt unberticksichtigt.)

c) Essoll ein nach oben offenes quaderformiges Terrarium gebaut
werden, das doppelt so lang wie breit ist (vgl. Abb. rechts). Sta-
bilisiert wird es mithilfe von Winkeleisen. Zwei fortlaufende
Meter Winkeleisen sind vorhanden. Welche Maf3e hat unter die-
sen Bedingungen ein Terrarium mit maximalen Volumen?

Ermittle die ,,optimalen” Mafle des Terrariums. [Kontrollergeb-
nis zum Weiterarbeiten: V(x) = x* — 3x3] (10P)

d) Der Graf der Funktion f mit f(x) = % (x3 — 3x% — 9x + 43) schneidet die Gerade g mit g(x) = 2 in
den Punkten A(-3/2) und D(3/2) (vgl. Abbildung). Fiir -3 < a < 3 bilden die Punkte A, B(a/2)
und C(a/f(a)) ein Dreieck. Bestimme a, so dass dieses Dreieck maximalen Fldcheninhalt hat.

y /

A

N\
\
/
\ ‘/cn

N\ /

C(alf(a)) /

\
\
w \4:
N
g

g _ B(al2) | D

¥y x

1
(8]
1
NN
1
w
1
N
1
[y
o
fa) [ SR P E—
—
N
W
.Y
(851
(@)
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2.5 Kontrollaufgaben

Aufgabe 7 (Gewinnmaximierung)

Ein Chemiker aus den USA behauptet, dass man zukiinftig nicht mehr zu duschen brauche. Statt-
dessen konne man sich téaglich mit seiner Bakterienldsung einspriithen. Die 250-ml-Flasche kostet 200
€. Die Herstellungskosten betragen 100 € pro 250-ml-Flasche. Im ersten Monat verkauft der Chemi-
ker nur 100 Flaschen. Nun mochte er den Gewinn maximieren und nimmt an, dass bei einer Preis-
senkung um x € monatlich x2 Kunden hinzugewonnen werden kénnen.

a) Untersuche, wie stark der Preis reduziert werden muss, damit der monatliche Gewinn maximal
wird. Bestimme die Anzahl der dabei monatlich verkauften Flaschen. [Kontrollergebnis zum
Weiterarbeiten: G(x) = —x3 4+ 100x% — 100x + 10000]

b) Sei N die Anzahl der monatlich verkauften Flaschen. Zeige: Fiir den monatlichen Gewinn G gilt:

G(N) = N- (100 — VN — 100).
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2.6 Losungen

2.6 Losungen

2.1 Noch fit? - Funktionsuntersuchung mit Steigung und Kriimmung
Ableitungen (f*, f” und f"") bestimmen: f'(x) =1,5x* — 8x + 8; f"(x) =3x — 8; f "(x) = 3

3a) Symmetrie; Es liegt keine besondere Symmetrie vor, da in f(x) Potenzen von x mit geraden und
ungeraden Exponenten vorkommen

3b) Verhalten im Unendlichen/nahe Null: Das Verhalten im Unendlichen héngt von g(x) = %X3ab.

Der Graf verlduft von links unten nach rechts oben. Das Verhalten nahe Null wird durch h(x) = 8x
bestimmt. Der Graph nahert sich in der Umgebung von Null der Geraden y = 8x an.

3c) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: Fiir x = 0 gilt f(0) = 0. Daher ist der Ursprung Schnitt-
punkt des Graphen mit der x- und y-Achse. Fiir die weiteren Schnittpunkte mit der x-Achse gilt:

f(X)=%X3—4X2+8X=O@X(%X2—4X+8)=0<:X=0V%X2—4X+8=O@X=OVX2—

8x+16=0©x=0V (x—4)2 =0 x=0 V x = 4. Der weitere Schnittpunkt lautet (4/0). Insbe-
sondere ist 4 eine doppelte Nullstelle.

3d) Extrempunkte:

1) Notwendige Bedingung: £'(x) =0 2) Hinreichende Bedingung: £"(x) = 0 und £""(x) # 0
1,5x* —8x+8=0 o x% — ?x + ? =0 £’ (g) =3 -% —8=—4: g ist lokale Maximumstelle

o x= % oder x = 4 Mogliche Kandidaten {“(4) =3-4 -8 = +4: % ist lokale Minimumstelle

fiir lokale Extremstellen sind% und 4. 3) y-Werte der Extrempunkte: f(%) = % und f(4) =0

Insgesamt gilt: H (g / %) lokaler Hochpunkt und T(4/0) lokaler Tiefpunkt.

3e) Wendepunkte:
1) Notwendige Bedingung: f"/(x) =0 2) Hinreichende Bedingung: f""(x) = 0 und f"""(x) # 0
3x—-8=0e x= g. Moglicher Kandidat |f* (g) =3 >0: g ist Re-Li-Wendestelle (,,ReLiP0”)
o . .8

fiir eine Wendestelle ist ~ 3) y-Wertes des Wendepunktes: f(g) = i—:
Insgesamt gilt: W (3E / %) ist Rechts-Links-Wendepunkt
3f) Graph:

X -0,25 |0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

y -23 |0 306 |45 4,7 4 2,8 1,5 0,4 0 0,6 2,5
B [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y7=(112)%x"*(3)—4xx2+8xx Y7=(112)%x"(3)—4xx2+8xx Y7=(112)%x"(3)—=Axx2+8xx

-1 1 2 3 4 5 [ ﬁﬂx -1 m 1 2 B 7MIN -1 1 2 3 4 EY—BBERE’:?[CH

X=1.33B333868  Y=4.740740741 =4 v=0 X=2.668666667  Y=2.37037037
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2.6 Losungen

3g)

_1,5_ 1.3
f(x)—sx $X

f(x) =x*—x3

f(x) =x°+x3+x

Symmetrie

Punktsymmetrie

keine Symmetrie

Punktsymmetrie

Verhalten an den Randern

von links unten
nach rechts oben

von links oben
nach rechts oben

von links unten
nach rechts oben

MAX

Ll—\J MIN
1 ¥=-0.10646875

X=0.76

Verhalten nahe Null wiey = — §X3 wiey = —x3 wiey = x
Extrempunkte H(-1/0,13), T(1/-0,13) T(0,75/-0,11)
Wendepunkte W(0/0) (Sattelpunkt) | W(0/0) (Sattelpunkt)

e: igi{,g:’ji%i";man an:]isen B l‘f,’f?é,fifig,‘i‘i‘i" anzeigen
Graf DA

=0
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2.6 Losungen

2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Aufgabe 1
In Abbildung 1 ist nur eine Parabel moglich, in _1‘ ty _5 Ty
Abbildung 2 nur eine Gerade. In Abbildung drei B -
ist kein Graf einer Funktion méglich. //H\\ /1*{ -

X ° X
Begriindung: Wiirden in 1 die 3 Punkte auf ei- _-Ajl/ 0 \1\(: > —:A_”'i/ 0 '
ner Geraden liegen wiére die Steigung zwischen / \
jeweils 2 Punkten immer eine andere. Die 3 -1 , -1
Punkte in 2 kdnnen nicht auf einer Parabel lie- / |Y =‘ -)l(:'\-l \ y=-0’?x+0,5

L ||

gen, da die mittlere Steigung zwischen je zwei
Punkten immer konstant 1 ist. Dies ist bei einer Parabel nicht moglich. In 3 kann kein Graf einer
Funktion durch die 3 Punkt verlaufen, da dann fiir den x-Wert 0,5 2 Funktionswerte existierten.

Die Funktionsgleichung der Parabel in 1 lautet y = -x2 + 1, die der Geraden in 2 ist y = 0,5x + 0,5.

Aufgabe 2
A A A
Yy / y y
/
10 5 6
i A i C N
o > 3
10 | 0] J 10 s |0 5&B Af ]
-10 ) // -5 \ / \ X’
// ) b 3 k\B
Gerade Parabel Parabel durch 3 Punkte
f(x) = 2,5x — 13,25 f(x) = —— x2 +2 f(x) = —0,5%2 + 2,5 + 2
\ A A A l
y Y . Y
\ X l
6 > 2
\\ H 2 10 2 ]
"N\ H X
3 / -2 W >
\ /1N | \,//.\ 4 v 2
N x|/ T \ T
T > | — -4 \ 2
of 13 \ // \\ Il
Funktion vom Grad 3 Symmetrischer Graf Wendepunkt im Ursprung
f(x) = —5 %3 + 2 x2 f(x) = - x*+-x* -3 f(x) = %% — >x
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2.6 Losungen

Aufgabe 3
a) Zur Bestimmung der 4 Parameter a, b, ¢ A_! ' ] '
und d benotigt man 4 Informationen. Im Gra- f(h)— Laufstrecke in Metern -
phen werden bei (0/0) ein lokaler Tiefpunkt 1‘00“ / 1
markiert, bei x =7 ein Wendepunkt sowie der \ /’
Punkt (12/100) des Zieleinlaufes. —380 7/
b) ()f(0)=0; (I)F(0)=0;(INF(7)=0; | o ‘ ' ,/
(IV) f(12) = 100 | s
¢) f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢, f(x) = 6ax + 2b 40 //
d) () d=0;()c=0; (M 42a+2b=0und | 5 /
(IV) 1728a + 144b = 100 D ]
D GTR 1 f e A — 25 d b _— 175 / + 4 } );‘
e) Der lefert:a = - L und b =75 [ 246 8 1012 14
S f(x) = — 22 x® + 2 x2 | | | | Zeit in Sekunden
324 108
Aufgabe 4
IREE DAl EEAG NG R
M,=1
\ 2 / S \
,_ Minimum \
4 X \ X
/ > >
2 0 2 2 0 2 )\ x 20 2
/ wp
\"/, BEEE VR )
Funktion Funktion 1 Funktion 5
\ Ay vA I Ay
m.=1 L\
4 2 %’\
\ A \ I
\ : ... i \ /1 \ l
4\ 2[ \of |[2 VAN
\ \VAIE
4 \ 10 T ]
\ [17
Funktion 2 Funktion 4 Funktion 3

Der Graf oben links besitzt noch keinen Steckbrief. Es konnte sich um eine Parabel vierter Ordnung
handeln, die die y-Achse bei (0/0,5) schneidet (1. Information) und bei (2/1) und bei (-2/-3) jeweils
einen lokalen Tiefpunkt besitzt (fiir jeden Tiefpunkt jeweils 2 Informationen). Es wéren aber auch
andere Vorschldge denkbar. Insgesamt benotigt man 5 Informationen.
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2.6 Losungen

Aufgabe 5
Steckbriefe von Aufgabe 2

Gerade: Eine Gerade verlduft durch die beiden Punkte A(7,5/5,5) und B(3,5/-4,5).
Ansatz: f(x) = ax+b; (1) f(7,5) =55 < 7,5a+b =5,5;(2) f(3,5) = —4,5 © 3,5a + b = —4,5;
Der GTR liefert a = 2,5 und b = -13,25. Also f(x) = 2,5x — 13,25

Parabel: Der Graf einer quadratischen Funktion hat bei A(0/2) einen Hochpunkt und verlduft durch
den Punkt B(6/-1).

Ansatz: f(x) = ax? + bx + ¢;f'(x) = 2ax+ b; f(0) =2 2¢c=2;2)f(0) =0 = b = 0; (3)f(6) =1

& 36a + 6b + c = —1. Setzt man die Losungen fiir b und c in (1) ein und 16st man (3) nach a auf
ergibt sicha = — % Insgesamt ergibt sich f(x) = — %XZ + 2.

Parabel durch 3 Punkte: Der Graf einer quadratischen Funktion verlduft durch die Punkte A(0/2),
B(6/-1) und C(1/4).

Ansatz: f(x) =ax? +bx + (D) f(0) =2 = c=2;(2)f(6) =1 e 36a+6b+c=—-1; (3)f(1) =4

< a+ b+ ¢ = 4;. Insgesamt ergibt sich f(x) = —%XZ + 2.

Funktion vom Grad 3: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat in T(0/0) einen
Tiefpunkt und in H(4/4) einen Hochpunkt.

Ansatz: f(x) = ax® + bx? + cx + d; f'(x) = 3ax? + 2bx +¢; (1) f(0) =0 & d = 0; (2) ' (0) = 0
Sc=0;3)f(4) =4 < 256a+16b+c+d=4;(4)f(4) =0<48a+8b+c=0

Mithilfe des GTR erhdlt mana = —5b=2c=d =0 Also f(x) = —2x3 +2x%,

Symmetrischer Graf: Der Graf einer ganzrationalen Funktion vom Grad 4 ist symmetrisch zur y-
Achse, hat in H(2/-2) einen Hochpunkt und in T(0/-3) einen Tiefpunkt.

Ansatz: f(x) = ax* + bx? + ¢;f'(x) = 4ax® + 2bx (1) f(2) =2 © 16a+4b+c=2;(2)f(2) =0
©32a+4b=0;(3)f(0) =3 & c=3;(4)f(0) =0 & 0 = 0. Bedingung (4) ist immer erfiillt bei
geraden GRF, da sie im Ursprung immer eine Extremstelle haben. Dies wurde im Ansatz
bereits ausgenutzt. Der GTR lieferta = —1;b = L ¢ = 3. Also f(x) = —L x* + 1x* - 3,
Wendepunkt im Ursprung: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat im Ursprung
einen Wendepunkt und in T(1/-1) einen Tiefpunkt.

Ansatz: f(x) =ax? + bx; f(x) =3ax’ +b; (Df(1)=-1oa+b=-1;2)f(1)=0e3a+b=0;
Der GTR lieferta =>und b= —2. Also f(x) =3 X3 — >x. Die Tatsache, dass der Ursprung ein Wende-
punkt ist, der auf dem Grafen liegt wurde durch den Ansatz bereits ausgenutzt. Denn jede ungerade
GRF hat im Ursprung einen Wendepunkt.

Steckbriefe von Aufgabe 4

Funktion 2: Eine zum Ursprung symmetrische Parabel 3. Ordnung hat in (2/4) eine Tangente pa-
rallel zur 1. Winkelhalbierenden.

Ansatz: f(x) = ax® + bx; f(x) =3ax’ +b; (1) f(2) =4 & 8a+2b=4;(2)f(2) = -1

© 12a+b = —1. Der GTR oder der Kopf liefert a = —2 und b = 2. Also f(x) = —2 X3 + X.

Funktion 3: Eine zur x-Achse symmetrische Parabel 4. Ordnung geht durch (0/2) und hat in (1/0)
die Steigung Null.

Ansatz: f(x) = ax* + bx? + ¢;f'(x) = 4ax® + 2bx (1) f(0) =2 & c=2;(2)f(1) =0
Sa+b+c=0;3)f(1) =0 < 4a+ 2b = 0. Der GTR lieferta = 2;b = —4;c = 2.

Also f(x) = 2x* — 4x? + 2.
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2.6 Losungen

Funktion 4: Eine zum Ursprung punktsymmetrische Parabel 5. Ordnung hat in (0/0) die Gerade t
mit der Gleichung t(x) = 7x als Tangente und in (1/0) einen Wendepunkt.

Ansatz: f(x) = ax® 4+ bx3 + cx; ' (x) = 5ax* + 3bx? + ¢; 7 (x) = 20ax> + 6bx; (1) ' (0) = 7
sc=72)f1)=0oa+b+c=0;(3)f" (1) =0 < 20a+6b=0.

Der GTR lieferta =3, b =-10 und ¢ = 7. Also f(x) = 3x> — 10x3 + 7x.

Funktion 5: Eine Parabel 3. Ordnung bertihrt die x-Achse in (1/0) und hat in (0/-1,5) einen Wende-
punkt.

Ansatz: f(x) = ax® + bx? + cx + d; f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢; f"(x) = 6ax + 2b; (1) f(0) = —1,5
©d=-152)f'0)=0b=03)f(1)=0=2a+b+c+d=04){f(1)=0

< 3a+ 2b+ ¢ = 0. Der GTR lieferta = —0,75;b = 0;c = 2,25 und d =-1,5.

Also f(x) = —0,75x3 4+ 2,25x — 1,5.

Funktion ohne Steckbrief: Es konnte sich um eine Parabel vierter Ordnung handeln, die die y-
Achse bei (0/0,5) schneidet und bei (2/1) und bei (-2/-3) jeweils einen lokalen Tiefpunkt besitzt.

Ansatz: f(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + ;' (x) = 4ax® + 3bx? + 2cx +d \ Ay l
(1)f(0)=0,5<¢e=0,5; \ /
(2)f(2) =1 16a+8b+4c+2d+e=1; 2 /‘
(3)f(2) =0 32a+12b+4c+d = 0; | /\4 ;
(4)f(-2)=-3=16a—8b+4c—2d+e=-3 P
(5)f(-2)=0& —32a+12b—4c+d = 0. -2/6 L2
Mit dem GTR folgt:a = —;b = —=;c = —>;d =>;e = 0,5 2
_ 3.4 1.3 3 S * 2

ﬁf(X)—3—2X —§X _ZX +EX+E. ™
Aufgabe 6

Textform Bedingungsgleichung(en)

(2/3) liegt auf dem Graphen von f. f(2)=3

Der Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse. f(x) = f(=x) oder bei GRF f(x) hat nur gerade

Potenzen von x.
Der Graph von f ist symmetrisch zum Ursprung,. f(x) = - f(x) oder bei GRF f(x) hat nur unge-
rade Potenzen von x.

Der Graph von f hat bei x = 3 die Steigung 2. t'3)=2

Bei (1/3) liegt eine horizontale Tangente. f1)=3A£(1)=0

Der Punkt (2/1) ist ein lokaler Extrempunkt. f2)=1A£(2)=0

Der Punkt (0/3) ist ein Wendepunkt. f0)=3A£7(0)=0

Gsschneidet Gg mit g(x) =2x2+ 3in (1/y). f1)=g@)=5Af(1)=g(1)

Der Graph von f schneidet die x-Achse beix=7. | {(7) =0

Der Graph schneidet die y-Achse beiy = -2. £(0) =-2

Gt hat in (-1/y) die Tangente g mit g(x) = -2x + 2. | f(-1) = g(-1) =4 A f'(-1) =-2

Gt hat in (3/1) einen Sattelpunkt. f3)=1A£B)=0Af"(3)=0

Gt hatin (-1/y) die Wendetangente y = 3x - 1. f(-1)=g(-1)=-4Af(-1)=3Af"(-1)=0

Der Graph von f beriihrt die x-Achse bei x = 2. f2)=0Af(2)=0

Gt beriihrt Gg mit g(x) =5x2-41in (-1/y). f(-1)=g(-1)=1Af(-1) =g'(-1) =-10
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2.6 Losungen

fI fl 4 / /
) ll \\ f! oo b——tA | | /
P(2/3 f()=F(x) PR ! 21y
\ 21 : L [N\ 21 /]
| | A X |
NI /] _ N | /| 1| fr—— ™ ! _
of [ 24" : g o/ | 2 [ 4 =
| / |

(2/3) liegt auf dem Graphen
von f.

Der Graph ist achsensymmet-
risch zur y-Achse.

Der Graph von f ist symmet-
risch zum Ursprung.

Der Graph von f hat bei x =3
die Steigung 2.

f(x) = f(-x); GRF f(x) haben nur

f(x) = - f(-x); GRF f(x) hat nur

f2)=3 gerade Potenzen von x. ungerade Potenzen von x. fe)=2
\ ¢ | ¢/ t ¢ \ /
[f g
\ [ \wep | p

/ d TP Hp /
/RN / f

[ / \ y
| / \ | >

Bei (1/3) liegt eine horizontale
Tangente.

Der Punkt (2/1) ist ein lokaler
Extrempunkt.

Der Punkt (0/3) ist ein Wen-
depunkt.

Gsschneidet Gg mit der Glei-
chung g(x) =2x2+31in (1/y).

f(1)=3AfF(1)=0

f2)=1AF@2) =0

£(0) =3 Af7(0)=0

f1)=gl)=5~g' M) =g (1)

le f// ny#‘f \ ﬂy__ Ay : |
7 / _ 2 f f 4 2 wp 7
Ak ARE AT
2 o]l /2 N ol /21 4

O | 7 | 14
4

W

A Aol

__2 /

fa 2 of\
/| \

[

Der Graph von f schneidet die
x-Achse bei x =7.

Der Graph schneidet die y-
Achse beiy = -2.

Gt hat in (-1/y) die Tangente g
mit g(x) = -2x + 2.

Gr hatin (3/1) einen Sattel-
punkt.

£(7)=0 £(0) =2 f(-1) = g(-1) =4 A F(1) =2 f3)=1Af(3)=0Af"(3)=0
‘ * Y : Vi f IF: c\\ 4 Y.l |
\ [ LN K N
4 2 o) | 2 /
f % "/ X | .
\ z \ o AT A
WP Py AN A
VT A% ¢ 2 | -1\\o
i A\

Gt hat in (-1/y) die Wendetan-
gentey =3x - 1.

Der Graph von f beriihrt die x-
Achse bei x =2.

Gt beriihrt Gg mit der Glei-
chung g(x) =5x2 -4 in (-1/y).

f(-1)=g(-1)=4Af(1)=3
AF(1)=0

f2)=0Af(2)=0

f(-1)=g(-1)=1
A1) =g (1) =-10
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2.6 Losungen

Aufgabe 7

Ansatz: f(x) = ax® + bx? + cx + d; f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢; f(x) = 6ax + 2b;

Sei t = 0 der Zeitpunkt 20 Uhr. Dann erhilt man die folgenden Bedingungen:

(1) Um 21 Uhr sind 40 Besucher im Festzelt: f(1) =40 ©® a+b+c+d =40

(2) Der grofite Andrang besteht um 22 Uhr: f"(2) =0 & 12a+2b =0

(3) Um 22 Uhr betrédgt der Andrang 80 Besucher pro Stunde: f'(2) = 80 < 12a+4b +c =80
(4) Um Mitternacht sind die meisten Besucher im Zelt: f(4) =0 < 48a+8b+c =0

Man 16st das LGS mit dem GTR und erhilta = —23—0; b=40;c=0;d = 23—0

Also f(x) = —22%3 + 40x% + 22,

E] B B
8n X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en
a b [ d » « b c d e [ -6.666
1 1 1 1 1 1 1 1 1 40 v 40
2 12 2 ] 0 2 2 ] 0 0 z| I
3 12 4 1 0 3 4 1 ] 80 TL 6.6666
4 T 8 1 0 4 8 1 ]
48 0 0
REPEAT
Aufgabe 8

Beispiel 1: Ansatz: f(x) = ax® + bx (f ist ungerade). (1) f(1) =2 < a+b=2;(2){(1)=0<3a+b=0
ergibt mit dem GTR die Losungena =-1 und b =3, d. h. man erhalt f(x) = - x3 + 3x. Dieser Steckbrief
ist eindeutig bestimmt, da es genau eine Losung gibt. [Alternativ hdtte man auch den Ansatz f(x) =
ax® + bx2 + cx + d bzw. f'(x) = 3ax2 + 2bx + c wihlen konnen. Die Bedingungen lauten wegen der
Symmetrie zum Ursprung: (1) {(1) =2<a+b+c+d=2,2)f(-1])=-2<-a+b-c+d=-2;,3) (1)
=0<=3a+2b+c=0;(4) f(-1) =0 < 3a-b+c=0. Diese vier Bedingungen hatten zu einem LGS
gefiihrt, bei demb=d =0 und a =-1 und ¢ =3 sind.]

Beispiel 2: Ansatz: f(x) = ax2 + b. Denn: Die Bedingung {"(0) = 0 bedeutet bei einer Parabel, dass der
Scheitelpunkt der Parabel bei (0/b) liegt, so dass mit der Scheitelpunktform f(x) = a(x - 0)2 + b folgt.
1)f(0)=4<=b=4(2)f(1)=3<a+4=3<a=-1.Esergibtsich f(x) = - x2 + 4. Die dritte Bedingung
f(2) = 0 ist offenbar auch erfiillt, denn die obige Parabel hat 2 als Nullstelle. Dieser Steckbrief ist
tiberbestimmt, da mehr Informationen als notwendig gegeben wurden. [Alternativ hitte man auch
den Ansatz f(x) = ax2 + bx + ¢ bzw. {'(x) = 2ax + b wahlen konnen. Mit den Bedingungen (1) £(0) = 4
<c=42){0)=0<b=0;(3) f(1) =3 < a+ b + c =3 erhdlt man fuir a = -1. Die Bedingung (4)
lautet f(2) =0 < 4a + 2b + ¢ = 0 < a = -1 und bestétigt nur noch einmal Bedingung (3).]

Beispiel 3: Ansatz: f(x) = a-(x - 1)2 + b. Denn: Die Bedingung f"(1) = 0 bedeutet bei einer Parabel, dass
der Scheitelpunkt der Parabel bei (1/b) liegt, so dass mit der Scheitelpunktform f(x) = a(x - 1)2+ b
folgt. Ferner gilt: (1) {(0) =0« a+b=0; (2) {(2) =0 < a + b = 0. In beiden Fillen erhilt man die
Bedingung a + b = 0. Bedingung (1) und (2) sind liefern also die gleiche Information. Dies ist klar,
da folgendes gilt: Der Ursprung liegt genau dann auf einer Parabel mit Scheitelpunkt (1/b), wenn
der Punkt (2/0) auf der Parabel liegt. Man hat unendlich viele Parabeln, fiir die a + b = 0 ist. Formt
man die Bedingung a + b = 0 etwa nach a um ergibt sich a = - b. Setzt man a in die allgemeine
Funktionsgleichung ein, gilt: fa(x) = a-(x - 1)2 - a = ax2 - 2ax. Dieser Steckbrief ist unterbestimmt und
erzeugt eine Parabelschar mit (vgl. Infoblock). [Alternativ hédtte man auch den Ansatz f(x) = ax2 + bx
+ ¢ bzw. f'(x) = 2ax + b wihlen konnen. Mit den Bedingungen (1) {(0) =0 < c=0; (2) (1) =0< 2a
+b=0; (3) {(2) =0 < 4a + 2b + c = 0 erhélt man bei (2) als auch bei (3) dieselbe Gleichung 2a + b =0
oder b = - 2a. Daher folgt wie oben fi(x) = ax2? - 2ax.]
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2.6 Losungen

Aufgabe 9

a) Ansatz f(x) =x2+ax +b.
Bedingung (1) f(4)=0 <16 +4a+b=0<b=-16-4a
Daher folgt wie oben f,(x) = x2 + ax - 16 - 4a.

b) Die Tiefpunkte scheinen auf einer Parabel zu liegen, wie die folgende Abbildungen zeigen zeigt.

El Tasten [¢]/[+]oder eingeben. B Tasten [¢]/[2]oder eingeben. B [EXE]:Kcordinaten anzeigen
Y8=x2+Ax—4A-1F Y8=xZ+Ax—4A-]
%
-10 -5 0 5 10 15 -0 5 o [ 10 jig
10 -10)
-15 -15
20 -20
25 -25
a0 -30

35 il
-40 -48
A=-20 e A=4 '“[

2 2
¢) fa(x) = x2 + ax - 16 - 4a = 0. Die Diskriminante lautet: D = (— g) +16 +4a= a: + 4a + 16. Die

2
Diskriminante ist Null genau dann, wenn a: +4a+16=0=a’+16a+64=0< (a+8)?=0.
Also fiir a = -8 ist die Diskriminante Null. Der Graph zu f-s hat daher genau eine Nullstelle.
2
d) Man rechnet nach f."(x) =2x +a=0<x = —% = f(—g) = (—%) + a(—%) — 16 —4a
2 2 2
=2 —% _4a—16 = —% — 4a — 16 Man erhilt die Schar der lokalen Tiefpunkte:

4 2 4
2
T, (—%/ —az —4a— 16). Also gilt fuir den x- und y-Wert
2
x=-Soa=-2xundy=—>—4a—16.
2 4

Setzt man a in die Gleichung fiir y ein ergibt sich:
2 _ow)2
y= -2 —4a-16=-"2% —4(-2x) - 16 = —x* + 8x — 16.
Alle Tiefpunkte liegen als auf der Parabel mit der Funktionsgleichungy = x* + 9x — 16

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
YO9==ix2+8x—16_[%
\

10 5

e) X% +a;x-4a; — 16 = X% + a,x-4a, — 16 © (a; —a,)x = 4(a, —az)ﬁ)x= 4,
a1 —4dy)
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2.6 Losungen

2.3 Trassierungsaufgaben

Aufgabe 1

a) Die erste Abbildung hat offenbar die Funktionsgleichung: f(x) = 50 — gx (Steigung und y-Ach-

senabschnitt ablesen). Die zweite Kurve ist der Ast einer Parabel mit der Funktionsgleichung: f(x) =

ax? 4+ 50. Setzt man den Punkt (30/0) in die Gleichung ein, erhilt man 0 = a-30% + 50. Also

50

folgta = — 00" " 118 = f(x) = — 1—18x2 + 50. Die dritte Parabel konnte der Ausschnitt einer Parabel

dritter Ordnung sein mit der Form f(x) = ax® 4+ bx? + cx + 50; f'(x) = 3ax? + 2bx + c. Hier gelten die
Bedingungen: (1) f'(0) = 0 & ¢ = 0; (2) f(30) = 0 & 27000a + 900b + 30c + 50 = 0 & 27000a +

900b + 30c = —50 (3) £(30) = 0 & 2700a + 60b + ¢ = 0. Der GTR lieferta = ﬁs;b = —%;c =0>

-1 3_1p2
f(x) = 50X Xt 50.
b) 1 und 2 sind ungeeignet, auch wenn fiir Lésung 1 der Materialbedarf am geringsten ist (kiirzeste
Verbindung der Uberginge). Denn in beiden Lésungen liegt bei mindestens einem Ubergang ein
Steigungssprung vor. 3 ist am besten geeignet. Hier stimmen bei den Ubergangspunkten Ubergén-
gen sowohl die Funktionswerte als auch die Funktionswerte der ersten Ableitung tiberein.

<)

Da der Ingenieur fordert, dass in den Ubergangsstellen Wendestellen vorliegen sollen, miisste die
Funktion mindestens drei Wendestellen haben (im Intervall [0; 30] liegt ein Kriimmungswechsel
vor). Daher muss diese Modellfunktion mindestens den Grad 5 haben. Die Forderung des Ingeni-
eurs ist sinnvoll, da es durch die beiden Wendestellen zu keiner ruckhaften bzw. sprunghaften An-
derung der Fahrtrichtung kommt. Die Forderung, dass an beiden Ubergéngen Wendestellen vorlie-
gen miissen, ist gleichbedeutend mit den zusétzlichen Bedingungen f“(0) = f”(30) = 0.

Ansatz: f(x) = ax® + bx* + cx3 + dx? + ex + 50; f'(x) = 5ax* + 4bx3 + 3cx? + 2dx + €;
f"(x) = 20ax® 4+ 12bx? + 6¢cx + 2d.

(DOf(0)=0=e=0

2)f"(0)=0d=0

(3) f(30) = 0 & 30°a + 30*b + 303c = —50;
(4)f(30)=0<5-30*a+4-303b+3-30%c=0

(5) f"(30) = 0 & 20-303a + 12 -302b + 180c = 0.

Mit dem GTR folgt fiir die Gleichungen (3) bis (5):a = — — b=——c=——;
) " 81000 1080 54
- _ 5 4 _ D . ; ;
= (%) = = 55555 X t 10a0 X — 5 X+ 50. (griiner Graf; gestrichelter Graf ist der Graf 3)
El E
v v
" BT 10 15 20 25 440 35
a0 B -
ao
% —2r W, -
20 e ——F— D e
' |
10
| | | | N, | p:4 _al
-20  -10 0 10 an an 40 =[]

In dieser Abbildung ist erkennbar, dass die | Deutlicher wird dies, wenn man die Ablei-
Uberginge bei der GRF fiinften Grades ,ge- | tungsgrafen betrachtet. Hier erkennt man, dass
schmeidiger” sind als beim gestrichelten Graf 3 | die Uberginge beim gestrichelten Grafen nicht
einer GRF dritten Grades. knickfrei sind.
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2.6 Losungen

Aufgabe 2
a)
I ] I
| knickfrei und \
krimmungssprungfrei
. e
1/
nicht sprungfrei sprungfrei und / /
nicht knickfrei /
Py / knickfrei und
/ nicht krimmungsruckfrei
b)
Bei einer Geraden gibt es keine Richtungsdanderung. Daher gilt fiir die mittlere Krimmung tiberall
_Aa _ 0 _ . . .. . .. — Qi Ao . o _
Ax == = 0. Es gilt folglich fiir die lokale Kriimmungk = Alér_rgo i AI;I_'I)IO =0

Fiir den Kreis betrachte man folgende Abbildung;:

B=360"-2-90"-Aa = 180"-Aa

Mit As = Aa - r (o im Bogenmaf) folgt fiir die mittlere Kriimmung Ak = % = % Daher folgt fuir die
lokale Kriimmungk = lim 8% _ Jim =1
As—0As  As-0r T

<)
. Sy f v

Sei a Extremstelle. Dann gilt f'(a) = 0. Also: k(a) = (1+0(§))1,5 =f"(a).
. . 4 0

Sei a Wendestelle. Dann gilt f""(a) = 0. Also: k(a) = @S = 0.

rechtsgekriimmt
linksgekriimmt

£ (a)
(1+[f (@)]H)15

Ist der Graf { } an einer Stelle a, giltf”(a) {i} 0. Daher folgt fur die Kriim-

mung k(a) = {;} 0, da der Nenner stets positiv ist.
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2.6 Losungen

Aufgabe 3
a) y
1
A X
4 -3 -2//3"0 1 2 3 8
‘ -1
”
P4
7/
// 2T \
/
/
y

Legt man den Ursprung z. B. in den Ursprung auf den ersten Ubergangspunkt A und wahlt fiir eine
Késtchenldnge eine Langeneinheit erhdlt man folgende vier Bedingungen:
(D f0) =0 (2)f(0) =3 (3)f(6) = —1 (4)f(6) = -2
Daher ist der Ansatz einer GRF dritten Grades geeignet (man kann mit ein wenig Nachdenken oder
durch Nachrechnen zeigen, dass keine GRF zweiten Grades die vier Bedingungen erfiillen kann):
f(x) = ax® + bx® + cx + d; f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢
Mf0)=0ed=0
@)f () =;oc=;
(3) f(6) = —1 & 216a+ 36b + 6¢c = —1 < 216a + 36b = -3

C=-—

3

(4)f(6) = —; © 108a+12b+c = — < 108a+ 12b = -2

c==
3

Der GTR liefert: a = —;b = —=. Mitc = 2 folgt f(x) = L x3-Ixz4 2y

216 9 3 216 9 3
Anmerkung: Wihlt man den Punkt B als Ursprung des Koordinatensystems erhilt man die Funkti-
onsgleichung f(x) = i)ﬁ - %xz - %X.

b)

Man hat £"°(0) und £(6) zu berechnen und zu zeigen, dass diese Werte ungleich Null sind, da die
geraden Anschlussstiicke an den Stellen 0 und 6 als zweite Ableitung konstant Null sind. Es gilt

t7(x) = ~x— 2. Daher gilt £7(0) = — 2#0 und )= — — % 0. Also ist f an den Stellen x = 0 bzw.
36" 9 9 16

x = 6 nicht kriimmungssprungfrei. Eine solche Funktion miisste sechs Bedingungen erfiillen, hitte
also mindestens fiinften Grad. Der Ansatz lautet: f(x) = ax® 4+ bx* + cx3 + dx% + ex + f:
f'(x) = Sax* + 4bx3 + 3cx? + 2dx + e; f(x) = 20ax® + 12bx? + 6cx + 2d. Die 6 Bedingungen sind:

Df(0)=0ef=0 @) f0)=;oe=; B)f0)=0=d=0
(4)f(6) = -1 ® 6°a+ 6*b + 63c+36d + 6e + f = —1 == 6°a+ 6*b + 63c = -3
d=f=0;e=~
3
(5)f(6)=— ©5-6%a+4-63 +3-62c+12d+e=— —=5-6%a+4-630 +3-62c=—
d=0;e=~
3
(6)f(6) =0 & 20 6%a+ 12 6b +36¢ +2d = 0 & 20 - 6%a + 12+ 6?b + 36¢ = 0.
Mit dem GTR folgt fiir die Gleichungen (4) bis (6):a = — L b=—";c=—— Mitd=f=0bzw.e
. L e s . s 4 2592 648 108
=3 folgt: f(x) = 752X TeX " 15X T3X

Der fettgedruckte Graf garantiert im Gegensatz zum gestrichelten Grafen krimmungssprungfreie
Uberginge
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2.6 Losungen

g E
Grafikfunkt.:V= v
V25- . bxa+2, 16,91 [—]

1 5.5 . __
Ya8-2592% TBag* !
-

Aufgabe 4

a) f,4(0) = 50 %2 =50 & d2 = 50b und f,,4(30) = 0 & =+ (d—900)2 = 0 & d = 900. Alsob =

2
4~ _ 16200.
50

b) Es gilt nach der 2. binomischen Formel: f, 4(x) = %- (d—x?%)? = %- (d? — 2dx? + x*). Daher
folgt fy,q'(x) = 3 - (4x° — 4dx) = T (x> — dx)

[mit der Kettenregel (,innere mal duflere Ableitung”), die wir in der Q2 kennenlernen, geht es
schneller: fi,g'(x) = -2+ (d — x?)(=2x) = £ (x? = d)x = £ (x> — dx)]

Nun folgt: f, 3 "(x) = %(3){2 —d). Setze b = 16200 und d = 900 ein und man erhélt:

. 1 . 1
f16200,900 (X) = 16200 (X3 - 9OOX) und f16200,900 (X) = m (3X2 - 900)
Es gilt f16200,000 (30) = f16200,000 (0) = 0.
i i % 900 . 1800 ) .
Allerdings gilt f;6500,900 " (0) = ~ 050 7 0 und f;6200,000 (30) = 2050 = g # 0. Daher sind die Uber-

gange sprung-, aber nicht krimmungssprungfrei.

0) f16200900 (X) = — (3x2 —900) = 0 < 3x% — 900 = 0 & x = +/300 ~ +17,32.

4050
rrr X
f16200900" (%) = 25 a2 X

f16200‘900,”(\/ 300) = 6;_5 V 300>0 und f16200'900(\/ 300) = % . Re-Li-Wendepunkt W(17§/22§)

d) Es gilt f, 4(0) = d{. b > 16200 bewegt sich die erste Ubergangsstelle bei konstantem d = 900 nach

unten, analog fiir b < 16200 nach oben (vgl. Abbildung links). Fiir d > 900 verschiebt sich der zweite
Ubergangspunkt nach rechts und gleichzeitig wird der erste Ubergangs nach oben verschoben, fiir
d <900 gelangt der zweite Ubergangspunkt weiter nach unten und der zweite nach nach links (vgl.

Abbildung rechts).

B [EXEl:Koordinaten anzeigen El [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=(1_|162919(1200—x2)2

Y1=(1132400%(900-x2)2
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Aufgabe 5

a) Vorteil Nachteil

Kleeblatt °  Bermser Platzbe.darf e hohe Staugefahr durch starkes Ab-

(Leverkuse- * cinfache Bauweise, kostensparend senken der Geschwindigkeit (z. B
e Umkehren des Kreuz moglich & S

ner Kreuz) (zweimal abbiegen) Leverkusener Kreuz)

Moliser | * geringere Saugefahy da Krews mit | * G0 EEG B R OO

(Koln-Ost) hoherer Geschwindigkeit durchfah- nander), kostenintensiv

ren werden kann. e kein Wenden moglich

e geringere Staugefahr, da Kreuz mit
Turbine (oft hoherer Geschwindigkeit durchfah- | e grofierer Platzbedarf als bei Klee-
in  GrofSbri- ren werden kann. blattlosung

tannien) e weniger aufwendig in der Baum- | ¢ kein Wenden moglich

weise als das Malteserkreuz

e geringere Geschwindigkeiten als bei
Malteser oder Turbine
e kein Wenden moglich

Windmiihle | e hohere Geschwindigkeiten als bei
(USA) Kleeblattkreuz moglich

Naheres erfihrst Du unter www.wikipedia.org/wiki/ Autobahnkreuz

b) Etwa in der Mitte der Trasse I liegt ein Rechts-Links-Wendepunkt. Daher wird Trasse I durch eine
Funktion mindestens vierten Grades beschrieben (mindestens zwei Wendestellen bedeuten mindes-
tens zwei Nullstellen der zweiten Ableitung, d. h. mindestens Grad zwei der zweiten und damit
mindestens Grad vier bei der Funktion). Daher werden mindestens fiinf Bedingungen zur Model-
lierung von Trasse I benétigt.

¢) Ansatz: f(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + ;' (x) = 4ax>® + 3bx? + 2cx + d; f’(x) = 12ax? + 6bx + 2c
Bedingungsgleichungen:

(1) A st sprungfrei: f(—100) = 0 & (—100)*a + (—=100)3b + (—=100)%c + (—100)d + e = 0

(2) A ist knickfrei: f'(—100) = 0 & 4(—100)3a + 3(—=100)?b + 2(=100)c+d = 0

(3) A ist kriimmungssprungfrei: f(=100) = 0 & 12(—100)%a + 6(=100)b + 2c =0

(4) B ist sprungfrei: f(0) = —50 & e = —50

(5) Bistknickfrei: f'(0) =0 d=0

Mit dem GTR folgt fiira, b, c:a=1,5-107%b =4-10"%* ¢ = 0,03. Mit d = 0 und e = -50 folgt:

f(x) =1,5-107%-x*+4-107*-x3 4+ 0,03-x> =50 (=50 < x < 0)

d)fx)=15-107%-x*+4-107*-x3+0,03-x2 = 50; f(x) =6-107°-x3 + 12-107*-x? + 0,06 - x
f'(x) =18-107¢-x% +24-107*-x+ 0,06; f'(x) =36-107¢-x + 24-107*

f'(x) =18-107¢-x* +24-107* ' x+ 0,06 = 0 == x = —100Vx = -33;

f(—100) = 36-107° - (—100) + 24 - 10™* = —12-10~* < 0: —100 ist Links-Rechts-Wendestelle.
f"(—=33%) =36-107¢-(—33%) +24-10"* = 12- 10~* > 0: —33List Links-Rechts-Wendestelle.

e) Da 0 eine Extremstelle von f ist, ist die Kriimmung an der Stelle 0 nach dem Merksatz von Aufgabe
2 gleich f7(0) = 0,06. Dieser Wert entspricht aber nicht der Kriimmung des Kreises mit dem Radius
50, der & = 0,02 betrégt. Daher hat der Ubergang einen Kriimmungssprung bei 0.

f) Die Funktionsschar fmit f.;(x) = % x4+ g X3+ g - x? — r besitzt die folgenden Ableitungen:

12r 24r 12r 36r 48r 12r

fr,t,(X)=t_4'X3+t_3'X2+t—2'Xundfr,t”(X)= = .X2_|_t_3.x+t_2

Nun miissen die folgenden fiinf Bedingungen tiberpriift werden:
fr,t(_t) =0; fr,t,(_t) =0; fr,t”(_t) =0; fr,t(O) =-r fr,t,(O) =0
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3r 8r 6r
frt(_t)z_'(_t)4+_'(— )3+—-(—t)2—r=3r—8r+6r—r:0

N t)—E 0%+ %5 w e DI+ () = T - =0
) 12r 36r 48r 12r
frt (—t)=—'(—t) +—'(—t)+—=t—2—t—2+t—2=
3r 8 6
rt(O)—t_ 04+_r 03+_r 0?2 —r=-r
12r 3, 24r 24 12r
frt(t)_—o t_30 t—20=0
8) Ay
f50,250 f50,175 f50/100 fs50, X |
— —t e . . . >
-250  -225 -200 [-175~ 175~100 -7 N\25 0 25 EI) 75
\ N

0
1

Am besten geeignet ist der Graf zu f5 ;75. Hier schmiegt sich ein Kreis mit dem Radius 50 in der
Né&he von Null am besten an.

h) und i) Damit der Ubergang B krl‘immungssprungfrei ist, muss nach dem Merksatz von Aufgabe
2 fiir die Extremstelle x = 0 gelten: f,.;"(0) = % 1t22r =-o12r2=t? e=t= V12-r ~ 3,46 - 1. Da-
mit wird klar warum in Aufgabenteil g) fsq 175am besten geeignet zu sein scheint. Denn fiir einen

Wert t =12 50 ~ 173 ist bei einem Radius r = 50 die Stelle 0 krimmungssprungfrei.

j) Nach dem Satz des Pythagoras (siehe folgende) gilt: k2 (x) + x% =r2. Umgeformt nach k(x)
ergibt sich fiir 0 < x < r: k. (x) = £Vr2 — x2. Fiir den unteren Viertelkreis gilt daher fiir0 <x <r:
k() = —TZ 2.

X C,(r/0) X

\ 4

k(x)

(x/k(x))

B,(0/-1)

k) Ansatz: f(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + e; f'(x) = 4ax® + 3bx? + 2cx + d; /(%) = 12ax? + 6bx + 2c
Bedingungsgleichungen:

(1) A st sprungfrei: f(—t) = 0 & (—t)*a+ (—t)3b + (=t)’c+ (-t)d+e =0

(2) A ist knickfrei: f'(—t) = 0 © 4(—t)3a+ 3(-t)’b + 2(-t)c+d =0

(3) A ist kriimmungssprungfrei: f*(—t) = 0 & 12(—t)?a + 6(—t)b + 2c =0

(4) Bist sprungfrei: f{(0) = -re e = —r
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(5) Bist knickfrei: f(0) =0 d=0

Man erhilt nun das LGS in fiir a, b und ¢ Matrizenschreibweise:

-v*  (-v°

t)z t2 rT t4—
4(—t)3 3(—t)2 2( t)[ 0 (:)[ 443 3t2 —2¢/ 0 = [_
12(-H)? 6(-t) 12t2 -6t 2 10l
t* —t3  t? t* -3t r] I[ 2 —t
— | _9¢4 3 — | _9+4 3 _
2-1+t11 Zg t 2 0 21‘ 3-11+t11 th} t 0 rie 2t
g3 —3t2 0l0 2t 0 oler] 1
Esfolgtfura,bca—z b——+2t £=83r, ——2+t—3—t23r
t t t

die Funktionsschar f; .

1
0

3t2
—3t2

1
0
0

r
2
2r
t3

3r

t4—

1

|

= %- Mit d = 0 und e = -r erh&lt man

t2
-2t
0

r
0
0

|

116



2.6 Losungen

2.4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Aufgabe 1

a) Die Zielfunktion T(b) = b - (900 — b?) = 900b — b? erhalt man fiir 0 < b < 30, indem man die Ne-
benbedingung b? + h? = 30% (Satz des Pythagoras) nach h? auflgst und h? = 900 — b? in T(b,h) =
b - h? einsetzt. So hidngt T nur noch von b ab. Gesucht ist nun das globale Maximum von T im Inter-
vall [0; 30]. Dafiir bestimmt man zunichst T"und T"": T"(b) = 900 — 3b?; T (b) = —6b; Setzt man T~
nun Null, folgt: T'(b) = 900 —3b* =0 & b = +10+/3 ~ +17,3. Interessant ist nur den positive Wert,
den man nun in T"” einsetzt: T"(lO\/g) = —60+/3 < 0: b =103 ~ 17,3 ist lokale Maximumstelle
und wegen T(0) = 0 = T(30) sogar global im Intervall [0; 30]. Die dazugehorige Hohe isth =

V302 — b? = /600 = 10V6 ~ 24,5.

b) Man betrachte die Zielfunktion auf dem Intervall [0; 14]. Da die Funktion T fiir 0 < b < 10v/3 ~

17,3 streng monoton wachsend ist, liefert der Randwert b = 14 (und h = V900 — 142 ~ 26,5) die ge-
suchte Losung.

E [EXEl:Koordinaten anzeigen
WI=900x-x"(3)

C{14,.9858)

5 10 5 z0 25
E=14 ¥=9856

Zimmermannsregel Faustregel

Teile den Durchmesser eines kreis-
formigen Querschnitts des Baum-
stammes in 3 gleiche Teile. Errichte
in den Teilungspunkten jeweils das
Lot. Damit erhdltst du den Balken-
querschnitt.

Breite : Hohe=5:7

Nach dem Kathetensatz gilt: E = %ﬁ =,/0,5~ 0,707
b? = a-3a = 3a% bzw. h? = 2a- 3a = 6a® 5
b2 b 7 = 0,714
= Wz =05= N =405 s
Der Wert stimmt genau mit dem berechneten Wert tiberein 7oz ~ 101
(siehe rechts) Abweichungca. 1 %

d) Man hat als Zielfunktion T(b) = k* b (D? — b?) = k- (D?b — b3®) und betrachte den Parameter k
> 0 als beliebig aber fest. Es gilt: T'(b) = k- (D? — 3b?) und T"'(b) = —6 k- b. Man erkennt, dass die
Rechnungen die gleichen sind wie in Aufgabenteil a). Man erhilt daher als optimale Breite und

2 2
Hohe: b = gD undh = VD? —b® = /DZ - D? = /% = \E D= gD. Insbesondere gilt die Zimmer-

mannsregel fiir einen beliebigen Baumdurchmesser D, da der Quotient aus b und h fiir jeden Durch-
messer 4/ 0,5 ist.
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Aufgabe 2
a)

Zielfunktion Flicheninhalt: A(a) = 2a-f(a) = Za(—a2 + 4) = —2a%+8a
Definitionsbereich: 0<a <2
Globales Maximum bestimmen: A'(a) = —6a% + 8; A”(a) = —12a

A'(a)=—6a2+8=0@a=i\/§:+§\/§

Es gilt A” (g \/§) =-8/3<0AA0)=AQ)=0:a =§\/§ ~ 1,15 ist globale Maximumstelle auf dem
Intervall [0; 2].

Optimale Seitenlingen und maximalen Flicheninhalt bestimmen:

Breite = %\/g

) 2 2 =)? 8
Hohe = f(2v3) = — (2v3) +4=5
Maximaler Flacheninhalt = %\/5 -g = %\/_ ~ 6,16.

Zielfunktion Umfang: U(a) = 4a + 2+ (—a?+4) = —2a’ + 4a + 8

Definitionsbereich: 0 <a <2

Globales Minimum bestimmen: U'(a) = —4a+ 4; U (a) = —4

U@ =0sa=1.

Esgilt: U"(1) = =4 < 0AU(0) = U(2) = 8AU(1) = 10: a =1 ist globale Maximumstelle auf [0; 2].
Optimale Seitenlingen und maximalen Umfang bestimmen:

Breite = 2

Hohe = f(1) = -1+ 4 = 3;

Maximaler Umfang = 10.

b)

(1) Zielfunktion Flicheninhalt: A(a) = a-f(a) = a(—a2 + 9) =-a%>+9a

Definitionsbereich: 0<a<3

Globales Maximum bestimmen: A’(a) = —3a® + 9; A”(a) = —6a
A@@)=-3a2+9=0a=+3.

Es gilt: A"(v/3) = —=6v3 < 0 AA(0) = A(3) = 0: a =3 & 1,73 ist globale Maximumstelle auf [0; 3].
Optimale Seitenlingen und maximalen Flicheninhalt bestimmen:

Breite = v/3

Hohe = f(v3) = —(v3)’ +9 = 6; 4 y
Maximaler Flicheninhalt = 6v/3 ~ 10,39.

(a/-a2+9)

T —
(@)}

\ Aol
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2.6 Losungen

(2) Zielfunktion D(x) = d*(x) = (XZ)2 +B-x)?2=x*+x*-6x+9

Definitionsbereich: 0<a<3

Globales Maximum bestimmen: D’ (x) = 4x> + 2x — 6; D”'(x) = 12x% + 2

D’(x) =4x3+2x—6=0ﬁx= 1.

Es gilt: D”(1) =14 > 0AD(0) = 9AD(3) = 81 AD(1) = 5: a =1 ist globale Minimumstelle von D
auf dem Intervall [0; 3].

Geringsten Abstand bestimmen:

D(1) =5 = d(1) =5 istder geringste Abstand zur Parabel. der LotfufSpunkt lautet (1/1).

A
Y

/
Z flp(x/x2

N/ x| \G/OX
0 1 x 2 3

a

(3) Zielfunktion Flicheninhalt: A(a) = 3 —a)-f(a) = (3—a) - (1 +2a®) = —la*+ 2% —a+3
Definitionsbereich: 0<a<3

Globales Maximum bestimmen: A’(a) = —a® +2a® — 1;A"(a) = —2a* + a
A@=-2%+%2%-1 =0sa~191va=1va~ —0,66

Es gilt: A" (1) = g > 0: a =1 ist lokale Minimumstelle auf [0; 3].

A”(1,91) = —1,88 < 0: a = 1,91 ist lokale Maximumstelle auf [0; 3].

A(0) =3 AA3) =0AA(1,91) ~ 2,61

Damit ist der Randwert a = 0 auf dem Intervall [0; 3] globale Maximumstelle. Ein Blick auf die
Zielfunktion verdeutlicht dies:

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=-.2xx"{4)+.6xx¥3)=x+3

— =% T o 1 ¢
/ _1- X
X=1.91 ¥=2.60899587§

Optimale Seitenlingen und maximalen Flacheninhalt bestimmen:
Breite = 3

Héhe = f(0) = 1;

Maximaler Fldcheninhalt = 3
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Aufgabe 3

Schrottplatz Miiller

Man legt das Koordinatensystem wie in der folgenden Abbildung beschrieben so, dass der Schei-
telpunkt der nach unten gedffneten Parabel im Ursprung liegt.

v><

2,50m

" 6,30 m >

Zielfunktion Flicheninhalt:
A(x,a) = —(—2,5 - fa(x)) (22X = (2,5 + fa(x)) - 2x mit f,(x) = ax? (a < 0)
Nebenbedingung: (3,15/-2,5) liegt auf dem Parabelbogen:—2,5 = a-3,15> @ a = — % ~ 0,2520

Nebenbedingung einsetzen: A(x) = (2,5 - ﬂXZ) - 2x = 5x — 22043
3969 3969
Definitionsbereich: 0 < x <3,15
Globales Maximum bestimmen: A"(x) = 5 — @xz; A"(x) = — 12000
3969 3969
froN & 6000 o _ 1323 _ 5 o
A'(x) =5 7955 % =0ex= 200 =3~ 1,82

A”(1,82) <0 AA(0) = A(3,15) = 0 AA(1,82) = 6,1: x = 1,8 ist globale Maximumstelle auf [0; 3,15].
Optimale Seitenlingen und maximalen Flicheninhalt bestimmen:
Breite = 3,64 Hohe = 2,5 4+ f(1,82) =~ 1,67 Maximaler Flicheninhalt = A(1,82) = 6,06

[Alternative ,elegantere” Losung: Wahlt man das Koordinatensystem so, dass die untere Seite des

Schildes auf der x-Achse liegt erhélt man mit der Parabel mit f(x) = 2,5 — %Xz dieselbe Zielfunk-

tion wie oben: A(x) = 2x - f(x) = 2x - (2,5 - %XZ) =5x — %)ﬁ ]

Schrottplatz Schmitz

Hier kommt man auch ohne Koordinatengeometrie aus. Man betrachte folgende Strahlensatzfigur:

2,25

X 3-x
>
6,00 m

Zielfunktion Flicheninhalt: A(x,y) = 2x-y
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Nebenbedingung: Der Strahlensatz liefert: 2% = ? =>y=075-(3-x)

Nebenbedingung einsetzen: A(x) = 2x- 0,75 (3 — x) = 4,5x — 1,5x?

Definitionsbereich: 0 < x <3

Globales Maximum bestimmen: A’ (x) = 4,5 — 3x; A" (x) = —

AX)=0ex=15

A”(1,5) = -3 <0 AA(0) = A(3) = 0 AA(1,5) = 3,375: x = 1,5 ist globale Maximumstelle auf [0; 3].
Optimale Seitenlingen und maximalen Flicheninhalt bestimmen:

Breite = 3 Hohe = 1,125 Maximaler Flacheninhalt = 3,375

Aufgabe 4

a)

Zielfunktion: O(r,h) = 2nr? 4+ 2nrh mit dem Radius r und der Hohe h

Nebenbedingung: V = nr’h = 750 & h = E
150

Nebenbedingung einsetzen: O(r) = 2mr? + 2111‘% = 2mr? + TO = 2nr? + 1500r~*
Definitionsbereich: r, h >0

Globales Minimum bestimmen: O'(r) = 4nr — 1500r=2; 0”'(r) = 4m + 3000r™3

0’(r) = 4mr — 1500r—2 —0=>4m — 1500 =0 & r = 25 ~ 4,92;07(4,92) > 0

AO(r) = 2mr? + 1500r~* ot (erster Term strebt gegen Null, zweiter gegen Unendlich)
AO(r) = 2mr? + 1500r™! r—+> +oo (erster Term strebt gegen Unendlich, zweiter gegen Null)

0(}E) = 2n(3E)" + 1j’3°7° ~ 457 [cm?]

Daher nimmt O bei r = /375 sein globales Minimum an.
Optimale MafSe der Dose und minimale Oberflicheninhalt bestimmen:

Durchmesser = 23/325 ~ 9,84 [cm]  Héhe = 750 >~ 9,85 [cm] Minimale Oberfldche = 457 cm?

3/375
T

b)

(1) Zielfunktion: O(r,h) = 2nr? + 2nrh mit dem Radius r und der Hohe h
Nebenbedingung: V = mr’h =330 & h = 39 (0 33 1=330 cm3)
Nebenbedingung einsetzen: O(r) = 2mr? + 2T[I' =2m = 2nr? + 660r~1
Definitionsbereich: r, h > 0
Globales Minimum bestimmen: O'(r) = 4nr — 660r~2; 0”'(r) = 4w + 1320r~3
0°(r) = 4nr — 660r=2 =0 S 4mr —660 =0 & r = /15~ 3,74,07(3,74) > 0

T
AO(r) = 2mr? 4 660r~? —"t +o00 (erster Term strebt gegen Null, zweiter gegen Unendlich)
AO(r) = 2mr? + 660r 1 ot (erster Term strebt gegen Unendlich, zweiter gegen Null)

0(/%) = 2n(V) + Akl

Daher nimmt O bei r = /25 sein globales Minimum an.
Optimale MafSe der Dose und minimale Oberflicheninhalt bestimmen:
Durchmesser = 23/ ~ 7,48 [cm]  Héhe = 330 > ~ 7,48 [cm] Minimale Oberfldche = 264 cm?

3]165

T

(2) Zielfunktion: V(r,h) = nr’h mit dem Radius r und der Hohe h

Jp—
Nebenbedingung: 0 = mr? + 2rth=2 & h=2"— = > _ 2y

2Tmr Tr 2
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Nebenbedingung einsetzen: V(r) = nr’h = nr? (é - —r) =r-— %‘ITI'

B [EXE]:Koordinaten anzeigen
¥2=x—. Braxx"*(3)

051

o5 1 15
-0.5}

Ei NULLSTELLE
X=0.,7978845608 Y=0

Definitionsbereich: Die Funktion macht nur Sinn fiir positives Volumen. Daher muss gelten we-

genr>0:1tr2(i—lr)>0(:)i—lr>0(=) r2>0<:>r <= <:)r<f 0,80.
mr 2 mr 2 r>0 T

Also gilt 0 <r < \/E ~ 0,8
T

Globales Maximum bestimmen: V'(r) = 1 — 1,5nr?; V'(r) = —3nr

V'(r) =1-1,5mr? =0(:)r=\/zz0’46;v"<\/z><0
31 31t

AV(r) = r—=mrd —0
2 r—0

o f)-o
T
3
V< i>= i—1n< i) ~ 0,307 [m?]
3T 31 2 3n

Daher nimmt V beir = /% sein globales Maximum an.

Optimale MafSe der Dose und minimale Oberflicheninhalt bestimmen:

Radius = \/g ~ 0,46 [m] Hohe = — — —\/7 0,46 [m] Maximales Volumen = 0,307 m3

e
(3) Zielfunktion Volumen: V(r,h) = nr’h
Nebenbedingung: Der Strahlensatz liefert: 1% = % >h= %- B-r
Nebenbedingung einsetzen:
V(r) = ?m‘z -(3—=r) = 10mr? — ?m‘3 10
Definitionsbereich: 0 <r <3

Globales Maximum bestimmen: V'(r) = 20nr — 10mr?; V7' (r) =

20m — 20mr

V(@) =20mr—10mr’ =0 2r-r’=0r2-rN=0sr=

2(dar>0) h
V(2) = —20m < 0 AV() == 0A V(3) = 0AV(2) = ?: x = 2 ist |,
globale Maximumstelle auf [0; 3]. 3

Optimale Seitenlingen und maximalen Flicheninhalt bestimmen:
Breite = 4 cn Hohe = % cm Maximaler Flacheninhalt = ? cm?2

Kontrollergebnisse fiir die ler-Aufgabe: a) Radius r =~ 2,67 cm, Hohe h = 3,33 cm b) Radius r = 3,03
cm, Hohe h = 2,42 cm.
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Aufgabe 5

a)

Beispiel fiir eine mogliche Begriindung: Eine kleine Erhohung wird man akzeptieren, wenn die
Qualitdt stimmt. Weniger Kunden wird es erst bei einer kréftigeren Erhohung geben. Dann ist aber
auch zu rechnen, dass gleich , {iberproportional” viele Kunden abspringen.

b)

Zielfunktion bestimmen: Die Kosten K, die Einnahmen E und der dazugehorige Gewinn G = E —
Khiangen von der Anzahl n der Preiserh6hungen und dem damit verbundenen Kéauferschwund KS
ab. Fiir K, Eund G (in €) gilt K =90 + (250 - KS) - 1,2 und E = (250 - KS) - (1,8 + 0,1n). Die Zielfunktion
lautet in Abhéngigkeit von KS und n: G(KS; n) = (250 - KS) - (1,8 + 0,1n) - [90 + (250 — KS) - 1,2].
Nebenbedingung: KS = n2.

Definitionsbereich: 0 <n <15 (falls n ganzzahlig ist, sonst 15,81); 0 < KS < 250.

KS in die Zielfunktion einsetzen: G(n) = (250 — n?) - (1,8 + 0,In) - [90 + (250 — n?) - 1,2] = (250 — n?) -
(1,8+0,In) -90- (250 - n?)- 1,2=(250 - n?) - (1,8 + 0,In-1,2) - 90 = (250 - n?) - (0,6 + 0,1n) - 90 =
-0,1n? - 0,6n2 + 25n + 150 - 90 = -0,1n® — 0,6n2 + 25n + 60

Nun maximiert man die Gewinnfunktion in Abhidngigkeit von n:

G'(n) =-0,3n2 - 1,2n + 25. Dann gilt: G' (n) = 0 = n~ 7,3 (die zweite Losung ist -11,3 und ist nicht
Teil des Definitionsbereichs). G wechselt bei 7,3 das VZ von + nach - (z. B. G'(0) = 25 und G*(10) =
-17): 7,3 ist lokale Maximumstelle. Das Maximum betragt G(7,3) = 171,62.

Rinder untersuchen: Wegen G(0) = 60 und G(15) = -37,5 ist 7,3 globale Maximumstelle.

Ergebnis formulieren/Interpretation im Sachzusammenhang: Geht man von einer Preiserh6hung
aus, die ein ganzzahliges Vielfaches von 10 ct betrdgt, dann ergibt sich wegen G(7) = 171,3 sowie
G(8) =170,7 ein maximaler Gewinn (170,30 €) bei einer Erthchung um 70 ct, d. h. einem Verkaufspreis
von 2,50 €. Wiirde man eine beliebige ganzzahlige Preiserh6hung zulassen, betrtige der Gewinn bei
einer Erhohung um 73 ct 171,62 €.

Aufgabe 6

a)

Fiir den Verkaufspreis x (in €) und den Gesamtgewinn G gilt (N ist die Anzahl der 0,25 Euro-Preis-
senkungsschritte):

Verkaufspreis | Anzahl N verkaufte Menge Einnahmen | Kosten Gewinn

10,00 € 0 10 000 kg 100 000 € 55000€ | 45000¢€

9,50 € 2 14 000 kg 133 000 € 77000€ | 56 000 €

6,00 € 16 42000k g 252 000 € 231000€ |21000€
b)

Losung 1 (Gewinnfunktion in Abhingigkeit von N):

E(N) = (10000 + 2000N) - (10 - 0,25N) und K (N) = (10000 + 2000N) - 5,5. Der Verkaufspreis ist dar-
stellbar durch x =10 - 0,25 N.

Zijelfunktion: G(N) = E(N) - K(N) = (10000 + 2000N) - (10 - 0,25N) - (10000 + 2000N) - 5,5 = (10000
+ 2000N) - (10 - 0,25N - 5,5) = (10000 + 2000 N) - (4,5 - 0,25N) = 45000 + 6500 N - 500 N=2.
Definitionsbereich von G: 0 < N <40.

Maximieren von G in Abhingigkeit von N: Der zugehorige Graph ist eine nach unten getffnete
Parabel, das globale Maximum tritt also im Scheitelpunkt auf. G'(N) = -1000 N + 6500 = G'(N) =0
< N =6,5= x =8,375. Fur x = 8,38 gilt N = 6,52 bzw. fiir x = 8,37 gilt N = 6,52 (N =40 - 4x).
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Antwort im Sachzusammenhang: Da ein Verkaufspreis mit 0,5 ct im Einzelhandel nicht sinnvoll ist
und G (6,52) = G (6,48) gilt (warum?), kann die Kaffeerosterei den Preis auf 8,37 € =10 € - 0,25 - 6,48
€ oder 8,38 € =10 € - 0,25 - 6,52 € pro Kilogramm festlegen. Der Gewinn betrdgt dabei in beiden
Fallen 66 124,80 €.

Alternativlosung (Gewinnfunktion in Abhingigkeit vom Verkaufspreis x):

x ist der Verkaufspreis und N die Anzahl der 0,25 €-Erméafsigungen. E(x; N) = (10000 + 2000N) - x
und K(x; N) = (10000 + 2000N) - 5,5.

Zielfunktion in Abhidngigkeit von x und N: G(x; N) = E(x; N) - K(x; N) = (10000 + 2000N) - x - (10
000 + 2000N) - 5,5 = (10 000 + 2000N) - (x - 5,5)

Nebenbedingung: x =10 - 0,25 N < N =40 - 40x

Definitionsbereich: Do ={x | 55<x<10}

Einsetzen in G(x; N): G(x; N) = (10 000 + 2000 - (40 - 4x)) - (x - 5,5) = (10 000 + 80 000 - 8000x) - (x -
5,5) = (-8000x + 90 000) - (x - 5,5) =-8000 x2 + 134 000 x — 495 000

Maximieren von G in Abhingigkeit vom Kaufpreis x: Der zugehorige Graph ist eine nach unten
geoffnete Parabel, das Maximum tritt also im Scheitelpunkt auf. G'(x) = =16 000 x + 134 000 = G'(x)
=0 x=8,375

Antwort im Sachzusammenhang: Da ein Verkaufspreis mit 0,5 ct im Einzelhandel nicht sinnvoll ist
und G(8,37) = G(8,38) gilt, kann die Kaffeerosterei den Preis auf 8,37 € oder 8,38 € pro Kilogramm
festlegen. Der Gewinn betridgt dabei jeweils 66 124,80 €.

<)

Kritikpunkte: Der Zusammenhang von Preisreduzierung und Absatz ist unrealistisch, die Selbst-
kosten pro Tag sind nicht konstant. Ein realistischerer Ansatz konnte z. B. durch einen quadratischen
oder kubischen Zusammenhang von Preisreduzierung und Absatzmenge erfolgen.

Aufgabe 7

a)

Fiir die durchschnittlichen Herstellungskosten H gilt: H(x) = @ = 2x% — 16x + 48 + 100x 1.

Der Definitionsbereich von H ist 0 < x <9 (warum?).

Fir die Ableitung H” gilt H'(x) = 4x — 16 — 100x 2. Setzt man H" Null ergibt sich 4x — 16 —
100x~2 = 0. Multipliziert man beide Seiten mit x2 > 0 erhilt man 4x3 — 16x* — 100 = 0 © x> —
4x% — 25 = 0. Mithilfe des GTR erhilt man die einzige Lésungen 5 (z. B. iiber MENU A). Wegen
H’(5)=0,H"(4) =-25<0und H'(6) =47 > 0 (VZW von - nach +) besitzt H an der Stelle 5 ein lokales
Minimum, das sogar global ist, da H fiir kleine Werte von x sehr grofs wird und auch H(9) = 77,11
grofier als H(5) = 38 ist.

Antwort: Bei einer Produktionsmenge von 5000 Einheiten sind die durchschnittlichen Produktions-

kosten minimal.
b)

Zielfunktion: G(x) = E(x) — K(x) = -18 x3 + 16 x2 + 96 x - 100.

Definitionsbereich: 0 < x<9.

Globales Maximum bestimmen: G'(x) = — 54 x2 + 32 x + 96; G’(x) = 0 = x1 = 1,662; x» = 1,07 < 0
(entfdllt), G'(1) =74 > 0, G’(2) = -56 < 0 (VZW von G” von + nach -): Also liegt bei x; ein lokales
Maximum vor. Fiir die Randwerte gilt G(0) = —=100; G(9) = —11 062 (Maximum global).

Antwort: Bei einer Produktionsmenge von ca. 1662 Einheiten ist der Gewinn maximal.
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2.6 Losungen

2.5 Kontrollaufgaben
Aufgabe 1

a)

f(x) =x3+6x2+12x=x-(x*+6x+12) =0 x=0 Vx®?+6x+ 12 =0 © x = 0, denn die
Diskriminante von der quadratischen Gleichung in Normalform lautet D = 3% — 12 = -3 < 0.

b)

f'(—=1) = 3 entspricht der Steigung der Tangente an der Stelle -1 (im Punkt P).
<)

t(x) = f'(—=1) - x — 4 = 3x — 4 (von P erreicht man die Schnittstelle mit der y-Achse, in-
dem man von P eine Einheit nach rechts und drei Einheiten nach oben geht.)

P
d) W/ &
f(x) =3x2+12x+12,f"(x) = 6x + 12,f"(x) = 6. f -9
Esgilt:f'(—2) =f"(—2) = 0,f"(—2) = 6 > 0 (ReLiPo) und f(—2) = —8. _in

Daher ist W(-2/-8) ein Sattelpunkt

Aufgabe 2

a) up
Die Aussage ist falsch, da es Graphen ganzrationaler Funktionen gibt, die W

nach einem Sattelpunkt (W1) zunéchst einen Wendepunkt (W2) haben, bevor W,

ein Extrempunkt (HP) vorliegt. Z . B. fir den Graphen der Funktion f mit “+ :
f(x) = —3x* + 4x3 (siehe rechts) / \

b)

Die Aussage ist richtig, da die Kriimmung an den beiden benachbarten Extrempunkten unter-
schiedlich sein muss und daher dazwischen ein Krimmungswechsel erfolgen muss.

<)

Die Aussage ist richtig, da der Graph der Ableitungsfunktion eine Parabel zweiter Ordnung ist,
die mit dem Scheitelpunkt einen Extrempunkt besitzt.

Aufgabe 3

2) g 0)=4§

N

3 4 &
‘ 1{(4):0 de g’ (4)>0
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2.6 Losungen

b) '

Y
Zu (1) 6
Die Funktion f ist gerade = f(x) = ax* + bx? + ¢ -
@ £(0) =4 5
(I £(1) =5 ¢
(1) £(1) = 0
Zu (2) 3
f'(x) = 4ax3 + 2bx
Df0)=4=c=0
(Mf(l)=5=a+b+c=5a+b=5 27
(I £(1) = 0= 4a + 2b = 0 .
() + (-(): 2a=-10 & a = =5 == b = 10 ]
X
Also: f(x) = —5x* + 10x? >
-2 -1 |0 1 2

Aufgabe 4

a)

f(x) = ax* + bx* + ¢ (Funktion ist wegen der Achsensymmetrie des Graphen gerade)
f'(x) = 4ax3 + 2bx, f’(x) = 12ax? + 2b,

fl)=3:a+b+c=3, () f"(1)=0:12a+2b=0(IIl) f'(1)=-2:4a+2b=-2<2a+ b =-1.
Man erhilt das LGS:

1 1 1 3
12 2 0 0.
2 1 0 I-1

Mit dem GTR erhélt man die Losung: a = 0,25, b = -1,5 und ¢ = 4,25.
b)

f(x) = ax® + bx (Funktion ist wegen der Punktsymmetrie des Graphen ungerade)
f'(x) = 3ax* + b,

Of1)=2a+b=21)f(1)=0:3a+b=0.

(IT) - (I) ergibt 2a = -2 bzw. a = -1 und damit b = 3.

<)

Ansatz f(x) =x2+ ax + b.
Bedingung (1) {(3) =0 < 9+3a+b =0« b=-9 -3a. Daher folgt f,(x) =x2+ ax - 9 - 3a.

2 2
fa(x) = x2 + ax - 9 - 3a = 0. Die Diskriminante lautet: D = (— 3) +9+3a= a: + 3a + 9. Die Diskri-

2
minante ist Null genau dann, werma: +3a+9=0<a’+12a+36=0< (a+6)? =0.
Also fiir a = -6 ist die Diskriminante Null. Der Graph zu f-s hat daher genau eine Nullstelle. Fiir alle
anderen Parameter von a hat die Funktion genau zwei Nullstellen— % ++D =-— % + [a + 6]

Aufgabe 4

a)
g(x) = gac(x) = 5x und h(x) = gpp(x) = -2x +12
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2.6 Losungen

b)

Ein sprungfreier Ubergang bedeutet, dass eine Strafie ohne Liicke in die andere Strafie iibergeht. Ein
knickfreier Ubergang bedeutet, dass die beiden Straflen im Ubergangspunkt die gleiche Steigung
haben.

<)

f(x) = ax® + bx? + cx + d,f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢

Bedingungen aufstellen:

(1) £(0) = g(0) = 0, (I1) £°(0) = &(0) = 5; () £(4) = h(4) = 4, (IV) '(4) = h"(4) = -2

Aus (I) folgt d = 0 und aus (II) unmittelbar ¢ = 5. (III) und (IV) ergeben folgendes LGS:
(III) 64a + 16b + 4c + d =4 und (IV) 48a + 8b + ¢ = -2. Setzt man c und d ein, ergibt sich:
(III) 64a + 16b = -16 und (IV) 48a + 8b = -7.

Mit dem GTR erhilt man: a = 0,0625 und b = -1,25

Also: f(x) = 0,0625x3 — 1,25x% + 5x und f'(x) = 0,1875x% — 2,5x + 5

d)

Es miisste eine Parabel mit einer Funktionsgleichung der Form p(x) = ax? + 5x sein, da der Punkt
A als Koordinatenursprung ein knick- und sprungfreier Ubergang ist. Mit f(4) = 4 ergibt sich die
Gleichung 16a + 20 = 4 oder a = -1. Damit gilt fiir die Funktionsgleichungen der Funktionen von p
und p’ p(x) = —x? + 5x und p'(x) = —2x + 5. Wegen p'(4) = —2 -4 + 5 = —3ist der Ubergang nicht
knickfrei. Eine Parabel hat in der obigen Situation mindestens einen Ubergang der nicht knickfrei
ist.

e)

f’(x) =0,375x — 2,5

f7(0)=—-25#g’(0) =0und f"(4)=-1+h"(0) =0

Ein Graph mit kriimmungssprungfreien Ubergéingen A und B kann durch eine GRF vom Grad fiinf
modelliert werden (es kommen zwei Bedingungen dazu). Wenn es einen Graphen einer GRF vierten
Grades gibe, fiir den an den knick- und sprungfreien Ubergangsstellen die zweite Ableitung den
Wert Null annimmt, konnte das Problem auch durch eine Funktion vierten Grades beschrieben wer-
den (denn dann wiirde £"°(0) = g*(0) = 0 und £"(4) = h""(4) = 0 gelten).

Aufgabe 6

a)

Zielfunktion: U(x;y) = 2x + 2y;

Definitionsbereich: x und y sind positiv.

Nebenbedingung: 900 = x - y. Formt man diese Bedingung nach y um, erhédlt many = %0.

Einsetzen der NB in Zielfunktion: Setzt man y in die Zielfunktion ein, ergibt sich:

U(x) = 2x + = = 2x + 1800x ™.

Globales Minimum bestimmen:
900

U'(X)=2—1800x_2=0=32X2—1800=0(:>X2=900(:>X=30=>y=§—30.
X

Wegen U’(29) = —0,14 < 0 und U’(31) = 0,13 > 0 sowie U(x) = +00 und U(x) . +o00 nimmt U
fiir x = y = 30 ein globales Minimum an.

Antwort: Fiir x = y =30 cm betrdgt der minimale Umfang 120 cm

[Losung und Argumentation mit GTR moglich, allerdings miissen alle Ansédtze und Ableitungen
angegeben werden.]
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2.6 Losungen

El [EXEl:Koordinaten anzeigen

=2x+1800xx1

b)

Zielfunktion: O(r,h) = 2nr? 4+ 2nrh mit dem Radius r und der Hohe h

Nebenbedingung: V = nr’h = 500 & h = ﬂ

1000

Nebenbedingung einsetzen: O(r) = 2mr? + 2111‘% = 2mr? + = 2nr? + 1000r~*

Definitionsbereich: r, h > 0
Globales Minimum bestimmen: 0'(r) = 4nr — 1000r=2; 0”(r) = 4m + 2000r=3 > 0
0’(r) = 4mr — 1000r=2 = 0 S 4mr3 — 1000 = 0 © r = /2% ~ 4,30; 07(4,30) > 0
T
AO(r) = 2mr? + 1000r~* e (erster Term strebt gegen Null, zweiter gegen Unendlich)
AO(r) = 2mr? + 1000r‘1 r—) +oo (erster Term strebt gegen Unendlich, zweiter gegen Null)
1000

oV = i

Daher nimmt O bei r = 3{/?—5 sein globales Minimum an.
Optimale MafSe der Dose und minimale Oberflicheninhalt bestimmen:

Durchmesser = 23/3%5 =~ 8,60 [cm] Héhe = 750 > ~ 8,60 [cm] Minimale Oberfldche = 349 cm?

25

~ 348,73 [cm?]

<)

Zielfunktion: V(x;y) = 2x2 ' y;
Definitionsbereich: 0 <x, y <2
Nebenbedingung: 2 = 6x + 4y. Formt man diese Bedingung nach y um, erhélt many = 0,5 — 1,5x.
Einsetzen der NB in die Zielfunktion: V(x) = 2x? - (0,5 — 1,5x) = x? — 3x3
Bestimmung des globalen Maximumes:
2

V(x) =2x—9x% =x-(2—-9x) = 0 © x = 0 (sinnlos) oder x = 5 Mit V7(x) =2-18x ergibt
sich V” (%) =2-18- g = —2 < 0. Ferner gilt V(0) = 0 und V(2) = —20. Daher nimmt das Volumen

sein globales Maximum fiir x = g an.
Antwort: Die Lange betrdagt ca. 22 cm die Breite (2x) betrédgt ca. 44 cm und die Hohe (y) etwa 17 cm.

d)

Der Graf der Funktion f mit f(x) = % (x® — 3x% — 9x + 43) schneidet die Gerade g mit g(x) = 2 in den
Punkten A(-3/2) und D(3/2) (vgl. Abbildung). Fiir -3 < a < 3 bilden die Punkte A, B(a/2) und
C(a/f(a)) ein Dreieck. Bestimme a, so dass dieses Dreieck maximalen Fldcheninhalt hat.

Zielfunktion:  A(a) =5(a+3)-[f(a) —2] =;(a+3)-[1(a® — 32> —9a +43) - 2] = —(a +3)
(a% —3a%2—9a+27) = %(34 — 18a? + 81)

Definitionsbereich: -3<a <3

Globales Maximum bestimmen: A'(a) = 1—16 (4a% — 36a); A”(a) = 1—16 (12a% — 36)
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2.6 Losungen

A'(@) = %(4a3 —36a) =0 @%a(az -9 =0oa=0va=43;A"(0) = —% < 0;A”(3) =Z_z = % <
0; A(-3) =A(3) = 0;A(0) = % = 5,0625 = 0 ist auf [-3; 3] eine globale Maximumstelle.
Antwort: Fiir a = 0 wird der Flacheninhalt des Dreiecks mit einer Lange der Grundseite von 3 cm

und der Hohe von £(0) - 2 = % = 3,375 cm maximal und betrigt % = 5,0625 cm?2.

A

Y /

N\ /

C(alf(a)) /

\
e \+
- \
25}
NS
g

v><

Aufgabe 7
a)

Seien x der Preisreduzierung in Euro, K(x) die monatlichen Kosten, E(x) die monatlichen Einnahmen
und G(x) = E(x) — K(x) der Gewinn. Dann gilt:

K(x) = (100 + x2) - 100 = 10000 + 100x2

E(x) = (100 + x?) - (200 — x) = 20000 + 200x? — 100x — x3.

Zielfunktion:

G(x) = 20000 + 200x? — 100x — x> — 10000 — 100x? = —x3 4+ 100x% — 100x + 10000
Definitionsbereich: x > 0

Globales Maximum bestimmen: G'(x) = —3x2 + 200x — 100; G”"(x) = —6x + 200

G'(x) = —3x%+200x—100=0 G?Rx ~ 66,16 Vx = 0,51;

G”(66,16) ~ =197 < 0;G"(0,51) = 197 > 0; G(0) = 10000; G(x) — —0; G(66,16) = 151507

= G wird fiir 66,16 global maximal.
Antwort: Fiir eine Preisreduzierung von 66,16 € pro Stiick wird % [EXE]:Koordinaten anzeigen
der Gewinn mit 151507 am grofiten. Die dazugehorige Verkaufs-

zahl betrégt etwa 100 + 66,16% ~ 4477 Stiick pro Monat. [Alterna- |/ EH:'
tiv kann auch ein grafischer Nachweis erfolgen. Allerdings miis- E
sen dabei alle Ableitungen und Ansétze gemacht werden.]
¥/d¥=0 MAX

£=66..16286087 ¥=151606,6079. .. .%

b)

Sei N die Anzahl der monatlich verkauften Flaschen und x die Preisreduzierung. Dann gilt fiir N:
N = 100 + x2. Formt man diese Gleichung nach x um, erhilt man x = VN — 100. Damit gilt fiir den
Gewinn: G(N) = E(N) — K(N) = N- (200 —x) —N-100 = N- (100 — vN — 100).

129



Lektion 3: Integralrechnung

Norm]

UNTEN=-4
Jdx=4.5




3.1 Flachen und Wirkungen

Lektion 3: Integralrechnung

3.1 Flichen und Wirkungen

Erkundung: Flicheninhalte haben ihre Bedeutung

Bei einem Handballspiel Ein Auto wird iber 4m mit ei- H In einer Messstelle einer

werden dle Zuschauer1,5h ner sich verdndernden Kraft Olpipeline wird zu jedem
vor Spielbeginn in die Halle angeschoben, Zelitpunkt die durchflieBende
gelassen. Oimenge gemessen.

nAusdem Pegelstand eines n Ein Auto fahrt 25 Minuten n Im Kamin eines Kraftwerks

Flusses kann auf die Abfluss- lang auf einer wenlg befahre- wird standig die inder Abluft
menge pro Minute geschlos- nen Autobahnstrecke. enthaltene Menge eines
sen werden, Schadstoffs gemessen.

sod Ausstofiratein =} KraftinN 404 Abflussrate in 2=

30 304 304+

204+ 4 L L AL L 204

10 10+ L 1 - Zeit
pANERSREN Y N Weginm LT T Tk
00 10-20-30-40-5 O 1.2 3.4 5. O g 12 18 2 |
I bl - . i — . Personen -
160d Geschwindigkeit in 57~ oo 4 Durchflussrate in = 900 4 Personenrate in ——r=

1204+ -

€0-

g+ 40- 100+ /N
T zeit | 2071 o | O Y Zeit
D L 1 1 1 in-mi.l_ﬁ ﬂ 1 g ze!_t L I |. |I ""I“[.‘I

Ergebnis1 Ca. 34320 m?

13Uhr. 16 Uhr- 19 Uhr. 22 Uhr

Ergebnis 2 FPYEICSNNNN Ergebnis 3 [Fpysme

9070 5030 10 10 -

Ca. 47Nm R ca, 479km Ergebnis & PRI

a) Ordne begriindend jeweils einen Sachkontext 1 bis 6 einem Grafen A bis F und einem Ergebnis
1 bis 6 zu. Vervollstindige das Ergebnis zu einem Antwortsatz.

b) Kontrolliere, ob die Ergebnisse stimmen und konnen. Erldutere Dein Vorgehen und notiere
Deine Rechnungen.

c) Ermittle einen Zusammenhang zwischen den Einheiten der beiden Achsen und der Einheit des
Flacheninhalts zwischen Graf und waagerechter Achse.

4 Aufgabe aus Lambacher Schweizer fiir die Oberstufe (2015)
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3.1 Flachen und Wirkungen

d) Erstelle eine Ubersicht fiir die Bedeutung der Flicheninhalte in den einzelnen Situationen. Er-
mittle weitere Beispielsituationen. Erstelle dazu einen beschrifteten Grafen.

¥

Aufgabe 1 (Fahrstuhl)

Ein Fahrstuhl beginnt seine Fahrt im Erdgeschoss (EG), hilt kurz im 2. Stock, fahrt weiter in den
dritten Stock und nach einem kurzen Stopp direkt in die Tiefgarage. Im Koordinatensystem ist der
Graf der zugehorigen idealisierten Geschwindigkeits-Zeit-Funktion (ohne Beschleunigungs- und
Bremsphasen) eingetragen.

‘v[MemrmoSeMmdﬂ

: H t [Sekunde]
. 4 ' ; + l $ $ 4 : 4 i : »
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 i 22 24 26

Zeitpunkt 0 4 8 10 12 21
Léange des Zeitintervalls 4
At (in s) S
Geschwindigkeit v in m
. 3 14
pro s (in ms?)
im Zeitintervall zurtick-
gelegter Weg AS (in m) 4-14=56
Bedeutung des Vorzei- Weg nach
chens von AS oben

Entfernung zum Start-

punkt (EG) (in m) 56

a) Bestimme die Entfernungen des Fahrstuhls zum Startpunkt (EG) zu den Zeitpunkten Os, 4s, 8s,
10s und 12s, indem Du die Tabelle ausfiillst.

b) Interpretiere die Bedeutung einer negativen Entfernung.

c) Bestimme die mittlere Geschwindigkeit fiir die ersten 21 Sekunden. Zeichne diese Geschwin-
digkeit im Diagramm ein.

d) Skizziere den Weg-Zeit-Verlauf-des Grafen.

Merke: Die Fldche, die der Graph der Geschwindigkeits-Zeit-Funktion einer Bewegung zwischen
zwei Zeitpunkten mit der t-Achse einschliefst, entspricht dem in diesem Zeitintervall zuriickgeleg-
ter Weg. Deren Fldcheninhalt ist somit die Mafizahl der Lange des Weges. Liegt ein Fldchensttick
unter der t-Achse, so wird die Wegliange negativ gezihlt (,Weg nach unten” bzw. ,,Weg zuriick”).
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Aufgabe 2 (HeifSluftballon)

Im Koordinatensystem ist die vertikale Geschwindigkeit v (Steig- bzw. Sinkgeschwindigkeit) eines
Heifdluftballons in Abhingigkeit der Zeit t seit dem Start dargestellt. Im Gegensatz zur (idealisierten)
Fahrstuhlfahrt dndert sich hier die Geschwindigkeit nicht abrupt, sondern kontinuierlich.

a) Bestimme die Entfernung zum Startpunkt (Hohe gegentiiber dem Erdboden) zu den Zeitpunkten
Os, 10s, 20s, ..., 80s, indem Du die Tabelle ausfiillst. Dazu benétigst du die mittleren Geschwin-
digkeiten der Zeitintervalle, die du ndherungsweise aus dem Grafen bestimmen kannst (im ers-
ten Intervall ist diese etwa 0,7 ms?). 4\ (in mis)

b) Bestimme nidherungsweise die mittlere Geschwin-
digkeit des Ballons fiir die ersten 60 Sekunden.
Zeichne die mittleren Geschwindigkeiten im Zeit-
intervall [0;60] im Diagramm ein.

c) Bestimme analog die mittlere Geschwindigkeit fiir
die Gesamtdauer von 80 Sekunden und zeichne
sie im Diagramm ein.

d) Skizziere grob den Grafen der Weg-Zeit-Funktion
des Ballons.

Zeitpunkt 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Lange des Zeitintervalls At

. 10 10 10 10 10 10 10 10
(ins)

(geschitzte) mittlere Ge-
schwindigkeit v in diesem 0,7
Zeitintervall (in m/s)

im Zeitintervall zuriickge-

legter Weg As (in m) 7
Bedeutung des Vorzei- Weg
nach
chens von As
oben
Entfernung zum
Startpunkt (Hohe 0 7

gegeniiber dem
Erdboden) (in m)

Merke: Bei kontinuierlichen Kurvenverldufen von Geschwindigkeits-Zeit-Verldufen kann der
Flacheninhalt zwischen Graph und t-Achse durch Rechteckflichen angendhert werden. Der Na-
herungswert entspricht der Entfernung vom Startpunkt.

Merke: Aus dem Geschwindigkeits-Zeit-Verlauf v, die jedem Zeitpunkt t genau einen Geschwin-
digkeitswert v(t) zuordnet, ldsst sich durch die Bestimmung des Fldcheninhalts unter der Kurve
der zuriickgelegte Weg s(t) nach der Zeit t bestimmen. Man nennt die Weg-Zeit-Funktion s auch
Wirkungsfunktion der Geschwindigkeits-Zeit-Funktion v, da sich die Geschwindigkeit v auf die
zuriickgelegte Strecke s auswirkt.
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Aufgabe 3 (Geschwindigkeits-Zeit-Verldufe eines PKW)

Die folgenden vier Abbildungen zeigen den Geschwindigkeitsverlauf eines PKW (in Meter pro Se-
kunde) tiber einen Zeitraum von jeweils 30 Sekunden.

4 Geschwindigkeit [ms] 4 Geschwindigkeit [ms]
—|20 —|20
| |
—|15 1 —|15 2
| |
101 i 101 rrd
5 5 -
Zeit [s] | Zeit [s] |
4 + 4 > 4 + 4 >
0 5 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30
4 Geschwindigkeit [ms1] 4 Geschwindigkeit [ms1]
—|20 —|20
| |
15 15
| | 4
| 3 |
101 NG 101
\
5 < 51/
Zeit [s] | eit [s] |
y + ~ [ ]> : + : [ ]p
0 5 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30

a) Gib die Bedeutung der Fldche unter der Kurve im Sachzusammenhang an und interpretiere den
jeweiligen Verlauf qualitativ.

b) Bestimme die (linearen) Funktionsgleichungen v(t) der vier Geschwindigkeits-Zeit-Verldufe.
[Hinweis fiir 4: Betrachte die Funktion abschnittsweise.]

¢) Berechne mithilfe einfacher Flichenberechnung die zuriickgelegte Strecke des Autos in Meter
(m) nach 5, 10, 15, 20, 25 und 30 Sekunden (s). Fiille dazu folgende Tabellen aus.

Zeitins 0 5 10 15 20 25 30

zurtickgelegte Strecke in m

zuriickgelegte Strecke in m

zuriickgelegte Strecke in m

BN =
oc|lo|o|o

zurtickgelegte Strecke in m

d) Berechne jeweils die mittlere Geschwindigkeit des Autos im Zeitintervall [0;30] und trage die
Werte in die obigen Diagramme ein.

e) Zeichne mithilfe der vier Tabellen den Weg-Zeit-Verlauf des Autos fiir die vier Darstellungen
in die folgenden Koordinatensysteme ein.
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4 Zurickgelegter Weg [m] 4 Zuriickgelegter Weg [m]
5|00-- i i 5|00--
| |
—4|00 —4|00
| |
f3|00 f3|00
| |
*2|00 *2|00
| |
—100 —100
Zeit [s] | Zeit [s] |
4 + } > + + } -
0 5 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30
1 Zurickgelegter Weg [m] 1 Zuriickgelegter Weg [m]
5|00-- i i 5|00--
| |
—4|00 —4|00
| |
f3|00 f3|00
| |
*2|00 *2|00
| |
—100 —100
Zeit [s] | Zeit [s] |
4 + } > + + } -
0 5 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30

f) Bestimme die Funktionsgleichungen s(t) der vier Weg-Zeit-Verldufe fiir die ersten 30 Sekun-
den. [Hinweis fiir 4: Betrachte die Funktion abschnittsweise. |

g) Untersuche den Zusammenhang von Funktionsgleichung (Geschwindigkeits-Zeit-Verlauf, vgl.
Teilaufgabe b)) und Wirkungsfunktionsgleichung (Weg-Zeit-Verlauf, vgl. Teilaufgabe f)).

Merke: Die Mafieinheit fiir die Maf$zahl der Flidche, die der Graph und die x-Achse einschliefien,
erhdlt man aus dem Produkt von Mafieinheit der x-Achse (z. B. Zeit in Sekunden) und Mafseinheit
der y-Achse (z.B. Geschwindigkeit in m/s). In den Aufgaben 1 und 2 ist die Mafleinheit der Fldche
also das Produkt von Sekunde - X<** = Meter. Daher hat der Flicheninhalt in den Aufgaben 1

Sekunde

und 2 die Bedeutung der zuriickgelegten Strecke.

h) Uberpriife die obige Merkregel falls die Funktion f:
(1) die Schadstoffausstofirate eines Kohlekraftwerks in ﬁ von 7 bis 7:50,
2) den Kraft-Weg-Verlauf eines Korpers fiir die ersten 4 Meter,

. 3
3) die Durchflussrate einer Olpipeline in % tiber eine Zeitraum von 24 Stunden,

100 Besucher

(2

®)

(4) den Besucherandrang in beim Einlass in ein Fufiballstadion,
®)

3
5) die Abflussrate eines Flusses in ein Staubecken in % iiber einen Zeitraum von 1 h beschreibt.

— Arbeitsblatt zur Ergebnissicherung: Herleitung der Wirkungsfunktion
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3.1 Flachen und Wirkungen

Aufgabe 4 (

Ein Wasserriickhaltebecken hat die Abmessungen 25 m x 15 m x 4 m (L x B x H). Das Wasser steht
vor dem Pumpvorgang 60 cm hoch. Der Wasserstand in einem Wasserrtickhaltebecken wird von
funf Pumpen gesteuert, die jeweils eine maximale Pumpleistung von 1 m3Wasser pro Minute haben.
Ein Probelauf mit den finf Pumpen ist im folgenden Diagramm erfasst worden. Dabei wirkt die
Pumpleistung in m? Wasser pro Minute auf die Wassermenge in m3.

Pumpvorginge bei einem Wasserriickhaltebecken)

Pumpleistung in m? Wasser pro Minute

5,0

4,0 / h

]
3,0 ]

/
2,0 £

10 44 B

0,0 Zeit in Minuten
L+ TOO0 140 250 300

o
Py
N\

3,0

4,0

a) Gib die Bedeutung der Flichen A und B im Sachzusammenhang an.

b) Bestimme, wie viel Kubikmeter Wasser vor dem Pumpvorgang im Becken sind und wie viel
Kubikmeter Wasser in den ersten 30 Minuten in das Becken gepumpt werden.

c) Entscheide begriindend, welche der folgenden Aussagen wahr sind.

In den ersten 3 Stunden wird Wasser in das Riickhaltebecken gepumpt.

Fiir 45 Minuten laufen alle fiinf Pumpen zugleich mit maximaler Pumpleistung.
Nach 200 Minuten hat das Becken einen Wasserstand von weniger als 60 cm.
Der Wasserstand des Beckens ist nach 280 Minuten hoher als am Anfang.

Der Wasserstand des Beckens ist nach 280 Minuten niedriger als am Anfang.
Nach 3 Stunden wird Wasser aus dem Becken abgepumpt.

Der maximale Wasserstand ist nach 70 Minuten erreicht.

ONONONORORON®)

d) Bestimme ndherungsweise, nach welcher Zeit 300 m3 Wasser ins Becken gepumpt worden sind.

e) Bestimme, wie viel m3 Wasser in den ersten drei Stunden ins Becken gepumpt wurde (A) und
wie viel m?® Wasser dann bis zum Ende abgepumpt wurde (B).

f) Berechne die durchschnittliche Pumpleistung in m? pro Minute in den 300 Minuten du trage
diese Wert in das Koordinatensystem ein.

136



3.1 Flachen und Wirkungen

Aufgabe 5 (Fiillen eines Aquariums)

Ein Aquarium habe die Mafie 120 cm x 60 cm x 60 cm (L x B x H). Die angeschlossene Hochleistungs-
pumpe MEGA FILL soll dieses Aquarium angeblich in zwei Minuten fiillen konnen. Die Hochstleis-
tung der Pumpe betrédgt 4 1/s. Der Fiillvorgang ist idealisiert in folgendem Diagramm dargestellt:

4,00 400
3,00 \\
300
2,00
1,00 \\ 200
0,00
0 20 40 60 80 100 120 100
x-Achse: Zeit in s
y-Achse: ,Pumpleistung” in Se]::;rde
] 0
Dabei wirkt die Pumpleistung in LT o uf 0 20 40 60 80 100 120
Sekunde
die Wassermenge in 1, so dass man mithilfe
der Wirkungsfunktion W(x) die Wassermenge x-Achse: Zeit in s
in I bestimmen kann. y-Achse: Wassermenge in 1

a) Untersuche, wie viel Wasser nach 2 Minuten im Aquarium ist und bestimme die Hohe des Was-
serspiegels. [Hinweis: 1000 cm3 =11]

b) Bestimme in 10 Sekunden-Abstinden die eingelaufene Wassermenge und fiille die folgende Ta-
belle aus.

Zeitin s 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 | 100 | 110 | 120

Wassermenge in |

¢) Zeichne den Graphen der Wirkungsfunktion W, die die Wassermenge W(x) zu einem Zeitpunkt
x angibt, in das obige freie Koordinatensystem.

d) Bestimme zu den drei Teilabschnitten die linearen Grundfunktionsgleichungen, welche die
Pumpleistung f(x) zu einem Zeitpunkt x angeben.

e) Bestimme die Gleichungen der Wirkungsfunktionen W fiir die drei Zeitabschnitte.

f) Berechne die mittlere Pumpleistung in Liter pro Sekunde in den 120 Sekunden und trage den
Wert im rechten Koordinatensystem ein.
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3.2 Von der Stammfunktion zum HSDIR

3.2 Von der Stammfunktion zum HSDIR

Bisher haben wir die Flichen unterhalb des Grafen einer Anderungsrate einer Funktion im Sach-
kontext gedeutet. Seinen Flacheninhalt konnten wir mithilfe der Wirkungsfunktion bestimmen. Das
Besondere der Wirkungsfunktion ist, dass ihre Ableitung der Ausgangsfunktion entspricht. Solche
speziellen Funktionen heifien Stammfunktion zur Ausgangsfunktion.

Mithilfe der Stammfunktion kann der Fldcheninhalt unter- 4
halb des Grafen einer Funktion ermittelt werden. Der dazu
notwendige Satz heifist Hauptsatz der Differential und In-
tegralrechnung. Er verkniipft die Differentialrechnung
(Schlusselkonzept: Ableitung) mit der Integralrechnung
(Schlusselkonzept: Integral). Er besagt vereinfacht, dass der
Flacheninhalt unterhalb des Grafen einer Funktion f tiber
einem Intervall [a; b] durch die Differenz F(b) - F(a) berech-
net werden kann, wobei F eine Stammfunktion von f ist.

 (x)

Definition: Eine Funktion F heif$t Stammfunktion von f, wenn fiir alle x des Definitionsbereiches

gilt: F(x) = £(x).

Merksatz: Zwei Stammfunktionen einer Funktion f unterscheiden sich nur um eine Konstante.

Beispiele (an der Tafel besprochen):

a)f(x)=7=F(x)=7x+c b) f(x) =3x +2 = F(x) =1,5x2+2x + ¢
Q) f(x) =5x3 = F(x) =2xt+c d) f(x) = 5=5x3=F(x) = Sx2+c
e) Allgemein gilt fir n # -1: f(x) = x» = F(x) = —— - x»1 + ¢

¥

Aufgabe 1
Gib eine Funktionsgleichung der Stammfunktion F bzw. F, an.

Afx) =4 bfx)=2x-1 o)f(x) =2x d)fx)=3x* e f(x)= §x5 f) f(x) = gx—EXS
9)f(x) =2x-(1—-x%x%) h)f(x)=(2x—4)? i) f(x) =2x72 j)fx) =vx k) f(x) = %
1) f,(x) = ax + 2 m) f,(x) =ax* +3ax*  n)f,()=F+3ax 2 0)f,(x) = Ji_B
@ Aufgabe 2

a) Beweise den obigen Merksatz.

b) Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = —x? + 4x [ f(x) = 5x ]

Ermittle die Stammfunktionen F von f mit F(1) = —2.
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3.2 Von der Stammfunktion zum HSDIR

Aufgabe 3
Die Grafen A bis D sind Stammfunktionsgrafen zu den Grafen 1 bis 4.

a) Entscheide begriindend, welche Grafen zusammengehoren.

b) Gib fiir die Graphen 1, 3, A, C eine Funktionsgleichung an.

| @ | @ I @
3+ l--/\ 31
2t \ t +—— 2t
o 3
| =0 1
- -2 -
1 2 3 o 1 \2 3
<34 =14
;!
@ | ® | ©
2 AN
| t t = 3
of 1 21\ 3
¢ o =]+ 2t
1 2 3 4
a ) 14 -2
2 -31 : - -3
of 1 2 3
41

Aufgabe 4
Sei v die Geschwindigkeits-Zeit-Funktion des Autos 4 in Aufgabe 3 von Kapitel 2:

3t0<t<5
vit) = 15 5<t<15
30—t 15<t<30

a) Bestimme fiir die drei Teilabschnitte die Menge aller Stammfunktionen zur Geschwindigkeits-
Zeit-Funktion v.

b) Fiir die Wirkungsfunktion s (Weg-Zeit-Funktion) wurden mit einem etwas aufwendigen Ver-
fahren folgende drei Gleichungen von speziellen Stammfunktionen zu v ermittelt:

1,5:t2 0<t<5
s(t) = 15-t—375 5<0<15
30-t—0,5-t>—150 15<t< 30

Untersuche, wie man diese speziellen Stammfunktionen bestimmen kann. [Tipp: Aufgabe 2]

— Arbeitsblatt zur Ergebnissicherung: Herleitung des HSDIR

139



3.2 Von der Stammfunktion zum HSDIR

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung;: 4 £(x) /

Sei F eine Stammfunktion zu f und A, die dazugehorige
Flacheninhaltsfunktion. Dann gilt: A.(b) = F(b) — F(a).

Statt A.(b) schreibt man | b f(x) dx und liest hierfur: ,In- b
a A,(b) = f f(x)dx

tegral von f tiber dem Intervall [a; b]“. a heifst untere, b X
obere Integrationsgrenze, f(x) heifst Integrand und x die 3 b o
Integrationsvariable.

2
Es gilt: fab f(x) dx = F(b) — F(a) := [F(x)]2 Beispiel: flz 2x%dx = Ex?’] = ? —g = %

1

Hinweis: In den Aufgaben 5-7 soll der Hauptsatz der DIR unter Verwendung der Stamm-
funktion angewendet werden. Erst anschliefSend darf das Ergebnis mithilfe des GTR (iiber
MATH, Feé, F1) tiberpruft werden.

Aufgabe 5

Uberpriife, ob die folgenden Behauptungen wahr sind.

4 4 1 1

1 51 b 2 [, w

a)f(Zx+3)dx=10 b)f(l,Sx—S)dx=—T c)fdx=2 d)fx dx=§ e)fx dx=?
0 1 -1 -1 0

Aufgabe 6

1
a) Berechne das Integral jx“dx firn=10,1,2,3,4,5k
-1
10

1 2 4

1 1

b) Bestimme folgende Integrale:J [x- (x+2)]dx; J(x+ 1)2dx; fx—zdx; dex
X
-1 1 1

Aufgabe 7

Zeichne die Graphen folgender Funktionen und markiere den entsprechenden Fldcheninhalt unter-
halb der Kurve tiber dem Intervall I. Berechne den Fldcheninhalt mit Hilfe des Hauptsatzes der DIR.
Uberpriife Deine Zeichnung und Rechnung mit dem GTR.

a) f(x) =x+0,5im Intervall I = [-1,5; -0,5] und I = [-0,5; 1].
b) f(x) = 2x? im IntervallI=[0,5; 1] und I = [-1; 0].

c) f(x) =+x imIntervallI=[0;1] und I = [1; 2].

d) f(x) = Xlzim Intervall [1; 2] und [2; R] fiir R—+o0.

— Arbeitsblatt zur Ergebnissicherung: Zusammenhang von Integral und Flacheninhalt
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Exkurs: Numerische Berechnung von Flacheninhalten

Exkurs: Numerische Berechnung von Flicheninhalten

In der folgenden Abbildung wird der Fldcheninhalt der Fldche, den die Normalparabel tiber dem
Intervall [0,1] mit der x-Achse einschliefst, durch Rechteckfldchen angendhert.

Untersumme (Abschatzung nach unten) Obersumme (Abschatzung nach oben)
Y Y f(x) = x2
/
31 31
A A
21 21
% 00 - x2 Rechtecke 2
il “1 11
4 4
x X
0 102 3 0 1 2 3
A S S R S S
Der Inhalt der Rechtecke betragt Der Inhalt der Rechtecke betragt
1 1 (12,1 f212, 1 (3)2 1 {132,122 ,1 [3)2 .1
Ug=3-02+3-(3) +3-(3) +3-(3) 0= () +3-GF +3-(Gf +3-7
=(,2188. =0,4688.

a)

Beschreibe die Ndherungen des gesuchten Flécheninhalts mithilfe der Untersumme und der
Obersumme von Rechteckfldchen.

Gib Terme fiir die Untersumme Ug und die Obersumme Os an und bestimme ihre Werte.

Begriinde, dass die Terme fiir die Untersumme U, und die Obersumme O, bei einer Untertei-
lung des Intervalls in n gleichgrof3e Teilintervalle der Lange % folgendermaflen lauten:

1, 1 (1\* 1 [2\° 1 n—2\*> 1 (n—1\°
Un=—'0 +—-(= +—-(= 4o —- + .
n n \n n \n n n n n
) ) ()
0°+(=) +(=) +—+ +
n n n n
= k—1\° k—1\° _ _
. Z (lies: Summe aller m von k gleich 1 bis n)
=1
)2 1 (2)2 1 (n—1>2 1,
+—-(= + e = +--1
n \n n n n
)@ )
—) +(=) ++—]) +1
n n n
LR N
. z <H> (lies: Summe aller <H> von k gleich 1 bis n)
Dabei steht das Symbol 2. (Sigma fiir Summe) fiir die Aufsummierung von Summanden (hier

Funktionswerte von f an den Stiitzstellen 0, %, %, ..., 1). Der Buchstabe k heifst Laufindex. Er star-
tet hier bei 1 und endet in unserem Fall bei n. Es werden also n Summanden aufaddiert.
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Exkurs: Numerische Berechnung von Flacheninhalten

d) Der Taschenrechner hilft Dir bei der Berechnung der Untersumme und Obersumme. Verwende
in MENU 1 die Funktion MATH (F4) und dann iiber F6 und F2 die Aufsummierung >.. Nun
lassen sich die Untersumme und Obersumme aus c) fiir unterschiedliche Werte fiir n berechnen.
Fiir n = 4 erhélt man folgende Darstellungen:

Untersumme Uy Obersumme Oy
B ﬂ-- (d7c][Real
%)) %))
4X,§1 4 XZ
0.21875 0.46875H

N [

JUMP JDELETEPMATYCT] MATH JUMP JDELETE PMATPVCT] MATH

Bestimme mithilfe der Formeln aus c) und dem GTR die Werte fiir die Untersumme und Ober-
summe bei den folgenden Unterteilungen in gleichgrofle Teilintervalle:

Anzahl n der Teilintervalle | 4 8 10 100 1000
Rechteckuntersumme U, 0,2188
Rechteckobersumme O, 0,4688

e) Der gesuchte Wert fiir den Flacheninhalt liegt fiir jede beliebig grofse Unterteilung in n gleich-
grofle Teilintervalle zwischen dem Wert fiir die Unter- und Obersumme. Begriinde folgende
Aussagen:

(1) Esgilt: 0, — Uy, = % Daher streben Ober- und Untersumme fiir wachsendes n gegen den glei-
chen Wert.

(2) Esgilt: 0y = =+ |12+ 22 + 4+ (n — 1)? +n?|.

(3) In der Formelsammlung findet man fiir die Summe der ersten n Quadratzahlen den folgen-

den Ausdruck: 1>+ 2% + -+ (n —1)2 +n? = w Es gilt mit (2) fiir die Ober-
_ 1 n(n+1)-2n+1) _ (n+1)-(2n+1) _ 2n°+3n+1 _ 2n? 11 1
summe Oy, = 75 = e Tt T = T e

A _1
(4) Es gilt: %I—E{}o Op =73

Bemerkung: Nun kann man die Symbolik des Integrals besser verstehen. Fiir eine beliebige Funk-
tion f und ein Intervall [0; 1] erhilt man analog fiir die Obersumme:

1 (1\ 1 (2 1 /n—1\ 1 Sk 1

[ee]

n 1
Es folgt: lim 0, = lim Z[ < ) —] = lim )" [£(x,) - 8] z [f(x) - Ax] = f f(x) dx
k=1 k 0

=1

Das Integralzeichen | reprasentiert also den Grenzwert (falls er existiert) einer Summe von
Rechteckfldchen mit einer beliebig klein werdenden Intervallbreite Ax und der dazugehori-
gen Hohe f(xy). Das Symbol dx steht fiir die immer kleiner werdende Intervallbreiten Ax.
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3.3 Flache zwischen Kurven und weitere interessante Anwendungen

3.3 Flache zwischen Kurven und weitere interessante Anwendungen

— Arbeitsblatt zur Ergebnissicherung: Flicheninhalt zwischen Kurven

Merksatz 1: Bei der Berechnung des Flicheninhalts zwischen dem Graphen einer Funktion und
der x-Achse tiber dem Intervall [a; b] geht man folgendermafien vor:

1. Man tiberpriift, ob f auf dem Intervall [a; b] Nullstellen besitzt.

2. Man bestimmt abschnittsweise von Nullstelle zu Nullstelle den Fldcheninhalt aller Teilfldchen
durch Integrale und addiert sie. Dabei wird bei negativen Integralwerten der Betrag des In-
tegralwertes betrachtet.

Merksatz 2: Bei der Berechnung des Flicheninhalts zwischen zwei Graphen von Funktionen f
und g geht man folgendermafien vor:

1. Man berechnet die Schnittstellen von f und g: x1, x2, X3, ...
2. Man bestimmt f(x) — g(x).

3. Man berechnet A = | [*[f(x) — g(1dx| + | [7[f(x) — g(]dx] + -

Aufgabe 1

Bestimme den Inhalt der markierten Flichen und kontrolliere Deine Rechnung anschlieffend mit

dem GTR.
a) f(x) = x3 —4x? + 3x b)f(x) = —x3+x2+x—-1; gx) =x2—1
ty l Ly g/
1 1 LY
f
10 N2 X | X
g ANlo|l AN 2 | 3| 4
\ / NN
= \ / N \
2 / 2 \f
J
c) f(x) = —0,5x% + 3x — 2,5 d) f(x) = —0,25x% + x + 4; g(x) = 0,5x + 2

/ \ /o \
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3.3 Flache zwischen Kurven und weitere interessante Anwendungen

Aufgabe 246

Peter baut gerne Flugzeugmodelle aus Holz. Fiir ein Fltigelprofil hat er folgende Zeichnung gefun-
den.

Am Rande der Zeichnung sind folgende Vermerke: Die Flache wird durch Grafen quadratischer
Funktionen g und h und einem Halbkreis begrenzt. Genauer gilt:

(1) Der Graf zu h verlduft durch die Punkte A (0|7), B (8|10) und C (16 7).

2) Der Graf zu g verlduft durch die Punkte D (4|4), E (12|7) und F (20 |4).

(2)
(3) Fiir X <6erfolgt die Flichenbegrenzung durch einen Halbkreis.
(4) Alle Einheiten sind in Zentimeter angegeben.

a) Stelle die Situation grafisch in einem Koordinatensystem dar und markiere dort die Informati-
onen, die Du aus den Vermerken (1) bis (4) ableiten kannst.

b) Ermittle aus den obigen Angaben die Funktionsgleichungen fiir g und h. Zeige, dass sich der
Graf zu h durch eine geeignete Verschiebung aus dem Grafen von g erzeugen lasst. [Zur Kon-
trolle und zum Weiterarbeiten: g(x) = — %xz + Zx + % und h(x) = —ixz + %x + 7]

c) Bestimme die Querschnittsfldche des Fliigels.

d) Peter hat vor, dass der Fliigel eine Lange von 40 cm hat. Berechne den Materialverbrauch fiir
einen solchen Fliigel sowie die Masse eines Holzfliigels mit einer Dichte von 1,8 Cfn;y

Aufgabe 3

Ldsst man einen Grafen einer Funktion um die x- A
Achse rotieren, entsteht ein Rotationskorper. In der y f |
rechts befindlichen Darstellung wurde der Graf zur 24 s
Funktion f mit der Gleichung f(x) = vx — 1 einer sol-
chen Rotation unterzogen. Will man nun das Volumen |

dieses Korpers berechnen, kann die folgende Volu- 0 L
menformel verwendet werden: 24 —
b

V=m- f[f(x)]z dx

a

=
Vxl

a) Berechne mit der Formel das Volumen des obigen Rotationskorpers.

b) Fertige eine Zeichnung an fiir einen Rotationskorper, der durch Rotation des Grafen von f mit
f(x) = 0,1 x? iiber dem Intervall [1; 4] um die x-Achse entsteht. Berechne das Volumen dieses
Korpers.

4 Aufgabenidee von Karsten Burghaus, FALS (Solingen)
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3.3 Flache zwischen Kurven und weitere interessante Anwendungen

c) Die Grafen zu f mit f(x) = 0,5x + 1 und g mit g(x) = —0,5x% + 2x + 1 schliefen eine Fliche A
ein. Fertige eine saubere Zeichnung an und bestimme das Volumen, das entsteht, wenn die Fla-
che A um die x-Achse rotiert.

d) Leite mithilfe der folgenden Abbildung die Formel fiir das Volumen von Rotationskorpern
her.

Flacheninhalte Rauminhalte
¥ g~ A
I ] g(x,) |
gla=xq) «
0 ahx Ax “Ax b © 0
Aufgabe 447

Die Darstellung unten zeigt den Graphen des Geschwindigkeitsverlaufs einer Hand-Draisine, die
entlang eines gradlinigen Gleisabschnitts fahrt. Die Geschwindigkeit wird innerhalb der ersten 70
Sekunden beschrieben durch die Funktion v mit v(t) = - - t3 — L. t% + . t und gibt die Geschwindig-
keit der Draisine in Meter pro Sekunde an.

4 V(‘t) [Ims,"i]

N

\
(o]
--..-'-'-»;
<

a) Gib die Bedeutung der Fldche zwischen Graph und t-Achse an und beschreibe qualitativ die
Bewegung des Gefdhrts.

b) Bestimme (zur Ubung auch ohne GTR) die Nullstellen der Funktion v und interpretiere ihre
Bedeutung in der vorgegebenen Situation.

c) Berechne (unter Angabe der Stammfunktion) f010 v(t)dt, fOSO v(t)dt, f060 v(t)dt sowie

) 070 v(t)dt und gib die Bedeutung der berechneten Mafizahlen im Sachzusammenhang an.

d) Ermittle die Strecke, die die Handdraisine bis zum ersten Umkehrpunkt bei t = 40 Sekunden
zurticklegt.

47 Aufgabenidee aus Fokus Mathematik (LK), Cornelsen (2014).
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3.3 Flache zwischen Kurven und weitere interessante Anwendungen

e) Berechne die mittleren Geschwindigkeiten der Handdraisine in Meter pro Sekunde in den Zeit-
intervallen [0; 40], [0; 60] und [0; 70] und zeichne sie im Koordinatensystem ein.

f) Skizziere grob den Weg-Zeit-Verlauf s der Handdraisine, indem Du die lokalen Extremstellen
von s bestimmst.

Direkt neben der handbetriebenen Draisine startet zu gleichen Zeitpunkt auf einem parallel verlau-
fenen Gleis eine weitere, motorbetriebene Draisine, deren zeitlicher Geschwindigkeitsverlauf (vgl.
Abb. unten rechts) fiir die ersten 40 Sekunden niherungsweise durch die Funktion vuotor beschrie-
ben wird mit folgender Funktionsgleichung: vyetor(t) = —4—10t2 + 2—(1]t .

v [lmsf]
'8

L—\ VMotor
16 \‘ \"/
~\

N

__/
ZARNEN
=

o
[y
o
N
o
W
o
/
=
193]
o
o
~
o

¥

I
.--""-—-

"

g) Gib die Bedeutung der Fliche an, die {-2
durch die beiden Graphen zu v und
VMotor €ingeschlossen wird. )

h) Berechne die Schnittstellen von v und
VMotor Und bestimme den Fliacheninhalt 1-6
der eingeschlossenen Fldche.

i) Ermittle den gegenseitigen Abstand der beiden Draisinen 40 s nach dem Start.
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3.4 Kontrollaufgaben

3.4 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben

Ich kann ... S| 8| g
5| = 5| 5
= 2l E|E| &
= R
Die Bedeutung von Fldcheninhalten angeben. 1,56
Flachen zwischen Graf und x-Achse mithilfe von Rechtecken,
. . . . 1,59
Trapezen und Dreiecken (ndherungsweise) bestimmen.
erkldren, was eine Wirkungsfunktion ist. 2
den Grafen der Wirkungsfunktion zeichnen. 1,5
die Funktionsgleichung der Wirkungsfunktion bestimmen. 5
,negative” Flicheninhalte im Sachkontext deuten. 6
den Unterschied zwischen Stammfunktion und Wirkungsfunk- ’
tion erkldren.
die Stammfunktion einer Potenzfunktion berechnen. 3, 5-7
den HSFIR anwenden. 3, 5-7
Flacheninhalte zwischen Kurven mithilfe des HSDIR ohne GTR 3
bestimmen.
einen Sachkontext modellieren und mithilfe der Differenzial- 7
und Integralrechnung mathematische Probleme losen.
Steckbriefaufgaben ohne GTR 16sen. 4
die Wirkungsfunktion mittels Integralschreibweise darstellen. | 6
mittlere Geschwindigkeiten durch Integrale darstellen. 56
Flacheninhalte zwischen Kurven im Kontext von funktionalen 5 6
Geschwindigkeits-Zeit-Verldufen berechnen und deuten. ’
den Graf der Wirkungsfunktion auf sein Grafenverlauf untersu- 5 6
chen, wenn der Graf der Geschwindigkeitsfunktion gegeben ist. | ™’
die Wirkungsfunktion fiir Problemstellungen nutzen. 56
die Trapezmethode zur Flichenanndherung anwenden. 9
eine Formel zur Trapezmethode deuten. 9
Steckbriefaufgaben unter Nutzung des GTR (MENU A) l6sen. | 7
mit dem GTR Integralwerte bestimmen. 6-8
mit dem GTR den Fldcheninhalt zwischen Kurven berechnen. | 6-8
mit dem GTR und dem Summensymbol Ober- und Untersum- 9
men berechnen
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3.4 Kontrollaufgaben

Teil I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1 (Heifdluftballon)

Ein Heifsluftballon startet zum Zeitpunkt t = 0 (t in Sekunden) 54"
vom Boden. Der Graph beschreibt die Geschwindigkeit v des e
Ballons in vertikaler Richtung in Meter pro Sekunde. 10

a) Gib die Bedeutung des Flicheninhalts zwischen der a .
Kurve des Geschwindigkeits-Zeit-Verlaufes und der Zeit- 10] 20| 30/ 40 \50 60
achse an. 10

b) Beschreibe den Bewegungsablauf qualitativ. Berticksich-
tige dabei folgende Fragen:

e In welchen Zeitabschnitten bewegt sich der Ballon nach oben /unten?

e Zu welchen Zeitpunkten steigt bzw. féllt er am schnellsten?

e Was passiert vermutlich in den Zeitpunkten mit v = 0?

e Wie kommt es zu den abrupten Geschwindigkeitsinderungen bei den beiden Zeit-
punkten t = 40 und t = 58?

~

c) Bestimme nidherungsweise die nach 30 Sekunden erreichte Hohe.

d) Untersuche, wann die die maximale Steighdhe erreicht wurde und gib ndherungsweise ih-
ren Wert an.

e) Begriinde, dass die Ballonfahrt nicht auf der gleichen Hohe endet wie sie begonnen hat.
Entscheide begriindend, ob der Ballon auf einer Anhdhe oder in einer Vertiefung landet und
bestimme den Hohenunterschied zum Abflugort.

f) Skizziere den Grafen der Wirkungsfunktion von v.

Aufgabe 2 (Funktion, Stammfunktion, Wirkungsfunktion - Graphen zuordnen)

Im Bild unten links siehst du den Graphen einer Funktion f, welche die Pumpleistung einer Pumpe
in m? pro Stunde darstellt (x = 0 entspricht 0 Uhr), welche Wasser in ein Becken hinein- bzw. hin-
auspumpt. Die Bilder rechts davon zeigen drei weitere Graphen von Funktionen g, h und i.

A I A A \ \ A

y y y VARSI
3 f 2 —/ \ 2
o / /
2 1 1
| /INL S \ N
\ /| [\ 1N/ -
\\ X X X

- - =%
/ N / \ /1 _f 1 1 -S ] -S |

T o N % Y

[l 7

a) Entscheide begriindend, welche zwei Funktionen Stammfunktion zu f sind.

b) Begriinde welche dieser beiden Stammfunktionen Wirkungsfunktion zu f sein, welche die ge-
pumpte Wassermenge zum Zeitpunkt x angibt.
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3.4 Kontrollaufgaben

Aufgabe 3 (Flichenberechnung)
a) Ermittle die Fldcheninhalte A, B und C.

b) Berechne und markiere in der Abbildung mit Koordinatengitter den Flacheninhalt, den

e die Grafen von f und g einschliefien.
e die Grafen von f und g und die x-Achse begrenzen.
e der Graf von f, die y-Achse und die Gerade y = 4 vollstindig umschliefsen.

y
Y f(x)=-x34+3x+2
f(x)=-x2+2x+3
X X
/] \ ’
t y
f(x)=x1°+10 . f(x)=-x2+4x
\ 78\
\\\ 3 / / WA\
2
VS Lo
1// L\
1/ A |
g(x)=-x3+3x¢ X
0 1 2 k 5 d
9= o AT AL
Wiederholungsteil: Aufgabe 4 (Steckbriefaufgabe)4s
Bestimme eine Funktionsgleichung f(x) der ganzratio- 4,
nalen Funktion dritten Grades, deren Graf rechts an-
gegeben ist. ' 27 f
/1 ' |
/ M // ; x,
B2 10 1 2
AN NN |

48 Lambacher Schweizer LK Mathematik 2014
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3.4 Kontrollaufgaben

Teil II: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 5 (Durchfluss in einer Olpipeline)

Durch Olpipelines fliefen in jeder Stunde viele Kubikmeter Ol. Der momentane Durchfluss durch
eine Pipeline wird mit Hilfe eines Propellers im Rohr tiberwacht. Die nachfolgende Grafik zeigt den
momentanen Durchfluss D durch eine Olpipeline im Zeitraum von 0 bis 100 Minuten (gemessen in
m?3 pro Minute).

¥ T T T T T T T 1 ] T
! Durchflussrate in m3pro Minute_(Olmenge in m?3)

560080

490070
| /

C—

—
N
o
o

— oy ——
o
t

T —
~—

\

.10 | 0 10 | 20 30 40 | 50 60 | 70 | 80 | 90 | 100 110 | 120 | Zeit in Minuten

f)

Gib die Bedeutung des Fldcheninhalts F im Sachzusammenhang an.

Bestimme die Olmenge W, die in den ersten 20 Minuten sowie in den ersten 60 Minuten durch
die Olpipeline fliet. [Kontrollergebnisse: W(20) = 800 und W(60) = 4000]

Berechne die mittlere Durchflussrate fiir die ersten 60 Minuten [von der 10. bis zur 40. Minute]
und zeichne beide Raten in GRUN im obigen Koordinatensystem ein.

D(t) wird abschnittsweise durch folgende Funktionsgleichungen beschrieben:

a-tfir0<t<20
D(v) ={ b fiir 20 < t < 60
—2-t+cfir60 <t<100
Bestimme die Parameter a, b und c fiir die obigen drei Funktionsgleichungen. [Kontrol-
lergebnisse zum Weiterrechnen: a =4, b = 80 und c = 200.]

Zeige, dass fiir die Wirkungsfunktion W von D gilt:

2-t2fir0 <t<?20
W() = 80-t—800fir20 <t< 60
—t2 4+ 200 -t — 4400 fir 60 < t < 100

Berechne mithilfe der Wirkungsfunktion W die Olmenge, die in den ersten 90 Minuten durch
die Pipeline fliefst.
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3.4 Kontrollaufgaben

g) Untersuche, nach welcher Zeit 500 m3 [1000 m3; 4500 m3] Ol durch die Pipeline geflossen sind.

h) Skizziere in ROT den Graphen der Wirkungsfunktion W fiir den Zeitraum [0;100] im obigen
Koordinatensystem und beschreibe am dargestellten Beispiel den Zusammenhang von Wir-
kungsfunktion W und Durchflussfunktion D.

Aufgabe 6 (Geschwindigkeitsverlauf zweier Objekte)

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen des Geschwindigkeitsverlaufes eines sich geradlinig be-
wegenden Objekts. Seine Geschwindigkeit wird innerhalb der ersten 1,2 Stunden beschrieben durch
die Funktion v mit v(t) = 72-t3 — 120-2 + 48-t.

A I I I
v(t) [km pro h]

10

7,5 /
5 /,/ \\\ /
2.’5 / | ~_ | /
/ N / |
. N . tin
01/0[ 01 0203 0405 06 O0%.08 _9:/9, 1 11,1 1,2
T |

a) Zeige, dass das Objekt nach 40 und nach 60 Minuten seine Richtung &ndert.

2
b) Berechne® [3v(t)dt, Lo, [, 01'2 v(t)dt und interpretiere die Integrale im Sachkontext.
3

c) Bestimme die Geschwindigkeit des Objekts 1,2 h nach Startbeginn und ermittle die mittlere Ge-
schwindigkeit des Objekts {iber den gesamten Zeitraum.

d) Gib die Bedeutung des Terms ﬁ . fab v(t)dt mit 0 <a <b<1,2in der dargestellten Situation an.

e) Gegebenist fiir 0<t<1,2 die Funktion s(t) = [ Ot v(x)dx.

(1) Interpretiere diese Funktion im Sachkontext.
(2) Ermittle einen integralfreien Term fuir s(t).
(3) Untersuche den Grafen zu s auf lokale und globale Extremstellen.

f) Ein zweites Objekt startet zum gleichen Zeitpunkt und hat tiber den Zeitraum von 1,2 h eine
konstante Geschwindigkeit von 2,5 X .

(1) Zeichne den Grafen zum zweiten Objekt oben ein.

(2) Ermittle die Entfernung des zweiten Objekt vom Startpunkt nach 1,2 h.

(3) Gib einen Term an, der angibt, wie weit beide Objekte t Minuten nach dem Startbeginn
voneinander entfernt sind.

(4) Ermittle den Zeitpunkt, an dem Objekt 1 zum ersten Mal Objekt 2 einholt.

49 Zur Erinnerung: Beim Operator Berechne muss die Stammfunktion angeben werden sowie der HSDIR. Die
Berechnung des Integrals kann dann mit dem GTR erfolgen.
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3.4 Kontrollaufgaben

Aufgabe 7 (Torbogen)

In der italienischen Stadt Bonafede soll tiber die Prachtstrafse ein Triumphbogen zur Riickkehr ihres
»grofsen” Namenspatrons gebaut werden. Die Ausschreibung hat festgelegt, dass es sich dabei um

einen massiven Bogen aus Carrara - Marmor (p = 2,7 %) handeln soll. Das Ingenieurbiiro BoBu

beteiligt sich an der Ausschreibung, wobei folgende Vorgaben gelten. Die Gesamtbreite betragt 10
m, die Gesamthohe 7 m, die seitliche Hohe 4 m. Dort lduft die obere geschwungene Linie waagerecht
aus. Das parabelférmige Tor ist 3 m breit und 3,5 m hoch. Die Tiefe des Bogens betrdgt 6 m. Um die
Kosten kalkulieren zu konnen, miissen die BoBu - Mitarbeiter den Marmorbedarf fiir diesen Bogen
in Tonnen berechnen.

A
y

—J—_—-

X
a) Ermittle Funktionsgleichungen fiir f(x) und h(x). [Kontrollergebnisse: f(x) = _%Xz + 3,5 und
g(x) = 62—5x4 - %xz +7].
b) Berechne die Querschnittsfléche des Bogens, die in der Zeichnung gekennzeichnet ist.
c) Bestimme das Gesamtvolumen und die Masse des Bogens in Tonnen.
d) Eine Tonne Marmor kostet in Carrara 760 € zuziiglich 19 % Mehrwertsteuer. Berechne die Ma-

terialkosten.

Aufgabe 8 (Flichenberechnung bewusst unter Nutzung des GTR)

Hinweis: Notiere fiir die folgenden Fldchenberechnungen alle wichtigen Ansétze. Die Berechnun-
gen sollen mit dem GTR erfolgen. Unten ist zur Kontrolle eine mdgliche Darstellung mit dem GTR
angegeben. Gib zuerst nur den Grafen zu f ein, wenn Du Aufgabenteil a) erledigst. Beachte auch die
Fufsnoten.

a) Gegeben ist Funktionen f mit f(x) = x> — 2x. (8P)
Bestimme unter Zuhilfenahme des GTR den Inhalt der Fldche, den der Graf zu {
(1) mit der x-Achse einschlief3t.
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3.4 Kontrollaufgaben

(2) mit den Geraden x =1 und x = 3 sowie der x-Achse einschlief3t.

b) Sei weiter g mit g(x) = —x* gegeben. (8P)

Bestimme unter Zuhilfenahme des GTR den Inhalt der Fliache A, den die beiden Grafen von f

und g

(1) vollstandig umschliefsen.

(2) mit den Geraden x =1 und x = 3 umschliefien.5!

c) Die Gerade h mit h(x) = 2x schliefst mit den Grafen zu f und g eine Fldche A ein.

Ermittle den Fldcheninhalt von A. (6P)

B
Grafikfunkt. :Y=
Yigx3-2x [—]
Y28-x2 [—]
Y3E2x [—]
Y5: [—]1]

wve - -
SaREA| DELETE) TYPE ] TOOL JIYeiad] st

=l

Aufgabe 8 (Trapezmethode)

In der Abbildung auf der ndchsten Seite wird der Fldcheninhalt, den die Normalparabel {iber dem
Intervall [0; 1] mit der x-Achse einschliefdt, mithilfe der sogenannten Trapez-Methode>2 angendhert.
Bei der Trapezmethode wird das Intervall [0; 1] zun&chst in gleich grofie Abschnitte unterteilt (in
der Abbildung sind dies 4 Abschnitte der Lange %) Diese Abschnitte beschreiben die Hohe der Tra-

peze. Die parallelen Seiten der Trapeze erhilt man durch die Funktionswerte zweier benachbarter

Abschnittsstellen.

f(x)=x2
1
,0"75 /
|
ol A
T

\
|
0,251
T /I’ 3

T,

\ el

o] lo025/| 05

0,75

a) Erkldre, warum sich der Flicheninhalt der Ndherungsfldche Sy =Ty + T2 + T3 + T4 durch folgende

Formel berechnen lasst:

%0 Die Geraden x =1 und x = 3 sind Parallelen zur y-Achse. Alternativ kann die Aufgabe auch heiflen: Bestimme
den Flidcheninhalt der Fldche, den der Graf von f iiber dem Intervall [1; 3] mit der x-Achse einschliefst.

51 Sjehe Fufsnote 5

52 Dabei wird das rechtwinklige Dreieck T als Trapez mit einer , parallelen” Seite der Linge Null aufgefasst.
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3.4 Kontrollaufgaben

Das Intervall [0; 1] wird nun in 100 gleichlange Abschnitte der Lange ﬁ unterteilt. Si00 beschreibt
in Analogie zu Sy die Ndherungsfldche aus 100 Trapezen jeweils mit der Hohe %.

Gib durch Verallgemeinerung der Formel fiir Sy mithilfe des Summensymbols 2 eine Formel
tiir S100 an und berechne mithilfe des GTR den Wert von Sqo.

Es lasst sich zeigen, dass bei einer Unterteilung des Intervalls in n gleichlange Abschnitte der
Léange % der Flacheninhalt S, der n Trapeze durch folgenden Term beschrieben werden kann:

Sp =

W=

1
o
Interpretiere den Term fiir S, und gib in Abhingigkeit von n einen Rechenausdruck an fiir die

prozentuale Abweichung von S;, zum tatsachlichen Fldcheninhalt, den die Normalparabel tiber
dem Intervall [0; 1] mit der x-Achse einschliefst.
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3.5 Losungen

3.5 Losungen

3.1 Flichen und Wirkungen

Erkundung
Situation 1 2 3 4 5 6
Graf F B E C D A
Ergebnis 9750 Personen | ca. 47 Nm ca. 251 m3 ca. 34320 m3 | ca. 47,9 km ca.1110 g
Bedeutung Anzahl von Arbeit Durchfluss- | Abfluss- Zuriickge- Ausstof3-
Personen menge menge legter Weg | menge
Losungsweg Man nihert (bzw. bestimmt) die Fldchen unterhalb des Grafen und der waagerechten Achse
durch Rechteckfldchen an.
Da man die Flidchen unterhalb des Grafen und der waagerechten Achse durch Rechtecke
Begriindung | anndhern kann, erhilt man die Einheit der Fldchen durch Multiplikation der beiden Ach-
seneinheiten.

Aufgabe 1

Weg-Zeit-Verlauf

‘s (m) A

v [Meter pro Sekunde]
4--

| 4’2 2--

t [Sekunde]
+ = } } 4 . 4 1 } >
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18\ 20 i 22 24 26

24 N

Zeitpunkt 0 4 8 10 12 21

= — 1
zan‘ge des Zeitintervalls 4 4 > 2 9

t (ins)
Geschwlndl_glgkelt vinm 14 0 14 0 14
pro s (in ms?)
im Zeitintervall zurtick-
gelegter Weg As (in m) 4-14=56 0 28 0 -12,6
Bedeutung des Vorzei- Weg nach Stillstand Weg nach Stillstand Weg nach
chens von As oben oben unten
Entfernung zum Start- 0 56 56 8.4 8.4 42

punkt (EG) (in m)

Viop =-42m:21s=-02mpros
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3.5 Losungen

Aufgabe 2
), Girnifs) Mittlere Geschwindigkeit des Ballons
SE (in m) fiir die ersten 60 Sekunden: 0,9375 ?

Mittlere Geschwindigkeit fiir die Ge-
samtdauer von 80 Sekunden: 1,75 ?

1,75 m pro s

Kurve des Weg-Zeit-Verlaufs
0,9375 m pro s

t(ins)

Zeitpunkt 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Léange des Zeitintervalls At 10 10 10 10 10 10 10 10

(geschitzte) mittlere Ge-
schwindigkeit v in diesem 0,7 1,3 24 2,5 2,1 0,9 -0,9 -2,1
Zeitintervall (in m/s)

im Zeitintervall zuriickge-
legter Weg As (in m)

Weg | Weg | Weg | Weg | Weg | Weg | Weg | Weg
nach | nach | nach | nach | nach | nach | nach | nach
oben | oben | oben | oben | oben | unten | unten | unten

Bedeutung des Vorzei-
chens von As

Entfernung zum
Startpunkt (Hohe

.. 0 7 26 50 75 96 105 96 75
gegeniiber dem
Erdboden) (in m)
Aufgabe 3
) Geschwindigkeit [ms] ) Geschwindigkeit [ms]
*|20 *|20
| vio;30 = 16 m) pro s !
— : 1 — 2
|15 |15 v(t)|=0,5-t
10} Vo) =1 10
//
|~ Vi0:30] & 7,5 m pro s
5 5 -
Zeit [s] | Zeit [s] |
— : —
0 5 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30
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3.5 Losungen

| I I I I I I | I I I I I I
1 Geschwindigkeit [ms1] ) Geschwindigkeit [ms-1]
—20 —20 3t 0 <t<5
I I vit) 4/ 15 3 <0 <15
30 - <t<
_|15 _|15 30 -t (15|<t <30
4
| 3 | /
10+ ™~ = 10
\\V [0:30] = [/,5 M prO[S Vioho) = 10 mpro s
5 5
vi(t) =15 - 0,5+ seit f<] / s
eit [s eit [s
I ary / —
0 5 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30
Zeitins 0 5 10 15 20 25 30
1 | zuriickgelegte Strecke in m 0 75 150 225 300 375 450
2 | zuriickgelegte Strecke in m 0 6,25 25 56,25 100 | 156,25 225
3 | zuriickgelegte Strecke in m 0 68,75 125 | 168,75 200 | 218,75 225
4 | zuriickgelegte Strecke in m 0 37,5 112,5 187,5 250 287,5 300
A | T T T T T T A | T T T T T T
Zurickgelegter Weg [m] Zuriickgelegter Weg [m]
—500 —500
| 1 |
! s(t) =15}t !
—400 v —400
| /1 |
| d |
—300 —300
| e | 2
t) =1(0,25-t2
200 ~ 200 s®) =0.25-t2
of . -
—1 —1
pd | - |
d Zeit [s] | Zeit [s]
— > — >
0 5 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30
A | I I I I I I A | I I I I I I
Zurickgelegter Weg [m] Zuriickgelegter Weg [m]
75|00 75|00 ( 1,520 <t 5
| | st)::i 15-4—37,5 5</0<15
—4|00 —4|00 (B0 T=0,5 -2~ 150 15T < B0
| |
*3|00 *3|00 > 4
! $(t) E 15t - 0,25-t2 3] !
—200 : ? — —200 -
| - |
—100 —100 g
1 i // i
d Zeit [s] A Zeit [s]
} > —= + >
0 5 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30

Es gilt: Die Ableitung der Wirkungsfunktion ist die Ursprungsfunktion.
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3.5 Losungen

Bedeutung der Fldche im Sachkontext:

(1) Menge Schadstoffe in g, die zwischen 7 und 7:50 ausgestofien wird.
(2) Geleistete Arbeit auf den ersten 4 Metern.

(3) Olmenge in m?, die an einem Tag durch die Pipeline gepumpt wird.
(4) Zuschauer, die ins Stadion kommen.

(5) Wassermenge, die in einer Stunde in ein Staubecken fliefst.

Aufgabe 4

Pumpleistung in m® Wasser pro Minute

5.0

40 / h

3,0

2.0

Vio;300] = 1,45 m3 pro min

10

Zeit in Minuten

o
[ ]

o TOO 150 I_J’ 250 300

LY
o
r
A\ =4

a) Abgepumpte bzw. hineingepumpte Wassermenge in m3

b) Vo =225m3und V(30) = 75 m?

)

tln den ersten 3 Stunden wird Wasser in das Riickhaltebecken gepumpt. A >0
Fiir 45 Minuten laufen alle fiinf Pumpen zugleich mit maximaler Pumpleistung. 40 min
Nach 200 Minuten hat das Becken einen Wasserstand von weniger als 60 cm.
Der Wasserstand des Beckens ist nach 280 Minuten hoher als am Anfang. A>|B]|
Der Wasserstand des Beckens ist nach 280 Minuten niedriger als am Anfang.
Nach 3 Stunden wird Wasser aus dem Becken abgepumpt. B <0

O Der maximale Wasserstand ist nach 70 Minuten erreicht. Nein, nach 3 h

d) ca.75 min
e) 560 m3/-140 m3

f) siehe oben
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3.5 Losungen

Aufgabe 5

VAquarium = 432000 Cm3

a) 3601=360000 cm?entspricht 50 cm Héhe
b)

Zeitins 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 | 100 | 110 | 120
Wassermenge inl | 0 5 20 45 80 | 120 | 160 | 200 | 240 | 280 | 320 | 350 | 360

¢) s.u.rechts

d) s.u.links

e) s.u.rechts 0,05-t> 0 <t<40
W(t) = 4-t—80 40<0<100

f) siehe unten links bzw. rechts.
24-t—0,1-t>—-1080 100 <t < 120

4,00 400
v
3,00 \\ Vio20] = 3 é ///
300
2,00 /d
1,00 \ 200
0,00 P4
0 20 40 60 g0 100 120
100 pd
0,1-t0<t<40
f(t) = 4 40<0<100 4
24—-0,2-t 100 <t<120 pd
0

0 20 40 60 80 100 120
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3.5 Losungen

3.2 Von der Stammfunktion zum HS der Differential- und Integralrechnung

Aufgabe 1

a) F(x) = 4x b) F(x) =x* —x ) F(x) =;x? d)F(x) =0,6-x° &) F(x) = —x® f)F(x) = 2x? - _x°
g) F(x) =x2 — ~x* h)F(x) = 2x3 — 8x% + 16x i) F(x) = —2x"! j) F(x) = %xg =2Jx? K F(x) = 2Vx

3
) Fa() =3x2+2x m)Fa(x) = 253 + 255 n) Fy(x) = —Sx7# = 3ax71 0) Fy(x) = —2ax705 = ‘sza

Aufgabe 2

a) Seien F und G zwei Stammfunktionen zur Funktion f und sei H(x) = F(x) - G(x). Dann gilt nach
den Summenregel H'(x) = F'(x) - G"(x) = f(x) - f(x) = 0. Daher ist H eine konstante Funktion. Daher
unterscheiden sich F und G durch eine Konstante.

b)F(X):—§X3+2X2+C A F(1)=—2:>—§+2+c=—2:>c=—3§.

F(x) = -2,5x"2+cAF(1)=-2=>¢=05

Aufgabe 3

a)1C / 2D / 3A / 4B. A, B, C und D miissen jeweils einen Grad mehr haben als 1-4- Da A und C Parabeln
sind, bleibt fiir 2 (ungerader Grad) nur D (gerader Grad) iibrig und somit gilt 4B. Da der Graph 1 fiir x >0
oberhalb der x-Achse liegt, muss der dazugehorige Graph der Stammfunktion fiir x > 0 monoton steigend sein
=1C=3A.

2
b) 1: f(x) = x; 3: f(x) = —2x + 3; A: f(x) = —x% 4 3x;Cf(x) = %X

Aufgabe 4

0<t<515-t2+c
a) Beliebige Stammfunktion s(t) = 5<0<15:15-t+d
15<t<30:30-t—0,5-t>+e

b) Wirkungsfunktion s - Berechnung der Konstanten:

0<t<5:15t24+cAs(0)=0=c=0
s(t) = 5<0<15:15-t+dAs(5) =15-52 = 37,5 c=—375
15<t<30:30:t—0,5-t?+e As(15) =15-15—-37,5=187,5=>e = —150

Strategie zu b): Wertepaare aus der Tabelle in Aufgabe 3 von Kapitel 2 in V einsetzen - hier die
»~Anfangswerte” der drei Intervalle (0/0), (5/37,5) und (15/187,5) - und Konstanten ¢, d und e aus-
rechnen: s(0) =0 = c=0; s(5) =37,5 = d =-37,5; 5(15) = 187,5 = e = -150. Also gilt: Die Wirkungs-
funktion ist eine spezielle Stammfunktion. Aber nicht jede Stammfunktion ist Wirkungsfunktion.

Aufgabe 5
41 _ 1.2 *_
a) [y (Gx+3)dx = [zx +3x]0_14¢10
b) ;'(1,5x — 8)dx = [0,75x? — 8x]. = 1232 (0,75 8) = —12,75 = -
Of dx=[xt =1-(-1) =2
1 5, 1.3 _1 1) 2
& [ =[x =5-(-3)=3

n 1 nps3
e) fO XZdX = [§X3:|0 = T
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Aufgabe 6
1 n _Ln+11 _ 1 .n+1 n+1
a) f—lx dx = [n+1X ]_1 - n+11 n+1( D
Wenn n gerade iS'E.iS'Eﬁ(—l)n+1 = —m,andernfalls giltﬁ(—l)n+1 = ﬁ

Fiir gerade n besitzt das Integral den Integralwerti. Fiir ungerade n ist der Integralwert 0.
n+1

10
b) [y [x- (x+2)]dx = [3x* +x?| =222+ 100 = 433
0

[0+ D2ax = [16 432 4] = 22— (__) = 22

1

[2 L dx = [_;]i — 05— (-1)=05

f—dX—fXOSdX—[Z\/_] 2=2
Aufgabe 7
fx) =x +§ f(x) = 2x* f(x) = Vx f(x) = Xlz
A \ A / A A
Y ¢ y . y y\_
’ 2 2 fr—1
_—

._.
>
\ KaJ
(wy)
=
>
Vx‘
i
\ L]
>*\
lws]
\
\
\ Aa¥
o
(8]
> -+
NW/
[
l
W=

B/ o 1 1|0 1 0 12 0 4
/ | | | | |
A= _10,5(X+%)dx A=f; 2x2 dx A=f0\1/§dx A=f0X_22dx
TSN SN e, [t [,

2 2 l-os 37 11 37 1, :_l_(_1)=_
=l+l_(l_l)=2 2 177 _2 2

272 % #78 T35 5, B=[ x%dx
B=/ s (x+5)dx  p= 10 2x2 dx B = [’ Vxdx e
=[1X2+1X]_0,5 _[E _3]0 _[ZX%]Z j 1X 11
12 ) 29 _13:5 ) = 3% N _23 ' __E:(_Zzozf_ﬁ
=i~ G3)=3 =0-(-9)=3 =3V8-3 izt L X
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Exkurs: Numerische Berechnung von Flachen

a) Der gesuchte Flacheninhalt kann durch Rechtecke von oben und von unten angendhert werden.
Dazu unterteilt man das Intervall [0; 1] in vier gleichgrofse Intervall der Lange 0,25. Der tatsédchliche
Flacheninhalt liegt zwischen dem Fldcheninhalt fiir die Rechtecke der Unter- und Obersumme.
Ober- und Untersumme unterscheiden sich um das letzte Rechteck der Obersumme.

o O () e ) =30 (5 - 5 -0

00 =5 () + 3G oo () 417 T ) = oaomes
51

Daher gilt fuir den tatsdchlichen Wert I: 2 i<z
128 128

N=2
(=)
[ee]
I

c) Das erste Gleichheitszeichen stellt eine Verallgemeinerung der Terme fiir n = 4 und n = 8 dar.
Das zweite Gleichheitszeichen beinhaltet das Faktorisieren der Intervalllinge % Das dritte Gleich-
heitszeichen ist als Definition zu sehen.

d) Anzahl n der Teilintervalle | 4 8 10 100 1000
Rechteckuntersumme U, 0,2188 0,2734375 | 0,285 0,32835 0,3328335
Rechteckobersumme O, 0,4688 0,3984375 | 0,385 0,33835 0,3338335

e) (1) Obersumme und Untersumme unterscheiden sich um das letzte Rechteck der Obersumme,
das die Breite ﬁ und Lange 1 hat.

(2) Oy == [(1)2 + (%)2 ot (“T_l)z + 1] = LBt o L2 4t (n - 1)2 4+ 07

n n?

(3) Beim ersten Gleichheitszeichen wendet man die Formel fiir die ersten n Quadratzahlen an.
Beim zweiten Gleichheitszeichen wurde gekiirzt. Beim dritten = wurde Ausmultipliziert. Beim
vierten = wurde das Distributivgesetzt angewendet. Beim letzten = wurde gekiirzt.

(4) Fur grofe n streben % und6—:12 gegen Null, so dass O, gegen% strebt.
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3.3 Fliche zwischen Kurven und weitere interessante Anwendungen

a) Nullstellen: 0; 1; 3.

3
1
A:f(x3—4x2+3x)dx+ f(x3—4xz+3x)dx —[4)( ——X + = x] ‘[4)( ——X += x]
0 1

L G 1 ISR B B

b) f(x) — g(x) = —x3 + x; Schnittstellen: -1; 0; 1.
= |f_01(—x3 +x) dx| + |f01(—x3 +x) dx| = |[—%X4 + %xz]o_l
(3Dl eie-os
c) Berechnung der Nullstellen von f durch f(x) = —0,5x* +3x—25=0&x=1Vvx=5.
A= [7(~05x*+3x—25)dx = [——x +2x2 —zsx] =253 +352 - 12,25—(—%+§—2,5)

2B _(_7y_32_¢c1
G ( 6) T 6 53
d) Differenzfunktion d(x) = f(x) — g(x) = —0,25x* + 0,5x+2 =0 x = -2Vvx =4

4
A= f_42(_0;25X2 + 0,5x + 2) dx = [_11_2X3 + %xz + ZX]

-2
——laplaryg o (m L2+l -4) =R () =Z=
=--4+,4°+8 ( —(=2)*+(-2) 4)_3 ( )_ _g

1
+ |[—1X4 + 1xz]
4 2 0

Der GTR gibt sowohl den Integralwert als auch den Wert fiir die eingeschlossene Flidche an:

El El
¥ r¥
|x 2_
25 1L
g
_1_
UNTEN=-1 5| UNTEN=1 =2
Jdx=0 Idx=5.3333b333 £1=b,33338333
El El
¥ ¥

Jdx=-2.25 £1=3.08333333
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Aufgabe 2
a) Folgende Zeichnung kann erstellt werden:
A
y
—12
10 ;
 — +
N7 T~
Y | N
8 = Z ! - \\
At~ ™ —— X
-6 \\\:/’/// \\\‘\
D Ve ~ %Q,\ F
4 ra NS
I/ | \ \N
Lo RN
/ N
,// : N\ \\\ ]
/
7 ! l\\‘ \:‘\ >
% 2 4 6 8 10 12 14 | 16 | 18 | 20 | 22 » 24\
HEEEEEEEEE RN NN EEANE
L/ N

b) Fiir die Parabel zu h erhilt man folgenden Bedingungen: h(0) = 7, h(8) = 10 und h(16) = 7. Da-
mit ergibt sich mit dem Ansatz h(x) = ax? + bx + ¢ das folgende LGS:

3
0 0 1 7 a T ea —0,046875 5 5
8> 8 1|10 ﬁ<b> = 3 |= 0,75 = h(x) = —ax2+1x+7
162 16 1 7 c 4 7

Analog ergibt sich fiir g(x) = ax? + bx + ¢ mit g(4) = 4, g(12) = 7und g(20) =
( 42 4 1 ) / 2944\ —0,046875 5 . )
122 12 1 7 (:( > :( 1,125 >:g(x):__x2+_x+_
4] TR\, k ) 0.25 64 8 4

202 20 1
Die Scheitelpunkte der Parabeln sind offenbar E und B. Da beide Funktionsgleichungen den glei-
chen Streckfaktor haben, wurde der Graf von g durch Verschiebung um 4 nach links und 3 nach
oben in den Grafen zu h tiberfiihrt.

Bk o]0

¢) Berechnung des Inhalts der Fldche A, die durch die beiden Parabeln und die Gerade x = 6 einge-
schlossen wird: (1 ) Berechne die Schnittstelle von g und h bzw. die Nullstelle vond =h - g:

h(x) — g(x)———x + = x+7—(—6—4x += x+ )=—§x+%:0@x:18.

18( 3 is
A—f6 (—gx T)dx—[—gx +Tx]6 =27
Berechnung der Halbkreisfldche B: (1) Ermittle den Radius des Halbkreises:
_h(e)-g(&) _d© _ _9 27

=—2+2=2=2252)B=-n-r?=2m-225%~ 7,95
2 2 8 8 4 2 2

Damit hat der Fliigel einen Fldcheninhalt von ca. 34,95 cm?.

d) Es gilt fiir das Volumen: V = 34,95 - 40 = 1398 [cm?]. Fiir die Masse des Fliigels multipliziert man
das Volumen mit der Dichte: m = Volumen - Dichte = 1398 cm® - 1,8 C:l% =2156,4 g = 2,1564 kg.

Aufgabe 3
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10
a)V=r- fllo(\/x - 1)2 dx =1~ fllo(x —1)dx=m- EXZ — X]l = 40,51 = 127,23

b) A y |
1t i .

A Ba¥

| /é" \\

A Bl

=T flO(O 1x2)? dx
4
=T f 0,01x*dx =1~ [500 ]
- ()
500 500
= 2,046
~ 6,43

V= lgG) dx— - [ [f()]? dx
=1 [([g@1? = [F)]?) dx
=1 [2[(=05x% + 2x + 1)% — (0,5x + 1)?] dx
=99n
~ 31,10
&
3
n><f0( (-0.5xx2+2xx+1) %
31.10176727

[]

(D]

d) Wihrend bei der Flachenberechnung Rechtecke mit der gleichen Intervallbreite Ax und der Hohe
g(xx) aufsummiert werden, erfolgt bei der Volumenberechnung eine Aufsummierung von Zylinder-
volumina mit dem Radius f(xx) und der Hohe Ax. In folgender Tabelle wird die Analogie deutlich

gemacht:

Flichenberechnung in Ebenen

Volumenberechnung im Raum

Flacheninhalt eines Rechtecks

Volumen eines Zylinders

= a'b=gkx) - Ax =m-r?-h=m-[f(x)]?" Ax
Uy = 8(X1) - Ax + g(Xp) - Ax + -+ + g(Xp) - Ax [:J = ETf(E(fS(l)] AxAj-( + - o E(zn)[f(XnA))]()
b n b
Un= ) g(x) x5 d Up=m- ) [f(x]* - Ax =z | [F0]7 d
Z g(Xk XAX_)O g(x) dx T kzl Xk XAx—>0 X X
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Aufgabe 4

a) Der Flacheninhalt beschreibt die Entfernung vom Startpunkt. Das Gefdhrt bewegt sich in den
ersten 40 Sekunden vorwdrts (v positiv), zwischen der 40. und 60. Sekunde riickwirts (v negativ)
und dann wieder vorwirts (v positiv). Die lokal grofsten Geschwindigkeiten werden bei t =15 und
t =70 Sekunden erreicht. Die kleinste Geschwindigkeit erreicht die Draisine bei t = 50 Sekunden.

b) Die Nullstellen liegen bei 0, 40 und 60 s, denn v(t) = t - ( Lo.g2 — % “t+ g) = 0 genau dann, wenn

3000

t=0oder > -t? —L.-t+2=0 t*— 100 -t + 2400 = 0 (p-q-Formel). Sie beschreiben den Zeit-

3000
punkt eines Richtungswechsels.

¢) Die Integrale beschreiben die Entfernung des Objekts vom Startpunkt. Eine Stammfunktion von
vlautet F(t) = 2 - t* — L. t3 + 2. t2 Damit gilt fiir fob v(t)dt = F(b) — F(0) = F(b). Durch Einsetzen

12000

erhalt man: F(10) = 29,722, F(50) = 131,94, F(60) = 120, F(70) = 149,72 [m].

d) s(40) = [’ v(t)dt = F(40) — F(0) = F(40) = 142,22 [m].
e) 7[0;40] = LD = 22 356, 7[0;60] = 2 =20 = 2, [0;70] = 22 = 1222 957 7).

f) Bei den Nullstellen von v miissen die Extremstellen von s liegen. Das lokale Maximum betrégt
s(40) = 142,44, das lokale Minimum ist s(60) = 120. Die beiden Randwerte sind s(0) = 0 sowie
s(70) = 179,72. Der Grad der Weg-Zeit-Funktion betrégt 4, so dass der Graph von links oben nach
rechts oben verlduft.

g) Die von beiden Graphen eingeschlossene Fldche beschreibt den Abstand beider Draisinen.

h) Gleichsetzen der beiden Funktionsgleichungen liefert die Schnittstellen t = 0 und t = 30, denn:
Lt -2 it P it - L P - L t=0t3-25-t°~150-t=0

3000 3000 120
& t- (t* — 25+t —150) = 0 (t = 0 und p-g-Formel liefert t, = -5 und t; = 30)

I aotor (®© = v(DIdt = [0 ;s w42+ .0 dt = 30 [m],
40

3000 120 20
. 40 _ _ 1 3, 1 w21 N
i) [ [VMotor () — v(D]dt = [ (3005 C+ag 2+ dt = 4,44 [m]

120 20
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3.4 Kontrollaufgaben

Aufgabe 1 (HeifSluftballon)
a) Der Flacheninhalt entspricht der Entfernung vom Startpunkt in m.

b) Der Ballon bewegt sich in den ersten 43 Sekunden nach oben, dann bis zum Ende nach unten.
Kurz vor den Stellen mit v = 0 wurde HeifSluft hinzugefiigt bzw. entnommen, so dass der Ballon
seine Geschwindigkeit und Richtung abrupt dndert. Die grofite und kleinste Geschwindigkeit wer-
den zu den Zeitpunkten t = 40 und t = 58 erreicht.

¢) Die mittlere Geschwindigkeit fiir die ersten 30 Sekunde betrégt etwa 10 m pro s. Daher ergibt sich
eine Hohe von etwa 300 m.

d) Die maximale Steighche wird nach ca. 42 Sekunden erreicht und betrédgt etwa 460 m.

e) Der Flacheninhalt unter der t-Achse ist kleiner als tiber der t-Achse, so dass der Ballon auf einer
Anhohe landet. Der Flacheninhalt unter der Kurve betragt etwa - 240 m, so dass der Hohenunter-
schied ca. 220 m betragt.

f) Der Graf der Wirkungsfunktion steigt bis zur Nullstelle der Geschwindigkeitsfunktion bei t = 43
an und hat seinen maximalen Anstieg bei t = 40. Anschliefend f&llt der Graf der Wirkungsfunktion
und hat bei t = 58 seinen lokal geringsten Anstieg.

Aufgabe 2 (Funktion, Stammfunktion, Wirkungsfunktion - Graphen zuordnen)

Die Funktionen g und h sind beides Stammfunktionen zu f, da die Nullstellen von f lokale Extrem-
stellen von g und i sind. Allerdings ist h die Wirkungsfunktion zu f, da im Bereich -1,5 bis 1,25 mehr
Wasser ins Becken gepumpt als abgepumpt wurde und die Gesamtbilanz damit positiv ist, so dass
der Graph komplett oberhalb der x-Achse liegen muss.

Aufgabe 3 (Flichenberechnung)

a) A: Nullstellen von f berechnen: f(x) = —x* + 2x+3 =0 x* —2x—3 =0 Fp:—z x=—-1+2

x=-24yD
_ (3 (_y2 (13 42 > _ —(ti1-3)=102
A= [P (—x2+2x+3)dx =[x +x +3x]_1_ 9+9+9—(3+1-3)=102
1
B = fol[f(x) —-g(x)]dx = fol[—x3 +3x4+2-(2—-x)]dx= fol(—x3 +4x) dx = [—%X4 + ZXZ]0
C: Schnittstellen von gund h: x1° + 10 =x+ 10 @ x1° —x=0oxx’-1) =0 x=0Vx

1
C= fol[g(x) —f(x)]dx = fol(x —x19)dx = EXZ —1—11X11]0 = % —% = %

7
4

1

b) /

=-X2+4x

E S

\ Ra¥

0 1 2

2
l)(4—3)(3+2x2] —4-248=2
4 3 0 3 3

\
\
3xp \ .
:‘
{
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4 3
B= f:f(x)dx— f23g(X) dx = [—§x3 + ZXZ]2 - [—%X4 +X3]2 = 5;— 2;=2-

2
C=8-[lf(x)dx = [—§x3+2x2]0 =8-5:=22

Aufgabe 4 (Steckbriefaufgabe)

f(x) = ax® + bx? + cx + d; f'(x) = 3ax? + 2bx +
f(0) =0(d=0), f(0)=0(c=0),f(-2)=1(—8a+4b =1),f(—2) =0 (—12a—4b = 0)
= f(x) = %x3 +%x2

Aufgabe 5 (Durchfluss in einer Olpipeline)

4 Dhrcﬁfluésrate Iin rhiﬁro IMinluteL(('.')Imleng‘;e iH mli)
90
560080 W
5600 ,4 : D /’/
490070 [ A
[ 1
| |
420060 = L/
| il //{/
—3500—50 - '
ST [TV,
[ r |
—2800—40 | I
| ) |
AN /] |
—2100—30
T : J
|| / |
—140020
A ! p
|
70010 /) |
pginmy —1
] | | ) >
-10 | 0 10 20 | 30 4‘0 50 6‘0 70 8‘0 90 1(‘30 Zeit in Minuten
]

a) Der Flacheninhalt F zwischen Kurve und Zeitachse beschreibt die Menge Ol in m3, die in den
ersten 100 Minuten durch die Pipeline fliefst [:—; -min = m3].

b) Der Fldcheninhalt des ersten Dreiecks betrdgt 20 min - 80 :—; : 2 = 800 m3. Der Flicheninhalt des
folgenden Rechtecks betrdgt 40 min - 80 n“l’—; = 3200 m3. Daher ist W(60) = W(20) + 3200 = 800 +
3200 = 4000 [m3].

¢) Der mittlere Durchfluss m fiir die ersten 60 Minuten betrédgt 4000:60 ~ 67 111111_; Zeichne eine Paral-
lele zur Zeitachse im Abstand von 67 ein tiber den ersten 60 Minuten. Von der 10. bis zur 40. Minute

betridgt der mittlere Durchfluss 2200:30 = 73 lm—.s.
3 min

d) a ist die Steigung des ersten Abschnittes und betragt 80:20 = 4. b = 80, da die Strecke parallel zur
Zeitachse im Abstand von 80 ist. Fiir die Berechnung von c setzt man die Koordinaten des Punkte
(60/80) in die Gleichung D(t) = -2t + c ein, d.h. 80 = -2 - 60 + ¢, d.h. ¢ = 200.
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e) Die Wirkungsfunktion ist eine Stammfunktion. Daher gilt fiir die Wirkungsfunktionen der drei
Abschnitte W(t) = 2t2 + ¢, W(t) = 80t + c2, W(t) = -t2 + 200t + c3. Nun berechnet man die Konstanten
c1, ¢2 und ¢3 durch die Bedingungen W(0) = 0, W(20) = 800 und W(60) = 4000.

f) Da 90 im dritten Intervall liegt, wahlt man W(t) = -t2 + 200t - 4400. Nun gilt fiir die durchgeflossene
Wassermenge nach 90 min W(90) = -902 + 200 - 90 - 4400 = 5500 [m?3].

g) Da nach 20 Minuten 800 m3 Ol durch die Pipeline geflossen sind, muss der Zeitpunkt fiir 500 m3
zwischen 0 und 20 liegen. Daher verwendet man die Wirkungsfunktion fiir den ersten Abschnitt.
Hier gilt W(t) = 22 = 500 < t = V250 Minuten [80t - 800 = 1000 < t = 22,5; —t2 + 200 - t — 4400 =
4500 & —t> +200-t—8900 =0 © t =~ 66,83 (und t ~ 133,16 > 100)]

h) Die Durchflussgeschwindigkeit oder der Durchfluss wirkt sich auf die Olmenge aus, d. h. je
schneller Ol pro Zeiteinheit durch die Pipeline gepumpt wird, desto hoher ist die durchgepumpte
Olmenge. Die Flache unter dem Graphen beschreibt die Olmenge, wird durch die Wirkungsfunk-
tion der Durchflussfunktion bestimmt und ist eine spezielle Stammfunktion der Durchflussfunk-
tion.

Aufgabe 6 (Geschwindigkeitsverlauf zweier Objekte)

4 v(‘t) [‘km‘pro h]

10 V Objekt 1

7,5

- //‘,, .= | | / /
2‘ / i \\ i i / V objekt 2
,5

f /
| \\ |

t[h]
4 > 4 >
010 (01 0203 0405 06 0%.0809 -1 |11 12
T
a) v(t) =723 —120t> + 48t =0t =0Vt = %v t = 1. Die Nullstellen sind die Zeitpunkte der
Richtungsdnderung. Daher dndert das Objekt nach 40 und 60 Minuten seine Richtung.

2 2
b) [Fv(Ddt = [18t4 — 403 + 24t2]3 = i—j : Entfernung vom Startpunkt nach 40 Minuten
f;l v(t)dt = [18t4 — 4083 + 24t2] % = - ;—(7): In Richtung Startpunkt zurtickgelegter Weg von der 40. bis

zur 60. Minute betragt =2
27

) 01’2 v(t)dt = [1 gt* — 40t3 + 24t2]1'2 =128 Entfernung vom Startpunkt nach 72 Minuten.
0 625
km _ 1 1.2 1 1728 Kk
c)v(1,2) = 9,216 Tm Vion21 = gl VDAt =5 o~ 2,3047m

d) ﬁ : fab v(t)dt : Mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [a; b].

e) (Vs =/ Ot v(x)dx: Entfernung vom Startpunkt nach t Minuten.
(2) [, v(x)dx = [18x* — 40x3 + 24x2]; = 18t* — 40> + 24t°
(3) Die Nullstellen von v sind die wegen des VZW von v Extremstellen von s. Bei t = % wechselt v

das VZ von + nach -. Daher liegt dort eine lokale Maximumstelle vor. Bei t = 1 findet ein VZW von
v von - nach + statt. Daher liegt dort eine lokale Minimumstelle vor. Die Randwerte betragen s(0) =
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0und s(1,2) = @ ~ 2,7648. Wegen s( ) =2,37 <2,7648 und s(1) = 2 > 0 sind die Extremstellen aus-

schliefslich lokaler Art.

f)(2)1,2h- 25——3km

©3) |f Ve -2 5]dx|

@) f [v(x) — 2,5]dx = 0 & [18x* — 40x3 + 24x? — 2,5x]g =0 18t* —40t3 + 24t =25t =0

e=t= Ovt=0,13Vvt~ 086Vt~ 123. Nach ca. 8 Minuten tiberholt Objekt 1 das Objekt 2 zum
ersten Mal.

Aufgabe 7 (Torbogen)

a) Legt man den Ursprung des Koordinatensystems in die Mitte der Toreinfahrt, hat das parabelfor-
mige Tor die Gleichung f(x) = ax? + 3,5 und die Funktion h die Form g(x) = bx* + cx? + 7. Zur Be-

rechnung von a verwendet man den Ansatz f(1,5) =0 & 2,25a+3,5=0&a= —%. Um b und ¢
zu ermitteln, helfen die beide folgenden Bedingungsgleichungen weiter: g(5) = 4 und g'(5)=0.
Dann gilt: 625b + 25c = -3 und 500b + 10c = 0. Der GTR liefert die Losung: b = E und c ——%
Insgesamt ergeben sich folgende Gleichungen: f(x) = —?X +3,5und g(x) = ax“ ~ e Sx247.

b) Zur Berechnung der Querschnittsfléche A hilft folgender Ansatz weiter (hier muss die Stamm-
funktion nicht explizit angegeben werden): A = f_ss g(x)dx — J-_1155 f(x)dx =56 —7 =49 [m?]
)V =A-6=294[m3]m=V-p=294000000 cm? - 2,7 £ = 793800000 g = 793800 kg = 7938t

d) Materialkosten =m- 760 - 1,19 = 717912,72 €

Aufgabe 8 (Flichenberechnung bewusst unter Nutzung des GTR)
@) ) A=2-[°;f(x)dx = 2 (fist ungerade)

@ A=|7Fo0)da| + [ f () dx =125

b) (1) A& = [7[f() — GOl dx + [ 169 — gl dx = 3

(2) A = [;'[f(x) — g(x)] dx = 20> (Darstellungsbereich anpassen)

) A = [[h(x) — f(x)] dx — [][g(x) — f(x)] dx =4 — = =3_

Aufgabe 9 (Trapezmethode)

a) Mithilfe der Trapezformel lassen sich die Flacheninhalte fiir die vier Trapeze berechnen, indem

man den Mittelwert der Funktionswerte zweier benachbarter Zerlegungsstellen mit der Hohe % mul-

0\2 1\2 1\2 2\2 2\2 3\ 2 3\2 4\ 2

=) +(5 =) +(2 =) +(= 2) +(3

() +() Nt &) +() N 6 +() N B +6) .2 . Nach Faktorisieren von = erhalt
2 4 2 4 2 4 2 4 4

man die gesuchte Formel.

tipliziert: S, =

) 2100

2

k-1 k \2
M] . ﬁ = 0,3334 beschreibt die Summe der 100 Trapeze.

S, = l + L strebt fiir n — o gegen den tatsdchlichen Fléicheninhalt da — fiir grofies n gegen

Null strebt D1e Abweichung vom tatsdchlichen Flichenwert = betragt d1e prozentuale Abwei-
1

chung vom tatsdchlichen Wert betrégt daher&Z =

3

1
2n?’
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4.1 Noch fit? - Stochastisches Grundwissen aus der E-Phase

Lektion 4: Binomialverteilung

4.1 Noch fit? - Stochastisches Grundwissen aus der E-Phase

Definitionen: Den Ergebnissen eines Zufallsversuchs kann man Wahrscheinlichkeiten zuord-
nen. Die Wahrscheinlichkeiten sind gut gewahlt, wenn sie die relativen Haufigkeiten bei grofier
Versuchszahl gut vorhersagen. Die Wahrscheinlichkeiten aller Ergebnisse addieren sich zu 100 %.
Sie bilden eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Aufgabe 1: Wahrscheinlichkeitsverteilung und Erwartungswert

Beispiel: Im Zufallsversuch eines Wurfes von zwei Hexaeder-Wiirfeln erhilt man folgende Wahr-
scheinlichkeitsverteilung fiir die Zufallsgrofie X: Anzahl 6er-Wiirfen:

Ereignis Zweimal 6 Einmal 6 Keine 6
1 . 11 1 51 15 10 5 11 25
Wahrscheinlichkeit o= e == - =—
6 6 36 6 6 6 6 36 18 36 36

Definition: Wenn bei einer Datenerhebung die Ergebnisse xi, x2, ..., xn mit den Wahrscheinlich-
keiten p1, p2, ps3, ..., pn auftreten, heifSst der Wert p = x4 - p; + X5 - p + *** + X, * py, der Erwartungs-
wert der Wahrscheinlichkeitsverteilung. Er gibt an, welchen Mittelwert man bei ausreichend
grofSer Versuchszahl auf lange Sicht erwarten kann. Er ist eine Prognose fiir den Mittelwert.

Beispiel: Wird beim obigen Zufallsversuch pro Wurf mit zwei Wiirfeln 1 € eingesetzt, stellt sich die
Frage, wie die Auszahlung erfolgen muss, damit das Spiel fair ist. Betrachtet wird die folgende
Auszahlungsvariante:

Ereignis Zweimal 6 Einmal 6 Keine 6
Wahrscheinlichkeit 111 51,15 _10_5 _11_2
6 6 36 6 6 6 6 36 18 36 36

Auszahlung 8€ 1€ 0€

Gewinn 7€ 0€ -1€

Auszahl t =8€ —+1€2+0€-2=2¢g=050¢€
uszahlungserwartung Hp = ” = =5 €=0,

Gewi t =7€ —+0€ 2 +(-1€)-2=-Le=—050¢
ewinnerwartung Hg = v = =53, €=-0,

Antwort: Das obige Spiel ist unfair, weil die Auszahlung auf Dauer nur 0,50 € pro Spiel ist, was
zum einem dauerhaften Verlust von 50 Cent pro Spiel fithren wiirde.

Begriinde, fiir welchen Auszahlungsbetrag fiir einen 6er-Pasch, das Spiel fair wird.
|91dS saJley u1s Win YIS $a 1jopuey ‘)[yezadsne 3 97 yosed-1a9 Usuld inj Uspiapn

92:2@&:2%@&—[=E%@[=%.O+ﬂ.t+%,g

€l ! S ! S¢

:ua)jab ssnwi s3 '3 e Jne 9 [ewromz* my Sunjyezsny alp a1dsiog
WINZ UeW LISpURISA Injeq "ulss Jiey |a1ds sep uuey 915en9q 3 1 Vi Bunjyezsny als|niw a1p ‘g "Z Uuam 1si3
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4.1 Noch fit? - Stochastisches Grundwissen aus der E-Phase

Aufgabe 2: Pfadregeln

Auf einem Jahrmarkt wird ein Glticksspiel angeboten. Fiir 1 € Einsatz werden nacheinander die
folgenden 3 Gliicksrader gedreht. Die Auszahzlung erfolgt nach folgender Regelung;:

Man kann zu dem Zufallsversuch folgendes Baumdiagramm erstellen:

Anzahl der ler 0 1 2 3

Auszahlungin€ | 1 0 2 10

12 1 P = 7—12
) 1 < "

1 P2y=—

14
2 <

11
144

S
W] =
Sy
N

1z 1 P(2/1/1) = —

1
24

A w
wl N
'_\
(=Y
(=Y
N

P(211/2) =

2 12 1
1 PPy 1 _1
- 12 P(2/2/1) =
2 <
11 2. pERrPR)= =

12

Will man die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis (1/2/1) bestimmen, ldsst sich diese mithilfe der
Pfadmultiplikationsregel errechnen: P(1/2/1) = Sl =

4 3 12 144

=N

Will man die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,Zahlendreierpasch” bestimmen, muss man
mithilfe der Pfadadditionsregel P(1/1/1) und P(2/2/2) addieren:

P(Zahlendreierpasch) =P(1/1/1) + P(2/2/2) = 7_12 L35

48~ 144

Fiir das obige Spiel ergibt sich folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

Anzahl der Rdader mit einer 1 0 1 2 3
1 . 11 5 29
Wahrscheinlichkeit yr 5 - -

2L TL s 6 8%
a) Zeige, dass das Spiel unfairist. 1>, =7 11+ -€+;- 0+ -T="1
b) Ermittle eine Auszahlungsverteilung, die ein faires Spiel ermoglicht.

1= % Z1 + %- €+ g 0+ f—i- T :uuaq "uspJ4am 1aipalb JaT £ uuam

‘UspJam 1yezaebsne 3 71 'g 'z 10po 13en2q [o1ds oxd 3 % 19PaMIUA Z1esulg Jap UUaM ‘drej pim |a1ds seq
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4.1 Noch fit? - Stochastisches Grundwissen aus der E-Phase

Aufgabe 3: Bedingte Wahrscheinlichkeit und Vierfeldertafel

Wenn man bei einer statistischen Erhebung zwei Merkmale wie z. B. Geschlecht und Kérpergrofie
gleichzeitig untersucht, kann das Vorwissen tiber ein Merkmal die Wahrscheinlichkeit des
anderen Merkmals beeinflussen. Man spricht von bedingten Wahrscheinlichkeiten.

Beispiel: Dies wollen wir am Urnenmodell verdeutlichen. Anhand der Abbildung
rechts erkennt man, dass es vier unterschiedliche Kugelsorten gibt, dessen Anzahlen

Ore®

Y o)
mithilfe einer Vierfeldertafel dargestellt werden konnen: &Y
Mit Punkt (M) Ohne Punkt (M) Summe
Rot (R) 3 1 4
Nicht Rot (R) 2 4 6
Summe 5 5 10

Dann beschreibt Pg(M) = % =75 % die Wahrscheinlichkeit eine markierte Kugel (M) zu ziehen,
wenn mann weifs, dass sie rot (R) ist. Von allen markierten Kugeln werden als Grundgesamtheit nur
3

die roten Kugeln betrachtet. P(R N M) = To = 30 % beschreibt dagegen die Wahrscheinlichkeit, eine

Kugel zu ziehen, die rot (R) und markiert ist (M). Von allen Kugeln werden solche betrachtet, die

rot und markiert sind.

a) Berechne folgende Wahrscheinlichkeiten: Pz(M), Pg(M), Pg(M), Py (R), Py(R), P& (R), P (R), die
Wabhrscheinlichkeiten P(R N M), P(R N M) und P(R n M) sowie P(R), P(M) und P(R) und P(M).
Fasse die Wahrscheinlichkeiten jeweils in Worte.

Die Vierfeldertafel kann zum Beispiel durch folgendes Baumdiagramme dargestellt werden:

P(R) / &(F_{)

Pr(M) / \ Pr(M) Pr(M) / \pﬁ(M)

P(R N M) P(RN M) PRNM) PRNM)

Daraus lédsst sich aufgrund der Pfadmultiplikationsregel folgender wichtiger Merksatz ableiten:

Merksatz: P, (B) sei die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B, wenn man weifs, dass A
eingetreten ist bzw. Pg(A) die entsprechende bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A un-
ter der Bedingung B. Dann gelten wegen der Pfadmultiplikationsregel folgende wichtige Formeln:

P(ANB)
P(A)

P(ANB)
P(B)

Po(B) = Pg(B) =

b) Erstelle ein Baumdiagramm, das als erste Pfade danach unterscheidet, ob eine Kugel markiert
ist oder nicht. Beschrifte alle Pfade mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten.
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4.1 Noch fit? - Stochastisches Grundwissen aus der E-Phase

Wird etwa mit einem Test untersucht, ob jemand an einem Virus infiziert ist oder nicht, werden

zwei Begriffe fiir bestimmte bedingte Wahrscheinlichkeiten verwendet:

Die Sensitivitit entspricht der bedingten Wahrscheinlichkeit P iert (+) und bedeutet die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine infizierte Person positiv getestet wird. Die Spezifitit wird durch die be-
dingte Wahrscheinlichkeit Ppjcht infiziert(—) beschrieben und meint die Wahrscheinlichkeit, dass
eine nicht infizierte Person einen negativen Test hat.

c) Bestimme die Sensitivitdt und Spezifitat fiir folgenden Vierfeldertafel.

Wahrscheinlichkeiten Infiziert (I) Nicht infiziert (1) Gesamt
Positiver Test (+) 0,000999 0,001998 0,002997
Negativer Test (—) 0,000001 0,997002 0,997003
Gesamt 0,001 =0,1 % 0,999 100 %
g Aufgabe 4: Verkniipfungsmoglichkeiten von zwei Ereignissen
Sprechweise Term im mathematisches Modell Veranschaulichung
o A A
G?generelgn1§ zu A, i B
Nicht das Ereignis A 5
Ereignis A und Ereignis B; A A
Beide Ereignisse; ANB ?
Sowohl A als auch B B
Ereignis A oder Ereignis B A A
reignis A oder Ereignis B; AUB=ANE B
Mindestens eines der Ereignisse 5
A A
Keines der Ereignisse; —_— = = B
Weder A noch B AUB=ANB B
Hochstens eines der Ereignisse; A A
Nicht beide Ereignisse ANB=AUB ?
B
A A
Genau eines der Ereignisse; — = B
Entweder A oder B (ANB}U(ANB) B

In der Saison 2014/2015 fielen in der Fufiball-Bundesliga in 306 Spielen 843 Tore. 20
davon waren Eigentore. Aufgrund langfristiger Beobachtungen ist festgestellt worden,
dass im Schnitt 55 % der Tore von Stiirmern erzielt werden. 80 % aller Tore werden
von Spielern erzielt, die in der Startelf stehen. Wenn ein Einwechselspieler ein Tor
erzielt, ist dies zu 25 % kein Stiirmer.
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4.1 Noch fit? - Stochastisches Grundwissen aus der E-Phase

a) Erstelle zur dargestellten Situation eine geeignete Vierfelder-Tafel und bestimme dort die An-
teile. Markiere die Anteile, die sich ohne Rechnung aus den obigen Angaben ergeben.

b) Gib Wahrscheinlichkeit und Ereignisterm fiir folgende Ereignisse an. Der Torschiitze ist ...

(1) Sttirmer der Startelf.

(2) weder Sttirmer noch Einwechselspieler.

(3) Sttirmer oder Einwechselspieler.

(4) kein Sttirmer.

(5) entweder Stiirmer oder Einwechselspieler.

(6) nicht gleichzeitig Einwechselspieler und Nichtsttirmer.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ...

(1) unter den Stiirmern ein Einwechselspieler getroffen hat.

(2) unter den Einwechselspielern ein Nichtsttirmer getroffen hat.
(3) unter den Startspielern ein Stiirmer getroffen hat.

(4) unter den Nichtstlirmern ein Startspieler getroffen hat.

Aufgabe 5: Stochastische Unabhingigkeit

Definition: Zwei Ereignisse E und F heifien stochastisch unabhingig, wenn gilt: Pg(F) = P(F).

Satz: Zwei Ereignisse E und F sind genau dann stochastisch unabhingig, wenn die folgende
Gleichung gilt: P(E N F) = P(E) - P(F).

Man wirft zwei Wiirfel. Untersuche die Ereignisse A und B auf Unabhingigkeit.
a) A =,Die Augensumme ist 6.” und B = ,Die Differenz der Augenzahlen betrédgt 0.”
b) A = ,Der erste Wiirfel zeigt eine 3.” und B =, Die Augensumme ist grofier als 5.”

c) A = ,Der erste Wiirfel zeigt eine Augenzahl unter 3.” und B = ,Der zweite Wiirfel zeigt eine
Augenzahl tiber 3.”
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4.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Histogramme

4.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Histogramme

Aufgabe 1: Differenz gewinnt
Spielanleitung: n’

e Jeder Spieler markiert 18 Striche in einer Farbe auf dem Spielfeld , Differenz”, indem er sie auf
die sechs Felder verteilt.

e Eswird im Uhrzeigersinn mit zwei Wiirfeln gewiirfelt und die Differenz der Augenzahlen beider
Wiirfel ermittelt.

e Vom Feld der gewdirfelten Differenz darf jeder Spieler einen Strich seiner Farbe streichen.

e Gewonnen hat der Spieler, der zuerst alle seine Striche durchgestrichen hat.

a) Welche Strategie wihlst Du? Begriinde Deine Entscheidung? Spiele das Spiel und iiberpriife
Deine Ausgangsstrategie.

b) Uberlege, welche Strategie am giinstigsten ist und fiille die nachfolgende Tabelle Wahrschein-
lichkeitsverteilung fiir die Zufallsgrofie X: , Differenz der Augensumme beim Wurf zweier Hexaeder”
aus und zeichne ein Histogramm. Hierfiir fithren wir einige wichtige Definitionen ein:

ZufallsgroBe X: Eine ZufallsgréBe oder Zufallsvariable X ist eine Funktion, die jedem Er-
gebnis eines Zufallsexperiments genau eine reelle Zahl x; zuordnet. Im obigen Beispiel
ordnet X jedem der 36 Moglichkeiten fiir einen zweifachen Hexaeder-Wurf genau eine
der 6 moglichen Differenzen zu. Diese Differenzwerte werden mitx1 =0xx=1...,x6 =5
bezeichnet.

Ereignis X = xi: Mit X = xi wird das Ereignis bezeichnet, dessen Ergebnisse alle dazu fiihren,
dass die Zufallsgroie X den Wert x; annimmt. Im obigen Beispiel sind dies X = 0 bis X = 5.

Wabhrscheinlichkeitsverteilung und Histogramm: Ordnet man jedem Wert x;, den die Zufalls-
grofle X annehmen kann, die Wahrscheinlichkeit P(X = x;) zu, erhilt man eine Zuordnungsta-
belle, die man als Wahrscheinlichkeitsverteilung bezeichnet. Ihre grafische Darstellung heifst
Histogramm oder Verteilungsdiagramm.

Xi x1=0 x2=1 x3=2 xX1=3 x; =4 X6 =5
1/1), (2/2)
X =x; (3/3), (4/4)
(5/5), (6/6)
P (X =x) 6 _1_ 3
36 6 18
g -
g 18
[s]
5b
8
T

Zur Erinnerung: Der Erwartungswert p der Zufallsgrofie X mit der Wertemenge {x1, X2, ..., Xm}
entspricht in unserem Beispiel der mittleren Differenz, die man pro Hexaeder-2fach-Wurf erwar-
ten kann. Es gilt: p = E(X) = x; - PX =x1) + %, - P(X =x3) + - + X, - P(X = xpp,). Er ist also eine
Prognose fiir den Mittelwert.

c) Berechne den Erwartungswert E(X) fiir die obige Zufallsgrofie X.
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4.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Histogramme

Spielfeld zu , Differenz gewinnt”
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4.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Histogramme

Oktaed. Dodekaed

=N

Tetraeder k d
Arbeitsblatt 2: Augensummen . \ ) KA

) _
"‘Cff>(:, S o

-

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrofie X: , Augensumme beim 2-fachen
Wourf eines Tetraeders” und zeichne das zugehorige Histogramm.

xi | X =xi: zugehorige Ergebnisse P (X =x;) | Histogramm

2 | (1/1) =

b) Bestimme die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrofie 16
X: ,,Augensumme beim Werfen eines Tetraeders und Hexaeders” und
zeichne das zugehorige Histogramm.

xi | X =xi: zugehorige Ergebnisse P (X =x;) | Histogramm

10
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4.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Histogramme

c) Sowohl beim Werfen eines Oktaeder zusammen mit einem Tetraeder als auch beim Werfen von
zwei Hexaedern sind die Augensummen 2, 3, ..., 12 moglich. Bestimme die dazugehorigen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Woran konnte man bemerken, ob Oktaeder und Tetraeder bzw. zwei Hexaeder geworfen wur-
den?

Oktaeder und Tetraeder Zwei Hexaeder

X=x; P(X = Xi) X=x; P(X = Xi)

Xi

10

11

12

d) Zur Erinnerung: Der Erwartungswert p beschreibt, welcher Wert durchschnittlich bei einer gro-
en Zahl von Wiirfen zu erwarten ist. Er ist eine Prognose fiir den Mittelwert.

Berechne fiir die vier Zufallsexperimente von Arbeitsblatt 2 jeweils den Erwartungswert.

Versuch Erwartungswert p

2-facher Wurf eines Tetraeders

Wurf eines Tetraeders und Hexaeders

Waurf eines Oktaeders und Tetraeders

Wurf zweier Hexaeder
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4.3 Binomialverteilung

4.3 Binomialverteilung53

Ein Hersteller von Uberraschungs-Schokokugeln wirbt damit, dass in jeder siebten Kugel eine Figur
enthalten ist, die unter Sammlern als besonders wertvoll gilt. Daher ist die Freude grof3, wenn man
in seiner Kugel eine solche Figur entdeckt. Ein solcher Kugelinhalt werde also als Erfolg (Treffer)
gewertet (E), alle anderen Kugelfiillungen als Misserfolg (M).

Aufgabe 1 (Uberraschungs-Schokokugeln)

Man betrachte zunéchst den Kauf von zwei Uberraschungskugeln und untersuche die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Zufallsgrofe X: , Anzahl der Erfolge” (d. h. Anzahl der Uberraschungskugeln
mit besonderem Inhalt).

a) Trage in folgendem Baumdiagramm die Pfadwahrscheinlichkeiten ein.

E
E
M
E
M
M

b) Ermittle die moglichen Ergebnisse und Wahrscheinlichkeiten fiir 0, 1, 2 Erfolge beim Kauf von
zwei Schokokugeln und trage sie in die Tabelle ein.

Erfolgsanzahl k | X = k: mégliche Ergebnisse mit k Treffern | Wahrscheinlichkeit P(X = k)

0

53 Konzeption des Kapitels in Anlehnung an eine Lehrer-Fortbildung der Bezirksregierung Dusseldorf durch die Mode-
ratorinnen G. Ditzen und G. Josch
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4.3 Binomialverteilung

c) Ergidnze das obige Baumdiagramm fiir den Kauf von frei Schokokugeln, ermittle die moglichen
Ergebnisse und Wahrscheinlichkeiten fiir 0, 1, 2, 3 Erfolge und trage sie in die Tabelle ein.

K

X=k

P(X=K)

0

d) Fiille die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir vier Schokokugeln aus.

K

X=k

P(X=K)

e) Untersuche, wie sich die Wahrscheinlichkeit P(X = k) fiir das Ereignis , k Erfolge” bei einer be-

liebigen Anzahl n gekauften Uberraschungsschokokugeln berechnet.

f) Berechne den Erwartungswert p fiir die Zufallsgrofse X: ,, Anzahl k der Erfolge beim Kauf von n
Uberraschungsschokokugeln” fiir n = 1, 2, 3, 4 Schokokugeln.

N | Erwartungswert p
6 1 1

1|0g+lg=7

2

3

4

n
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4.3 Binomialverteilung

Aufgabe

2: Iterative Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei Bernoulli-Ketten

Definition: Bei jedem Zug einer Schokokugel sind genau zwei Ausgiange moglich, namlich Erfolg
(E) und Misserfolg (M). Solche Zufallsversuche (Experimente) nennt man Bernoulli-Experimente.

a) Nenne weitere Bernoulli-Versuche.

Definition: Andert sich die Erfolgswahrscheinlichkeit bei jedem der n Ziige eines Bernoulli-Ver-
suches nicht, spricht man von einer Bernoulli-Kette der Linge n (n-stufige Bernoulli-Kette).

b) Gib Beispiele fuir Bernoulli-Versuche an, bei denen sich die Erfolgswahrscheinlichkeit im Laufe
eines n-stufigen Experimentes d@ndert.

c) Nach dem Kauf von Uberraschungsschokokugeln kann man die Wahrscheinlichkeiten der Er-
eignisse auch anders aufschreiben. Fiir den Kauf von drei Kugeln liegt also eine 3-stufige

Bernoulli-Kette mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p = ; VOr.

Notiere in den Kistchen in der Zeile ,Stand nach 3 Kidufen” Terme fiir die fehlenden Wahr-
scheinlichkeiten. Erldutere die Bedeutung der beschrifteten Pfeile und gib Terme fiir die fehlen-
den Wahrscheinlichkeiten in der Zeile ,Stand nach 4 Kugeln” an.

f(t:nggiCh P(X=0) = P(X=1) = P(X=2)= P(X=3)=
0 3 1 2
3 Kugeln 1 G) ' (S) 3 G) ' (g)

Stand nach
Kauf von
4 Kugeln

d) Erldutere, wie man von den Wahrscheinlichkeiten der ersten zu denen der zweiten Zeile gelangt.

e) Erweitere das Diagramm fiir n = 5, indem Du Terme fiir Wahrscheinlichkeiten in die nachfol-
genden Kastchen eintrégst.

P(X =0) = P(X=1)= P(X=2) = P(X=3) = P(X=4) = P(X=5) =

HONO)

f) Erldutere, wie man iiberpriifen kann, dass nichts tibersehen wurde.
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4.3 Binomialverteilung

Berechnung der Pfadanzahl mit k Erfolgen fiihrt zum Binomialkoeffizienten (E)

Will man z. B. wissen, wie viele Pfade bei 5 Schokokugeln zu 3 Erfolgen fiihren, tiberlegt man sich
ein passendes Bild. Man konnte sich fragen, wie viele Moglichkeiten 3 Personen haben sich auf 5
Stithle zu setzen. Dabei darf die Reihenfolge (Individualitédt) der sitzenden Personen allerdings
keine Rolle spielen. Denn bei einem Ergebnis (Erfolg, Erfolg, Erfolg, Misserfolg, Misserfolg) spielt
die Reihenfolge (Individualitit einer Schokokugel mit Erfolg) keine Rolle.

3 Personen haben offenbar 5 - 4 - 3 = 60 Moglichkeiten sich auf 5 Stiihle zu setzen. Denn: Die erste
Person hat 5 Moglichkeiten sich zu setzen, die zweite zu jeder dieser Moglichkeiten 4 Moglichkei-
ten, so dass insgesamt 5 - 4 = 20 Moglichkeiten entstehen. Zu jeder dieser 5 - 4 = 20 Moglichkei-
ten hat eine dritte Person 3 Moglichkeiten, also insgesamt 20 - 3 = 5 - 4 - 3 = 60 Moglichkeiten.

Da die Reihenfolge der Stuhlbelegungen keine Rolle spielen soll, haben wir zu viele Mglichkei-
ten. Zu jeder der 5- 4 -3 = 60 Moglichkeiten (Permutationen) fithren jeweils 3-2-1 = 6 Mog-
lichkeiten zur gleichen Kombination. Im Bild gesprochen: Bei jeder Sitzkombination kénnen sich
die drei Personen mit 3 - 2 - 1 = 6 Moglichkeiten auf die besetzten drei Stiihle verteilen, ohne dass
eine ,neue” Kombination entsteht.

Insgesamt haben 3 Personen ohne Beachtung der Reihenfolge (Individualitit) % = %’ =10

Moglichkeiten, sich auf 5 Stiihle zu setzen. Beachtet man die Reihenfolge (Individualitit), erhalt
man 5 - 4 - 3 = 60 Moglichkeiten.

543 54321 51 ) . .
= = und nennt diesen Ausdruck Binomial-
32:1 32121 31(5-3)!

koeffizient 5 iiber 3. Im zweiten Fall gilt 5 - 4.3 = 22321 = % _
21 (5-3)!

Man schreibt im ersten Fall (;) =

Verallgemeinert man die obige Uberlegung auf n Stiihle und k Personen, die sich ohne Beachtung
der Individualitat darauf verteilen, erhilt man fiir den Binomialkoeffizient n iiber k:

ny n-(n—1)...[n—(k—1)]_n(n—l)...[n—(k—l)]-(n—k)~~~2-1_ n!
(k)_ ke(k—1)2-1 ~ ke(kk—=12-1-(n—-k)-~2-1  Kkl-(n—k)!

Beachtet man die Reihenfolge der k Personen, sich auf n Stiihle zu setzen, erhilt man folgende
Anzahl an Moglichkeiten:

n-(n—1)..n—(k-D]- (n—-k)-2-1  n!
m—k)-2-1 ~ (n—-K)!

n-(n—1)..[n—(k—-1)] =

Mit der GTR kann der Binomialkoeffizient berechnet werden im MENU 1| iiber OPTN], und
den Mentipunkt (combination = Kombination) sowie die Anzahl der Kombinationen unter
Beachtung der Reihenfolge im Mentipunkt (permutation = Permutation):

g

10 oP3 60
0 5
FECTIAED (T FAMOEEED (5]
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4.3 Binomialverteilung

g) Berechne folgende Ausdriicke handisch und mit dem GTR: (150) ; (2) ; Gg) ; (110) ; (19090 ; 1;—:!!

h) Erldutere am Beispiel von k =3 Frauen und n - k =5 - 3 =2 Méannern, die auf n = 5 Stiihle verteilt
werden sollen, den Binomialkoeffizienten (g)

i) Allgemein hiangt die Art der iterativen Berechnung mit dem Pascalschen Dreieck zusammen.
Erldutere das Schema und beweise die Umformungen im unteren Kasten.

k - 1 Erfolge k Erfolge
bei n - 1 Versuchen: bei n - 1 Versuchen:
Poni(X=k-1) Prni(X=k-1)
_(n—1\ k-1 .,1_ \n-k _ (M—1\ _k .,q1_ yn-1-k
—(k_l)p (1-p) —( K )p (1-p)
ein Erfolg ein Misserfolg
im n-ten Versuch, im n-ten Versuch,
dh-p dh-1—p
+

k Erfolge bei n Versuchen:
P.(X=Kk)

=G+ e a—p = ()P -a-pr

() 1
(o () 1o
© @ @ 12 1
o @ 6 6 — 13 3 1
006 6 @ 14 6 4 1
@06 6 60 6 1 5 10 10 5 1
© O 6 6O 6O 60 @ 16 15 20 15 6 1
0 O G) G @ @ 1 7 21 3 35 2 7 1

Aufgabe 3: Modelle der Stochastik untersuchen

a) Phase 1 (Gruppenarbeit): Bearbeitet gruppenweise eines der folgenden Arbeitsblatter:

— Auslastungsmodell,
— Kugel-Ficher-Modell,
— Geburtstagsparadoxon,
— Warten auf Erfolg.

b) Phase 2 (Partnerarbeit): Bearbeite zusammen mit einem Partner einer anderen Gruppe Deine
Aufgabe und die Deines Partners. Wechsele dann zweimal den Partner, so dass Du jede andere
Aufgabe kennengelernt hast.

c) Phase 3 (Gruppenarbeit): Bereitet in der urspriinglichen Gruppe eine Prasentation Euer Auf-
gabe vor.
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4.3 Binomialverteilung

Aufgabe 4: Wahrscheinlichkeiten mit dem GTR berechnen

Betrachten wir nun die binomialverteilte Zufallsgrofie X: ,, Anzahl der Treffer bei 50 Versuchen jeweils
mit der Trefferwahrscheinlichkeit p”. Berechne in dieser 50-stufigen Bernoulli-Kette mit der Treffer-
wahrscheinlichkeit p die nachfolgenden Wahrscheinlichkeiten, und gib ihre Bedeutung an.

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten nutzen wir den GTR. Im Folgenden werden vier Bei-
spiele fiir Grundfunktionen mit dem GTR gegeben. Dabei ist die Versuchszahl immer n = 50, die
Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,3.

Singulire Wahrscheinlichkeit P(X = k): P(X = 14) =(frl)2) - 0,314 - 0,436

§ GOk GO Menu 1: ey (£5) (F3) (F8) (F1) (1] (4] (=] (5] (0] (5] (0] (-] (3] O] [exg
BinomialPD(14,50,0. 3>
[ 0.1189483379 Erst die Anzahl der Treffer k, dann die Anzahl n der VVersuche und zu-
letzt die Trefferwahrscheinlichkeit p eingeben (immer durch ein Komma
genau 14 Treffer getrennt).
[ Bpd | Bed | InvB|

Kumulierte Wahrscheinlichkeit P(X < k): P(X <18) = P(X = 0)+ ...+P(X = 18)
Menu 1: (F8) [{3) (F8) (F2) (1) (8] (0] (5] (0] (J (@) (J 1 DI )

Erst die Anzahl der (Hochst-) Trefferzahl k, dann die Anzahl n der
héchstens 18 Treffer Versuche ur}d zuletzt die Trefferwahrscheinlichkeit p eingeben (im-
mer durch ein Komma getrennt).

B FthRadform] [d7c]Real
BinomialCD(18, 50,
0 0.859440

0.3
1236

[ Bpd | Bed | InvB|

Liste von Wahrscheinlichkeiten P(X = 0), P(X =1), ..., P(X = k) [Gilt durch Ersetzen der Funktion
BinomialPD durch BinomialCD analog fiir eine Liste kumulierter Wahrscheinlichkeit beginnend bei
k=0:P(X<0), P(X<1), ..., P(X<50)]

E B :
BinomialPD(50,0.3) ﬂ Ans Menul:
[ 2| 3.8e-7 - CJ(8] [Exg]
3 AE-B
Trefferzahl weglassen 4/2.7e-5
5l 1.3e-4 Trefferzahl weglassen!
1.798465043E-08
[NORML ¢ [ CHI | _F _[BINOWIALIIED

Kumulierte Wahrscheinlichkeit P(a <X < b): P(10 < X < 20) = P(X =10)+ ... +P(X = 20)
Bl [MethDegforml] [dic|Real Menu 1.

«altb(10,20,80.0.90 || W FSFIFFI DO XD 0O E OO
0 (o] ] (3 O] Ex

Zuerst untere Grenze, dann obere Grenze der Kumulation, dann die
Versuchszahl n und die Trefferwahrscheinlichkeit p angeben.

[ Bpd | Bed [InvB |
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4.3 Binomialverteilung

(1) Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,3

Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit bei 50 Versuchen ...
P(X =14) = 0,1189483379 ... genau 14 Treffer zu erzielen.

P(X < 18) = 0,8594401236 ... héchstens 18 Treffer zu erzielen.
P(X<13) =

P(X>17) =

P(X>21)=

P(10 <X <18) =

(2) Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,6

Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit bei 50 Versuchen ...

P(X =31) =

P(X < 33) =

P(X < 26) =

P(X >27) =

P(X >31) =

P(23<X<33)=

(3) ,Komplementare” Zufallsgrofie Y

Driicke die Wahrscheinlichkeiten in Tabelle (2) zur Zufallsgrose X: , Anzahl der Treffer mit p = 0,6”
mithilfe der , komplementdren” Zufallsgrofie Y: ,Anzahl der Treffer mit p = 0,4 aus und bestitige die
Ergebnisse in Tabelle (2).
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4.3 Binomialverteilung

Sei X eine binomialverteilte Zufallsgrofie. Grundaufgaben zur Binomialverteilung werden durch
folgende Tabelle festgelegt, wobei , [ eine gegebene Grofie und ,E” die gesuchte Grofe reprasen-
tieren:

Aufgabe 5: Grundaufgaben zur Binomialverteilung

Grundaufgabe 1 2 3 4
Stichprobenumfang n M M M
Trefferwahrscheinlichkeit p M M M
Trefferzahl k M M M
Gesamtwahrscheinlichkeit P M M M

Bevor einige Ubungsaufgaben bearbeitet werden sollen, wird zu jeder Grundaufgabe ein Beispiel
vorgestellt und dargestellt, wie es mit dem GTR gelost werden kann. Arbeite die Beispiele durch
und 16se dann die Anwendungsaufgaben.

Grundaufgabe 1: Gesamtwahrscheinlichkeit P gesucht

Gegeben: X ist binomialverteilt mit n = 50; p = 0,30 sowie einer bestimmten Trefferzahl k.

Gesucht: P.

Mochte man z. B. P(X = 14), P(X < 19), P(9 < X < 21), P(X > 19) bestimmen, erfolgt dies im MENU 1
(Run - Matrix). Uber OPTN und STAT und DIST und BINOMIAL kénnen die obigen Wahrschein-
lichkeiten mit den Befehlen BinomialPD und BinomialCD berechnet werden. Diese Befehle kann
man auch schneller tiber SHIFT und 4 (CATALOG) und die Eingabe des Buchstabens B bekommen.

B B [E] [

BinomialPD(14,50,0.3>]| ([BinomialICD(18,50,0.3r]| |l®alCD(10,20,50,0.3) BinomialCD(20,50,50,]
0 0.1189483379 0 0.8594401236 0 0.9120045304 0 0.08480259855
P(X=14) P(X<19) Mindestens 10mnd | | ainger 0
Genau 14 Treffer Hochstens 18 Treffer héchstens 20 Treffer Mindestens 20 Treffer
| Bpd | Bed [InvB | | Bpd | Bed [InvB| | Bpd | Bed | InvB] | Bpd [ Bed | InvB ]

Grundaufgabe 2: Trefferzahl k gesucht
Singuldre Wahrscheinlichkeit
Gegeben: n=10; p=0,40 Gesucht: Trefferzahl k mit maximaler P(X = k)

Hier kann in MENU 1 mithilfe der Listenfunktion zur singuldren Wahrscheinlichkeit gearbeitet
werden, indem man nur den Stichprobenumfang n = 10 und die Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,4
angibt, aber darauf achten muss, dass die Liste bei 1 startet, was 0 Treffern entspricht.

] E]
BinomialPD(10,0.4) Ans
(6.0466176£-03,0.040> s . 1208
|:| A 0.2149
[ 5| g || € P(X = 4)

6/ 0.2006

710.1114
"Bod | Bed | InvB| 0.250822656

Die grofite singuldre Wahrscheinlichkeit betragt P(X = 4) ~ 0,2508.
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4.3 Binomialverteilung

Kumulierte Wahrscheinlichkeit

Gegeben: n =200, p =2 %, Py—200; p=0,02(X £ k) 20,95 Gesucht: (Mindest-)Trefferzahl k

Die Aufgabe kann tiber die Tabellenfunktion (MENU 7) geltst werden. Dafiir wird eine Funktion
f definiert mit f(x) = P(X < x), wobei die Zahl x variiert und die obere Grenze der kumulierten Wahr-
scheinlichkeit P(X < x) beschreibt. Fuir x =7 ist P(X < x) das erste Mal grofier als 95 %. Daher gilt: P(X
<x)2095furk=>7.

] B
‘T{?belllgsl(fktz.():(;ho 02) §abelleneinstell Yi= B}l{nomlvalllCD(x,200,0
=3 X, , 0. & a8 X
Y2: [—1 Uber SET 6 0.8914 | PX<7
7 S
Y4: [—1 En 120 ; 4-
Y51 [—1 Step :1 9 0.9925
[—]1 0.9506649451
-ﬂ“ (FORMULA) B NET3 WP EDIT |[GPH-CON][GPH-PLT)

Grundaufgabe 3: Trefferwahrscheinlichkeit p gesucht
Gegeben: n = 40, k = 10; P,—4¢, p(X < k) = 0,90 Gesucht: Trefferwahrscheinlichkeit p

Hier kann das MENU 5 (Graph) verwendet werden. Es wird dort (unter Y1) eine Funktion f mit
f(x) = Py=40, x(X = 10) definiert sowie (unter Y2) die konstante Funktion g mit der Gleichung g(x) =
0,90, wobei x die variable Trefferwahrscheinlichkeit beschreibt. Die Schnittstelle beider Funktionen
f und g (erreichbar durch G-Solv und INTSECT) liefert die gesuchte Trefferwahrscheinlichkeit p,
denn dort ist P-4, x(X < 10) = 0,90.

E [=] Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
Grafikfunkt.:Y= Betrachtungsfenster "ﬂ'ﬁ“‘ mialCD(10,40,x)
Yl=omialCD(10,40,xD Xmin :0
Y280.90 [—]1 max :1
scale:0.1

Y4: [—1 dot :2.6455e-03
Y5 [—] Ymin : 0

—1 max :1 SCHNITTPUNKT
-ﬂ‘.‘_ (INMTALJ(TRIG ] [STANDRD] ) SV X=0,1828287820__ Y= %
Ist die Trefferwahrscheinlichkeit p ca. 18,28 %, dann ist P,_4, ,(X < 10) = 0,90.
Grundaufgabe 4: Stichprobenumfang n gesucht
Gegeben: k = 2; p = 0,60; Py;p-0,50(X 2 k) 20,95 Gesucht: Stichprobenumfang n

Man definiert in MENU 7 (Tabelle) (unter Y1) die Funktion f mit f(x)=P,,_; 5,(X 2 2) und dem va-
riablen Stichprobenumfang x und stellt der Anzeigebereich x tiber SET entsprechend ein:

] ot Rad Horml) [d7c) Real E
Tabellenfkt. %a;ﬂgeﬁs-te“ Y1=BinomialCD(2,x,x,0
Yl 4alCD(2 x, x 0 610) X X ¥1
[—1 5 0.9129 |
il 0.959
v (| [; Moz
Y5Z [—1 Step :1 8 0.9914
[—1 .95904
-““ mlmmm-m

Fiir n 2 6 gilt Pp—g60(X 2 2) 2 0,95,

Nun aber ran an die Anwendungsaufgaben:
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4.3 Binomialverteilung

Grundaufgabe 1: Wahrscheinlichkeit P berechnen (Gegeben: n, k, p)

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhdlt man bei einer Bernoulli-Kette der Lange 20 und der Tref-
ferwahrscheinlichkeit von 30 % genau 5 Treffer?
d— €0=d°c="°0T=U",2ffoL] 12p [ypzup " :X 8YQIBSHSNYIIUIBYISIUEM

b) Ein Tierarzt behandelt 10 kranke Tiere mit einem Medikament, das nach Aussagen des Herstel-
lers in 80% der Anwendungen zur Heilung fiithrt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden min-
destens 9 von 10 Tieren [mindestens 5 und hochstens 8] geheilt?

d < [854>6]16< %08 =d 01 =u"‘,a1] 123710423 [yvzup * X 8g0IBSUSNYIIUIBYISIYBA

Grundaufgabe 2: Trefferzahl k berechnen (Gegeben: n, p, P)

a) Ein Groflhéndler versorgt 10 Geschéfte, von denen jede Bestellung mit einer Wahrscheinlichkeit
von 40% aufgibt. Wie viele Bestellungen laufen mit grofiter Wahrscheinlichkeit ein?
% < LBMISUIQH S[e d ‘v'0 = d ‘0T = U *,, uaSunjjagsag 4op jyvzup * :X 95)046SH3YYIUISYISIYRAN

b) Ein Hersteller von Schrauben behauptet, dass mindestens 98% der Schrauben normgerechte
Langen haben. Ein Héndler kontrolliert eine Schraubenlieferung mit einer Stichprobe vom Um-
fang 200 und findet k Schrauben mit nicht normgerechter Lange. Die Riickgabe erfolgt, wenn
die Wahrscheinlichkeit fiir weniger als k nicht normgerechte Schrauben der Stichprobe mindes-
tens 95 % betragt. Ab welcher Anzahl k sollte er die Lieferung zurtickweisen?

N—S6'0<(1>X)d % ¢ =d'00g =U",uqgnn.ayog 421y22.423uL10U JYIIU |yezuy “ :xX

Grundaufgabe 3: Trefferwahrscheinlichkeit p berechnen (Gegeben: n, k, P)

a) Ein Gerdt besteht aus 5 Bauteilen, die unabhidngig voneinander mit gleicher Funktionswahr-
scheinlichkeit arbeiten. Fillt ein Bauteil aus, so arbeitet das Geradt nicht mehr. Welche Funktions-
wahrscheinlichkeit miissen die Bauteile haben, wenn das Gerit mit einer Wahrscheinlichkeit von
mehr als 95% funktionieren soll?

d«—Gg=Y°C6‘0<d ‘S =ur, o] 123yyomsuoyyun jyvzuy “ ;¥ 85Q1651194Yd1|uIayISIYeA

b) Eine Glihlampe, die zuféllig der Produktion entnommen wird, leuchtet einwandfrei mit der
unbekannten Wahrscheinlichkeit p. Jemand entnimmt zufillig 40 Glithlampen. Mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 90% sollen mindestens 38 Gliihlampen dieser Stichprobe ein-
wandfrei sein. Wie grofs muss die Wahrscheinlichkeit p mindestens sein?

d«—6°0<d ‘8¢ = 0F = U, uaduvjynn) 12.4fpuvmuiad jyvzuy * :x a5010SH8YY21UIBYISIYRAN

Grundaufgabe 4: Liange n der Bernoulli-Kette berechnen (Gegeben: k, p, P)

a) Auf einer bestimmten Buslinie rechnet man mit 5% Schwarzfahrern. Wie viele Fahrgdste muss
ein Kontrolleur mindestens nach ihrem Fahrschein fragen, bis er mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 90% mindestens einen Schwarzfahrer ertappt hat?

U—TZY60<d ‘%S =d°, wioynfziomyog uoa jyvzuy ““ X

b) Ein Schiitze trifft das Ziel mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 35%. Wie oft muss er auf das Ziel
schiefsen, damit die Wahrscheinlichkeit, das Ziel wenigstens einmal zu treffen, wenigstens 90%
betrdgt? u — g0 <d ‘1< '5e°0 = d ", 424241 4op pyvzuy X

¢) Ein Zahnarzt weif}, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei einem Patienten Karies zu diagnosti-

zieren, etwa bei 80% liegt. Wie viele Karteikarten muss man der Patientenkartei zuféllig entneh-
men, wenn dabei mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% drei oder mehr Patienten

mit Kariesbefund sein sollen? | « ¢g'0= g °c =3 ‘0 08 = d *,, uomouIDJ-52110Y UOA JyDZUY “ X
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4.3 Binomialverteilung

Ein Kasinobesucher beschwert sich: Die verwendeten sechsseitigen Spielwiirfel wiirden in einem
Viertel der Félle die ,1” zeigen. Die Wiirfel seien anscheinend gezinkt. Als Test wird einer der
Waiirfel unter gleichen Bedingungen 100-mal geworfen.

Aufgabe 6: Eigenschaften der Binomialverteilung

Erwartungswert einer Binomialverteilung

a) Wie viele Einser sind zu erwarten? Wie wiirdest Du den Wiirfel beurteilen, wenn er 6 Einser
zeigt? Begriinde Deine Antworten.

b) Erldutere, wie man man allgemein den Erwartungswert p = E(X) einer Binomialverteilung
(Prognoswert fiir den Mittelwert der Binomialverteilung) berechnet, wenn X die Anzahl der
Treffer in einer n-stufigen Bernoulli-Kette mit der Trefferwahrscheinlichkeit p eschreibt.

Binomialverteilung in Abhingigkeit von n und p

c) Verschaffe Dir einen Uberblick iiber mogliche Testergebnisse, indem Du Histogramme
[Streudiagramme] fiir verschiedene n- und p-Werte zeichnest. Bestimme jeweils den
Erwartungswert. Beschreibe, was Dir auffallt.

Exemplarisch wird dies fiir n = 100 und p = 0,4 im MENU 4 (Tabellenkalkulation) demonstriert.

e Nach Eingabe der Spalteniiberschriften (Zum Eintragen von Texten fiir die Uberschriften muss
vor dem ersten Buchstaben tiber und ein ” stehen) werden Werte fiir den
Stichprobenumfang n und die Trefferwahrscheinlichkeit p eingegeben.

e Man geht auf Feld A4. Uber [EDIT| und [SEQ kann man die Trefferzahlen 0,1, ..., 60 in die Zellen
A4 bis A64 eintragen lassen (Bilder 1 und 2).

El [d/c])Real SHEET E [d/c)Rea] SHEET
Sequenz SHE A B c D
Expr ' X 1[In P
Var : X 2 100 0.4
Start :0 3Ix P(X=K)
End 100 1 0
Incre :1| 5] 1
1st Cell:A4 0
1 2 [

e Nun wird in B4 die Formel fiir P(X = k) tiber = BinomialPD(A2,A$2,B%2) eigegeben (Bild 3).
o Uber [FILL] (vorher [EDIT]) wird diese Formel in die Zellen B4 bis B104 kopiert (Bilder 4 und 5).

B (dFc|Rea SHEET E] [lB=alSHEET & (<) RealSHEET
SHE | A c D Formeleintrag SHE| A B c D
LN P Formula :=BinomialP 1[v P
2 100 0.4 Cell Range:B4:B104 2 100 0.4
El S P(X=K) 3|l P(X=K)
4 0] Be-23 ol se-23
5] 1 % 1] 4e-21
=BinomialPD(A4,A$2,B$ =BinomialPD(A4,A$2,B$
3 [ 4 5 =

e Nun kann tiber GRAPH und SET mit folgenden Einstellungen ein Histogramm (Hist, Bild 6)
oder ein Streudiagramm (Scatter, Bild 8) erstellt werden (beim Histogramm noch den Startwert
0 und die Schrittweite 1 einstellen, vgl. Bild 7):
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4.3 Binomialverteilung

B [dfc] Real SHEET

Graph Type:Hist
XCel lRange:A4:A104
Frequency :B4:B104
Color Link:0ff
Hist Area :Blue/L
HistBorder:Black
GRAPHT GRAPH3

Ei

Wi

Histogramm

Darstellen: [EXE]

(dFc]Real SHEET

nstel lungen

th:1

GRAPH1 SELECT

7 EdD

Graph Type:Scatter
XCel lIRange:A4:A104
YCel lIRange:B4:B104
Frequency :B4:B104
Mark Type :O

Color Link:0ff NE
GRAFHT 8

e Uber GRAPH1 erhilt man das Streudiagramm von Bild 9. Nun lassen sich die Parameter n und
p beliebig variieren, wobei n maximal 100 sein kann und p zwischen 0 und 1 liegen muss Ebenso
muss tiber SET der entsprechende Zielbereich (Range) beachtet. Fiir die Féllen =20 und p = 0,25
erhilt man als Histogramm Bild 10 und als Streudiagramm Bild 11.

E [d7c)Resl SHEET
StatGvaphl

Soog,
goed

]

e x
112

O v=0.081219145

g o J

X=40

] [d/c]Rea] SHEET
A
1-VAR] 10

= A e na e aa-nn 55

ol
CALC

Nachfolgend sind einige Félle (n = 20, n = 10 und n = 4) dargestellt (denke bei einem anderen n an
ein neues ), wobei der Fall n = 20 mithilfe der Scatter-Funktion als Streudiagramm dargestellt
wird. Die Wahrscheinlichkeitswerte kann man sich mit der Trace-Funktion anzeigen lassen.

p=01
] (dlc]Real SHEET B [€c]Real SHEET B () Real SHEET
StatGraphl StatCraphl StatGraphl
o
o
o
o

*4—h_+4—hLEJHBE{H}EE{H&EE{H}EEA—LE x LS

o 22 12 3 4 5 8 7 @ 9 10 11 12 4
=2 ¥=0,2851798071 X=1 f=0,387420489 X=0 f=0.6561
p=05
B (dc]Red] SHEET B (@] Real SHEET B (rc)Resl SHEET
Stat@raphl StatGraphl StatGraphl

E#E
o o
o o
o o
o o X

= D::a—a—m-ﬂ Oogas- st g P e
X=10 ¥=0.176197062 X=b £f=0,24609375
p=07
B [dk]Real SHEET B [dic]Reall SHEET B [dfc)Resl SHEET
Statdraphl StatGraphl StatGraphl

d#h
o o
o o
Emmmmmnnn nﬂg++§ o

B 22 gl 1 £ 8 4 58 € 7 6 3 10 11 12

X=14 ¥=0.,1916389828 X=7 f=0, 266827932 X=3 £f=0.4116

d) Wichtige Eigenschaften der Binomialverteilung werden in folgendem Text festgehalten.
Ubertrage die Beobachtungen mit passenden Histgrammen in Deinem Heft.
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Beobachtungen zur Bionomialverteilung

Die Zufallsgrofie X ist die Anzahl der Treffer einer n-stufigen Bernoullikette mit der
Trefferwahrscheinlichkeit p.

1) Der Erwartungswert p der Binomialverteilung berechnet sich durch p = E(X) = p - n.
2) Das Maximum der Binomialverteilung liegt in der Nidhe des Erwartungswertes p.
3) Fiir p = 0,5 ist die Verteilung symmetrisch.

4) Das Maximum liegt umso weiter rechts, je grofier p ist.

5) Die Binomialverteilung lduft umso flacher, je grofer n ist.

6) Wird n groier, werden die Histogramme immer symmetrischer zum Erwartungswert.

Bei grofiem n ist das Histogramm sehr flach. Die maximal erreichbare Wahrscheinlichkeit wird mit
wachsendem n immer kleiner. Daher ist es recht unwahrscheinlich, dass genau der Erwartungswert
eintritt. Vielmehr wird der Ausgang in einem Intervall um den Erwartungswert liegen.

Aufgabe 7: Streuungsmafie der Binomialverteilung

Das folgende Histogramm fiir den Ausgangstest mit n = 60 und p = % zeigt, wie die
Versuchsausgidnge um den Erwartungswert ,streuen” werden.

AP(X=k)
O,l-ﬁ

-

0,121

0,101

0,08+

0,06

0,044

0,021

()()()d,.,] l:.,,i
U0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

a) Bestimme den Erwartungswert und die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen 7 und 13 Einsern
gewtirfelt werden.

Nun interessiert uns die Breite eines Bereichs um den Erwartungswert (den ,,Radius der Umgebung
um den Erwartungswert”). Wir suchen ein Mafs fiir die Streuung der Zufallsgrofse X. Dafiir stellen
wir folgende Uberlegungen an:

¢ Man berechnet alle Abweichungen der Werte 0, 1, 2, ..., n vom Erwartungswert p:

193



4.3 Binomialverteilung

O—-pl—pw2—p,..,n—p

e Jede Abweichung k — p wird mit der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens P(X = k) gewichtet:
O0-w PX=0),1-w PX=1,(2-wW PX=2),.,(n-p PX=n)

e Damit positive und negative Abweichungen sich beim folgenden Aufsummieren nicht gegenei-
nander aufheben, werden die Abweichungen gleichzeitig noch quadriert:

O-w2PX=0+ 1-w?PX=1D+(2-w? PX=2)+ ..+ (n—w?-PX=n)

e Beim Quadrieren wird leider auch die physikalische Einheit der Zufallsgrofie X quadriert. Um
diesen Effekt riickgéngig zu machen, wird aus der Summe anschliefSend die Quadratwurzel ge-
zogen. Das so entwickelte Streuungsmaf3 heifst Standardabweichung von X. Das Symbol ist o
(,Sigma“):

G(X)=J(0—M)Z'P(X=0)+ 1-wW? PX=1D++ m—p? PX=n)

Das Quadrat der Standardabweichung o(X) nennt man auch Varianz V(X):
VX) =c’(X)=(0-w?-PX=0)+ 1-w?-PE=1++ (n-p?-PX=n)

Bei einem Stichprobenumfang von n sind zur Berechnung der Varianz n Summanden zu addieren.
Fiir grofses n ist dies sehr aufwendig. Zum Gluck ist das bei der Binomialverteilung nicht notwendig,
wie der folgende Satz zeigt (in Aufgabenteil g) wird der Satz mithilfe der Tabellenkalkulation fiir
verschiedene Werte fiir n und p nachgewiesen).

Satz zu den Streuungsmafsen einer Binomialverteilung
X sei die Anzahl der Treffer in einer Bernoulli-Kette der Lange n und der Trefferwahrscheinlich-

keit p. Ferner sei q = 1 — p die Nichttrefferwahrscheinlichkeit und p = p - n der Erwartungswert
von X. Dann gilt fiir Varianz V(X) und Standardabweichung o(X):

VX)=c*(X)=n-p-q=p-q

oX)=/VX)=/n"p-q=,n"q

b) Berechne nun Standardabweichung o(X) und Varianz V(X) der 60-stufigen [4-stufige, 20-stufige,
100-stufige] Bernoulli-Kette mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = % [0,1,0,25,0,5,0,7].

c) Erginze in der Tabellenkalkulation aus Aufgabenteil c) weitere Spalten fiirk-P(X =Kk)
und (k — p)? - P(X = k). Programmiere dariiber hinaus weitere Zellen fiir die Summe der beiden
obigen Produkte von k = 0 bis k = n (Erwartungswert p, Varianz V), die Quadratwurzel der
Varianz (Standardabweichung o) und die , Nichttrefferwahrscheinlichkeit” q =1 - p. Variiere p
und n und entdecke einen Zusammenhang von den dargestellten Grofsen.
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4.3 Binomialverteilung

4.4 Sigma-Regeln>

Was bedeutet nun die Aussage:

Bei einer Binomialverteilung mit p = 0,4 und n = 125 ist 0 =30 ~ 5,48?

Man kann bei Binomialverteilungen angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Versuchsausgang

in einer Umgebung des Erwartungswertes liegen sollte, dessen Radius durch ein Vielfaches von o
gegeben ist. Dabei fithren wir zundchst den Begriff der k-0-Umgebung ein:

Definition: Eine Umgebung mit dem Radius des k-fachen (k > 0) der Standardabweichung o um
den Erwartungswert p heifit k-o-Umgebung (k-o-Intervall) und wird durch [p - k-o; p + k-0]
gekennzeichnet.

Fiir Binomialverteilungen gelten die wichtigen Sigma-Regeln. Diese Regeln ermdglichen eine Re-
chenvereinfachung, da nicht mit kumulierten Wahrscheinlichkeiten gearbeitet werden muss:

Sigma-Regeln

Fiir eine binomialverteilte Zufallsgrofie X mit den Parametern n und p, dem dazugehorigen Er-

wartungswert i = n - p und der entsprechenden Standardabweichung 6 = \/n-p- (1 — p) erhalt
man folgende Naherungen, falls ¢ > 3 (Laplace-Bedingung) gilt:

lo-Regel: P(p-o0<X<pu+0)~683 %
20-Regel: P(p-20<X<p+20)~9,4 %
30-Regel: P(p-30<X<pu+30)~99,7 %

Fiir , glatte” Wahrscheinlichkeiten gelten die folgenden Sigma-Regeln:

P(p-0,670<X<p+0,670
P(p-0840<X<p+0840

50 % P(p-1,640<X<p+1,640)~90 %
60 % P(p-1960<X<p+1,960)~95 %

P(p-1150<X<p+1,150
P(p-1280<X<p+1,280

PX=r)

75 % P(p-2,580<X<p+2580)~99 %

( )~ ( )

( )~ ( )
P(p-1,040<X<p+1,040)~70 % P(p-2330<X<p+2330)~98 %

( )~ ( )

( )~ 80 % P(p-3,29%<X<pu+329)~999 %

0,08
0,07
0,06
0054+ ! b v
0‘04 S O - S W W S, . % S
00341 ttttot s
002+ - *

0014+ +———+— 1

OIIIUTYI"I'T

99,7%

54 Fakultativ im GK
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4.3 Binomialverteilung

Mithilfe der Standardabweichung o konnen Intervalle um den Erwartungswert p = E(X) eines Zu-
fallsexperiments gelegt werden, in denen Trefferzahlen mit bestimmten Wahrscheinlichkeiten lie-
gen. Dabei gilt folgender Merksatz:

Liegt die Trefferwahrscheinlichkeit bei einem Bernoulli-Experiment aufierhalb der 20-Umge-
bung (20-Intervall)®, spricht man von einer signifikanten Abweichung vom Erwartungswert.
Das bedeutet: der Ausgang ist so ungewohnlich, dass vermutlich ein anderes p als das angenom-
mene zugrunde lag.

Beispiel: Wiirde man bei 125 Versuchen im obigen Beispiel weniger als 40 (50 - 20 ~ 39,04) oder
mehr als 60 Treffer (50 + 20 ~ 60,96) erhalten, miisste man von einer anderen Trefferwahrscheinlich-
keit ausgehen. Es gilt P(40 < X < 60) ~ 94,5 % (runde zur ,sicheren” Seite nach innen ab), so dass in
5,5 % der Fille weniger als 40 und mehr als 60 Treffer eintreten.

a) Ein angenommener nicht , gezinkter” Hexaeder-Wiirfel wird 100 Mal gewtrfelt. Es kommt 10
[bzw. 25] Mal die ,,1“.

Ubungsaufgaben zu den Sigma-Regeln

Untersuche, ob eine signifikante Abweichung vorlag und wie hoch die Trefferzahl hochstens
[bzw. mindestens] sein darf, dass sie mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99 % in einer
geeigneten Umgebung um den Erwartungswert liegt.

b) Auf der Kirmes wirbt eine Losbude mit dem Versprechen: Jedes dritte Los gewinnt! Johannes ist
misstrauisch und kauft 60 Lose, um die Aussage zu testen. Darunter sind nur 12 Gewinnlose.
Beurteile die Werbung mithilfe der 20-Regel.

c) Johanna plant, eine Miinze 100 Mal zu werfen. Sie mochte das Intervall wissen, in das die Zahl
X ihrer Kopfwiirfe f4llt, mit mindestens 95 % Sicherheit voraussagen.

Untersuche, welches Intervall sie angeben sollte.

d) Der Wochenspiegel ist eine kostenlose Werbezeitung mit einer Auflage von 5000 Exemplaren.

In 80 % der Haushalte wandert sie ungeoffnet in die Miilltonne.

Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens 980 bzw. mindestens 1100 Exemplare gelesen
werden. Schitze mit der 20-Regel, in welchem Intervall die Anzahl gelesener Exemplare mit ca.
95,4 %-iger Wahrscheinlichkeit liegt.

e) Bearbeite die Aufgaben a) bis d) ohne Sigma-Regeln nur mit kumulierten Wahrscheinlichkeiten.

55 AuBerhalb der 36-Umgebung (3c-Intervall) spricht man von einer hoch signifikanten Abweichung vom Erwartungs-
wert.
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4.5 Testen von Hypothesen mithilfe der Binomialverteilung

4.5 Testen von Hypothesen mithilfe der Binomialverteilung

Wihlt in Eurer Tischgruppe eine Person aus, die mit verbundenen Augen sagen soll, ob es sich um
ein rotes oder ein griines Gummibarchen handelt. Dieser Versuch wird 40-mal wiederholt.

Aufgabe 1: Rotes oder griilnes Gummibéarchen?

a) Notiert das Ergebnis.

b) Vermutet, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Person die Gummibarchen richtig erkennt.
Konnte die Person die Erfolgsquote auch durch reines Raten erreicht haben? Unter welchen Be-
dingungen handelt es sich bei dem Versuch um ein Bernoulli-Experiment?

c) Bestimme Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung.

Wir nehmen an, dass die beiden obigen Experimente eine Bernoulli-Kette der Lange 40 beschreiben.
Im Folgenden betrachten wir den Geschmackstest der Gummib&rchen.

Aufgabe 2: Hypothesenbildung beim Geschmackstest5¢

a) Berechne ndherungsweise, wie wahrscheinlich es ist, mindestens 23, 27 bzw. 30 der 40 Gummi-
barchen richtig einer Farbe zuzuordnen.

b) Entscheide begriindet: Kann man ab einer bestimmten Anzahl k richtig zugeordneter Farben
das Raten ausschlieffen? Wenn ja, ab wann?

Was ist im obigen Kontext eine Hypothese?

Das Vorgehen soll nun verallgemeinert werden und der Begriff der Hypothese eingefiihrt werden.
Wir wissen nicht, wie hoch die Wahrscheinlichkeit wirklich ist, die Gummibé&rchen richtig einer
Farbe zuzuordnen. Daher konnen wir nur sagen, wie wahrscheinlich es ist, die beobachtete Anzahl
Xpeob an richtig zugeordneten Gummib&rchen oder mehr (, mindestens Xpeop”) zu erreichen, wenn
der Schiiler nur rit. Man stellt daher folgende Hypothesen auf:

Nullhypothese H Alternativhypothese H,
Die Person rét nur. Die Person ist besser als Raten.

Welche mathematische Testarchitektur erhilt man bzw. wie erfolgt die Modellbildung?

Wandelt man diese Hypothesen in statistische Formulierungen um, erhélt man in der obigen Situ-
ation des Geschmackstests folgende mathematische Beschreibungen:

% Die Beispielaufgabe ,,Gummibirchen® ist angelehnt an die Fortbildungsreihe des DZLM: ,,STOCHASTIK konkret
2014 von Rolf Biehler und Janina Oesterhaus
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4.5 Testen von Hypothesen mithilfe der Binomialverteilung

Nullhypothese Hy: p = 0,5

Alternativhypothese Hy: p > 0,5

Die Person ordnet alle Gummibéarchen mit einer
konstanten Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0,5
der richtigen Farbe zu und die einzelnen Versu-
che sind stochastisch unabhéngig voneinander.
Dadurch sind die Bedingungen zur Anwen-
dung der Binomialverteilung erfiillt und in dem
Modell kann fiir die Zufallsgrofie X , Anzahl
der richtig zugeordneten Gummibérchen” die
Versuchsanzahl n = 40 verwendet werden.

Dem Prozess der Farbzuordnung eines Gum-
mibadrchens konnte eine Wahrscheinlichkeit zu-
grunde liegen, die p > 0,5 betrdgt. Eine genau-
ere Festlegung ist im Zusammenhang schwierig
(da z. B. Erfahrung, Ubung, etc. eine konstante
Wahrscheinlichkeit nicht sicher erscheinen
lasst). Deshalb wird die Alternativhypothese
erstmal nicht weiter festgelegt, sondern bei
,besser als raten” belassen.

Wann wird eine Hypothese angenommen, wann wird sie abgelehnt?

Wenn die Anzahl an richtig zugeordneten Gummib&rchenfarben vom Erwartungswert 20 nach
,links” abweicht (also geringer als , raten” ausfllt), kann davon ausgegangen werden, dass die Per-
son nur ridt (und das noch nicht mal mit besonders viel Gliick!). Daher ist in unserem Fall nur der
Bereich rechts vom Erwartungswert 20 interessant. Nun muss ein Annahme- und der Verwerfungs-
bereich der Nullhypothese bestimmt werden. Ein géangiger Annahmebereich liegt bei 5%. Wir sagen
dann, dass das Signifikanzniveau a bei 5% liegt.5” Die Wahrscheinlichkeit, die Hypothese zu ver-
werfen, obwohl sie zutrifft, nennt man Irrtumswahrscheinlichkeit. Sie ist die Wahrscheinlichkeit
des Ablehnungsbereichs und betrégt daher hochsten 5 %. Man sagt, dass die Abweichung (von Ho)
statistisch signifikant auf dem 5%-Niveau ist. Die maximale Irrtumswahrscheinlichkeit entspricht
daher dem Signifikanzniveau o.

c) Bestimme die Wahrscheinlichkeiten in der Tabelle fiir p = 0,5 und n = 40 und gib den Annahme-
und Verwerfungsbereich der Nullhypothese an.

k 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
P(x =k)
P(X<Kk)
P(X2k)

Beurteile aufgrund der obigen Tabelle, fiir welche der drei Ergebnisse Xpeop = 23,27,30 die
Nullhypothese angenommen werden kann und wann sie verworfen werden muss.

d) Ergidnze in den beiden Diagrammen die Achsenbeschriftung bzw. -markierung und interpre-
tiere sie im obigen Kontext.

A A
0,5

0,45
0,4

0,35 \
0,3 \

0,25

02 \

0,15

0,1
0,05

\A o &

P .
0 T T T T v v v v

T T T T
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

»
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 =

57 Hier liegt die (willkirlich festgelegte, aber tbliche) Annahme zugrunde, dass der Verwerfungsbereich insgesamt 5%
betragen soll. Fiir einseitige Tests bedeutet das ein 5%-Intervall, fiir zweiseitige Tests 2,5%-Intervall an jeder Seite.
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4.5 Testen von Hypothesen mithilfe der Binomialverteilung

e) Entscheide begriindend, welche der folgenden Aussagen wahr bzw. falsch sind.

Fiir die Aussagen (1) bis (5) wird angenommen, dass ein Testergebnis im Verwerfungsbereich auf
einem Signifikanzniveau von 5 % liegt.

Aussage Wahr | Falsch | Begriindung

1. Esist eindeutig bewiesen, dass die ] ]
Nullhypothese falsch ist.

2. Die Wahrscheinlichkeit des Zutref-
fens der Nullhypothese ist gefun-
den worden.

die Alternativhypothese wahr ist.

4. Man kann nun die Wahrscheinlich-
keit ableiten, dass die Alterna-
tivhypothese richtig ist.

O O
3. Es ist eindeutig bewiesen, mit der D D
O O

5. Man geht nun davon aus, dass die
Nullhypothese falsch ist, ist sich
aber bewusst, dass man bei diesem
Verfahren eine wahre Nullhypo- D D
these mit einer Wahrscheinlichkeit
von maximal 5% filschlich ver-
wirft.

Fiir die Aussagen (6) bis (10) wird angenommen, dass ein Testergebnis im Annahmebereich auf ei-
nem Signifikanzniveau von 5 % liegt.

Aussage Wahr | Falsch | Begriindung

6. Es ist eindeutig bewiesen, dass die D D
Nullhypothese richtig ist

7. Man kann nun die Wahrscheinlich-
keit ableiten, dass die Nullhypo-
these richtig ist.

Alternativhypothese falsch ist.

9. Die Wahrscheinlichkeit des Zutref-
fens der Alternativhypothese ist
gefunden worden.

O O
8. Es ist eindeutig bewiesen, dass die D D
O O

10. Man geht nun davon aus, dass die
Nullhypothese richtig ist, ist sich
aber bewusst, dass man bei diesem
Verfahren in dem Fall, in dem die D D
Nullhypothese falsch ist, diese mit
einer Wahrscheinlichkeit von 5%
dennoch filschlich annimmt
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Aus den bisherigen Uberlegungen lasst sich folgende Reihung fiir einen rechtsseitigen Signifi-
kanztest einer Nullhypothese Ho: p = po und seiner Alternative Ha: p > po ableiten:

1. Man legt den Stichprobenumfang n und das Signifikanzniveau a. (z. B. a = 5%) fest.

2. Als Testgrofie X verwendet man die Trefferzahl fiir die Parameter n und po.

3. Man bestimmt den Annahmebereich der Nullhypothese. Dazu sucht man aus der Tabelle der
kumulierten Wahrscheinlichkeiten von X die kleinste Zahl b heraus, bei der 1 — o. = 95% iiber-
schritten wird. Die Irrtumswahrscheinlichkeit betragt dann hochstens bei o = 5%.

4. Man fihrt die Stichprobe vom Umfang n durch. Ho wird angenommen, wenn das Stichpro-
benergebnis im Annahmebereich liegt, sonst wird Ho verworfen und Ha angenommen.

Was versteht man unter einem Fehler 1. und 2. Art?

Beim Testen mit Binomialverteilungen wird die Nullhypothese akzeptiert oder verworfen. Dabei
konnen Fehlentscheidungen vorkommen. Wenn die Nullhypothese verworfen wird, obwohl sie
richtig ist, spricht man von einem Fehler 1. Art (a-Fehler). Wenn sie akzeptiert wird, obwohl sie
falsch ist, spricht man von einem Fehler 2. Art (B-Fehler). Folgende Tabelle stellt dies dar.

Zustand der Wirklichkeit

Hyist wahr Hy ist falsch

abgelehnt Fehler 1. Art/ a-Fehler richtige Entscheidung

Ho-Hypothese wird ...
beibehalten richtige Entscheidung Fehler 2. Art / B-Fehler

Beispiele:

e Im obigen Fall der Gummibérchen tritt ein Fehler erster Art auf, wenn aufgrund eines auflerge-
wohnlich guten Ratens (z.B. 28 Treffer) falschlicherweise angenommen wird, dass die Person die
Farbe der Gummib&rchen mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 50 % schmecken kann.

e Ein Fehler zweiter Art tritt auf, wenn der Proband z. B. 21 Treffer erreicht (was im Annahmebe-
reich von Ho liegt), aber in Wirklichkeit doch besser als Raten ist.

Wie berechnet man a- und B-Fehler?

Der Fehler erster Art ist inhaltlich das gleiche wie die Irrtumswahrscheinlichkeit und somit durch
das Signifikanzniveau festgelegt. Er betrdgt 1 — P(X < 25) = P(X > 26) =~ 0,0403 (was natiirlich
kleiner als 0,05 sein muss).

f) Ermittle den Fehler der ersten Art fiir einen hoheren bzw. niedrigeren Stichprobenumfang n.
Beschreibe Deine Beobachtungen.

Der Fehler zweiter Art hangt von der tatsdchlichen Wahrscheinlichkeit p ab, mit der die Versuchs-
person die Gummibérchenfarbe erkennen wiirde. Diese ist in aller Regel unbekannt. Deshalb muss
man sich einen Uberblick verschaffen und in Abhingigkeit einer angenommenen (hier: besseren)
Trefferquote den Fehler bestimmen. Sei X,, die Anzahl der Treffer bei einer angenommenen variab-

len Trefferquote p und einem festem Stichprobenumfang n. Es gilt fiir den B-Fehler P(X,, < 25). Fiir
p =06 gilt: P(Xq 6 < 25) ~ 0,6825.

g) Bestimme fiir n = 40 [n = 20; n = 100] den Fehler der 2. Art fiir unterschiedliche Wahrscheinlich-
keiten p > 0,5. Beschreibe Deine Beobachtungen.
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h) Beschreibe, wie sich der Fehler 1. Art und 2. Art verdandern, wenn der Annahmebereich vergro-
fert wird. zusammenhéngen. Erldutere, wie sich die beiden Fehler verandern, wenn der Stich-
probenumfang vergrofiert wird. Nutze daftir die folgenden Abbildungen von Binomialvertei-

lungen.

4 Bnp(n) n=20 A Bnp(n) n=50
018+ 012+
0,16 4 1h L

' 10+ '
0,14 B il
0124 0,08+ | i
0,10- 0,06+ i
0,08 - '
0,06 - 0,04 +
0,04 -

' 0,02 +
0,02 - :

O 2 4 6 8 1 12 14 16 18 20 0 10

Wie und wann helfen die Sigmaregeln?

i) Die Sigmaregeln geben die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass die Trefferzahl bei einer Bernoul-
likette der Lange n bestimmte symmetrische Abweichungen (der Gréfle a-0) *® vom Erwartungs-
wert p nicht tiberschreitet. Im Falle, dass die Standardabweichung o > 3 ist, gilt:

P. (,zweiseitig”) Pa (,einseitig”) .
a = P(ji- 2.0 <X <1 + 2-0) =1-PX<p-a-0)=PX=p-a-o)(,links”)
=1-P(X> p+a-o0) =PX< pn+a-o)(,rechts”)
3,29 99,9% 99,95%
3 99,7 % 99,85%
2,58 99% 99,5%
2,33 98 % 99%
2 95,4% 97,7 %
1,96 95% 97,5%
1,64 90% 95%
1,28 80% 90%
1,15 75% 87,5%
1,04 70% 85%
1 68,3% 84,2%
0,84 60% 80%
0,67 50% 75%

Ermittle mithilfe der Sigmaregeln den Annahme- und Verwerfungsbereich eines rechtsseitigen
Tests auf einem Signifikanzniveau von 5% [10%; 20%; 1%] ftiir n = 40 und p = 0,5.

%8 Die Wahrscheinlichkeiten sind fiir 6 > 3 praktisch unabhingig von der Versuchslinge n und der Trefferwahrschein-
lichkeit p. Fur die Normalverteilungen sind die Gleichungen exakt.
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Aufgabe 3: Tombola

Fiir eine Tombola auf dem Schulfest wird eine grofie Menge an Losen gekauft. Die Herstellerfirma
teilt mit, dass der Anteil der Nieten 65% betrdgt. Durch eine Stichprobe von 80 Losen will sich der
Mathe-Leistungskurs nun von der Richtigkeit der Angaben {iberzeugen. Gesucht ist eine Entschei-
dungsregel fiir eine Nullhypothese auf einem Signifikanzniveau von 1%.

a) Beschreibe die Testarchitektur der obigen Situation.
b) Gib die Nullhypothese Hy fiir den obigen Sachkontext an.

c) Die Gegenhypothese Hj ist keine Festlegung auf einen bestimmten Anteil der Nieten. Sie wird
nur angenommen, wenn das Ergebnis der Stichprobe mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% da-
rauf schlieflen ldsst, dass die Nullhypothese nicht zutrifft. Formuliere Ha mathematisch.

d) Die Aufgabe ist so konstruiert, dass der Mathematik-LK herausfinden will, ob die Nieten tat-
sédchlich mit einem Anteil von 65% in den Losen erhalten sind. Das bedeutet, dass es von Inte-
resse ist, ob nicht doch mehr oder weniger Nieten vorhanden sind. Somit befinden wir uns bei
einem zweiseitigen Signifikanztest.

(1) Bestimme die Werte fiir die Zufallsgrofie X, den Umfang der Stichprobe und den Erwar-
tungswert p und die Standardabweichung o. Notiere dazu nochmals die Wahrscheinlichkeit
p sowie das vorgegebene Signifikanzniveau a.

(2) Bestimme mit dem GTR fiir die singuldren und kumulierten Wahrscheinlichkeiten der fol-
genden Tabelle. [Zur Erinnerung: , BinomialPD(80, 0,65)” bzw. , BinomialCD(80, 0,65)” zei-
gen die Liste der singuldren bzw. kumulierten Wahrscheinlichkeiten an.]

39 40 41 42 43 e 62 63 64 65

e) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass (bei angenommener Ho) das Ergebnis im Verwerfungsbe-
reich landet, soll der Aufgabe zufolge hochstens 1% betragen. Daraus ergeben sich fiir die linke
und rechte Seite hochstens 0,5%.

(1) Gib in der Liste der kumulierten Wahrscheinlichkeiten die kleinste Zahl a an, bei der 0,005
tiberschritten wird.

(2) Bestimme in dieser Liste die kleinste Zahl b, bei der 0,995 tiberschritten wird.

(3) Formuliere den Annahme- sowie den Verwerfungsbereich der Nullhypothese sowie eine
Entscheidungsregel (im ganzen Satz).

f) Fiir Experten: Untersuche, was es bedeutet hitte, wenn der Mathe-LK das Signifikanzniveau
auf 10% festgelegt hitte. Begriinde, welche Reaktion gegeniiber der Herstellerfirma moglich
wére, wenn das Ergebnis bei einem 1% Signifikanzniveau im Vergleich zu einem 10% Signifi-
kanzniveau im Verwerfungsbereich landen wiirde.

g) Fiir Experten: Der Mathe-LK fiihrt zunéchst die Stichprobentiberpriifung aus und wéhlt dann
das Signifikanzniveau. Bewerte das Vorgehen.
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Was sind Fehler 1. Art und 2. Art beim beidseitigen Testen?

h) Der Fehler erster Art (a-Fehler), also die , Irrtumswahrscheinlichkeit”, ergibt sich aus dem Sig-
nifikanzniveau und gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass Ho verworfen wird, obwohl es
wabhr ist.

(1) Formuliere den Fehler erster Art im Anwendungszusammenhang.
(2) Berechne den Fehler erster Art.

i) Der Fehler zweiter Art gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass Ho akzeptiert wird, obwohl
es falsch ist.

(1) Begriinde, dass der Fehler zweiter Art nicht berechnet werden kann und formuliere die Be-
deutung des Fehlers zweiter Art im Sachzusammenhang.

(2) Nimm an, dass tatsédchlich 70% Nieten im Lossatz vorhanden sind und bestimme den Fehler
zweiter Art.

(3) Erldutere ohne Rechnung, wie sich im Vergleich zu b) der Fehler zweiter Art verdndert,
wenn tatsédchlich 80% Nieten im Lossatz vorhanden sind.

Wie bestimmt man die Entscheidungsregel mit den Sigmaregeln?

j) Alternativ zu c) und d) kann der Annahme- und Verwerfungsbereich auch mit den Sigmaregeln
bestimmt werden.

(1) Berechne die Standardabweichung o.

(2) Bestimme aus der in Aufgabe 3 i) von Kapitel 1 angegebenen Tabelle das zum 1%-Signifi-
kanzniveau zugehorige a.

(3) Berechne damit den Annahme- und den Verwerfungsbereich.

Die Biirgerinitiative ,NRW fiir OPNV” behauptet, dass die Verkehrsmittel im Nahverkehr in min-
destens 40% der Fahrten eine merkliche Verspitung (von mehr als 5 Minuten) hitten. Der VRR be-
streitet das. Es soll eine Untersuchung von 100 zuféllig ausgewdhlten Fahrten erfolgen und der Test
soll auf einem Signifikanzniveau von 5% erfolgen.

Aufgabe 4: Verspdtungen im Nahverkehr>?

a) Beschreibe die ,Testarchitektur” und formuliere Nullhypothese Ho und Alternativhypothese
Ha mathematisch.

b) Bestimme die Werte fiir die Zufallsgrofie X, den Umfang der Stichprobe und den Erwartungs-
wert p sowie die Standardabweichung o.

c) Bestimme mit dem GTR die kumulierte Binomialverteilung fiir alle k € {0, ...,100}.

d) Formuliere den Annahme- sowie den Verwerfungsbereich der Nullhypothese sowie eine Ent-
scheidungsregel (im ganzen Satz).

e) Formuliere und berechne den Fehler erster Art im Anwendungszusammenhang (unter der Vo-
raussetzung, dass Hp falschlicherweise verworfen wurde).

% Die Beispielaufgabe ,,Verspitungen* ist an das Skript der Kompetenzteams-NRW-Federfilhrungsgruppe der Bezirks-
regierung Koln (2011) angelehnt.
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4.5 Testen von Hypothesen mithilfe der Binomialverteilung

f) Formuliere und berechne den Fehler zweiter Art unter der Annahme, dass die tatsdchliche
Wabhrscheinlichkeit fiir Verspatungen 30% betrdgt (und Ho fdlschlicherweise angenommen
wurde). Bewerte den Fehler zweiter Art aus der Perspektive der Biirgerbewegung und des VRR.

g) Berechne mit Hilfe der Sigma-Regeln den Annahme- und den Verwerfungsbereich.

h) Fiir Experten: Die Biirgerbewegung behauptet, dass es in mindestens 40% aller Fahrten zu einer
Verspiatung kommt. Die Bahn hingegen behauptet, dass dies in hichstens 40% der Fahrten der
Fall ist. Ein (rechtsseitiger) Signifikanztest auf 5%-Signifikanzniveau ergibt einen Annahmebe-
reich von A = [0;48] mit einem Fehler erster Art von ca. 4% und einem Fehler zweiter Art von
10%. Bewerte diesen Testansatz aus der Perspektive der Biirgerbewegung.

Es werden fiinfzigmal zwei Miinzen gleichzeitig geworfen. Die Zufallsvariable X z&hlt, wie oft
beide Miinzen ,Zahl" zeigen.

Aufgabe 5: Miinzwurf (Grundlagen)

a) Begriinde, warum dies eine Bernoulli-Kette ist und geben Sie die Parameter an.
b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass

(1) genau zwolfmal beide Miinzen , Zahl" zeigen,

(2) hochstens zwolfmal beide Miinzen ,Zahl" zeigen,

(3) mindestens zwolfmal beide Miinzen , Zahl" zeigen

(4) mindestens fiinfzehnmal und hochstens dreiffigmal beide Miinzen ,, Zahl" zeigen.
c) Berechne den Erwartungswert von X. Wie kann man diesen Wert interpretieren?

d) Berechne die Standardabweichung von X.

e) Gib ein Intervall an, in dem mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 95% die Anzahl der Wiirfe
liegt, bei denen beide Miinzen , Zahl" zeigen.

Aufgabe 6: Kirschkerne (Grundlagen)

In einem Unternehmen werden Sauerkirschen maschinell entsteint und dann in Glaser abgefiillt.
2% der fertigen Kirschen haben trotzdem noch ihren Kern.

a) Herr Becker backt einen Kirschkuchen. Daftir nimmt er 100 dieser Kirschen. Untersuche, wie
grof3 die Wahrscheinlichkeit ist, dass sich in dem Kuchen mindestens ein Kirschkern befindet.

b) Bestimme, wie viele Kirschkerne (im Mittel auf lange Sicht) in einem solchen Kuchen zu er-
warten sind.

c) Untersuche, wie viele Kirschen Herr Becker fiir seinen Kuchen hochstens nehmen diirfte, da-
mit er mit mindestens 80% Wahrscheinlichkeit keinen Kern darin hat.
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d) Ermittle, wie grofs die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kirsche noch ihren Kern hat, sein darf, da-
mit sich mit mindestens 80% Wahrscheinlichkeit in einem Kirschkuchen mit 100 Kirschen kein
Kirschkern befindet.

Katja mochte testen, ob ein Marmeladenbrot mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf die unbestrichene
oder die mit Marmelade bestrichene Seite fallt. Dazu hat sie 25 Toastbrote auf einer Seite mit je-
weils gleich viel Marmelade bestrichen und mochte einen zweiseitigen Signifikanztest mit dem
Signifikanzniveau 5% durchfiihren.

Aufgabe 7: Brot auf die Marmeladenseite

a) Gib die Nullhypothese und die Alternative an.

b) Untersuche, bei welchen Stichprobenergebnissen Katja davon ausgeht, dass beide Seiten gleich
wahrscheinlich sind.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler erster Art.

d) Ermittle die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art, wenn das Brot tatsdchlich mit der
Wahrscheinlichkeit 0,7 auf die Marmeladenseite fallt.

Aufgabe 8: Umfrage zur Stadthalle

Der Oberbiirgermeister einer Stadt behauptet, dass 75% der Biirger fiir den Bau einer neuen Stadt-
halle sind. Die Redaktion der Lokalzeitung glaubt, dass es weniger sind. Sie mochte dazu einen
Signifikanztest in Form einer Umfrage unter 100 Biirgern der Stadt durchfiihren. Das Signifikanzni-

veau soll 5% betragen.

a) Begriinde, ob ein linksseitiger, ein rechtsseitiger oder ein zweiseitiger Test durchgefiihrt werden
soll und gib die Nullhypothese, die Alternative und den Annahmebereich des Tests an.

b) Beurteile, bei welchen Ergebnissen die Redaktion die Schlagzeile ,, Weniger Befiirworter als OB
behauptet” drucken kann.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler erster Art.

d) Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art, falls nur 60% der Biirger fiir den
Bau sind.
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Uberblicksraster fiir Signifikanztests

Aufgabe: Erstelle in Deinem Heft jeweils Musterbeispiele fiir einen rechts- und linksseitigen Sig-
nifikanztest wie im folgenden Beispiel zum zweiseitigen Signifikanztest geschehen.

Musterbeispiel fiir zweiseitigen Signifikanztest auf binomialverteilten Zufallsgrofien
Betrachtet wird eine beliebige Beispielaufgabe zu einem zweiseitigen Signifikanztest

1. Aufstellen der Hypothesen:

Nullhypothese im Zusammenhang: Ho: p = 0,3

Gegenhypothese im Zusammenhang: Ha: p # 0,3

2. Aufstellen der Variablen:

n =50 p=03 a=0,05= 2= 0,025

Die Priifvariable X ist binomialverteilt mitn =50 und p = 0,3.

3. Bestimmung von Annahme und Verwerfungsbereich:

Stellt man mit dem GTR die kumulierte Verteilung dar, so ergibt sich:

6 7 8 9 10 e 21 22 23 24

P(X<Kk)| ... | 0,0024 | 0,0073 | 0,0183 | 0,0402 | 0,0789 | ... | 0,9749 | 0,9877 | 0,9944 | 0,9976

Als erstes ist das kleinste a gesucht mit P(X < a) 2% = 0,025. Dies ist fiir a = 9 der Fall.
Dann sucht man das kleinste b mit P(X < b) > 0,975. Dies ist fiir b = 22 der Fall.

Dann ist der Verwerfungsbereich V ={0,1,2,...,8} U{23,24,25,...,50} und der Annahmebe-
reich A = {10,11,12,...,19,20,21,22}.

4. Bewertung des Tests

e Da das Testergebnis 9 im Annahmebereich liegt, wird man die Nullhypothese annehmen.
e Da das Testergebnis 6 im Verwerfungsbereich liegt, wird man die Nullhypothese ablehnen.

5. Fehlerberechnung

Fehler 1. Art:
a=PX<8)+PX=23)=PX<8)+1-P(X<22)=0,0183+1-0,9877 = 0,0306

Fehler 2. Art: pneu sei die tatsdchliche Trefferwahrscheinlichkeit. Dann gilt:

B=P

Pneu

(9<X<22)=P, (X<22)-PB, (X<8)
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4.6 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster zur Vorbereitung auf die Klausur

Hilfsmittelfrei

Ich kann ... 2 <| B @
o = | = | <5 j=]
F 2 E]E| =
2885 %

Kenngrofsen von Haufigkeitsverteilungen berechnen. 1

Kenngrofien von Wahrscheinlichkeitsverteilungen berechnen. 1

Wahrscheinlichkeiten bei Urnenversuchen mit Zuriicklegen berechnen. 2

bedingte Wahrscheinlichkeiten mittels Vierfeldertafel berechnen. 3

Bernoulli-Terme bestimmten Ereignissen zuordnen. 4

Histogramme einer bestimmten Binomialverteilung zuordnen. 5

Wahrscheinlichkeiten anhand von Histogrammen bestimmen. 5

Zusammenhidnge von komplementdren Zufallsgrofien herstellen. 5

Kenngrofien von Binomialverteilungen (n und p gegeben) berechnen. 6

Kenngrofien von Binomialverteilungen (n und V gegeben) berechnen. 6

Kenngrofien an einem Histogramm zur Binomialverteilung ablesen. 6

Unter Nutzung des GTR
Ich kann ... f!é . é é‘j §
AR
< | ]| 5| 8

erldutern, ob das Modell der Binomialverteilung anwendbar ist. 9a,10b

Grundaufgabe 1 einer Binomialverteilung l6sen (Gesucht: P). 9b,c,10b,c

Grundaufgabe 2 einer Binomialverteilung l6sen (Gesucht: k). 9e,h,10c

Grundaufgabe 2 einer Binomialverteilung l6sen (Gesucht: p). 9d

Grundaufgabe 2 einer Binomialverteilung l6sen (Gesucht: n). of

Erwartungswert berechnen. 9b,10b

Baumdiagramme zu einem Sachverhalt darstellen. 10a

Wahrscheinlichkeiten mittels Baumdiagramm bestimmen. 10a

bedingte Wahrscheinlichkeiten berechnen. 9g, 10a

Sigma-Regeln auf binomialverteilte Zufallsgrofie anwenden. 9i

Fehler 1. Art und 2. Art im Sachkontext beschreiben. 10c

Fehler 1. Art mittels Entscheidungsregel berechnen 10c

Kenngrofien einer Haufigkeitsverteilung berechnen. 10d

Riickschliisse aus Kenngrofien einer Haufigkeitsverteilung ziehen. 10d

kombinatorische Aufgaben zum Lotto 6 aus 49 16sen. 11
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Aufgaben ohne Zuhilfenahme von Hilfsmitteln

Aufgabe 1: Kenngrofien von Hiufigkeits- und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

a) In den Schulaufgaben in Mathematik und Englisch hat sich in einer Klasse die folgende Noten-
verteilung ergeben:

Note 1 2 3 4 5 6
Mathematik 6 4 2 3 4 6
Englisch 2 4 6 6 4 2

Welche Antworten sind richtig? Begriinde.

(1) Das arithmetische Mittel von M und E ist gleich.

(2) Die Standardabweichung von M und E ist gleich.

(3) Die Standardabweichung von M ist grofSer als die von E.

b) Eine Zufallsgrofie X habe die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Xi 0 1 2
P(X = x) 0,32 0,36 0,32

(1) Begriinde, warum es sich um keine Binomialverteilung handelt.

(2) Bestimme den Erwartungswert p, die Varianz V(X) und die Standardabweichung o(X) der
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.

Aufgabe 2: Urnenversuche

In einer Urne befinden sich 6 rote und 4 blaue Kugeln.

a) Es wird dreimal eine Kugel mit Zurticklegen gezogen.

Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis E; ,Unter den gezogenen Kugeln ist hochs-
tens eine blaue Kugel”.

b) Es wird zehnmal eine Kugel mit Zurticklegen gezogen. Als Ereignis werde betrachtet E»: ,Unter
den gezogenen Kugeln sind genau k blaue Kugeln (0 <k <4).

Gib eine Formel fuir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E> an.
Aufgabe 3: Wahrscheinlichkeiten

In einer Reisegruppe sind 37,5 % méannliche Reisende (M), von diesen sind 80 % im Alter von 60 und
mehr (60+). Insgesamt sind 70 % der Reisende im Alter 60+.

a) Bestimme den Anteil der weiblichen Reisenden im Alter 60+ in der gesamten Reisegruppe.

[Tipp: Vierfeldertafel]

b) Insgesamt gibt es 10 mehr weibliche als ménnliche Reisende in der Gruppe.

Ermittle die Personenzahl der gesamten Reisegruppe.
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Aufgabe 4: Bernoulli-Formel

a)

Entscheide begriindend, welche der folgenden Terme zu dem angegebenen Ereignis passen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass von 20 zuféllig ausgewdhlten Personen genau drei Méanner sind
betrédgt (wir nehmen an, dass es genauso viele Manner wie Frauen gibt) ...

(1) (230) -0,53-0,5%7 ) 0,53-0,517 3) (20) .0,53- 0,517 @) (230) 0,520 5) 20:19:18

17 0,530,517

Ein Schnellrestaurant veranstaltet ein Gewinnspiel und schenkt jedem Kunden ein Los. Die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Sofortgewinn liegt bei % Ordne den folgenden Ereignissen den

richtigen Term zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit zu: A: Unter 10 Losen sind keine Sofort-
gewinne; B: Unter 10 Losen sind genau 4 Sofortgewinne; C: Unter 10 Losen ist mindestens ein

Sofortgewinn.

= ()@ =1 0= 0= ()

Aufgabe 5: Binomialverteilung

Die Zufallsvariablen X und Y sind binomialverteilt. Fiir die Vari-
able X ist n = 10 und p = 0,4. Fiir die zweite Variable Y ist n = 10
und p = 0,6. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer der beiden
Variablen ist in der folgenden Abbildung dargestellt.

P(X=k)
0,25 4

0,20 4
0,15 4
0.10 -

a)

b)

0,05 +

Begriinde, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufalls-
grofie X abgebildet ist, und gib einen Wert fiir P(X # 5) an.

Begriinde, warum P(X = k) = P(Y = 10 - k) fiir alle nattirlichen Zahlen 0 < k < n gilt, und be-
stimme P(Y = 6).

Aufgabe 6: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung (Binomialverteilung)

a)

b)

Bestimme fiir eine binomialverteilte Zufallsvariable X mit n = 100 und p = 0,2 den Erwartungs-
wert p und die Standardabweichung o.

Die Zufallsgrofie Y sei binomialverteilt mit dem Parameter n = 100. Y habe die Varianz V(Y) = 9.

Berechne die Trefferwahrscheinlichkeit p und mogliche Erwartungswerte p.

Die Grafik zeigt die Sdulendiagramme dreier Binomialverteilungen. Bei allen ist p = 0,4. Welche
Verteilung hat die grofite, welche die kleinste Standardabweichung? Begriinde Deine Antwort.

0,2
0,18
0,16
0,14 m="50
0,12
0,1
0,08
0,06
0,04

0,02 lJ
N | L

n=20

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

0 2 4 6
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Aufgaben unter Beriicksichtigung von Hilfsmitteln

Aufgabe 7: Multiple-Choice-Test

Bei einem Multiple-Choice-Test werden n Aufgaben mit jeweils vier Ant- f‘ & g u@:
worten zur Auswahl gestellt. Von den vier Antworten ist genau eine Ant- v o, - % L D g
wort richtig. Die Fragen befassen sich mit einem begrenzten Stoffgebiet. w o ®s
2 S
a) Der Bewerber A hat beziiglich des Stoffgebietes einen Kenntnisstand | /g ®oo4
von 70 % - O

Erklire, unter welche Annahmen man den Test als n-stufige Bernoulli-Kette behandeln kann.
b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ...

(1) er mindestens 60 % der Fragen richtig beantwortet, wenn der Test aus 20 Fragen besteht.
(2) sich sein Testergebnis um hochstens 5 Antworten vom erwarteten unterscheidet.

c) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass ein gut trainierter Bewerber B (Kenntnisstand 80 %) ...

(1) von 10 Fragen, die ersten 8 richtig beantwortet und die letzten beiden falsch.
(2) von 10 Fragen 8 richtig beantwortet.

d) Ein dritter Bewerber C beantwortet mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90 % von 20
Fragen mindestens 15 richtig.

Ermittle, welchen Kenntnisstand der Bewerbers C mindestens besitzt.

e) Untersuche, wie viele der 20 Fragen ein vierter Bewerber D mit einem Kenntnisstand von 90 %
mit grofster Wahrscheinlichkeit beantwortet.

f) Bestimme die Zahl der Fragen, die ein Bewerber E mit einem Wissensstand von 75 % gestellt
bekommen muss, damit er mindestens 10 Fragen mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
95 % beantwortet.

g) Es stellt sich heraus, dass 80 % der Bewerber den Test bestehen. Die Bewerber wurden danach
alle noch weiter beobachtet. Von den Bewerbern, die den Test bestanden haben, bewahrten sich
auch 80 % weiterhin. Von denen, die den Test nicht bestanden haben, bewihrten sich immerhin
noch 20 % in der Folgezeit.

Berechne den Anteil der Bewerber, die sich bewé&hrt haben. [Tipp: Vierfeldertafel]

h) Unser anfangs genannter Bewerber A kommt in die ndhere Auswahl. Er hat dabei noch einen
weiteren Test mit nun 60 Fragen zu beantworten, wobei jede Frage von der bewertenden Perso-
nalchefin mit einem Schwierigkeitsgrad von 0,6 eingestuft wird. Leider kann sie nur 75 % der
verbleibenden Bewerber einstellen, und zwar die mit den besten Testergebnissen bei diesem
letzten Test.

Untersuche, wie viele richtige Antworten sie verlangen muss. (LK)

i) Die Daten des dritten Tests werden ausgewertet. Die Personalchefin mochte nun wissen, wie
grofs die Abweichung vom durchschnittlich zu erwartenden Ergebnis maximal sein darf, damit
keine signifikante Abweichung vom Erwartungswert vorliegt und der angenommene Schwie-
rigkeitsgrad bestatigt wird.

Beantworte die Fragestellung der Personalchefin mithilfe der 20-Regel. (LK)
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ABITUR 2017] Aufgabe 8: Glutenunvertraglichkeité0

In Deutschland liegt bei 1 % der Bevolkerung eine Glutenunvertraglichkeit vor. Die betroffenen Per-
sonen reagieren auf den Verzehr von bestimmten Getreidesorten mit korperlichen Beschwerden. Ob
eine Glutenunvertraglichkeit vorliegt oder nicht, kann mithilfe eines Schnelltests diagnostiziert wer-
den. Zeigt das Ergebnis dieses Tests die Glutenunvertréglichkeit an, so bezeichnet man es als positiv.

a) Liegt bei einer Person eine Glutenunvertraglichkeit vor, so ist das Testergebnis mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 98 % positiv. Liegt bei einer Person keine Glutenunvertréaglichkeit vor, so be-
tragt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Testergebnis dennoch positiv ist, 4 %. Bei einer Per-
son, die aus der Bevolkerung Deutschlands zuféllig ausgewahlt wurde, wird der Test durchge-
fuhrt.

(1) Erstellen Sie zu dem beschriebenen Sachzusammenhang ein beschriftetes Baumdiagramm.

(2) Ermitteln Sie fiir folgende Ereignisse jeweils die Wahrscheinlichkeit:

A: ,Bei der Person liegt eine Glutenunvertraglichkeit vor und das Testergebnis ist positiv.”
B: ,Das Testergebnis ist negativ.”

(38) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Glutenunvertriglichkeit vorliegt, wenn das
Testergebnis positiv ist.

b) Im Rahmen einer Studie sollen aus der Bevolkerung Deutschlands 20000 Personen zuféllig aus-
gewdhlt werden. Die Zufallsgrofie X ist binomialverteilt (p = 0,01) und gibt die Anzahl der aus-
gewdhlten Personen an, bei denen eine Glutenunvertraglichkeit vorliegt.

(1) Erldutern Sie, warum das Modell der binomialverteilten Zufallsgrdfie zur Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten hier geeignet ist. (LK)

(2) Bestimmen Sie fiir folgende Ereignisse jeweils die VWahrscheinlichkeit:

Ei: Bei genau 190 Personen liegt eine Glutenunvertréglichkeit vor.
E»: Bei mehr als 19800 Personen liegt keine Glutenunvertréglichkeit vor.
Es: Mindestens 240, aber hochstens 2400 Personen besitzen eine Glutenunvertréglichkeit.

(3) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Anzahl der ausgewdhlten Personen, bei denen
eine Glutenunvertriglichkeit vorliegt, um mehr als 10 % vom Erwartungswert von X abweicht.

c) Der Test wird mithilfe eines Teststreifens durchgefiihrt, auf dem eine Substanz als Indikator
aufgebracht ist. Ist die Indikatormenge auf einem Teststreifen zu gering, so ist dieser unbrauch-
bar. Der Hersteller der Teststreifen verfolgt das Ziel, dass hochstens 10 % der hergestellten Test-
streifen unbrauchbar sind, und fiihrt deshalb regelmaflig eine Qualitdtskontrolle durch. Dazu
wird der laufenden Produktion eine Stichprobe von 100 Teststreifen entnommen. Nur wenn sich
darunter mindestens 16 unbrauchbare Teststreifen befinden, entscheidet man sich dafiir, das
Herstellungsverfahren zu verbessern.

(1) Beschreiben Sie, welche Fehlentscheidungen bei dieser Qualititskontrolle auftreten konnen. (LK)

(2) Bestimmen Sie, wie hoch die Fehlerwahrscheinlichkeit hochstens ist, dass der Hersteller sich aufgrund
seiner Entscheidungsregel irrtiimlich um eine Verbesserung des Herstellungsverfahrens bemiiht.
[Kontrolllosung: 3,99 %]

(3) Der Hersteller entschliefit sich, die Kontrolle kiinftig mit einer gréfieren Stichprobe von 200
Teststreifen durchzufiihren. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine unnétige Verbesserung des

50 Modifiziert nach GK und LK HT B5 Zentralabitur NRW 2017
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Herstellungsverfahrens soll durch diese Anderung nur noch ein Drittel der urspriinglichen
Wahrscheinlichkeit fiir eine unnotige Verbesserung des Verfahrens betragen.

Ermitteln Sie, wie grof$ die Anzahl unbrauchbarer Teststreifen, ab der man sich dafiir entscheidet,
das Herstellungsverfahren zu verbessern, nun mindestens sein muss. (LK)

(4) Durch einen Maschinendefekt sind statt 10 % nun 18 % der Teststreifen unbrauchbar.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Defekt bei Beibehaltung der Entscheidungsregel
filschlicherweise nicht bemerkt wird.

d) Im Rahmen der Qualitdtskontrolle wird u. a. die Indikatormenge auf den einzelnen Teststreifen
gemessen. Tabelle 1 zeigt die absoluten Haufigkeiten der aufgetretenen Mengen bei einer Stich-
probe von 100 Teststreifen.

Indikatormenge in mg 15 16 17 18 19 20
Anzahl der Teststreifen 4 9 10 48 18 11

(1) Bestimmen Sie fiir diese Hiufigkeitsverteilung das arithmetische Mittel und die Standardabweichung.

(2) Bei einer fritheren Qualitdtskontrolle lag das arithmetische Mittel bei 18 mg und die Stan-
dardabweichung befand sich bei 4,3 mg.

Erliutern Sie unter Berticksichtigung Ihrer Ergebnisse aus (1), welche Riickschliisse sich aus diesen
Kenngroflen auf die Qualititsentwicklung des Produktionsverfahrens ziehen lassen.

Aufgabe 9: Lotto 6 aus 49

Berechne die Wahrscheinlichkeit im Lotto ,,6 aus 497, ...
a) 6 Richtige,

b) 4 Richtige (LK),

c) keine richtige Zahl zu tippen (LK).
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4.7 Losungen

4.1 Noch fit? - Stochastisches Grundwissen aus der E-Phase

Aufgabe 3

a)

P(M) = — = 50 %, P(M) = — = 50 %, Pg(M) = = 75 %, Fg (M) = ; = 25 %,Pg(M) == = 3,

PR(M) =2 =2, Py(R) =< = 60 %, Py(R) == = 40 %,Px(R) =z = 20 %, Py(R) = =80 %,
4 = 6 3 — 1

P(R) = = =40 %, P(R) =— = 60%, P(RNM) =—=30% P(RNM) == =109%,

P(RNM)=2=20%, PRNM) =— =40 %

10 10

) P(M) = = 7y _ 5
M) =3 P(M) = =

PR =2/ \Pu® =2 Pr® =3 [\ pu(® =1

5 2 ‘ ‘

33 Ry =2 = 1 _
10 5 10 P(MnR)_w P(MnR)=E P(MnR)zliO

P(RNM) =

<)

P(Infiziertn+) _ 0,000999

Sensitivitat: Py ziert(+) = Pnfizier — 0001 99,9%
A P(Nicht infiziertn—) _ 0,997002
Spezifitat: Pxicnt infiziert (—) = P(ll\;:ichltniri:ifirel:) = T 0999 99,8%
Aufgabe 4
a)
A (Stiirmer) A (kein Stiirmer)
Startelf (B) 0,40 0,40 0,8
Einwechselspieler (B) 0,15 0,25-0,2=0,05 0,2
0,55 0,45

b)

Der Torschiitze ist ...

(1) Sttirmer der Startelf: P(A N B) = 0,40

(2) weder Stiirmer noch Einwechselspieler: P(A N B) = 0,40

(3) Stiirmer oder Einwechselspieler: : P(AU B) = 0,40 + 0,15 + 0,05 = 0,60
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(4) kein Stiirmer: P(A) = 0,45
(5) entweder Stiirmer oder Einwechselspieler: P((AN B) U (AN B)) = 0,40 + 0,05 = 0,45
(6) nicht gleichzeitig Einwechselspieler und Nichtstiirmer: P(ANB) = 1 — 0,05 = 0,95.

<)

Wahrscheinlichkeit, dass ...

(1) unter den Stiirmern ein Einwechselspieler getroffen hat: Py(B) = PAANE) _ 015 _ 3

P(A) ~ 055 11 27,3 %.

2) unter den Einwechselspielern ein Nichtstiirmer getroffen hat: P5(A) = P;’tg? ) = g’—(z)g = % ~25%
P(ANB) _ 0,40

22— — 0

PE) 080~ 0,50 = 50 %.
P(ANB) _ 040 _ 8 _ 0
P(A) 045 9 88,9 %

(2)
(3) unter den Startspielern ein Stiirmer getroffen hat: Pg(A) =
(4)

4) unter den Nichtsttirmern ein Startspieler getroffen hat: Pz(B) =

Aufgabe 5
a)

P(A) = % (1+5=5+1=2+4=4+2=3+3=6);
P(B)==<(1-1=2-2=3-3=4-4=5-5=6-6=0);
P(A n B) = P(Augensumme ist 6 und die Differenz ist Null) = P(beide Wiirfel zeigen eine 3)

= % # P(A) - P(B) = —. Daher sind beide Ereignisse stochastisch abhangig.

216’
b)
P(A)=5P(B)=="=7(1+1,1+2=2+1,2+2,2+3=3+2,1+3=3+1sind Kleiner als 6)
_ _2 _ 1 _ _7 . . .
P(AnB)=P((3/1) und (3/2)) = 2~ 15 7 P(A) - P(B) = —. A und B sind stochastisch abhingig.

P(A) = P(B) =

N | =

; P(AN B)= % = % = P(A) - P(B). A und B sind stochastisch unabhingig.
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4.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Histogramme

Aufgabe 1
Xi 0 1 2 3 4 5
(1/1)
@2 | G | wen | wmen | e e
‘ W | s em | GG | @6 60) '
6 | ol | @or
1
g 18
&b
S
=
Der Erwartungswert betragt u = E(X) = 0-%+ 1-1—58+ 2-§+ 3-%+4-%+ 5-% =§z 1,94
2a)
xi | X =x;: zugehorige Ergebnisse P (X =x;) | Histogramm
2 | (1/1) -
3 | (1/2), /1) 2zt
4 | (1/3),(3/1),(2/2) 6
5 | (1/4), (4/1), 2/3), 3/2) ==
6 | (2/4), 4/2),3/3) 2
7 | (3/4), (4/3) — =2
8 | (4/4) =
16
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2b)
xi | X = x;: zugehorige Ergebnisse P (X = x;) | Histogramm
2 | (1/1) o
3 | (1/2), /1) ==
4 | (1/3),(3/1), (2/2) ===
5| (1/4), 4/1),2/3), (3/2) 21
6 | (1/5),(2/4), (4/2), (3/3) ik
7 | (1/6),2/5), (3/4), (4/3) i
8 | (2/6), (3/5), (4/4) %5
9 | (3/6), (4/5) TRk
10 | (4/6) o
1
2¢) 24
Oktaeder und Tetraeder Zwei Hexaeder
X X =x P(X = x) X =x P(X = x)
2 | (1/1) 5 |la/m %
3 [(2/1),(1/2) = 1 (2/1,1/2) =
4 | (3/1),2/2),(1/3) = | (3/1),(2/2),(1/3) =
5 | (4/1), (3/2), 2/3), (1/4) S| @, 672, @), 079 5
6 | (5/1), (4/2), (3/3), (2/4) = | 6/1),(4/2), (3/3), (2/4), (1/5) =
7 | (6/1), (5/2), (4/3), (3/4) = | (6/1),(5/2), (4/3), (3/4), (2/5), (1/6) :
8 | (7/1),(6/2), (5/3), (4/4) 5| 6/2),6/3), 4/4), (3/5), 2/6) =
9 | (8/1),(7/2), (6/3), (5/4) = | (6/3),(5/4), (4/5), 3/6) 5
10 | (8/2), (7/3), (6/4) = [ (6/9),(5/5) (4/6) =
11 | (8/3), (7/4) = | (6/5),/6) =
12 | 8/9) L | (e/6) e
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Eine Haufigkeitsverteilung beim zweifachen Hexaeder-Wurf nimmt zur Mitte hin gleichméfsig zu
und von dort gleichméfsig ab. Beim Wurf mit einem Oktaeder und Hexaeder gibt es ein breites
mittleres Plateau.

2d)
Versuch Erwartungswert p
2-facher Wurf eines Tetraeders 5

Wutf eines Tetraeders und Hexaeders | 6

Wutf eines Oktaeders und Tetraeders | 7

Wurf zweier Hexaeder 7

Die Erwartungswerte lassen sich mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnen oder mit folgen-
der Uberlegung: Beim Tetraeder erhélt man beim Werfen eine Wiirfels im Durchschnitt langfristig
(142+3+4):4=25, beim Hexaeder (1 + 2+ ..._+ 6) : 6 = 3,5 und beim Werfen des Oktaeders (1 +
2+ ...+ 8):8=4,5. Durch Addition der beiden Prognosewerte erhilt man die Erwartungswerte der
obigen Tabelle.
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4.3 Binomialverteilung

Aufgabe 1
d
a) und ¢) )
7 E
6
1 E 7
M
6 1
1 E ’ Z E
Z 6
7 M -
M
1
7 E
6 1 %
2 1 E 2
7
\ M
1
M 6 z
7 7 E
: s
M

b) Anzahl n der Schokoiiberraschungskugeln = 2

Erfolgsanzahl k | X = k: mégliche Ergebnisse mit k Treffern | Wahrscheinlichkeit P(X = k)
o Jow G -] e
B b8oa ) (9 -
2 e 0 1 ) ) -oon

Jn=3

K |X=k P(X = K)

o |oanan G- ) @) <o

1| /MM, /M), M/MB) 3288 () () < srasn

2| /B, E/M/B), M/E/E) |38 () ()~ saam

3 | (E/E/E) (;)3 _ 1. (%)3 s (2)0 . 029 %
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d)

K|X=k P(X = k)

0 | (M/M/M/M) <§)4=1-<;)0.(§)4z53,97%
(E/M/M/M), M/E/M/M), 1666 1 6\ .

T (M/M/E/M), (M/M/M/E) t5777=4(5) () =398

5 | (B/E/M/M), (B/M/E/M), (E/M/M/E) L1606 e
(M/E/E/M), M/E/M/E), M/M/E/E) 7777 (?) (?) T HII
(M/E/E/E), (E/M/E/E), 1116 N oeyt

3 | (E/E/M/E), (E/E/E/M) tsa=t(5) (5) ~1%

4 | (E/E/E/E) (;)4=1-<;)4-(§)0zo,04%

e)

1 k 5 n-k
P(X = k) = Anzahl der Pfade mit k Erfolgen (E) (E)
f)
N | Erwartungswert p
6 1 1
1 4 1-===
0 7+ 7 7
2 |2
7
3|3
7
g |2
7
N n
7

Fiir eine Schokokugel ist der Erwartungswert offenbar % Bei sieben Kugeln wird man durchschnitt-

lich 1 Erfolg erwarten konnen. Daher ist der Erwartungswert fiir n Kugeln n-mal so grofs wie fiir 1
Kugel. Es gilt der wichtige Satz (vgl. Arbeitsblatt 12):

Sei X die ZufallsgrofSe: , Trefferanzahl k bei n Versuchen mit der Trefferwahrscheinlichkeit p“, dann gilt
fiir den Erwartungswert p =n - p.
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Aufgabe 2

a)

o X:,Anzahl der Treffer beim Elfmeterschieflen bei n Spielen mit Trefferwahrscheinlichkeit p“
e Y:,Anzahl der HIV-Positiv-Erkrankungen in Deutschland bei einer Erkrankungswahrscheinlichkeit p”
e Z:,Anzahl der Erfolge beim Lotto 6 aus 49”

b)

e Z:,Anzahl der Erfolge beim Lotto 6 aus 49”
o A:,Anzahl der Treffer von der Freiwurflinie vor und nach einer Wurftrainingsphase”
e B:,Anzahl der Verspitungen vor und nach einem Fernsehbericht iiber die Piinktlichkeit der Bahn.”

<)
ziﬂgfh P(X=0) = P(X=1)= P(X=2) = P(X = 3) =
0 3 1 2 2 1 3 0
skugem | G 6 HONON N ERONE 1 (3) )
Stand nach
Kauf von
4 Kugeln
d)

Die Wahrscheinlichkeit der unteren Zeile setzt sich zusammen aus dem %— und oder g—fachen der
oberen Wahrscheinlichkeiten. Treffen zwei Pfeile auf einen Kasten, werden dort die entsprechenden
um den Faktor % bzw. g multiplizierten Ausgangswahrscheinlichkeiten addiert.

e)

P(X=0)= P(X=1)= P(X=2)= P(X=3)= P(X=4)= P(X=5)=

HONONN ERORGEN RRORON EHONON ERORON | ERONG)

)
Die Summe der Exponenten muss stets 5 ergeben. Die Summe der Pfade ergibt 25 = 32.

9 () =252 () =15 () = 1,() = 10; () = 100, 22 = 100
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h)

Will man 3 Frauen und 2 Ménner ohne Beachtung der Individualitdt der Personen auf 5 Stiihle ver-
teilen, tiberlegt man sich zuerst, wie viele Moglichkeiten es unter Beachtung der Individualitit es
gibt 5 Personen auf 5 Stiihle zu verteilen. Dies sind 5! =5+ 4 -3 - 2 - 1 = 120 Moglichkeiten. Achtet
man nicht mehr auf die Individualitdt der Frauen, konnen jeweils 3! =3 - 2 - 1 = 6 Moglichkeiten fuir
die Frauen zu einer Moglichkeit zusammengefasst werden. Man erhdlt 120 : 6 = 20 Moglichkeiten.
Unter diesen Moglichkeiten konnen bei Nichtbeachtung der Individualitdt der Manner 2! =2 -1 =2
erneut zusammengefasst werden. Man erhilt insgesamt 20 : 2 = 10 Moglichkeiten. Es gilt:

(5) _ Moglichkeitsanzahl,5 Personen auf 5 Stithle zu verteilen
3/ (Moglichkeitsanzahl,3 Frauen auf 3 Stithle zu verteilen)-(Moéglichkeitsanzahl,2 Manner auf zwei Stiihle zu verteilen)
5!

120
T 31(5-3) 62 10

Alternative Uberlegungen: Unter Beachtung der Individualitat gibt es 5 - 4 - 3 = 60 Moglichkeiten, 3
Frauen auf 5 Stiihle zu verteilen. Achtet man nun nicht auf die Individualitat, konnen 3 -2-1=6
Moglichkeiten zu einer Moglichkeit zusammengefasst werden. So ergeben sich 60 : 6 = 10 Moglich-

keiten. Es gilt:

(5) __ Maglichkeitsanzahl,3 Frauen unter Beachtung der Individualitat auf 5 Stiihle zu verteilen _ 5:4:3 _ 60 10
3/ - T 6

Moglichkeitsanzahl,3 Frauen auf 3 Stiihle zu verteilen 3!
i)

Die Anzahl der Pfade (E), die zu Trefferzahl k bei n Versuchen fiihrt, ldsst sich ablesen als Eintrag

im Pascalschen Dreieck, indem man in der n-ten Zeile den k-ten Eintrag von links sucht. Allgemein
gilt das Schema wie bereits oben in den Aufgabenteilen c) und d) exemplarisch beschrieben:

P (X=k-1;,n-1 Versuche) - p + (X=k; n -1 Versuche) - (1 - p) = P(X = k; n Versuche)
Dies muss rechnerisch nachgewiesen werden:

Poa(X=k-1):p+Pu(X=k-1)-(1-p)

:(E:}).pk—l .(1_p)n—k.p+(n;1)_pk .(1_p)n—1—k_(1_p)

o)+ (e epr - a- e

n -
(1) -P< - —pn*
Denn es gilt:

(n—1)+(n—1) (n—1)! N (n—1)! _(n—l)!-k+(n—1)!-(n—k)

k-1 k / &k=-D!'"(n—-k! kl-(n—1-k)! k!'-(n=Kk)! k! (n—k)!
_(n—1)!-k+(n—1)!-(n—k)_(n—l)!-k+(n—l)!-n—(n—l)!-k_ n! _(n
B k! - (n — Kk)! B k! - (n — k)! _k!-(n—l)!_(k)
Aufgabe 3
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Auslastungsmodell

a)
b)

In einem Dirittel der Arbeitszeit wird eine Maschine benétigt.

Fiir einen Mitarbeiter handelt es sich um einen Bernoulli-Versuch mit der Maschinennutzungs-
wahrscheinlichkeit p = g, da er entweder eine Maschine nutzt oder nicht. Da fiir jeden weiteren

Mitarbeiter die entsprechende Maschinennutzungswahrscheinlichkeit unverdndert bei p =§

bleibt, erhilt man bei fiinf Mitarbeitern eine Bernoulli-Kette der Lange 5.

P(X = 0) = (g) : (§)0 : (g)5 ~ 13,17 % P(X =1) = (?) : (%)1 : (g)4 ~ 32,92 %

P(X=2) = (g) : (§)2 : (5)3 ~ 32,92 % P(X =3) = (g) : (g)3 : (g)2 ~ 16,46 %

o= ()@ maaz rocen-()-()" () -oan

Berechne die kumulierte Wahrscheinlichkeit P(X > k) mitk =2, 3, 4:

P(X>2)=16,46 % + 4,12 % + 0,41 % = 20,99 % (Wenn drei Arbeiter zu einem bestimmten Zeit-
punkt an einer Maschine sind, reichen zwei Maschinen nicht mehr aus. Es werden mindestens
drei Maschinen benétigt.)

P(X >3) =4,12% + 0,41 % = 4,53 % (Wenn vier Arbeiter zu einem bestimmten Zeitpunkt an
einer Maschine sind, reichen drei Maschinen nicht mehr aus. Es werden mindestens vier Ma-
schinen benétigt.)

P(X>4)=0,41%
Bei zwei Maschinen liegt die Wartezeit bei knapp 21 %, bei drei Maschinen sinkt sie unter 5 %

und bei vier Maschinen unter 1 %.

Die Anschaffung einer weiteren Maschine macht Sinn, da beim Kauf einer dritten Maschine die
Wahrscheinlichkeit einer Wartezeit um mehr als 16 % sinkt, wiahrend die Wahrscheinlichkeit bei
der Anschaffung einer vierten Maschine nur noch um weitere knapp 5 % verringert wird.
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Das Kugel-Ficher-Modell

a) Es handelt sich um einen Bernoulli-Versuch der Lange 150 mit der Geburtstagswahrscheinlich-
keit von p = %. Die Zufallsgrofie X lautet: X: , Anzahl der Geburtstagskinder an einem beliebigen
Tag”. Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten lassen sich mithilfe der Bernoulli-Formel berechnen:

p(x=0) = (129). (%)O : (ﬂ)150 ~6626% P(x=1)=(129)- (ﬁ)1 : (ﬂ)149 ~ 27,31 %

0 2 S0 148 1 365
px=2= (1) () (G5) = 559%

b) Um herauszufinden, wie oft im Jahr unter 150 Personen an einem beliebigen Tag keine Person
Geburtstag hat, muss die Wahrscheinlichkeit, dass an einem beliebigen Tag niemand der 150
Personen Geburtstag hat, mit der Anzahl der Tage eines Jahres (365) multipliziert werden. So
erhdlt man die Anzahl der Tage ohne Geburtstagskind. An P(X = 0) - 365 = 0,6626 - 365 ~ 242
Tagen eines Jahres hat im Schnitt also keine Person Geburtstag. An P(X =1) - 365~ 100 Tagen hat
im Schnitt genau eine Person Geburtstag. Daher hat an 365 - 242 - 100 = 23 Tagen im Schnitt eine
Person mit mindestens einer weiteren Person Geburtstag.

c) Wiein Aufgabenteil a) handelt es sich um eine 150-stufigen Bernoulli-Kette mit der Trefferwahr-
scheinlichkeit von p = %. Gesucht ist die durchschnittliche Anzahl von Zahlen unter den Zahlen

1,2,3,...,365, die nicht unter den 150 gezogenen ist. Dafiir multipliziert man wie in Aufgabenteil
b) die Bernoulli-Wahrscheinlichkeit P(X = 0) (Wahrscheinlichkeit, dass keine der 150 Zahlen ge-
zogen wird) mit 365 und erhalt 241,85. Von 365 Zahlen kommen im Schnitt also 242 Zahlen nicht
vor. Multipliziert man P(X = 1) (Wahrscheinlichkeit, dass eine Zahl genau einmal vorkommt)
mit 365, ergibt sich 99,68. Hier kann man sagen: Von 365 Zahlen kommen im Schnitt 100 Zahlen
genau einmal vor. Daher kommen 365 - 242 - 100 = 23 Zahlen mehr als einmal vor.

d) Die Anzahl der Kugeln ist n = 150 und entspricht der Anzahl der erzeugten Zufallszahlen. Die
Anzahl der Facher betragt f = 365 und entspricht den Zahlen 1, 2, 3, ..., 365. Ferner sei k =0, 1,
..., 150 die Haufigkeit, mit der eine Kugel in einem bestimmten Fach landet. Dieser Parameter
entspricht der absoluten Haufigkeit, mit der eine Zahl gezogen wird. Die Zufallsgrofse lautet
daher: ,Hiufigkeit, mit der eine Kugel in einem Fach landet”. Sie entspricht der Zufallsgrofe: , Hiu-
figkeit, mit der eine Zahl gezogen wird”. Aus der Sicht eines Faches betrdgt die Wahrscheinlichkeit,

dass eine der 150 Kugeln (Zufallszahlen) in ihm abgelegt wird, p = 3—25. Bei n =150 Kugeln (An-
zahl der Zufallszahlen) erhilt man daher eine 150-stufige Bernoulli-Kette mit der Trefferwahr-
scheinlich p = %. Es ergibt sich allgemein fiir das Kugel-Facher-Modell mit den Parametern

Kugelanzahl (Anzahl der Zufallszahlen) n, Ficherbelegungszahl k (Haufigkeit, mit der eine Zahl
gezogen wird) und Anzahl der Féacher f (Zahlen 1, 2, 3, ...) mithilfe der Bernoulli-Formel:

reci= ()-() (-

e) Die Anzahl der Rosinen ist n = 100. Die Anzahl der Brotchen betrédgt £ = 6. Die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Rosine in einem bestimmten Brotchen landet betrdgt daher p = %. Gesucht ist die

Wahrscheinlichkeit, dass bei n = 100 Rosinen ein Brotchen ohne Rosinen ist. Diese Wahrschein-
0 100

lichkeit entspricht P(X = 0) = (180) :(3) -(3) " ~0,000000012 = 0,0000012 %. Fiir die weite-

ren zu untersuchenden Fille gilt: P(X = 5) ~ 0,00029 = 0,029 %; P(X = 20) ~ 10,65 %; P(X = 20) ~

6,8 %; P(X216) = 61,23 %; P(10 < X < 20) =~ 82,68 %.

Das Geburtstagsparadoxon
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a) Bei beiden Fragestellungen handelt es sich um ein Bernoulli-Experiment, da es in beiden Versu-
chen nur zwei mogliche Ausgdnge des Versuchs gibt (Geburtstagsproblem: Person hat mit einer
anderen Person Geburtstag oder nicht / Wiirfelproblem: Wiirfel zeigt eine Augenzahl eines
zweiten Wiirfels oder nicht)

Allerdings entsteht keine Bernoulli-Kette, da sich die Trefferwahrscheinlichkeit mit hherer Ver-
suchszahl verdandert. Z. B. wére die Trefferwahrscheinlichkeit beim Geburtstagsproblem bei 367
Personen (unter Berticksichtigung des Schaltjahres) fiir die letzte Person 1, wahrend die gleiche

Wahrscheinlichkeit bei 2 Personen % betridgt. Ebenso wird beim 7-stufigen Hexaeder-Wurf der
siebte Wurf eine Trefferwahrscheinlichkeit von 1 haben, wihrend die Trefferwahrscheinlichkeit
des zweiten Wurfes % betrégt.

b) Statt die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Ergebnisse mit , mindestens doppelt auftretender Augenzahl”
zu betrachten, bestimmt man die Wahrscheinlich des Gegenereignisses, das nur aus einem Er-
gebnis besteht, nimlich dem Ereignis, dass , alle Augenzahlen ungleich” sind. Die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit ergibt sich durch Subtraktion der Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses von
100 % = 1.

5 4
Z . . 3 .
. 6 zwei = drei = vier
eine . 6 . 6 .
—> verschiedene | —» | verschiedene | —» | verschiedene
Augenzahl
Augenzahlen Augenzahlen Augenzahlen

P (alle vier Wiirfel haben eine unterschiedliche Augenzahl) = = Z-%-% = 5;‘;3 = % ~ 27,8 % . Damit
betrdgt die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,mindestens eine doppelt auftretende Augen-

“ _i—E'\l 0
zahl” 1 18~ 72,2 %.

c) Das hingt davon ab, wie die Auszahlung a im Verhiltnis zum Einsatz fiir den Fall wire, dass
mindestens eine Augenzahl doppelt vorkommt. Fiir die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung
mit der ZufallsgrofSe X: , Auszahlung pro Spiel in €” ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung
fur X:

K Alle 4 Augenzahlen ungleich mindestens eine doppelt auftretende Augenzahl
Auszahlung 0 A

_ 5 13
P(X=Kk) = =

Im Falle des Einsatzes von 1 € miisste der Erwartungswertp = E(X) =0 - 1—58 +a- 1—2 = 1 betragen,

was bedeutet, dass die Auszahlunga = 1—? ~ 1,38 €. Bei einer geringeren Auszahlung wiirde
man nicht auf das Ereignis ,mindestens eine doppelt auftretende Augenzahl” wetten.

d) P(mindestens 2 Personen haben am gleichen Tag Geburtstag) =1 - P (alle Personen haben an verschiede-

364
364363362343 _ (22 )22!
36522 36522

nen Tagen Geburtstag) =1 ~ 0,5073 = 50,73 %.

e) (e.1) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mindestens zwei Preise bekommt. Be-
rechne zundchst die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis, dass jede Person hichstens einen Preis
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24

2% 9l

erhilt. Sie betrigt 2223716 _ (9) ~ 0,1244 = 12,44 %. Daher betrdgt die Wahrscheinlichkeit
g 259 259 g

dafiir, dass eine Person mindestens zwei Preise erhilt etwa 1 - 12,44 % = 87, 46 %.

(e.2) Auch hier betrachtet man zunédchst das Gegenereignis ,, zehn unterschiedliche Zahlen in Folge”.

36
35 91
Die Wahrscheinlichkeit daftir betrédgt 3 33579 26 - (27)9 ~ 0,2629 = 26,29 %. Daher betrédgt die

Wabhrscheinlichkeit fiir das Gegenereignis , mindestens eine doppelte Zahl” 73,71 %.

(e.3) P (fiinf unterschiedliche Motive) = 3938373¢ ~ 77,11 %. Daher P (mindestens ein doppeltes Motiv)

404
=1-77,11 % = 22,89 %.

(e.4) P (mindestens zwei Druckfehler auf einer Seite) =1 - P (hochstens ein Druckfehler pro Seite) = 1 —

99
99.98:97-....91 ( 9 )'9!
22989701 1 =

100° 100°

~1-0,6282 = 37,18 %.

(e.5) P (mindestens zwei Rosinen pro Brétchen) = 1 - P (hochstens 1 Rosine pro Brétchen) = 1 —

49-48-47---31 (22)'19!
T: 1_5()Tz 1—0,0102 :98,80%
(e.6) P (Jede Ente wird von hdchstens einem Jiger abgeschossen) = % = 58,14 %. Das Gegener-

eignis wird hier nicht benttigt. Man geht davon aus, dass die Jager auf jeden Fall treffen. Trifft
der erste Jager eine Ente, bleiben fiir den zweiten nur noch 19 Enten iibrig, wenn er nicht die
gleiche Ente treffen will. Fuir den dritten Jager bleiben 18, fiir den vierten Jager 17 und fiir den
fiinften Jager 16 Enten tibrig, wenn jeweils eine andere Ente getroffen werden soll. Da alle gleich-
zeitig und unabhéngig voneinander schiefSen haben alle fuinf Jager 20 Enten zur Auswahl.
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4.7 Losungen

Warten auf Erfolg

a) Aus dem Baumdiagramm kann man ablesen: Fiir die Zufallsgrofie X: ,, Anzahl k der notwendigen

. - S 1 36\F1
Runden, bis die Kugel auf Feld 7" liegen bleibt”, gilt: P(X = k) = - (—) .

37
ﬁ 36 36 36
L Keine 7 37 Keine 7 37 Keine 7 ssassass . 37 Keine 7
0~ . 1 ~ ' 1 ~ 7 1 ~ 7
37 37 37 37
b) Dass die Kugel keinmal in k Runden auf Feld ,7” liegen bleibt, bedeutet: lauter Misserfolge in k
Runden. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir betragt: P(X > k) = (g)k (Die Anzahl der notwendigen

Runden ist grofSer als k)

c) Losung tiber das Gegenereignis: Sei X die Anzahl der Erfolge in n Runden und die Trefferwahr-

scheinlichkeit p = (317) und der Nichttrefferwahrscheinlichkeit q = (%) Wenn P(X 2 1) 20,95

sein soll, ist dies gleichbedeutend mit der Ungleichung P(X = 0) < 0,05. Die Wahrscheinlichkeit,

n
keinen Treffer in n Versuchen zu erhalten, ldsst sich berechnen durch (%) berechnen. Daher
n
ergibt sich die Ungleichung (2—:) < 0,05. Durch Logarithmieren erhilt man (Hinweis zum GTR:
n
MATH — logab): logas ((22) ) < 10g:6(0,05) & n > 10gss(0,05) ~ 109,34 (Der Logarithmus zur
37 37 37

Basis z—j <1 ist eine streng monoton fallende Funktion. Daher dreht sich bei der Ungleichung
nach dem Logarithmieren das Zeichen ,<” um.). Auch Ausprobieren fiithrt zum Ziel:

n 50 100 125 110 109
(;)“ 0,2541 0,0646 0,0325 0,0491 0,0505

Wenn man also mindestens 110 Runden beim Roulette-Spiel durchfiihrt, wird die Kugel mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% mindestens einmal im Feld ,7“ liegen bleiben.

Losung tiber die kumulierte Wahrscheinlichkeit: Sei X die Anzahl der Erfolge in n Runden. Die
Wahrscheinlichkeit fiir ,mindestens einen Erfolg in n Runden” entspricht der kumulierten Wahr-
scheinlichkeit P(X = 1). Gesucht ist bei k > 1 die Zahl n, so dass P(X = 1) > 0,95. Mithilfe der

Tabellenfunktion (Menu 7) kann durch Eingabe von y = BinomialCD(1, x, X, 3—17) herausgefunden

werden, dass x grofier als 109 sein muss.
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Aufgabe 4

4) =
8) = 0,85%4

3) =P(X <12) = 0,2229 (hochstens 12 Treffer)

7)=P(X=17,18, ...,50) =P(X=17) = P(17 < X <£50) = 0,3161 (mindestens 17 Treffer)
21)=P(X=22,23, ...,,50) = P(X>22) = P(12 < X < 50) = 0,0251 (mindestens 22 Treffer)
10<X<18) =0,8192 (mindestens 10 und hochstens 18 Treffer)

31) = 0,1109 (genau 31)
= 0,8439 (hochstens 33)

=P(X=0,1,2,...,25) =0,0978 (hochstens 25)
=P27<X< 50) 0,8438 (mindestens 27)
=P(X2=32) =P(32 <X <50)=0,3356 (mindestens 32)

23 < X < 33) = 0,8279 (mindestens 23 und hochstens 33)

Pex=31)= (39)0,6%1 0,41 = 220,61 0,41 = 22-0,4190,6%" = (30)0,41°0,6> = P(Y = 19)
P(X<33)=P(0, 1, ...,33) = P(Y = 50,49, ..., 17) = P(Y > 17)

P(X<26)=P(X=0,1,2, ..., 25) = P(Y = 50, 49, 48, ..., 25)

P(X >27) = P(X = 27, 28,29, ...50) = P(Y = 23, 22, ..., 0) = P(Y < 23)

P(X >31) = P(X 2 32) = (X = 32,33, ..., 50) = P(Y = 18,17, 16, ..., 0) = P(Y < 18)
P(23<X<33)=P(X=23,24, ..., 33) = P(Y = 27,26, ..., 17) = PA7 < Y < 27)
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4.7 Losungen

Aufgabe 5

Grundaufgabe 1
a) P(X=5)~0,1789
b) P(X=9)=0,3759 [P(5 < X <8)~0,6178]

Grundaufgabe 2

a) Erstelle mit dem GTR in MENU 1 tiber BinomialPD(10, 0.4) eine Liste fiir die singuldren Wahr-
scheinlichkeiten P(X = k) mit k = 0, 1, ..., 10. Den Tabellenwerten entnimmt man den Hochstwert
fur k = 4, denn P(X = 3) ~ 0,2150 < P(X = 4) = 0,2508 < P(X = 5) ~ 0,2007.

b) Ansatz: Fiir welche k ist P(X < k) = P(X < k - 1) 2 0,95. Losung in MENU 7 (Tabellenfunktion):
Man bestimmt fiir y = BinomialCD(x, 200, 0.02) die erste nattirliche Zahl x (denke an SET und den
Startwert 0, z. B. den Endwert 10 und die Schrittweite 1), so dass y mindestens 0,95 betragt ist. Dies
ist die Zahl x = k - 1 = 7. Fazit: Bei k = 8 nicht-normgerechter Schrauben sollte die Lieferung zurtick-
gewiesen werden. Alternativ in MENU 1 (Rechenmodus): Bei einem nicht zu hohen Stichproben-
umfang n kann tiber die Funktion BinomialCD(200, 0.02) eine Liste bestimmt werden fiir die kumu-
lierten Wahrscheinlichkeiten P(X<k - 1) mitk =1, 2, ..., 201. Man erhilt fiir k - 1 = 7 zu ersten Mal
einen Wahrscheinlichkeitswert, der grofser als 0,95 ist. Alternativ gelangt man auch mit dem Befehl
InvBinomialCD(0.95, 200, 0.02) = 7 zur ersten Zahl k - 1, so dass P(X < k - 1) > 0,95.

Grundaufgabe 3
a) P(X = 5) = (g) pS-(1—-p)° =095 p5 > 0,95 p > 3/0,95 ~ 0,9897 = 98,97 %

(einfacher Sonderfall: Im Bernoulli-Term haben der Binomialkoeffizient und die zweite Potenz je-
weils den Wert 1).

b) Ansatz: Fiir welche Trefferwahrscheinlichkeit p ist P(X = 38) > 0.9. Losungsmoglichkeit {iber
MENU 5 (Grafenmenu): Betrachte die Funktionen y = BinomialCD(38, 40, 40, x) und y = 0,9 fuir den
x-Bereich (x fiir die Trefferwahrscheinlichkeit p) und y-Bereich (y fiir die Wahrscheinlichkeit P) zwi-
schen 0 und 1 (tiber V-Window). Ermittle grafisch den Schnittpunkt der beiden Graphen (tiber G-
Solv und IINTSECT). Man erhilt S (0,9721/0,9). Daher ist fiir p = 0,9721 P(X =2 38) = 0.9.

Grundaufgabe 4

a) Fiir welche Zahl n ist P(X 2 1) 2 0.9? Uber MENU 7 (Tabellenfunktion): Erstelle ein Tabelle fiir y
= BinomialCD(1, x, x, 0.05) mit x =1, 2, 3, ... (x ist der Stichprobenumfang n und kann tiber SET mit
Start- und Endwert sowie Schrittweite 1 eingestellt werden). Fiir x = 45 wird zum ersten Mal die
Wahrscheinlichkeit von 0,90 tiberschritten. Daher miissen mindestens 45 Personen kontrolliert wer-
den, damit ein Kontrolleur mindestens 1 Schwarzfahrer mit einer Wahrscheinlichkeit von mindes-
tens 90 % erwischt. Rechnerische Alternativlosung tiber das Gegenereignis von X2 1: P(X>1) =1 -

P(X = 0) 2 0.9 bedeutet, dass P(X = 0) = (8) -0,05°-0,95" < 0.1. Also erhélt man: 095" < 0.1 &

n > logp o5 0,1 ~ 44,89. Alternativ kann man auch unter MENU A (Gleichungsmenu) mit SOLVER
arbeiten. Man gibt dort die Gleichung 0,95" = 0,1 ein und wéhlt den Bereich, in dem die Losung
liegen kann (unterer Wert 40, oberer Wert 50).

b) P(X=1) =2 0.9 ist gleichbedeutend mit P(X = 0) = 0,65" < 0,1. Wie unter a) ergibt sichn > 6.

¢) Fur welches n ist P(X = 3) > 0.95? MENU 7 (Tabellenfunktion): Erstelle eine Tabelle fiir y = Bino-
mialCD(3, x, x, 0.80) mit x = 3,4, 5 ... (x ist der Stichprobenumfang n und kann tiber SET mit Start-
und Endwert sowie Schrittweite 1 eingestellt werden). Die Wahrscheinlichkeit 0,95 wird fiir n = 6
tiberschritten. Alternativ kann in MENU 1 (Rechenmodus) durch hdndische Eingabe von Binomi-
alCD(3, x, x, 0.80) mit x =4, 5, 6, ... tiberpriift werden, wann diese Wahrscheinlichkeit > 0,95 ist.
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Aufgabe 6
a)

Es sind bei 60 Wiirfen beim ungezinkten Wiirfel % 60 = 10 Einser zu erwarten. Sollten nur 3 Einser

kommen, konnte es sich um einen gezinkten Wiirfel handeln, da der Wert sehr weit vom
Erwartungswert abweicht.

b)

Die Formel fiir den Erwartungswert lautet u = E(X) =n * p. Bei einem Wurf kommt zu einem Sechstel
die ,1”. Bei 6 Wiirfen kommt im Schnitt einmal (% 6 = 1) die ,1”. Bei 60 Wiirfen betrédgt die

durchschnittlich zu erwartene Einserzahl %- 60 = 10. Allgemein betrdgt die Prognose fiir den zu

erwartene Mittelwert% - n. Fiir eine beliebige Trefferwahrscheinlichkeit erhélt man die obige Formel.

<)

Erste Beobachtungen, z. B. (vgl. Aufgabe d)): Maximum bei steigender Wahrscheinlichkeit weiter
rechts, bei grofserer Zahl n nimmt das Maximum ab, fiir p = 0,5 ist das Histogramm symmetrisch
zum Erwartungswert, bei groffem n werden die Histogramm zunehmend symmetrisch zu
Erwartungswert.

Erwartungswerte
p n=4 n=10 n=20
01 04 1 2
025 |1 2,5 5
05 |2 5 10
07 128 7 14
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4.7 Losungen

Aufgabe 7

a)p= % n =60: E(X) =10 und P(7 < X < 13) ~ 77,67 %.

b) n=4 n =20 n =60 n =100
V(X) o(X) V(X) o(X) V(X) o(X) V(X) o(X)
p=01 0,36 0,6 1,8 1,34 5,4 2,32 9 3
p= % 0,56 0,75 2,78 1,67 8,33 2,89 13,88 3,73
p=025 0,75 0,87 3,75 1,94 11,25 3,35 18,75 4,33
p=05 1 1 5 2,24 15 3,87 25 5
p=0.7 0,84 0,92 4,2 2,05 12,6 3,55 21 4,58

¢) Programmierung: In MENU 4 (Tabellenkalkulation) kann man oben zunéchst sechs Felder ange-
ben fiir die Parameter n, p, q, E(X), V(X) und o(X). Dann gibt man in B1 und B2 Werte fiir n und p
ein. Dann werden tiber die SEQ Funktion (EDIT-Menu) die Zahlen 0, 1, 2, ..., 100 1die dann tiber
FILL (EDIT-Menu) in die Zellen B5 bis B105 kopiert werden. Analoges erfolgt fiir die Zellen C5 bis
C105 und D5 bis D105. Dabei ist bei den Zellen B1 und B2 auf das Zeichen $ zu achten, das vor der
Ziffer verhindert, dass beim Nach-unten-Kopieren (FILL) der Zellenbezug fest bleibt. Dann kénnen
die Formeln fiir den Erwartungswert und die Varianz sowie die Standardabweichung programmiert

werden.

Sequenz

Expr X
Var X
Start :0
End :100
Incre 01

1st Cell:AB

B [d7c]Res] SHEET B [d7c]RealSHEET
Formeleintrag SHE| A B D
Formula :=BinomialP 1In 100 |Ex) 50
Cell Range:B5:B10b 2llo 0.5 v 25
3llq 0.5 |5(X) 5
7B P(=k) JkxPE=HJ(k-E)2x
o] 7e-31] 0| 1e-27

=Binomial PD(A5,B%1,B$%

[ ] (CUT J(COPY][CELLIN P &> |
B Degformll [@7c)Rea) SHEET B Deglfornd] [d/c]Res]SHEET B [Cegornd) [d7c]Redl SHEET
SHE| & B D SHE| A B < 1 IREE B c D
1In 100 IE(X) 50 1In 100 [E®) B0 n 100 lECD B0
2|lo 0.5 V() 25 2o 0.5vi 25 2llp 0.5 v 25
3[lq 0.5 [s(X) 5 3[lq 0.5 50 5 3lq 0.5 [s(X) 5
7B IPG=k) JexP@=t](k-E)2x i PE=k) [JkxPx=H](k—E)2x ax [rG=1) JexPx={f(—E)2x
d 0| 7e-31] 0] 1e-27 0| 7e-31 o[ 1e-27 5] 0| 7e-31 0| 1e-27
=AbXBbH =(A5-D%1) “2xB5 =Cel I1Sum(C5:C105)
(CUTJ(COPY](CELLNER IR > | | | (CUTCOPY)(CELONMD @SR | | (CUTI(COPY)[CELL NI ESTD[ > ]
B [d7c)Real SHEET B [Deglform) (dic)Real SHEET E] [Ceg(forn]) [d7z]Real SHEET
SHE| A c D SHE| & B ¢ BN | sHE][ & B N D |
1n 100 [JEx) 50 1[[n 100 JEx) 50 1[In 100 JE) 50
2/lp 0.5 V() 25 P 0.5 Vi) 25 2|lp 0.5 vz 25
q 0.5 fs(x) B 3llq 0.5 [s(x) 5 aq 0.5 [s(x) B
A P(X=k) [Juxp(x=] (k-E)2x 2| IPx=i) JexP=i]k-E)2x 7 P P(x=k) JexP(x=H](k-E)2x
B o] 7e-31] o] 1e-27 5| 0| 7e-31 0| 1e-27 5 0| 7e-31 0] 1e-27
=1-B2 =Cel ISum(D5:D105) =4D2
SORTASCI(SORTDES = RS CIRORTOES = [SORTASCI[SORTDES =1

Beobachtungen: Multipliziert man q mit E(X) ergibt sich die Varianz V(X). Ebenso ergibt sich der
Erwartungswert E(X) durch das Produkt von n und p.

Bemerkung: Wenn (n + 1) - p ganzzahlig ist (z. B. n=9, p = 0,4; n = 3,6), nimmt die Verteilung an
den beiden benachbarten Stellen (n +1) -p-1=p+p-1(=3)und (n+1)-p=p+ p (=4) sein
Maximum (= 0,2508) an. Bei nicht ganzzahligem (n + 1) - p (z. B. n =10, p = 0,4, p = 4) liegt das
einzige Maximum beim grofsten Wert fuir k unterhalb von (n + 1) - p = u + p = 4,4 (also bei 4).
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4.7 Losungen

4.4 Sigma-Regeln

Ubungsaufgaben

a)

n~16,67, V(X)~13,89>9,0~3,73. Es gilt p - 20~ 9,21 und p + 20~ 24,12. Im Intervall [10, 24] liegen
mindestens 95,4 % der moglichen Ausgénge, da P(10 < X <24) = 0,957. Daher wiirden 10 Einser nicht
auf eine signifikante Abweichung hindeuten, wahrend 25 Treffer bei 100 Versuchen auf eine andere
Trefferwahrscheinlichkeit hindeuten. Es gilt: p - 2,580 ~ 7,04 und p + 2,580 ~ 26,29. Daher liegt eine
Trefferzahl mit einer Wahrscheinlichkeit von 99 % im Intervall [8; 26].

b)

Sei X die Anzahl der Gewinnlose in einer Stichprobe von n = 60. Der Erwartungswert von X betragt
p = 20. Die Standardabweichung o betrdgt ungefdhr 3,65 > 3. Die 20-Umgebung lautet 12,7 < X <
27,3. 95,5 % aller Ausgénge liegen in dieser Umgebung, 4,5 % aufierhalb. Das beobachtete Tester-
gebnis liegt linksseitig von der 20-Umgebung. Die Wahrscheinlichkeit dafiir betrdgt nur ca. 2,25 %
wegen der nahezu vorliegenden Symmetrie des Histogramms einer Binomialverteilung fiir grofse n.
Beurteilung: Die Wahrscheinlich ist die Werbung falsch. Der Anteil der Gewinnlose ist vermutlich
deutlich geringer als ein Drittel.

<)

Man berechnet zunichst p = 50 und o = 5 > 3. Die Grenzen fiir das 95 %-Sicherheitsintervall lauten
dann p - 1,960 = 40,2 < X < 59,8 = p + 1,960. Zum Herausfinden der richtigen Grenzen (die Sigma-
Regeln geben nur gerundete Werte an und gelten umso besser je hoher n ist) muss man nun ver-
schiedene Moglichkeiten betrachten: P(41 < X < 59) ~ 94,3 % liefert einen zu kleinen Wert. Das Inter-
vall [40; 60] liefert wegen P(40 < X < 60) ~ 96,48 % eine fast 96,5 %-Vorhersagewahrscheinlichkeit, die
mindestens 95 % betrédgt (nach aufsen abrunden).

d)
X zdhlt die Anzahl der gelesenen Exemplare. Man nimmt an, dass X binomialverteilt ist mit n = 5000,
p =0,2, n =1000 und o~ 28,28. P(X < 980) =~ 24,6 %, P(X = 1100) = 0,025 %. Mit ca. 95,4 %-iger Wahr-

scheinlichkeit liegt die Anzahl der ungelesenen Exemplare im Intervall p - 20~ 943,44 < X < 1056,56
~ p + 20. Das Intervall [944; 1056] liefert die gesuchte Losung.
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4.5 Testen von Hypothesen mittels Binomialverteilung

Aufgabe 1

b)

Es handelt sich um ein Bernoulli-Experiment unter der Annahme, dass alle Testdurchgénge vonei-

nander unabhéngig sind mit jeweils gleicher Trefferwahrscheinlichkeit. Es darf also kein Lerneffekt
vorliegen (z. B. durch Ergebnisriickmeldung).

<)

Die Variablen lauten: n =40 und p = 0,5 (da man zunichst davon ausgehen muss, dass geraten wird).
Fiir den Erwartungswert gilt p=40-0,5=20 und die Standardabweichungo =,/n-p-q=

Ji-q=+/20-0,5 = V10 ~ 3,16.Die Varianz betrigt 10.

Aufgabe 2

a)

P(X>23)=1-P(X<22) = 21,48%

P(X>27)=1-P(X < 22) = 1,924%

P(X >30) = 1- P(X < 22) ~ 0,001%

b)

Raten kann aufgrund des relativ geringen Stichprobenumfangs nicht ausgeschlossen werden.
¢) und d)

Annahmebereich: k< 25; Verwerfungsbereich: k > 26

k 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

P(x=k) | 0,119 | 0,103 | 0,081 | 0,057 | 0,037 | 0,021 | 0,011 | 0,005 | 0,002 | 0,001 | 0,000
k) 10,682 | 0,785 | 0,866 | 0,923 |0,960 | 0,981 |0,992 |0,997 |0,999 | 0,999 | 0,999
k)| 0437 | 0,318 |0,215 | 0,134 | 0,077 | 0,040 | 0,019 | 0,008 | 0,003 | 0,001 | 0,000

Alternativ konnen die Sigmaregeln verwendet werden, da ¢ > 3: k=20 + 1,64-3,1622 ~ 25,18. Run-
den: Es werden sinnvollerweise nur natiirliche Zahlen als Werte betrachtet, so dass wir im rechts-
seitigen Fall nach oben aufrunden (im linkseitigen Fall wiirde nach unten abgerundet): Der Verwer-
fungsbereich liegt bei k > 26.

Entscheidungsregel: Bestimmt die Versuchsperson nun 26 oder mehr Farben der Gummibédrchen
richtig, so wird Ho verworfen und die Alternativhypothese ,Die Person ist besser als Raten” ange-
nommen (jeweils auf einem Signifikanzniveau von 5%). Anderenfalls wird davon ausgegangen,
dass die Person nur geraten hat.
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A Kumulierte Wahrscheinlichkeit 4 Singulére Wahrscheinlichkeit
k) P(X = k)

0,5

0,4

P(X >
LI 4
0,45
h\
\

0,35
0,3 \
0,25 \
0,2 \
0,15 \

0,1
0,05 |
- o

&
0 T T ] T Y v v v v

Verwerfung

»
»
gl »

T T T
20 21 22 22 24 25 2.6 27 28 29 30 31 32 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

) Trefferanzahl X = k Trefferanzahl X = k
e

Aussage Wahr | Falsch | Begriindung

1. Esist eindeutig bewiesen, dass die D . Man kennt die tatsdchliche Treffer-

Nullhypothese falsch ist. wahrscheinlichkeit nicht.

2. Die Wahrscheinlichkeit des Zutref-
fens der Nullhypothese ist gefun-
den worden.

3. Es ist eindeutig bewiesen, mit der ]

Man kennt die tatsdchliche Treffer-
wahrscheinlichkeit nicht.

Man kennt die tatsdchliche Treffer-

die Alternativhypothese wahr ist. wahrscheinlichkeit nicht.

4. Man kann nun die Wahrscheinlich-
keit ableiten, dass die Alterna-
tivhypothese richtig ist.

5. Man geht nun davon aus, dass die

Man kennt die tatsdchliche Treffer-
wahrscheinlichkeit nicht.

Nullhypothese falsch ist, ist sich Die Verwerfung der Nullhypothese
aber bewusst, dass man bei diesem bedeutet noch nicht, dass sie falsch
Verfahren eine wahre Nullhypo- . D ist, sondern nur, dass sie zu 5%
these mit einer Wahrscheinlichkeit falschlich verworfen wurde, falls sie
von maximal 5% filschlich ver- wabhr ist.
wirft.

Aussage Wahr | Falsch | Begriindung

6. Es ist eindeutig bewiesen, dass die D . Man kennt die tatsdchliche Treffer-

Nullhypothese richtig ist wahrscheinlichkeit nicht.

7. Man kann nun die Wahrscheinlich-
keit ableiten, dass die Nullhypo-
these richtig ist.

8. Es ist eindeutig bewiesen, dass die
Alternativhypothese falsch ist.

9. Die Wahrscheinlichkeit des Zutref-
fens der Alternativhypothese ist
gefunden worden.

10. Man geht nun davon aus, dass die
Nullhypothese richtig ist, ist sich
aber bewusst, dass man bei diesem
Verfahren in dem Fall, in dem die D
Nullhypothese falsch ist, diese mit
einer Wahrscheinlichkeit von 5%
dennoch filschlich annimmt

Man kennt die tatsdchliche Treffer-
wahrscheinlichkeit nicht.

Man kennt die tatsdchliche Treffer-
wahrscheinlichkeit nicht.

Man kennt die tatsdchliche Treffer-
wahrscheinlichkeit nicht.

O o Od
H B B

Der zweite Teil der Aussage ist
falsch, da man die tatsidchliche Tref-
. ferwahrscheinlichkeit nicht kennt

und damit auch nicht die Wahr-
scheinlichkeit eine falsche Nullhypo-
these filschlich anzunehmen.

f)

233



4.7 Losungen

Stichprobenumfang n | Kleinstes b mit P,(X < b) > 0,95 | Fehler 1.Art: P,(X > b)
10 8 Po(X > 9) ~ 0,0107

20 14 P,o(X > 15) ~ 0,0207
40 25 P,o(X > 26) ~ 0,0403
50 31 Pso(X > 32) ~ 0,0325
100 58 Pioo(X = 59) = 0,0443

Bei groflerem Stichprobenumfang nimmt der Annahmebereich bei gleichem p zu. Die Irrtumswahr-
scheinlichkeit liegt stets unter 5%.

8)

Stichprobenumfangn | b Prneu Fehler 2. Art: P, (X <bh)
0,60 87,44 %

20 14 0,70 58,36%
0,80 19,58%
0,60 68,26 %

40 25 0,70 19,26%
0,80 0,79%
0,60 37,75%

100 58 0,70 0,72%
0,80 0,00004 %

Durch einen hoheren Stichprobenumfang kann man die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler der 2.
Art verringern.

h)

Wenn man den Annahmebereich von Hy vergrofiert, um den Fehler der 1. Art zu verkleinern, wird
die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler der 2. Art vergrofiert. Wenn man dann zusitzlich noch den
Stichprobenumfang erhoht, kann man gleichzeitig die Wahrscheinlichkeiten fiir den Fehler der 1.
und 2. Art verringern. Fiir eine wahre Fahigkeit, Gummibarchen an der Farbe zu erkennen, die nur
leicht {iber der Ratewahrscheinlichkeit von 0,5 liegt, ist also der Fehler zweiter Art sehr hoch.

i)

n=40,p=05 o =20% a=10% a=5% a=1%

Annahmebereich Kleinstes k mit | Kleinstes k mit | Kleinstes k mit | Kleinstes k mit

(Mit umulierter P(X<k)=2080 |P(X<k)=090 |P(X<k)=095 |P (X<k) =099

Wahrscheinlichkeit) ist 23, also: ist 24, also: ist 25, also: ist 27, also:
k<23 k<24 k<25 k<27

Mit Sigmaregeln
(schlechte Naherun- | k=20+0,84-3,16 | k=20+1,28-3,16 | k=20+1,64-3,16 | k=20+2,33-3,16

gen, dao = 3,16 nur | ~ 22,65 ~ 24,04 ~25,18 ~ 27,36
knapp tiber 3 liegt)
Verwerfungsbereich | k>24 k >25 k >26 k > 28
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Aufgabe 3

a)

Es handelt sich um ein Bernoulli-Experiment. Da angenommen wird, dass alle Testdurchgange von-
einander unabhéngig sind mit jeweils gleicher Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,65 (Lose werden im-
mer wieder aufgefiillt). Der Stichprobenumfang betragt n = 80 und das Signifikanzniveau an jeder
Seite 0,5%.

b)

Die Nullhypothese lautet Ho: p = 0,65. Wir nehmen also bei einem Signifikanzniveau von 1% an,
dass 65% der Lose Nieten sind.

<)

Die Gegenhypothese Hj ist keine Festlegung auf einen bestimmten Anteil der Nieten. Sie wird nur
angenommen, wenn das Ergebnis der Stichprobe mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% darauf
schliefsen ldsst, dass die Nullhypothese nicht zutrifft. Also: Ha: p # 0,65 bei einem Signifikanzniveau
von1%.

d)

(1) X: Anzahl der Nieten; Stichprobenumfang n = 80; Nietenwahrscheinlichkeit p = 65%; Erwar-
tungswert p = 0,65 - 80 = 52; Standardabweichung o0 = \/n-p-q = \/80 0,65+ 0,35 = 4,27; Signifi-
kanzniveau a = 1%.

2 L[ 39 40 41 42 3 [..] e2 63 64 65
P(x=Kk) | ... | 0,0011 | 0,0020 [ 0,0037 | 0,064 | 0,0104 | ... | 0,0056 | 0,0029 | 0,0015 | 0,0007
P(X<k)| ... | 0,0021 | 0,0041 | 0,0078 | 0,0142 | 0,0247 | ... | 0,9945 | 0,9974 | 0,9989 | 0,999
P(X2K)| ... | 0,9990 | 0,9979 | 0,9959 | 0,9922 | 0,9858 | ... | 0,0111 | 0,0055 | 0,0026 | 0,0004

(1) Kleinste Zahl a, bei der 0,005 tiberschritten wird: a = 41.
(2) Kleinste Zahl b, bei der 0,995 tiberschritten wird: b = 63.

(3) Annahmebereich: 41 < k < 63; Verwerfungsbereich: k <40 und k > 63; Entscheidungsregel: Das
bedeutet, dass fiir den Fall, dass der Mathematik-LK zwischen 41 und 63 Nieten nachgewiesen hat,
die Annahme, dass der tatsdchliche Anteil der Nieten 65% betrédgt, akzeptiert wird. In allen anderen
Fallen geht der Mathe-LK davon aus, dass der tatsdchliche Anteil der Nieten nicht 65% betragt.

f)

Bei einem Signifikanzniveau von 10% wire der Annahmebereich (mit a;= [45;59], wie entsprechend
nachzurechnen ist) deutlich kleiner. Das bedeutet, dass die Irrtumswahrscheinlichkeit entsprechend
grofier wire. Dem Hersteller gegentiiber konnen die Schiiler des Mathe-LKs bei einem Ergebnis im
Verwerfungsbereich auf dem Signifikanzniveau von 1% entsprechend sicherer sein konnen, dass
der Hersteller einen Produktionsfehler gemacht hat, als bei einem Signifikanzniveau von 10%. Al-
lerdings fallt dieser auch erst ,spater” auf, d. h., dass bei einer tatsdchlichen Wahrscheinlichkeit von
p # 0,65 lianger die Nullhypothese noch (filschlicherweise) akzeptiert wird, der Produktionsfehler
also ,weniger wahrscheinlich entdeckt” wird.
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g

Dieses Vorgehen ist nicht sinnvoll, sofern der Ansatz gewahlt wird, dass neutral aufgrund einer
vorher aufgestellten Hypothese deren Giiltigkeit tiberpriift wird. Der Test ist nur nachvollziehbar
konzipiert, wenn das Signifikanzniveau vorher angegeben wird. Zudem sagt der Test ja auch nicht
aus, ob eine Hypothese wahr ist oder falsch, sondern fiihrt zu einer Entscheidung fiir oder gegen
die Nullhypothese. Wird das Signifikanzniveau im Nachhinein festgelegt, so kann genau diese Ent-
scheidung im Sinne des Testers beeinflusst werden. Bemerkung: Allerdings ist es sinnvoll, wenn der
Mathe-LK anhand moglicher Signifikanzniveaus die Bedeutung und die Abhéngigkeit der Fehler
erster und zweiter Art verdeutlichen und erkennen méochte ©.

h)

(1) Der Fehler erster Art gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass Ho fdlschlicherweise verworfen
wird, d. h., dass weniger als 41 oder mehr als 63 Nieten gezogen werden, obwohl tatsdchlich 65%
Nieten enthalten sind.

Qa=PX<40)+P(X=>64)=P(X<40)+1-P(X<63)=0,0041+0,0026 = 0,0067 = 0,67%
Anschaulich ist der Fehler erster Art die Summe der beiden rot markierten Werte in der obigen
Tabelle.

i)

(1) Der Fehler zweiter Art kann nicht bestimmt werden, da in dieser Aufgabe die , echte”, also die
tatsdchliche Wahrscheinlichkeit unbekannt ist. Im Zusammenhang gibt der Fehler zweiter Art die
Wahrscheinlichkeit an, mit der von einem 65 %-Nietenanteil ausgegangen wird, obwohl tatsachlich
mehr oder weniger Nieten enthalten sind.

(2) Um den Fehler zweiter Art zu berechnen, betrachtet man den Annahmebereich der Nullhypo-
these unter der Voraussetzung, dass die Alternativhypothese gilt. Der Fehler zweiter Art ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Testergebnis in den Annahmebereich der Nullhypothese fillt,
obwohl die Alternativhypothese gilt.

(3) Auf der ,rechten Seite” heifst das, dass der Fehler zweiter Art die Wahrscheinlichkeit dafiir ist,
dass unter der Annahme, dass p = 0,7 gilt, das Ergebnis im Intervall a = [41;63] liegt. Das berechnet
sich mit Hilfe der kumulierten Binomialverteilung: P, ;,(41 < X < 63) = 0,9697.

n=80 k=63 K
3 ‘-

10 15 50 55 60 65

p2=07 K
L 2

40 45 50 55 50 65
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(4) Der Fehler zweiter Art wird deutlich geringer, da deutlich weniger Ergebnisse im Annahmebe-
reich von Hp liegen.

10 45 50 55 60 65 70

10 45 50 55 &0 65 70

j)

(1)o=/n-p-q=+/80-0,65- 0,35 ~ 4,27
(2) a =2,58 (da das Signifikanzniveau 1% gewahlt wurde).
(B)a=[p-2580; p+2580] =[52-2,584,27; 52 + 2,58 4,27] = [40,98; 63,01] ~ [41; 63].

Exkurs zur Rundung beim Rechnen mit Sigmaregeln: Im Annahmebereich liegen mindestens 95%
der Ergebnisse, im Verwerfungsbereich maximal 5% der Ergebnisse. Damit dies mit Sicherheit noch
gilt (insbesondere bei kleinen o-Werten kann es sonst dazu kommen, dass nicht mehr 95% der Er-
gebnisse im Annahmebereich liegen), muss der Annahmebereich rundungstechnisch , vergrofiert”
werden, damit im Zweifelsfall noch mehr Ergebnisse im Annahmebereich liegen. Das bedeutet hier
dann a= [40;64], um sicher zu sein.6! Allerdings kann die Rundungsfrage differenzierter betrachtet
werden: Es gibt theoretisch vier Rundungsmoglichkeiten. Von jedem dieser Intervalle kann man
P(A) berechnen:

a1 = [40;63], P(40 < X < 63) = 0,995372
a> = [41;63], P(41 < X < 63) = 0,993327
as = [40;64], P(40 < X < 64) = 0,996825
as = [41;64], P(41 < X < 64) = 0,99478

Es ist nun derjenige Annahmebereich zu wéhlen, der den geringsten Abstand zu 0,99 hat. In diesem
Fall ist die beste Rundung somit a, = [41;63]. Dies muss nicht immer dem Annahmebereich entspre-
chen, der sich durch ,nach auflen runden” (hier: a3 = [40;64]) oder durch mathematische Rundungs-
regeln (die ohnehin hier nicht sinnvoll anzuwenden sind) ergibt. Die Auswahl des Annahmebe-
reichs hat dann auch Auswirkungen auf die Fehler erster und zweiter Art.

81 In den Abitur-Modelllésungen wird das nicht differenzierter betrachtet. Mit Hilfe des GTR ist dies aber ohne groRe-
ren Aufwand méglich.
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Aufgabe 4
a) und b)

Testarchitektur, Binomialverteilungen: X = Anzahl der Verspdtungen; n = 100; p = 0,40; Signifi-
kanzniveau a = 5%. Daher gilt: y =n-p =40; 6 = /n-p-q =+100-0,40 - 0,60 =~ 4,90.

Hypothesenbildung: Es sei X die Anzahl der Verspatungen. Die Biirgerinitiative ist tiberzeugt von
der Richtigkeit ihrer Behauptung und wird sich nur vom Gegenteil tiberzeugen lassen, wenn sehr
kleine Werte von X auftreten. Daher testet sie nicht das Gegenteil ihrer Behauptung. Es geht also um
einen linksseitigen Test. Die Nullhypothese Hy ist p 2 0,4 (man konnte auch p = 0,4 wahlen, da bei
Werten tiber 40 % die Nullhypothese ebenfalls erfiillt wére). Die Alternativhypothese Haist p < 0,4
(Das Eintreten wire aus der Sicht der Bahn positiv).

k ... 129 30 31 32 33 34 35 36 37
P(X<k) |.. [0,0148 0,0248 | 0,0398 | 0,0615 | 0,0913 | 0,1303 | 0,1795 | 0,2386 | 0,3068 | ...
d)

Signifikanz und Relevanz, Annahme und Verwerfungsbereich: Beim Ablesen der Tabelle wird
P(X < k) das erste Mal fiir k = 32 grofier als 5%. Der Annahmebereich ist somit A = [32;100] und der
Verwerfungsbereich V = [0;32]. Entscheidungsregel: Im Anwendungszusammenhang bedeutet
das, dass ab 32 Verspatungen mit einer Wahrscheinlichkeit von tiber 95% davon auszugehen ist,
dass die tatsdchliche Verspdtungsquote (mindestens) 40% betragt, da mehr als 95% der moglichen
Ergebnisse in diesem Intervall liegen. Bei 32 Verspatungen oder mehr wird also die Nullhypothese
angenommen, bei weniger als 32 Verspatungen wird sie verworfen.

e)

Fehler 1. Art beim Testen: Der Fehler erster Art betrdagt « = P(X < 31) = 3,98% (siehe Tabelle
oben). Das bedeutet, dass mit 4% Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese (die Bahn hat mindestens
40% Verspatungen) abgelehnt wird und falschlicherweise (wenn die Verspatungsquote mindestens
40 % betragt) von einem geringeren Anteil an Verspatungen ausgegangen wird.

f)

Der Fehler zweiter Art (unter der Annahme, dass die tatsdchliche Verspatungswahrscheinlichkeit
30% betrédgt) betrdgt f = Py3(32 < X <100) =1 — Py3(X < 31) = 36,67%. Das bedeutet, dass der
Ausgang der Stichprobe im Annahmebereich liegt, obwohl die tatsdchliche Wahrscheinlichkeit fiir
Verspdtungen geringer ist. Aus Sicht der Buirgerbewegung ist der recht grofie Fehler zweiter Art
nattirlich unproblematisch, da die These nachgewiesen werden soll, dass die Verspdtungsquote
(mindestens) 40% betragt. Das wiirde der VRR anders bewerten, da das Ergebnis der Untersuchung
in eben mehr als einem Drittel der Untersuchungsergebnisse schlechter ausfallen wiirde als das An-
gebot der Bahn eben ist.

g

Sigma-Regeln:p=n-p=40; 0 = \/n “p-q=+100-0,40- 0,60 = 4,90; a =1,64 (da das Signifikanz-
niveau 5% gewdhlt wurde).
A=[u—164-0;n] = [40—1,64-4,899;100] =[31,96;100] =~ [32;100].
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h)

Der VRR wird den (mit ca. 36 %) aus ihrer Sicht zu hohen Fehler zweiter Art als einen Nachteil sehen.
Ein rechtsseitiger Test kommt zu einem Annahmebereich, der besagt, dass bei einem Untersu-
chungsergebnis zwischen 0 und 48 Verspatungen mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% die Ver-
spatungsquote hochstens 40% betragt.

k 45 46 47 48 49 50 51 52
PX<k) |.. 0,8689 |0,9070 |0,9362 |0,9577 |0,9729 |0,9832 |0,9900 |0,9942
PX2k) |... 0,0638 |0,0423 |0,0271

Beztiglich moglicher Werbeaussagen und Imagefragen ist diese Vorgehensweise natiirlich aus Sicht
der Bahn besser. Hinzu kommt ein fiir sie giinstiger recht grofier Fehler zweiter Art. Denn in ca. 10%
der Falle wird die fiir die Bahn giinstigere Aussage falschlicherweise beibehalten. Die Biirgerbewe-
gung hingegen kann nur ca. 4% Fehler erster Art ,erhoffen”, nachdem die Nullhypothese filschli-
cherweise verworfen wird. Aufserdem ist der Annahmebereich aus Sicht der Biirgerbewegung (die
ja von mindestens 40% ausgeht) sehr grof}, da es einen hohen Uberschneidungsbereich der beiden
Annahmebereiche gibt: A = [32;48]. Solange dies der Fall ist, ist die Deutung des Untersuchungser-
gebnisses stark von der Testarchitektur abhdngig und weniger vom Untersuchungsergebnis. In kei-
nem Fall ldsst sich mit Hilfe der Untersuchung sagen, wie grof3 die tatsdchliche Verspatungsquote
der Bahn ist.

Aufgabe 5: Miinzwurf

a) Beijedem Wurf der beiden Miinzen wird als Treffer das Ergebnis , beide Miinzen zeigen Zahl"
betrachtet. Die einzelnen Wiirfe sind unabhingig voneinander. Somit ist es eine Bernoulli-Kette.
Die Léange ist n = 50 und die Trefferwahrscheinlichkeit ist p = 0,25.

b) P(X=12)=12,94%; P(X < 12) =51,10%;
0 P(X>12)=1-P(X < 11) = 61,84%; P(15 < X < 30) = 25,19%
d) 0=>50 -0,25=12,5. Wenn man die Bernoulli-Kette sehr oft durchfiihrt, sind im Durchschnitt auf

lange Sicht 12,5 Treffer zu erwarten.
e) o0=23,0619
f) Das 20-Intervall: [7;18].

Aufgabe 6: Kirschkerne

a) n=100,p=0,02,P(X=>1) = 86,74%

b) p=2

c¢) p=0,015 k=0, ngesucht. Er darf hochstens 11 Kirschen nehmen.

d) n=120, k =0, p gesucht. Die Wahrscheinlichkeit darf hochstens 0,2229% betragen.

Aufgabe 7: Brot auf die Marmeladenseite

a) Ho:p=0,5 Ha: p #0,5; X ist binomialverteilt mit Parametern n = 25 und p = 0,5.

b) Annahmebereich [8;17], d.h. wenn das Brot zwischen 8-und 17-mal auf die Marmeladenseite
tallt, behalt Katja die Nullhypothese bei.

c) P(X<8)+P(X>17)=0,0433

d) Poz(8<X<17)=0,4881

239



4.7 Losungen

Aufgabe 8: Umfrage zur Stadthalle

a) Linksseitiger Test. Die Nullhypothese, dass 75 % fiir den Bau sind, soll verworfen werden,
wenn es in der Umfrage nur wenig Beftirworter gibt.

Ho: p = 0,75; Ha: p < 0,75; Annahmebereich: [68; 100]

b) Bei hochstens 67 Beftirwortern kann die Redaktion die Schlagzeile drucken.

c) P(X<67) = 0,0446

d) Pos(X=68) =0,0615
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4.6 Kontrollaufgaben
Aufgaben ohne Zuhilfenahme von Hilfsmitteln

Aufgabe 1

a) Man rechne nach: p(Mathematik) =i(1-6+2-4+3-2+4-2+5-4+6-6) =%=%= 3,5
u(Englisch)=i(1-2+2-4+3-6+4-6+5-4+6-2) =§=%=3,5 . Im Fach Englisch liegen
offenbar mehr Klassenarbeiten in der Néhe des Erwartungswertes. Dort ist die Streuung geringer.
Daher sind (1) und (3) richtig.

b) (1) In diesem Fall miisste wegen der Symmetrie P(X = 0) = P(X=2) =0,5- 0,5 = 0,25 sein.

Qu=0-032+1-036+2:032=1V=(0—-1)2-032+(1—-1)2-0,36 + (2 —1)?-:0,32 = 0,64;
Daher betragt die Standardabweichung o = = VV =4/0,64 = 0,8.

Aufgabe 2
a) X: Anzahl der blauen Kugeln; p =40 %, k<1

P(X <1) = ((3)) 0,49 - 0,603 + (i) 0,41-0,60% = 0,603 + 3-0,4- 0,36

=0,60°+3-0,4-0,36=(0,6+12)-036=0,216+ 0,432 = 0,648

b) P(X = k) = (ﬁ) 0,4%- 0,60* X fiir 0 < k <n = 4.

Aufgabe 3
a) M w
60+ 08-37,5 % =30 % 40 % 70 %
unter 60 7.5 % 22,5 % 30 %
37,5 % 62,5 %

P(W und 60+) = 40 %.

b) Drei Achtel (= 37,5 %) der Reisegruppe sind Manner, fiinf Achtel (62,5 %) sind Frauen. Daher
miissen zwei Achtel der Gesamtgruppe der Personenzahl 10 entsprechen. Insgesamt hat die Reise-
gruppe 40 Personen (25 Frauen und 15 Ménner).

Aufgabe 4

a) Nur (2) ist falsch. Alle anderen Terme sind gleich, da (230) = (?7)) und 0,53 - 0,517 = 0,52° so-
. (20) _20-19-18

wie () =——

b) A gehort zu Ts, B gehort zu Ty, C gehort zu T
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Aufgabe 5

a) Der Erwartungswert von X betrdgt 10 - 0,4 =4 und von Y 10 - 0,6 = 6. Da der Erwartungswert in

der Nidhe der Trefferzahl mit der grofiten Wahrscheinlichkeit liegt, handelt es sich um die Verteilung

von X. Ferner gilt: P(X # 5) =1—-P(X=5) =1-0,20 = 0,80.

b) Px =1 = (10) 0,4%- 0,601k = ([ 1% 0,600k 0,410-1070 = p(y = 10 k)
k/ ™ ' 10—-k/ 7 ' '

Alternativ kann auch argumentiert werden, dass Y die komplementdre Zufallsgrofie zu X ist (Tref-
ferwahrscheinlichkeit von X ist Nichttrefferwahrscheinlichkeit von Y).
Ferner gilt: P(Y = 6) = P(X=4) = 0,25

Aufgabe 6
a)u=100:02=20;0=+p-(1-p)=+v20-0,8=V16=4

9
b)V=n-p-(1—p)<:>9=100-p-(1—p)<:>m=p-(1—p)<:>p2—p+0,09=0

©p=05+.025-0,09=0,5++0,16 = 0,5 + 0,4. Daher gilt p = 0,9 oder p = 0,1 mit den Erwar-
tungswerten p = 90 oder p = 10.

¢) o =,/n-p-(1—p):Jegrofer nist, desto grofier ist die Standardabweichung. Sie gibt die Streu-

ung um den Erwartungswert an. Deshalb ist die Streuung um den jeweiligen Erwartungswert fiir
n = 80 am grofiten und fiir n = 20 am kleinsten.
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Aufgaben mit Zuhilfenahme von Hilfsmitteln

Aufgabe 7

a) Voraussetzungen:

¢ Genaue eine Antwort ist richtig.

e Nur 2 mogliche Ausgénge sind moglich (richtige Antwort = Treffer, falsche Antwort = Niete),
e Alle Aufgaben sind gleich schwer und hédngen nicht voneinander ab.

e Kenntnisstand = Trefferwahrscheinlichkeit p

e Keine Ermiidung

e Zufallsgrofse X: Anzahl der richtig beantworteten Fragen

b) (1) n=20, k=12 (60 % von 20), p=0,7= P(X = 12) = 88,67 %;
(2) Wegen p =20 - 0,7 = 14 ist die kumulierte Wahrscheinlichkeit gesucht: P(9 < X <19) ~ 99,41 %.

c) (1) P(1. bis 8. Frage richtig und 9. sowie 10. Frage falsch) = 0,8% - 0,22 ~ 0,67 %.
@) n=10,k=8,p =08 P(X =8) ~30,20 %.

d) Gegeben: n = 20, k 215, P,_50,,(X = 15) 20,9. Gesucht: (Mindest-)Kenntnisstand p.

Betrachte im Graphen-Menu die Funktion f mit f(x) = P,=;0.x(X = 15) (Eingabe: Y1 = Binomi-
alCd(15, 20, 20, x)) (x: Kenntnisstand) und bringe sie mit der zweiten Funktion g mit g(x) = 0,9 (Ein-
gabe: Y2 = 0.9) zum Schnitt. Man erhalt die Schnittstelle x ~ 0,8341, an der P,—;¢.x(X = 15) = 0,9 gilt.
Fur x 2 0,8341 gilt dann Py=;0.x(X = 15) = 0,9. Damit betrdgt der Kenntnisstand von Bewerber C
mindestens 83,41 %.

e) Gegeben: n = 20, p = 0,9, maximales P. Gesucht: k

Betrachte im Tabellen-Menu die Funktion f mit f(x) = P,—20,p=00(X = x) (Eingabe: Y1 = Binomi-
alPd(x, 20, 0.9))(x: Anzahl der richtigen Fragen) und suche in der Tabelle den k-Wert mit der grofiten
Wahrscheinlichkeit. Fur k = 18 wird P(X = k) maximal, denn es gilt: P(X = 17) = 0,1901 < P(X = 18) =
0,2851 < P(X = 19) =~ 0,2701. Alternativ kann mit den Erwartungswert p = 20 - 0,9 = 18 argumentiert
werden, beim dem aufgrund der Ganzzahligkeit die grofste Wahrscheinlichkeit vorliegt.

f) Gegeben: k=10, p = 0,75, Py;p—0,75(X = k) 2 0,95. Gesucht: Anzahl der Fragen n

Betrachte im Tabellen-Menu die Funktion f mit f(x) = Py, 75(X = 10) (Eingabe: Y1 = Binomi-
alCd(10, x, x, 0.75) (x: Anzahl der Fragen) und schaue, fiir welches x f (hier als Y1) grofSer als 0,95
wird. Bei n = 17 Fragen ist P(X = 10) ~ 0,9597 > 95 %. Also miissten mindestens 17 Fragen gestellt
werden, damit der Proband mindestens 10 Fragen mit einem Kenntnisstand von 75 % richtig beant-
wortet.

g) Betrachte die Vierfelder-Tafel (oder ein Baumdiagramm) mit den fettgedruckten Eintragungen
fur gegebenen Informationen: P(B) = 68 % haben sich insgesamt bewéhrt.

Test bestanden (A) Durchgefallen (A)
Bewerber bewihrt sich (B) 0,8-0,8=0,64 0,04 0,68
Bewerber bewihrt sich nicht (B) 0,16 08-02=0,16 0,32
0,8 =380 % 0,2= 20%

h) Gegeben: n =60, p=0,6, P(X = k) < 0,75. Gesucht: Minimale Anzahl k der richtigen Antworten.
Betrachte im Tabellen-Menu die Funktion f mit f(x) = Py—3¢,p=0,6(X = x) (Eingabe: Y1 = Binomi-
alCd(x, 60, 60, 0.6) (x: Anzahl der richtigen Fragen) und suche in der Tabelle den kleinsten k-Wert
mit P(X>k) <0,75. Fur k = 33 gilt P(X > k) = 0,8221. Fiir k = 34 gilt P(X > k) = 0,7464. Daher ist k = 34
der gesuchte Wert.
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i) Der Erwartungswert p betrdgt 60 - 0,6 = 36. Die Standardabweichung o liegt bei /- (1 —p) =
\V36-0,4 = 1,210 ~ 3,79 > 3. Daher lautet die 20-Umgebung von 36: [28,41; 43,59]. Betrachte nun
die kumulierte Wahrscheinlichkeit P(29 < X <43) ~ 95,3 %. Sollten mehr als 4,7 % der Testergebnisse
mit mehr als 43 oder weniger als 29 richtigen Antworten erfolgen, liegt eine signifikante Abwei-
chung vom Erwartungswert vor und der angenommene Schwierigkeitsgrad wére zu tiberdenken.

Aufgabe 8

a)

(1) G+: ,,Bei der Person liegt eine Glutenunvertréaglichkeit vor.”
G.: ,Bei der Person liegt keine Glutenunvertraglichkeit vor.”
T+: , Das Testergebnis ist positiv.”
T.: ,Das Testergebnis ist negativ.”

1%

) P(A) =P(G, NT,) = 0,01-0,98 = 0,0098 = 0,98%
P(B) = P(T_) = P(G, NT_) + P(G_ N'T_) = 0,01- 0,02 + 0,99 - 0,96 = 0,9506 = 95,06%

P(G4NT4) _ 0,0098 _ 0,0098
P(T,)  1-P(T_)  0,0494

@) Pr,(Gy) = ~ 0,19840 = 19,84%.

b)

(1) Das Modell der binomialverteilten Zufallsgrofse ist hier geeignet, da es sich um eine diskrete
Zufallsgrofie handelt und ein Bernoulli-Prozess mit genau zwei moglichen Ergebnissen (, krank”
und , gesund”) vorliegt. Dariiber hinaus kann man aufgrund der grofien Grundgesamtheit (82 Mil-
lionen) und der kleinen Stichprobe (20 000) von einer anndhernd gleichbleibenden Wahrscheinlich-
keit fiir die Auswahl einer von Glutenunvertraglichkeit betroffenen Person ausgehen.

(2) P(E1) = Pa=20000;p=0,01 (X = 190) =~ 2,25%; P(E;) = Py—20000;p=0,09(X > 19800) ~ 49,05%
P(E3) = Pn=20000;p=0,01(240 S X S 24‘00) =~ 0,31%

(3) X ist binomialverteilt mit n = 20000 und p = 0,01. p = E(X) = n-p = 20000 - 0,01 = 200. Die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit betrdgt: 1 — P(0,9-200 <X <1,1-200) = 0,1450 = 14,50 %.

<)
@

Folgende Fehlentscheidungen konnen auftreten:

e Obwohl hochstens 10 % der hergestellten Teststreifen unbrauchbar sind, entscheidet man sich
aufgrund des Ergebnisses der Kontrolle dafiir, das Herstellungsverfahren zu verbessern. (Fehler
1. Art = a-Fehler)

e Obwohl mehr als 10 % der hergestellten Teststreifen unbrauchbar sind, entscheidet man sich
aufgrund des Ergebnisses der Kontrolle nicht dafiir, das Herstellungsverfahren zu verbessern.
(Fehler 2. Art = B-Fehler)
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(2) Die Zufallsgrofie Y beschreibt die Anzahl der Teststreifen in der Stichprobe, die unbrauchbar
sind. Y ist binomialverteilt mit n = 100 und p = 0,1. Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens 16 un-
brauchbare Teststreifen betragt P(16 <Y <100) ~ 0,0399 = 3,99 %.

(3) Gegeben: Y:,Anzahl der unbrauchbaren Teststreifen” ist binomialverteilt mit n = 200 und Tref-
ferwahrscheinlichkeit p = 0,1 sowie Py—300;p=0,1(Y = k) < 1,33 %. Gesucht: Mindestzahl k

Man definiert im Tabellenmenu (MENU 7) eine Funktion f mit f(k) = Py=200;p=0,1(Y = k) mit der
Trefferzahl k. Es gilt £(30) = P,—200;p=0,1 (Y = 30) = 0,016 > 1,33% und f(31) = Py—390;p=01 (Y = 31) =
0,001 < 1,33%. Daher gilt fiir k 2 31 Py_500;p=0,1 (Y = k) < 1,33 %. Die Verwendung des GTR ist im
Folgenden dokumentiert:

E ] B _Fefadfun]
Tabellenfkt.:V= Tabellenfkt.:Y= Tabelleneinstell Y1=BinomialCD(x, 200, 2
Y1=BinomialCD(x,2000,» ||Y1=4<(x,200,200,0.1)| X X v
Y2: [—1 Y2: [—1 :;(IJ 0.0163
Y4: [—1 Y4: [—1] En 50 22 Z-SE-S
: _ : —_— : «9E-
32: E_§ ¥2: E_§ Step :1 9.5083119476-03
[ Y | r [ Xt ]|Vt | X | [ Y | »r [ Xt Vt]| X | (FORHILA (R I E D1 GPH-COM 6P T

Alternativlosung: Einige Schiiler favorisieren die Listenfunktion der kumulierten Wahrscheinlich-
keiten in MENU 1. Man miisste die Ausgangsfrage umformulieren:

Fiir welche z der binomialverteilten Grofse Y: ,Anzahl der unbrauchbaren Teststreifen” mit p = 0,1
und n =200 gilt P(Y < z) > 98,67 %?

Fir z > 30 ist P(Y < z) > 98,67 %. Damit kann fiir alle k > 31 Folgendes gefolgert werden:
P(Y > k)=1-P(Y<k—1)<1-9867% = 1,33 %.

&l E]
BinomialICD(200,0. 1)] Ans

2¢| 0.9729

30| 0.9836

31| (TN | | = P(X <30)

32/ 0.9946

33l 0.997

0.9904916881

| Bpd { Bed [InvB |

(4) Y ist nun binomialverteilt mit n = 100 und p = 0,18. P(Y < 16) = P(Y < 15) = 26,30%.

d)()X=—-(4-15+9-16+10-17 +48-18+ 1819 +11-20) = 18 mg

0__\/4-(18—15)2+9-(18—16)2+10-(18—17)2+48-(18—18)2+18-(18—19)2+11-(18—20)2

100 =12 mg

(2) Das arithmetische Mittel ist konstant geblieben, d. h., die durchschnittliche Indikatormenge pro
Teststreifen hat sich nicht verdndert. Eine deutliche Verdnderung gibt es bei der Standardabwei-
chung, die von 4,3 mg auf 1,2 mg gesunken ist. Eine geringere Streuung bedeutet, dass die Indika-
tormengen auf den Teststreifen weniger stark von der durchschnittlichen Menge abweichen als vor-
her. Das Produktionsverfahren ist somit praziser und somit qualitativ besser geworden.
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Aufgabe 9

a) Sei X: Anzahl der richtigen Zahlen im , Lotto 6 aus 49”. Es gibt genau (469) unterschiedliche Kom-

binationen (ohne Beachtung der Reihenfolge). Daher gilt P(X = 6) = e

9\
()
Alternativ kann mithilfe der sechs Pfadwahrscheinlichkeiten die Wahrscheinlichkeit fiir sechs Rich-

. 6 5 4 3 2 1 6! 1
tige durch das Produkt —-—-—-—-—+— = ———— = —5berechnet werden.
49 48 47 46 45 44 49484544 (6)

49

6
sind fur das Ereignis E: , Vier Richtige” verwendet man folgende Grundidee: Man denkt sich den

Inhalt der Urne in zwei Gruppen: einmal die 6 Richtigen und zum anderen die 43 Nieten.

b) Insgesamt sind wegen a) ( ) Tipps moglich. Um festzustellen, wie viele dieser Tipps giinstig

e FEin fir E giinstiger Tipp besteht aus 4 Richtigen und 2 Nieten.
e Esgibt (Z) = 15 Moglichkeiten, aus der Gruppe der 6 Richtigen 4 Richtige auszuwahlen.

e Analog gibtes (423) = 903 Moglichkeiten aus der Gruppe von 43 Nieten 2 Nieten auszuwdhlen.
e Dabher gibt es insgesamt (Z) : (423) Moglichkeiten, vier Treffer mit zwei Nieten zu einem fiir E

gunstigen Tipp zu kombinieren.

e Dividiert man diese Zahl durch die Anzahl der moglichen Kombinationen erhilt man die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit:

6\ (43
P(4 Richtige) = % ~0,1% h | g

(¢)

4 aus 6 2 aus 43
) )
Moglichkeiten ~ Moglichkeiten

4
G)-(5)
(<)

_ 15-903 _
= 13083816 ~ 0-001

P(,.4 Richtige”) =

6\ (43) (43
¢) Analog gilt: P(0 Richtige) = % = %) ~ 0,4360
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