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Lektion 1
Exponential- und Logarithmusfunktion
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1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

Lektion 1: Exponential- und Logarithmusfunktion

1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

Die Funktion mit der Gleichung f(x) = c¢-a* (a> 0, a #1 und c € R) wird fiir verschiedene Werte a
und c mithilfe Hilfe des GTR als Graf (MENU 5) und als Tabelle (MENU 7) dargestellt.

Aufgabe 1: Eigenschaften der Exponentialfunktionen

(1) Ermittle die Funktionsgleichungen der Form f(x) = c - a* fiir die folgenden vier Grafen.
18 2 B
v B

3 | B [HathDedfornd 4 B [FathbegFornd
W ¥y

£ 4 = -z 1g| 1 2 8 4 8§

(2) Gib die fehlenden Werte in der nachfolgenden Tabelle an und beschreibe die exponentielle Zu-
nahme (Funktion f) bzw. die exponentielle Abnahme (Funktion g), indem Du Merksitze der
Form ,Wenn der x-Wert sich um k vergrofert (verkleinert), dann ... sich der Funktionswert der
Funktion f mit f(x) = c-a*um ...”.

X -3 -2 -1 0 05 1 2 3
f(x) =4-2%
g(x) = 2-0,5%

(3) Erldutere, wie man am Funktionsterm erkennen kann, ob es sich um eine exponentielle Zu-
nahme bzw. um eine exponentielle Abnahme handelt. Nenne Anwendungsbeispiele fiir expo-
nentielle Zu- und Abnahme.

(4) Erkldre anschaulich am Beispiel der Funktioneny = 2* und y = x2, wie sich exponentielle Zu-
nahme vom Wachstum einer Potenzfunktion unterscheidet. Vielleicht hilft Dir fiir ganzzahlige
und positive x die Aussage: ,,Exponentielles Wachstum ist durch die besondere Eigenschaft ge-
kennzeichnet, dass der letzte Eintrag grofSer ist als die Summe aller vorherigen Eintrage.”

(5) Bestimme die sechs exponentiellen Funk- [& g
tionsgleichungen mit der Darstellung X _v1 e X va ¥ e
f(x) = c-a* (a > 0 und c € R), die zu den - e
sechs Spalten gehoren, welche mit dem ! & o 5 1608.2e4 243

i -1 -1
GTR unter MENU 7 erzeugt worden sind. | ppprpsmamreomisroiesn | | mim mesesm e




1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

(6) Begriinde mithilfe der Potenzgesetze! folgende Gleichheit:
(D)27X=05% (23¥1=2-3% (3)(3)?=9% (43%*2=9.9% (5)25°5% 05 =02.5

(7) Ubertrage mit Beispielen in Dein Heft und erklire, warum a > 0 und a # 1 sein muss.

Merksitze:

(1) Eine Funktion f mit f(x) = c-a* (a >0, a # 1 und c € R) heifit Exponentialfunktion.

(2) Wenn eine Exponentialfunktion einen Wachstumsvorgang beschreibt, handelt es sich fiir ...
a>1 um eine exponentielle Zunahme.

a <1 um eine exponentielle Abnahme.

(3) Der Faktor a heifit Wachstumsfaktor.

(4) Der Faktor c entspricht dem Startwert bei x = 0.

Aufgabe

Gegeben sind 8 Kértchen und 4 Punkte auf dem Grafen einer Exponentialfunktion.

2: Logarithmus und Exponentialgleichungen?

a) Gib die Funktionsgleichung von f an und untersuche mithilfe des GTR, welche beiden Kértchen
zu den Punkten A, B, C bzw. D gehoren.

2% =14 y I
x = log, (%) ' ' 5T f

x = log,(4) 4 /D

2X =1 3 /

/
x = log,(1) 2
2X=\/§ _y C
E_~B 1
= logs(12) RS mH
1 4 3 -2]-10 112 3 4

b) Gib die beiden entsprechenden Gleichungen fiir den Punkt E an und erklire die Bedeutung des
Ausdrucks log,(b).

8 [ [

c) Gib die Losungen der folgenden 8 Exponentialgleichungen als Logarithmus an und ordne sie
ohne GTR der Grofie nach. Gib dabei jeweils den Losungssatz an.

E:15-1,3% = 30 H:0,125 - 0,5% = 0,25 U4+ (;)X =6 Al = (%)X

$:10 - 2%*1 = 50 D: (1) = 103 5:2,5472-2,52 = 99 T:1,95%7% =

8
1

Lar.gS = gf+s. gl:gS = g7~ S: g7 . pf = (a-b); (@")s = a’s;
2 I[deen modifiziert nach Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)



1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen _

Ermittle den Funktionsterm fiir die folgenden 4 Exponentialfunktionen und gib den x-Wert des
Grafenpunktes P als Logarithmus und als Lésung einer Exponentialgleichung an. Uberpriife Deine
Rechnungen mit dem GTR.

Aufgabe 3: Ermitteln von Funktionsterm und x-Wert

\4 a0 \ Yrool LV Feo
4 4 P(x/3,5) 4 4
\ / \
3 3 3
\\ / \\ \
2 2 o 2 2
P(x/1,5) // P(x/2) N\ P(X/1,5)
1 > 1
B L | . | . l\
0 1| 2 [x 0 1 2 |y 2 -1 0] x 0 1 2 [x

a) Der Graf zur Funktion f mit f(x) = 2* wird auf zwei Weisen transformiert. In der linken Abbil-
dung wird der Graf von f um 1 Einheit nach links verschoben. In der rechten Darstellung erfolgt
eine Streckung des Grafen von f von der x-Achse aus um den Faktor 2.

y_Ja [t byl o |

Aufgabe 4: Transformationen von Exponentialfunktionen

A

e et s My

. ¢
=1 =
-1

>
) Kol

3 21 0o 123 3| 2

Zeige rechnerisch, dass in beiden Féllen derselbe Graf entsteht.

b) Gegeben sind die Funktionen f, g und h mit f(x) = 3%, g(x) = 3**? und h(x) = = 3*.

1
3
Begriinde grafisch mit den Funktionsgrafen und rechnerisch mit den \\\ ¢4
Funktionstermen, dass die Grafen von g und h sowohl durch eine Ver- A
schiebung als auch eine Streckung aus dem Grafen von f hervorgehen
konnen. \

V
/[

¢) Ordne die folgenden Funktionsgleichungen den Grafen A bis D in der
Abbildung rechts zu. Begriinde Deine Zuordnungen.

f(x) = 0,5 gx) =0,5%+2 h(x) =051 k(x) =051+1




1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

Auf einer unbewohnten Insel wurden zu Beginn des Jahres 2012 sechs Kaninchen ausgesetzt. Nach
42 Monaten zdhlte man 77 Tiere. Man geht davon aus, dass sich die Population exponentiell
entwickelt.

Aufgabe 5: Kaninchenwachstum3

a) Beschreibe die Entwicklung der Kaninchenpopulation in Abhédngigkeit von der Zeit (in Jahren)
durch eine Exponentialfunktion und skizziere den dazugehorigen Grafen fir 0 <t<5.

b) Ermittle die zu erwartene Anzahl der Tiere am 1.1.2016, 1.2.2018 und 1.10.2022.

c) Ab einer Population von 12000 Kaninchen wird diese zwecks Reduzierung zum Abschuss
freigegeben. Bestimme den Zeitpunkt der ersten Abschussfreigabe.

d) Erldutere, welche Modellannahmen in Aufgabenteilen a) bis c) gemacht werden miissen.

X

Aufgabe 6: Gilt immer - gilt nie - kommt darauf an*
Entscheide begriindend, ob die 4 Aussagen immer, nie oder unter bestimmten Bedingungen gelten.

(1) Eine Exponentialfunktion ist nicht symmetrisch.

(2) Eine Exponetialgleichung besitzt immer genau eine Losung.

(3) Der Graf einer Exponentialfunktion nihert sich immer der x-Achse an.

(4) Ein und derselbe Wachstumsvorgang kann mit unterschiedlichen Wachstumsfunktionen
beschrieben werden.

Infoblock: Was bedeutet Logarithmus und wie rechnet man damit?

Das Wort Logarithmus stammt aus dem Griechischen von légos (,Verstindnis, Lehre,
Verhiltnis”) arithmés (,Zahl”) ab. Der Logarithmus einer Zahl bezeichnet den Exponenten x
(Hochzahl, Verhiltniszahl), mit dem die Basis a potenziert werden muss, um die gegebene Zahl
b zu erhalten. Fasst man diese Definition in Gleichungen, erhélt man:

Unter dem Logarithmus von b zur Basis a (a, b > 0) versteht man die eindeutig bestimmte Losung
der Exponentialgleichung a* = b. Man schreibt x = log,(b). Damit sind Logarithmieren und Po-
tenzieren gegenseitige Umkehroperationen. Zum Beispiel ist log,(0,125) = —3,da 273 = 0,125.

Zur Erinnerung: Der Ausdruck Va (a = 0 und n € N) ist definiert worden als nichtnegative Lo-
sung der Gleichung x" = a. Wahrend beim Logarithmus die Hochzahl gesucht ist, ist bei der Wur-
zel die Basis die gesuchte Zahl.

Beweis der Produktregel:

Die Logarithmusgesetze lauten (a, u, v > 0; r € R): Setze x = log, (1), y = log,(v)
(1) Produktregel: log,(u-v) = log,(u) +log,(v) Dann gilt: a* = u; ¥ = v
(2) Quotientenregel: log,(u:v) = log,(u) —log,(v) Also: log,(u - v)
(3) Potenzregel:log,(u") =r-log,(u) = log,(a* - a¥)

. . . = log,(a**Y)
Erldutere den Beweis zur Produktregel und beweise analog | _ e v = Thoge () 4= Ny )
die Quotienten- und Potenzregel. v e s

3 Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
4 Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)



1.2 Die nattirliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung _

1.2 Die natiirliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

B

Aufgabe 1: Graf zeichnen mit der Eigenschaft f'(x) = f(x)5

Zeichne einen beliebigen Startpunkt mit einem positiven y-Wert in ein Koordinatenystem. Zeichne
nun einen Grafen durch A, dessen Steigung an jeder Stelle x genau dem y-Wert an der Stelle x
entspricht. Untersuche, wie sich der Graph verdndert, wenn der Startpunkt auf oder unterhalb der
x-Achse liegt. Vergleiche die Ergebnisse mit Deinem Nachbarn.

A

Y Yy

\ B

3 2 10 | 1]2 3

2 \L{.\ -1

A B
1
w

Aufgabe 2: Graf von Exponentialfunktionen und deren Ableitungen

Ordne jedem der Funktionsterme f, g, h und k den passenden Grafen A, B, C bzw. D sowie den
Grafen der Ableitungsfunktion I, IL, IIl und IV zu. Begriinde Deine Zuordnungen.

f(x) = 3% g(x) = 5% heo = (1) k(x) = 0,2%

“y “y “y ’ \ A

ot
iy ' N 4

y

(o)}
>
o2}
o)
o

X d - d N X
2 0 2 2 10 2 | 2 0 2 2 |0 2 |
| | | | | | | |
A A A ’ A
y | y y y |
X o II o IIII’i ).(.
5 0 / > ° N / 2 o[ T2
-2 4 4 -
| /
/
- 2 2 4
/ A
6 > =" > v {lg

5 Aufgabe aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)



1.2 Die natiirliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung _

Aufgabe 3: Ableitung der Exponentialfunktionen

Bisher haben wir nur die Ableitungen fiir ganzrationale Funktionen und Potenzfunktionen berech-
nen konnen. Fiir Exponentialfunktionen der Form f(x) = a* ist noch keine Ableitung bekannt. Wir
betrachten zunichst die Funktion f mit f(x) = 2*. Mithilfe des GTR sind Grafen und Wertetabellen

zur Funktion f, " und f? dargestellt. Mit der Trace-Funktion ist dariiber hinaus f"(0) angegeben.

B [Hathbegfornd B El [EXE]:Koordinaten anzeigen
Tabellenfkt.:Y= . 0l v YI=2"(x) Eyf( N
X X
Y1=2 " — 0.5 0.3466 i
Y2EH(2 )|x=x [—1 0 1 0.6031 .

1 2 1.3862 2

2 4 2.7725 4
s . -1 V/d%=0.6931 =
X=o? ¢ @ F 10

a) Beschreibe deine Beobachtungen und begriinde, dass f'(x) = f'(0) - f(x) = 0,6931 - 2X gilt.

b) Zeichne zu f mit f(x) = a* mit dem GTR Grafen von f, und% in ein gemeinsames Koordina-
tensystem und ermittle die Ableitung von f an der Stelle 0. Variiere die Basis a und beschreibe
deine Beobachtungen.

c) Es gibt eine Zahl e, die sogenannte eulersche Zahl, fiir die der Ableitungsgraf mit dem Funkti-
onsgraf f mit f(x) = e* exakt tibereinstimmt. Es gilt dann f'(x) = f(x). Ermittle durch Variation
der Werte von a eine Ndherung fiir dieses Zahl e.

d) Im Folgenden sind Beweisschritte eines Nachweises angegeben, dass fiir eine Exponentialfunk-
tion des Typs f(x) = a* gilt: f'(x) = '(0) - a*. Bringe die folgenden 8 Rechenschritte und Schluss-
folgerungen in die logisch richtige Reihenfolge und begriinde jede einzelne Termumformung
und Schlussfolgerung. Fiille dazu die nachfolgende Tabelle aus.6

Fiir die Ableitung einer Expo-

0+h _ o —
aX- u = axa—a = nentialfunktion von der Form a*-f(0) =f(0)-a*
h h f(x) = a* gilt: f'(x) = £(0) - a*
f(x + h) — f(x) . f(0+h) —£(0) axth — g% a*-(@"-1)
—_—m aAar--——> —_—— _——
h h h-0 h h

Begriindung

Begriindung

Merksatz zur Ableitung einer Exponentialfunktion: Fuir die Ableitung einer Exponentialfunk-
tion vom Typ f(x) = a* (a > 0) gilt fiir die Ableitungsfunktion: f'(x) = f'(0) - a*. Die Ableitungs-
funktion einer Exponentialfunktion ist somit proportional zur Ausgangsfunktion.

¢ Aufgabenidee aus dem Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)



1.2 Die nattirliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

Aufgabe 4: Natiirliche Exponentialfunktion und eulersche Zahl e

Die Zahl e, fur die f'(x) = f(x) = e* gilt, heifst eulersche Zahl (Leonard Euler lebte von 1707 bis
1783). Die Zahl e ist irrational (und transzendent, d. h. ldsst sich nicht als Loésung einer Gleichung
ausdriicken) und betrdgt ungefahr 2,71828. Die dazugehorige Funktion mit der Funktionsglei-
chung f(x) = e* heifdt natiirliche Exponentialfunktion. Insbesondere ist F mit F(x) = e* eine
Stammfunktion von f. Der Graf der natiirlichen Exponentialfunktion verlduft komplett oberhalb
der x-Achse, ist linksgekriimmt, streng monoton wachsend und besitzt keine Null- und Extrem-
stellen. Fiir x — +oo streben die Funktionswerte gegen Unendlich. Fiir x — —oo ndhert sich der Graf

der x-Achse an. i I
AREY
6 ,If(x)=e"
5
[/
f'(1)re

v>

a) Erkldre, warum die natiirliche Exponentialfunktion an der Stelle 0 die Steigung 1 hat.

n
b) Begriinde, warum man mit dem Term (1 + %) fiir n — oo einen Ndherungswert fiir e berechnen

kann. Bringe die folgenden Rechenschritte in die richtige Reihenfolge, erldutere die jeweiligen
Aquivalenzumformungen und bilde abschlieend den Grenzwert fiir h — 0 bzw. n — .7

1\0 1 L

e = (en) en—1 e0+h —e° 1 1 Mith = =
n =1 — =1 en~1+4- n

~ (1 +l) 1 h n erhilt man:
n

(¢}
Sl
|
[y
Q
=N

Begriindung

c) Zeige, dass der Graf der Exponentialfunktion linksgekrtimmt ist, keine Wende-, Extrem- und
Nullstellen besitzt und streng monoton wachsend ist.

7 Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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1.2 Die nattirliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

d) Bestimme den Fldcheninhalt, den der Graf zu f mit f(x) = e* {iber folgenden Intervallen mit
der x-Achse einschliefst: [0; 1]; [—1;0]; [0;In(100)]; [—In(100); 0]; ]—o0; 0]; [0; +oo].8

Merksatz: Es gilt fiir f mit f(x) = e* der Zusammenhang f(x) = f'(x) = F(x) = ex.

Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = 0,75e* + x? — 2x + 1. \ A / ‘
Im Punkt P(1/£(1)) wird eine Tangente angelegt. Die Tan- f y t
gente, der Graf von f sowie die beiden Koordinatenachsen \\ 3 /
schlieSen einen Fldcheninhalt A ein. Dariiber hinaus ist eine \\ /
verschobene Normalparabel p gegeben. Die Gesamtsituation \

ist rechts dargestellt. \\

Aufgabe 5: Berechnung von Ableitung, Tangente und Flicheninhalt

-

N
a) Berechne die Terme fiir f'(x) und £(x) sowie F(x). \

4

b) Bestimme die Gleichung der Tangenten t im Punkt P. 1

c) Zeige, dass der Graf von f linksgekrtimmt ist. N /
d) Ermittle den Fldcheninhalt des Flachenstticks A. Ay

\ Aot

e) Beweise, dass der Graf von f und die Normalparabel p
keine gemeinsamen Punkte besitzen.

Es sind Grafen zu den beiden Funktionen f und g mit den dazuge- i / /
horigen Gleichungen f(x) = —x + e* und g(x) = —x* + e* gegeben. y

Aufgabe 6: Flicheninhalt zwischen zwei Kurven und markante Punkte

(=]

3
a) Berechne die Schnittstellen der Funktionsgrafen zu f und g. | //

N
b) Bestimme rechnerisch den Flicheninhalt, den die beiden Gra- \\ 2 ///
fen zu f und g einschliefien.

c) Ermittle den globalen Tiefpunkt des Grafen von f und zeige,
dass er durchweg linksgekrimmt ist. 7 o

\ e

d) Untersuche den Grafen von g auf sein Kriimmungsverhalten. / | |

S

Aufgabe 7: Transformation der natiirlichen Exponentialfunktion®

a) Skizziere die Grafen zu den Funktionen fy, f,, f3,f, und f5 mit den dazugehorigen Funktions-
gleichungen f; (x) = e%,f,(x) = e* + 1,f3(x) = —€*,f,(x) = e¥"? und f5(x) = e7*.

b) Beschreibe begriindend, wie die Grafen von f,, f3, f, und f5 aus dem Grafen der natiirlichen Ex-
ponentialfunktion hervorgehen.

¢) Begriinde anhand der Ergebnisse aus a) und b), dass f5'(x) = —e™* sein muss.

81n(b) bezeichnet den Logarithmus von b zur Basis e, d. h. In(b) = log.(b) (vgl. Kap. 5)
9 Modifiziert nach Aufgaben aus dem Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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1.3 Natiirlicher Logarithmus Ableitung der Exponentialfunktion

1.3 Natiirlicher Logarithmus — Ableitung der Exponentialfunktion

a) Bestimme zeichnerisch den Schnittpunkt S des Graphen der na- A I
turlichen Exponentialfunktion f mit f(x) = e* und der Geraden g y
mit g(x) = 6. Uberpriife Deine Ablesung durch eine Rechnung. 8 I

Aufgabe 1: Natiirlicher Logarithmus

b) Wenn die Losung der Gleichung e* = b (b > 0) gesucht ist, hilft g
uns der Logarithmus zur Basis e weiter. Denn x = log,(b) ist Lo-
sung genau dieser Gleichung. Hierfiir schreiben wir zukiinftig
kiirzer In(b) und nennen diesen Ausdruck den natiirlichen Lo-

garithmus von b. Ml /

(1) Uberpriife die Ablesung aus a) geeignet mit dem natiirlichen 2 /
Logarithmus.

(2) Begriinde: e"® =b (b > 0) und In(e®) =b (b € R) L

z} 1 0 2 4

(@)}
w

«|
>

(3) Zeige:In(1) =0, In(e) = 1 und In(x) {Z}O fﬁrx{

(4) Weise nach: Jede Exponentialfunktion lisst sich durch f(x) = a* = e!"@* als Exponential-
funktion zur Basis e darstellen.

Definition:

Fiir eine positive reelle Zahl b heifst die Losung x der Exponentialgleichung e* = b der natiirli-
che Logarithmus von b. Man schreibt x = In(b).

Merksitze:

(1) Es gilt: e"®) = p (b > 0) und In(e®) = ¢ (c € R). Die Rechenoperationen e und In(...) he-
ben sich gegenseitig auf, sind also Umkehroperationen zueinander.

(2) Jede Exponentialfunktion lisst sich zur Basis e schreiben durch f(x) = a* = el"@x,

c) Schreibe die Funktionen f, g, und h mit f(x) = 3%, g(x) = (;)X und h(x) = 0,2* zur Basis e.

d) Gib die Losungen mithilfe des natiirlichen Logarithmus an und bestimme dann einen Néhe-
rungswert.10

(1) e* =15 (2)eX=24 B)e** =7 (4)3-e** =16,2
(5)e™* =10 6)et*=1 (7)et*x =5 8)2-e*=5
(9) e2+1 = 10 10)3-e®1=1  (IDi-ert=1 (12) - $-e75x+05 =7

e) Gib die Losungen mithilfe des nattirlichen Logarithmus an. [Hinweis: Substituiere u = e*, 16se
die quadratische Gleichung, bevor du x zurticksubstituierst.]

(1) e**—2-e¥=0 (2) e —2-eX=-1 (3)1—10'62)(—6)(:—% 4 e +e*+1=0

10 Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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1.3 Natiirlicher Logarithmus Ableitung der Exponentialfunktion

Aufgabe 2: Ableitung und Stammfunktion einer beliebigen Exponentialfunktion

In Kapitel 3 haben wir gezeigt, dass fiir eine beliebige Exponential- [g [ExEl:koordinaten anzeigen
funktion f mit f(x) = a* fiir den Term der Ableitung f'(x) = f'(0) - a* 1=
gilt. Wir wollen nun herausfinden, welchen Wert in Abhangigkeit
von a der Proportionalitdtsfaktor f'(0) annimmt. Mithilfe des GTR!
kann die Steigung an der Stelle Null bestimmt werden. Fiir die
Funktion f mit f(x) = 2¥ ist dies in der Abbildung rechts dargestellt. |x=o

a) Uberpriife mit dem GTR die folgenden drei Aussagen fiir die [E Emtaims
beiden Funktionen f und g mit f(x) = 2* und g(x) = 4* (vgl. Ab- F
bildung rechts):12 ]
(1) Der Graf Gt ist an der Stelle 0 halb so steil wie der Graf Gg.

(2) Der Graf Grist an jeder Stelle x, halb so steil wie der Graf Gg. T g de e i L
(3) Grist an der Stelle x, halb so steil wie Gg beix; =2 - x,.

b) Zeichne mit dem GTR verschiedene Grafen von Exponentialfunktionen und notiere in der fol-
genden Tabelle £°(0). Stelle einen funktionalen Zusammenhang zwischen a und {’(0) her.

a e”3 e 2 el = 0,5 2 el =e 3 e? e3

£(0) = 0,6931

=

c) Wir wollen nun zunéchst in zwei Schritten zeigen, dass der Ableitungsterm zur Funktion f mit
f(x) = e** folgendermaflen lautet: f'(x) = k - e**,

(1) Zeige, dass die Funktion f mit f(x) = eX* eine Exponentialfunktion vom Typ f(x) = a* ist und
daher fiir die Ableitung f'(x) = f'(0) - e¥* gilt. [Tipp: Potenzregel]

(2) Weise mithilfe der h-Methode nach, dass f'(0) = k ist und damit mit (1) die Behauptung er-
tullt ist. Bringe dazu begriindend die folgenden Beweisschritte in die richtige Reihenfolge.

0+kh _ A0 e’Tt—e ek(0+h) _ k0

e e -
K— = k- — - - - k-1=f(0)
R t h-0
k-h t=k'h-0 h
_ o+kh _ 0 Fiir die Ableitung einer Expo- o+kh _ .0
w = 1_< . € € — nentialfunktion von der Form € € —
h k h f(x) = ek gilt: £(x) = k- ek h

Begriindung

Begriindung

11 Stelle im SET UP Derivative auf ON.
12 Jdee aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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1.3 Natiirlicher Logarithmus Ableitung der Exponentialfunktion

Merksatz: Fiir die Ableitung einer Exponentialfunktion mit f(x) = ekx gilt: f'(x) = k- e’ (k € R).

d) Sei f nun eine beliebige Exponentialfunktion mit f(x) = a*. Beweise, dass fiir den Ableitungs-
term einer beliebigen Exponentialfunktion f'(x) = In(a) - a* gilt. [Tipp: Schreibe f zur Basis e und
wende den obigen Merksatz an.]

Merksatz: Fiir die Ableitung einer Exponentialfunktion mit f(x) = a* gilt: f'(x) = In(a) - a*.

e) Begriinde:
(1) Die Stammfunktion einer Exponentialfunktion des Typs f(x) = a* lautet: F(x) = lnta) -aX.
(2) Die Stammfunktion einer Exponentialfunktion des Typs f(x) = e¥* lautet: F(x) = % - ek,

Merksatz: Fiir die Stammfunktionen der Funktionen f mit f(x) = a* und g mit g(x) = ekx gilt:
-1 . =1 ekx
F(x) = sy a*und G(x) = e

f) Schreibe die Funktionsterme - falls notwendig - zunichst zur Basis e, berechne die ersten bei-
den Ableitungen und die Stammfunktion sowie die Gleichung der Tangente im Punkt P.

(1) f(x) = 3% P(1/3) @£ = (2) ,P(-1/4)
(3) f(x) = x* — 2%, P(2/1(2)) (4) f(x) = e72* 4+ 47, P(0/£(0))
Aufgabe 3: Transformationen der natiirlichen Exponentialfunktion
a) In der Abbildung rechts sind der Graf der natiirlichen Expo- A |
nentialfunktion f mit f(x) = e¥ und der Graf einer Exponenti- ' Y- e / ex
alfunktion g mit g(x) = e** angegeben. 44
a) Erldutere mithilfe der Darstellung, warum an der Stelle 0 /
die Steigung des Grafen zu g doppelt so grofs ist wie die 3 /
des Grafens von f an der Stelle 0. /
b) Begriinde mit (1) und unter Zuhilfenahme des Merksatzes 27 y/
fur beliebige Exponentialfunktionen aus Kapitel 3, dass
g'(x) = 2-e*gilt.
b) Durch Transformation kann aus dem Graphen der natiirlichen ——] et X;

Exponentialfunktion ein Graf einer Exponentialfunktion der -1 0] 1 2
Form f_; (x) = c- e¥* (¢, k € R*?) erzeugt werden. ‘ ‘ ‘

(1) Erldutere, welche Transformationen durch die beiden Parameter c und k erzeugt werden.

(2) Beschreibe den Grafenverlauf (Verhalten im Unendlichen, Monotonie, Schnittpunkte mit
den Achsen, Krimmungsverhalten) fiir verschiedene Werte von c und k und zeichne mit
dem GTR entsprechende Beispielgrafen.

(3) Gib erste und zweite Ableitung und Stammfunktion von f. j an.

(4) Weise die Beschreibungen aus (2) in Bezug auf Monotonie und Kriimmungsverhalten rech-
nerisch nach.
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1.3 Natuirlicher Logarithmus Ableitung der Exponentialfunktion

Gegeben seien die Funktion f mit f(x) = 2* und g mit g(x) = —2x + 4.

Aufgabe 4: Skizzieren von Grafen, Flichenberechnung und Tangente

a) Skizziere die Grafen in ein Koordinatensystem.
b) Weise nach, dass S5(1/2) der einzige Schnittpunkt der beiden Grafen ist.

c) Bestimme mithilfe der Stammfunktionen zu f und g den Inhalt der Fldche, den die Grafen von f
und g und die y-Achse einschliefsen.

d) Bestimme die Gleichung der Tangenten an den Grafen von f im Punkt S.

e) Gesucht ist der Graf einer Exponentialfunktion der Form f(x) = e¥* (k € R*?), der eine zu g pa-
rallele Gerade als Tangente besitzt. Ermittle einen Losungsansatz fiir die Bestimmung der ge-
suchten Exponentialfunktion und begriinde, warum k < 0 sein muss.

B

Aufgabe 5: Flicheninhalt zwischen zwei Kurven und markante Punkte

Es sind Grafen zu den beiden Funktionen f und g mit i
den dazugehorigen Gleichungen f(x) = —x+2*—-0,5 y
und g(x) = 2+ 27— 1,5 gegeben. Die Grafen sind \ ! 1,257
rechts dargestellt. ™

a) Zeige rechnerisch, dass -1 und 0 Schnittstellen der N
Funktionsgrafen zu f und g sind.

//
/

b) Bestimme rechnerisch den Fldcheninhalt, den die ~
beiden Grafen zu f und g einschliefSen (vgl. Abb.). Uy

|
c) Untersuche die Grafen von f und g auf lokale und 0 |25
globale Extremstellen. '

\ Aol

d) Untersuche beide Grafen auf ihr Krimmungsver- 1 1-0,75] 0,5 -0,25] 0 0,25

halten. ‘

Entscheide begriindend, ob die 6 Aussagen immer, nie oder unter bestimmten Bedingungen gelten.

Aufgabe 6: Gilt immer - gilt nie - kommt darauf an

(1) Die Grafen von f mit f(x) = e¥*(k € R*®) haben weder Hoch- noch Tiefpunkte.

(2) Die Grafen von f mit f(x) = e¥* (k € R*®) haben mit der Geraden y = a genau 1 Schnittpunkt.
(3) Die Ableitung von f mit f(x) = eX* (k € R*?) ist an der Stelle x = 0 positiv.

(4) Die Grafen von f und g mit f(x) = e” @ und g(x) = a* sind fiir a > 0 symmetrisch zueinander.
(5) Der Ableitungsgraf von f mit f(x) = a* verlduft fiir a > 0 immer oberhalb der x-Achse.

(6) Die Exponentialgleichung c - e¥* — 1 = 0 (c, k € R*?) besitzt genau eine Losung.
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1.4 Nattirliche Logarithmusfunktion
1.4 Natiirliche Logarithmusfunktion

Im Folgenden sind 5 Aussagen und 8 Funktionen angegeben. Ermittle passende Begriindungen ftir
die Aussagen und ermittle fehlende Funktionspartner.

Aufgabe 1: Funktionspartner!3

(1) Der Funktionspartner vony = x? isty = vx.

(2) Der Funktionspartner vony = x3 isty = x.

(3) Fur f(x) = x + 3 ist keine Partnerfunktion genannt.
(4) Der Funktionspartner vony = 3x lautety = :x.

®)

5) Die Funktiony = ihat sich selbst als Partnerfunktion.

y =X y=§x y =X y =3x y=x+3 | y=3% | y=x° y=3

In der folgenden Abbildung siehst du den Grafen der nattirlichen Exponentialfunktion f mit der
Gleichung f(x) = e*, der an der ersten Winkelhalbierenden y = x gespiegelt wurde. In dieser Auf-
gabe soll gezeigt werden, dass der gespiegelte Graf den Grafen der natiirlichen Logarithmusfunk-

Aufgabe 2: Umkehrfunktion der natiirlichen Exponentialfunktion

tion g mit g(x) = In(x) darstellt, der die Ableitungsfunktion g'(x) = % besitzt und Umkehrfunktion
(,Partnerfunktion” aus Aufgabe 1) zur Funktion f genannt wird.

Ay /Z
1 7.. } y=f(X =ex 1 1 //
‘ I 7
7
| il
51 Ay Vi
P(x/y)
AX /
4..—'——. ~ //
]
| N /
31/e) N
A v . |
5 L7 N Ay | y=g(x)=In(x)
JAREERN
(071 AT TP/
! I e I
(1/e) )] e | ,
-2 -1 /»O (1/0) 2 3 4 5 6 7
/ |
A M fle
// 2/
/
/

13 Aufgabenidee aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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1.4 Nattirliche Logarithmusfunktion

a) Begriinde mithilfe elementargeometrischer Uberlegungen, warum fiir den Spiegelpunkt
eines beliebigen Punktes P(x/y) des Grafen der natiirlichen Exponentialfunktion P’(y/x)
gilt. [Tipp: Kongruenzsitze fiir Dreiecke.]

b) In Aufgabenteil a) haben wir gezeigt, dass fiir einen beliebigen Punkt P des Grafen der na-
turlichen Exponentialfunktion den dazugehorigen Bildpunkt P~ erhélt, indem man x- und y-
Wert vertauscht. Fiithre die Gleichung y = e* geeignet in die Gleichung y = In(x) iiber.

c) Zeige mithilfe der obigen Abbildung, den beiden Steigungsdreiecken in den Punkten P und
P’ sowie den Uberlegungen aus a), dass die Ableitung der natiirlichen Exponentialfunktion

y = e* geeignet in die Ableitung der natiirlichen Logarithmusfunktiony” = i tiberfiihrt wer-
den kann.

Satz und Definition:

Der Graf der Funktion g, die man durch Spiegelung des Grafen der nattirlichen Exponential-
funktion f mit f(x) = e* an der ersten Winkelhalbierenden erhilt, ist der Graf der natiirlichen
Logarithmusfunktion mit der Gleichung g(x) = In(x). Man nennt die Funktion g auch eine
Umkehrfunktion der Funktion f. Das Umkehren eines Grafen einer Funktion f ist nur dann
moglich, wenn zu jedem Funktionswert von f genau ein x-Wert existiert. Andernfalls wiirde
man beim gespiegelten Graf einem x-Wert des Definitionsbereiches von g (= Wertebereich von
f) mehr als ein Funktionswert aus dem Wertebereich von g (= Definitionsbereich von f) zuord-
nen, was fiir eine Funktion nicht moglich ist. Die wichtigsten Eigenschaften beider Funktionen
sind in folgender Tabelle vergleichend dargestellt:

Nattirliche Nattirliche
Exponentialfunktion (EXP) Logarithmusfunktion (LN)
Funktionsgleichung f(x) = e* g(x) = In(x)
A y / ‘ ‘ A y
3,F(1/E)‘/ f(X):Ex
1/
/
Gr af (O / 1) A
(-1/e) L
PO
Definitionsbereich R
Wertebereich R>0 R
Monotonie streng monoton wachsend streng monoton wachsend
X — +o0: f(X) — +o0 X — +o0: f(X) — +o0
Randverhalten
x — —oo: f(x) = 0 x — 0: f(x) > —o0

Nullstellen keine x=1
y-Achsenschnittstelle y=1 keine
Kriimmungsverhalten linksgekriimmt rechtsgekriimmt
Ableitungsterm eX 2
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1.4 Nattirliche Logarithmusfunktion

d) Zeige rechnerisch folgende Eigenschaften der natiirliche Logarithmusfunktion g mit
g(x) = In(x):

(1) Die Funktion g ist auf R*° monoton steigend und besitzt dort keine Extremstellen.

(2) 1ist einzige Nullstelle von g.

(3) Die Funktion g ist auf R™? rechtsgekriimmt.

(4) Der Graf der natiirlichen Logarithmusfunktion tiberschreitet jede noch so grofie Schranke
bzw. unterschreitet jede noch so kleine (betragsméfiig grofse) Grenze.

e) Gib Beispiel fiir Funktionen an, die nicht auf ihrem gesamten Definitionsbereich umkehrbar
sind. Erldutere bei diesen Funktionen die entsprechende Vorgehensweise fiir das Umkehren.

Merksatz: Da zu g mit g(x) = In(x) fiir die Ableitung g” die Gleichung g'(x) = i gilt, ist umgekehrt

F mit F(x) = In(x) fiir x > 0 eine Stammfunktion zu f mit f(x) = i

%

Aufgabe 3: Flichenberechnung im Kontext der natiirlichen Logarithmusfunktion
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = i und eine Gerade g mit g(x) = —x + 2,5.

a) Skizziere beide Grafen in ein Koordinatensystem.
b) Berechne die Schnittpunkte beider Grafen zu f und g.
c) Bestimme der Inhalt der Fldche, den die Grafen von f und g vollstandig umschliefien.

d) Berechne den Flicheninhalt, den der Graf der Funktion f tiber dem Intervall [1; 10] mit der x-
Achse einschliefst.

e) Untersuche die Integrale 1+°° i dx und [ 01 i dx auf Existenz und deute das Ergebnis geometrisch.

Berechne mithilfe der Stammfunktion den Inhalt der Fliche, den der Graf der Funktion f iiber dem
Intervall I mit der x-Achse einschliefst.

Aufgabe 4: Flichenberechnung bei zusammengesetzten Funktionen

a) f(x)=i+xundl=[1;3] b) f(x)=§+xi2undl=[1;2] c)f(x)=e2x+iundl=[1;2]

%

Aufgabe 5: Wahr oder falsch14

Begriinde die jeweilige Aussage oder widerlege sie durch ein Gegenbeispiel.

(1) Ist eine ganzrationale Funktion gerade, ist sie nicht umkehrbar.

(2) Ist eine ganzrationale Funktion nicht umkehrbar, dann ist sie gerade.

(3) Hat eine ganzrationale Funktion keine Extremstellen, dann ist sie umkehrbar.
(4) Ist eine ganzrationale Funktion umkehrbar, hat sie keine Extremstellen.

(5) Jede umkehrbare Funktion ist monoton zunehmend oder monoton abnehmend.
(6) Fiir die Funktion f mit f(x) = x?(x > 0) ist g mit g(x) = Vx die Umkehrfunktion.

14 Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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1.4 Nattirliche Logarithmusfunktion

Gegeben sind die Funktion f mit f(x) = e?* und g A / 7/
mit g(x) = ln(&) (x>0). y al /

Aufgabe 6: Komplexe Aufgabe

a) Zeige, dass g(x) = %ln(x) und g fiir x > 0 eine 1 /
Umkehrfunktion zu f ist. /

b) Weise folgende Behauptungen nach: y4 7
(1) Die Funktion g hat die Nullstelle x = 1. (-1/e

@) J°, f(x) dx =3 —2e? 7

1 3 _
®) [Lg(0dx=2e2 -1 1

(@) [°, f0dx =~ [ g dx =2 A (e2/-1)

ol 4

S
X
|\
|
I
Tt
\
\

c) Ermittle mithilfe von g~ die Gleichung der 7 I
Tangente t an den Grafen von f im Punkt 7
(1/0). [Kontrollergebnis: t(x) = 0,5x — 0,5] /

d) Bestimme mithilfe von c) (4) den Inhalt der unbeschréankten Fldche, welche die Tangente t und
der Graf von g tiber dem Intervall [0; 1] und die y-Achse begrenzen.
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1.5 Wachstumsvorgdnge

1.5 Wachstumsvorginge

In der Populationsdynamik wird die Frage untersucht, wie sich ein Bestand von Individuen B(t) im
Laufe der Zeit verdndert. Die Wachstumsgeschwindigkeit des Bestands B’(t) ist beim linearen
Wachstum zu jedem Zeitpunkt konstant. Im Folgenden sollst du Wachstumsarten untersuchen, bei
denen sich die Wachstumsgeschwindigkeit B’(t) zu jedem Zeitpunkt dndert. Die folgende Tabelle
benennt drei Wachstumsarten, gibt die Eigenschaft von B’(t) an und zeigt einen moglichen Grafen-
verlauf fuir den Bestand B(t).

Aufgabe 1: Populationsdynamik

Wachs-
tumsart

exponentiell beschrankt logistisch

Die Wachstumsgeschwin-
Die Wachstumsgeschwin-

Die Wachstumsgeschwin-
digkeit B’(t) ist proportio-

digkeit B'(t) ist proportio-
nal zum Sattigungsmanko
S - B(t) (= Differenz aus

digkeit B’(t) ist proportio-
nal zum Bestand und zum

nal zum Bestand B(t):

B'(t) = k- B(t)

Sattigungsmanko:

B'(t) =k-B(t)- (S— B(b))

Séttigungsgrenze S und
Bestand B(t)):

B'(t) =k-(S—B()

Eigenschaften
von B’(t)

A, A A_
B(t) // B(t) B(t)
"= —10 —10 p—— 10
g /M / el
s 8 yd
g "g 5+ 1 5../ ! 5
$5 Lo | ) A
> 8 | = = > / : > / >
0 5 | 10 I 5 | 10 5 0 5
| / | |
.. Leistungszuwachs Verbreitung
Beispiel Algenwachstum im 100-m-Sprint eines Geriichts

a) Gib fiir alle Wachstumsarten den Anfangsbestand B(0) an und trage ihn jeweils in die Abbil-
dungen ein.

b) Beim beschrankten und logistischen Wachstum wird fiir die Population eine Séttigung S ange-
nommen, da es begrenzende Faktoren wie Nahrung, Lebensraum, Nistplédtze usw. gibt. Gib je-
weils die Séattigungsgrenze S an und zeichne die Werte in die Abbildungen ein.

c) Erldutere die angegebenen Beispiele und gib weitere Beispiele fiir die Wachstumsarten an.
Ordne begriindend zu jeder Wachstumsart eine der folgenden Prozesse zu: Ausbreitung einer
ansteckenden Krankheit, Guthabenzunahme auf einem Sparkonto, Erwarmung eines Tiefkiihl-
produkts bei Zimmertemperatur.

d) Untersuche mit dem GTR, welche der Wachstumsarten welcher der drei Bestandsfunktionen
zugeordnet werden kann.

By () = 10 — (10 — 2)e 022t

210
B2(0) = 2rtoz)e0zzmon B;(t) = 2 - e%?
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1.5 Wachstumsvorgdnge

e) Zeige, dass B;(t) und B3(t) die dazugehorige Differentialgleichung aus Wachstumsgeschwin-

digkeit B’(t) und Bestand B(t) aus der obigen Tabelle erfiillen. 15

f) Entscheide begriindend, zu welcher Wachstumsform die Formulierungen am ehesten passen.16

FORMULIERUNG

WACHSTUMSFORM

(1) Marcel ist 9 Jahre alt und erhalt 2,50€ Taschengeld pro Wo-
che. Zu jedem Geburtstag erhilt er eine Erh6hung des Taschen-

5 Jahre.

geldes von 50Cent. Zu dem Betrag von 5€ ,fehlen ihm” noch

linear

__|logistisch

dem Markt eingefiihrt. Die Absatzzahlen héngen linear davon
ab, wie viele Gerite schon verkauft sind und wie viele noch ver-
kauft werden kénnen.

(2) Das mobile Kommunikationsgerit ,,e-banana” wird neu auf V

(3) Eine Grunpflanze erreicht eine maximale Wuchshshe von
2,70m. Je kleiner die Pflanze, desto schneller wichst sie.

linear

_ exponentiell
beschrankt
_ kein Wachstum

jahrlich einen Zinssatz 3,5 % garantiert.

(4) Frau Wegner legt ihr Geld in einem Rentenfond an, der ihr |

| linear

exponentiell

 beschrankt
' kein Wachstum

(5) Im Verlauf eines Tages steht die Sonne unterschiedlich hoch.

|linear

__logistisch

exponentiell
beschrankt
_. kein Wachstum

(6) Stellt man ein 25°C warmes Getrank in den Kiihlschrank, so
kiihlt es ab, weil es sich seiner Umgebungstemperatur anpasst.

|linear

__logistisch

exponentiell
: beschrankt
_ kein Wachstum

(7) In einer Herde mit 750 Tieren sterben jdhrlich 3 % der Tiere;
allerdings werden pro Jahr auch 15 Neue geboren.

breitungsgeschwindigkeit hangt zum einen davon ab, wie viele
Leute das Geriicht schon vernommen haben; zum anderen da-
von, wie viele das Geriicht noch erreichen kann.

(8) Sandra und Maria setzen ein Geriicht in die Welt. Seine Aus- |

__ kein Wachstum

(9) Das radioaktive Kohlenstoff-Isotop C-14 zerfillt mit einer
Halbwertszeit von 5730 Jahren.

__|logistisch

exponentiell
,_:..:.:; beschrankt
i kein Wachstum

15 Der Nachweis, dass B, die entsprechende Differenzialgleichung erfiillt, bedarf weiterer Ableitungsregeln

(z. B. Kettenregel)

16 Aus dem Zusatzmaterial des Fokus Mathematik fiir die Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2014)
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1.5 Wachstumsvorgdnge

a) Bei einem Wiirfelspiel wird eine bestimmte Anzahl von Wiirfeln geworfen. Alle Sechsen wer-
den aussortiert. Dann werden die {ibrigen Wiirfel geworfen und die Sechsen werden aussor-
tiert. So geht es weiter. Leah spielt das Spiel. Nach 10 Wiirfen hat sie noch 5 Wiirfel. Untersu-
che, wie viele sie vermutlich zu Beginn hatte.?”

Aufgabe 2: Exponentielles Wachstum

Definition: Fine Gleichung, die den Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihren Ablei-
tungen beschreibt, heifst Differentialgleichung.

Satz: Eine Bestandsfunktion der Form B(t) = B(0) - ek beschreibt exponentielles Wachstum. Sie
modelliert fiir k > 0 eine exponentielle Zunahme, fiir k < 0 eine exponentielle Abnahme und erfiillt
eine Differentialgleichung der Form B’(t) = k- B(t).

b) Innermathematische Zusammenhinge:

(1) Beweise die Richtigkeit des Satzes.8

(2) Zeige, dass folgende Aussage gilt: Ist die Funktion B in der Form B(t) = B(0) - a* mit dem
Wachstumsfaktor a > 0 gegeben, so erhdlt man durch k = In(a) den Basiswechsel von der
Basis a zur Basis e. Es gilt: B(t) = B(0) - et = B(0) - a*.10

(3) Gib fiir die Beispielfunktion Bs die Proportionalitdtskonstante k an und bestimme den
Wachstumsfaktor a.

c) Bevodlkerungswachstum: Im Jahre 1950 lebten 2,5 Milliarden Menschen auf der Erde, 1980 wa-
ren es 4,5 Milliarden. Das Bevolkerungswachstum wird durch eine exponentielle Bestandsfunk-
tion B mit B(t) = B(0) - eXt beschrieben.

(1) Ermittle die Wachstumskonstante k, den Wachstumsfaktor a.

(2) Bestimme die Verdopplungszeit und interpretiere das Ergebnis im Sachzusammenhang.

(3) Vergleiche die Ergebnisse der Modellfunktion mit den Daten fiir 2005 (6,4 Milliarden) bzw.
1920 (1,8 Milliarden) und berechne jeweils die prozentuale Abweichung des Modellwertes
vom tatsédchlichen Wert.

d) Bakterienwachstum: In einer Bakterienkultur wird stiindlich die Anzahl der Bakterien gezihlt.

Zeit t (in h) 0 1 2 3 4 5
Bakterienanzahl B(t) 80 145,9 266,4 4824 875,7 1597,8
= 1824 | 1826 | 1811 | 1815 | 1,825
Wachstumsgeschwin-
digkeit B’(t)

(1) Zeige, dass es sich um ein exponentielles Wachstum handelt und bestimme die Bestands-
funktion B der Formen B(t) = B(0) - ekt = B(0) - a® (k auf 4 Nachkommastellen).

(2) Bestimme mit dem GTR die Wachstumsgeschwindigkeiten B'(t) zu den Zeitpunkten in der
Tabelle.

(3) Gib einen Term fiir die Wachstumsgeschwindigkeit B’(t) an und berechne, wann sich die
Wachstumsgeschwindigkeit verdoppelt hat.

17 Aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
18 Fiir die Funktion B3 hast du dies in Aufgabe 1 e) bereits erledigt.
19 Vergleiche Kapitel 4 Merksatz (2) unter Aufgabe 1
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1.5 Wachstumsvorgdnge

e) Bestimmung einer Zerfallsfunktion: Zur Untersuchung der Langzeitwirkung eines Medika-
ments wurde einer Versuchsperson eine Dosis von 70 mg verabreicht und im téglichen Abstand
die Konzentration des Medikaments im Blut gemessen.

Zeit t (in Tagen) 0 1 2 3 4 5
Konzentration (in mg/1) 10 7,20 5,18 3,73 2,68 1,98
—f(t+1)
)

(1) Zeige, dass es sich um eine exponentielle Abnahme handelt und bestimme die Bestands-
funktion B der Form B(t) = B(0) - e** (k auf 4 Nachkommastellen).

(2) Ermittle eine zweite exponentielle Funktion C falls nur bekannt ist, dass die Konzentrationen
nach 2 Tagen 5 mg/1 und nach 5 Tagen 2 mg/1 betragen.

f) Exponentielles Wachstum und Integralrechnung: Die Wachstumsgeschwindigkeit einer
Pflanze (in cm pro Woche) kann durch folgende Funktionsgleichung beschrieben werden: v(t) =
3,8+ 0,9%. Dabei gibt t die Anzahl der Wochen seit dem Einpflanzen der Pflanze an. Zu Beginn
bei t = 0 war die Pflanze 10 cm hoch.

(1) Berechne mithilfe der Funktion v die zu erwartende Hohe der Pflanze 10 Wochen nach dem
Einpflanzen.

(2) Ermittle die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit innerhalb der ersten 10 Wochen.

(3) Bestimme die Halbwertszeit der Wachstumsgeschwindigkeit.

(4) Interpretiere das Integral [ (;c v(x) dx im Sachkontext.

Aufgabe 3: Beschrianktes Wachstum?2

a) Im Folgenden sind drei Grafen gegeben.

A A A
\ Y Graf I Y y
X X X
> > A >
/ Graf II Graf III

(1) Gib an, welche Transformationen den Grafen I in den Grafen III tiberfiihren.

(2) Graf I gehort zur Funktionsgleichung f mit f(x) = ce¥*. Erldutere, was man iiber die Para-
meter c und k sagen kann.

(3) Nenne eine mogliche Funktionsgleichung fiir den Grafen III.

Satz: Eine Bestandsfunktion B(t) =S — (S — B(0)) - e™** (k > 0) beschreibt beschrénktes Wachs-
tum und erfiillt eine Differentialgleichung der Form B'(t) = k- (S — B(t)). Die Wachstumsge-
schwindigkeit B'(t) des beschrankten Wachstums ist proportional zum Saittigungsmanko S - B(t).

20 Jdeen aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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1.5 Wachstumsvorgdnge

b) Okologische Ackernutzung: In einem landwirtschaftlich genutzten Gebiet mit einer Gesamtfla-
che von 700 ha beginnen einige Bauern auf einer Fldche von 80 ha ihre Felder 6kologisch zu
bewirtschaften. Sie erwarten, dass sich in jedem der folgenden Jahre die Besitzer von 10% der
jeweils restlichen Anbaufldche ihrer Anbaumethode anschliefsen werden.

(1) Bestimme fiir die ndchsten 5 Jahre die jeweils 6kologisch genutzte Ackerfldche.

(2) Skizziere ein Schaubild, wie sich unter der genannten Erwartung die 6kologisch genutzte
Ackerflache in Abhangigkeit von der Zeit verandert und erldutere, warum es sich dabei um
ein beschranktes Wachstum handelt.

(3) Bestimme eine Funktionsgleichung f(t), welche die 6kologisch genutzte Ackerfldche nach t
Jahren angibt.

c) Abkiihlen von Kaffee: Frisch aufgebriihter 80°C heifser Kaffee wird in einem 20°C warmen
Raum stehen gelassen. f(t) sei nun die Temperatur des Kaffees zum Zeitpunkt t. In der folgenden
Wertetabelle wird die Temperatur B(t) des Kaffees, die Temperaturdifferenz D(t) = 20 - B(t) zur
Raumtemperatur und die Wachstumsgeschwindigkeit B’(t) fiir die Zeitpunkte t =0, 1, ..., 10

angegeben.
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B(t) 80 | 71 | 634 | 568 | 51,3 | 46,6 | 42,6 | 39,2 | 363 | 33,9 | 318
B(t) 98|83 | -71 | -6 51 | 43 | 37 | -31 | -27|-23]| -19
D(t)=20-B(t) | -60 | -51 | -434 |-36,8 | -31,3 | -26,6 | -22,6 |-19,2 | -16,3 | -13,9 | -11,8
B (t):D(t)

(1) Zeichne den Grafen zu B.

(2) Berechne den Quotienten aus Abkiihlgeschwindigkeit und Temperaturdifferenz zur Raum-
temperatur fiir die Zeitpunkte t =0, 1, ..., 10 und begriinde, dass es sich bei der Funktion B
um ein beschrianktes Wachstum handelt.

(3) Ermittle eine Funktion, dessen Graf den Verlauf des Abkiihlvorgangs gut wiedergibt (runde
k auf die vierte Nachkommastelle). [Zur Kontrolle: B(t) = 20 + 60 - e~ %1625t ]

(4) Berechne mit Hilfe des Funktionsterms die Temperatur des Kaffees nach 20 Minuten und
den Zeitpunkt, an dem der Kaffee die Temperatur von 40°C unterschritten hat.

(5) Gib die Abkiihlungsrate (in ﬁ) der noch vorhandenen Temperaturdifferenz zur Raumtem-

peratur an.

d) Karpfenpopulation: In einem Karpfenteich, in dem 1000 Karpfen leben kénnen, werden zu Be-
ginn 100 Tiere ausgesetzt. Diese vermehren sich so, dass die jahrliche Zuwachsgeschwindigkeit
15% des Unterschiedes zwischen 1000 und aktuellem Fischbestand betrédgt. Ermittle den Term
fiir die Anzahl der Fische im Teich in Abhéngigkeit von der Zeit.

e) Wachstum einer Sonnenblume: Unter giinstigen Bedingungen kann eine Sonnenblume 3 m
grofs werden. Wochentlich kann sie um 12% der Differenz zwischen 3 m und aktueller Hohe
wachsen. Eine Pflanze ist am Anfang 50 cm hoch. Bestimme den Term fiir ihre Grofie in Abhan-
gigkeit von der Zeit.

f) Kabelanschluss: Eine Gemeinde mit 5000 Haushalten erhilt Kabelanschluss. Zu Beginn werden
200 Haushalte angeschlossen. Danach kommen monatlich 5% der Differenz zu 5000 hinzu. Er-
mittle den Term fiir die Anzahl der Haushalte in Abhéngigkeit von der Zeit und untersuche, ab
wann 90 % aller Haushalte verkabelt sind.
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1.5 Wachstumsvorgdnge

g) Fieberentwicklung: Ein Patient hat Fieber mit 40°C Korpertemperatur. Er erhdlt ein fiebersen-
kendes Mittel, das die Korpertemperatur nach Wirkungseintritt stiindlich um 80% der Differenz
zur normalen Korpertemperatur von 36,8°C erniedrigt. Gib den Term fiir die Kérperkerntem-
peratur an.

h) Beschrinktes Wachstum und Integralrechnung;:

Eine Tasse Tee hat eine Ausgangstemperatur von 80 °. Die Umgebungstemperatur betragt 25 °C.
Die momentane Anderungsrate der Temperatur des Tees (in °C pro Minute) kann ndherungs-
weise durch die Funktion v mit v(t) = —6,6 - e~ %12t beschrieben werden.

(1) Bestimme eine Stammfunktion von v.

) 010 v(t) dt und deute die beiden

2) Berechne mithilfe einer Stammfunktion 10v t) dt und
0
Werte im obigen Sachkontext.

1
10-0

(3) Gib eine Funktion f an, mit der die Temperatur nach t Minuten beschrieben werden kann.
(4) Untersuche, wann die Temperatur des Tees auf 40 °C abgekiihlt ist.

(5) Stelle die Grafen von f und v in einem Koordinatensystem dar.

i) Exponentielles Wachstum mit k < 0:

(1) Gib die Sattigungsgrenze S, den Anfangswert B(0), den Proportionalitédtsfaktor k und den
Wachstumsfaktor a fiir die beiden Zerfallsfunktionen B und C aus Aufgabe 2 e) an.

(2) Begriinde, dass es sich bei der exponentiellen Abnahme im Rahmen des exponentiellen
Wachstums (k < 0) um einen Spezialfall des beschréankten Wachstums handelt.

Bei vielen Wachstumsvorgéangen in der Natur fillt auf, dass das Wachstum anfangs anndhernd ex-
ponentiell verlduft. Mit zunehmender Zeitdauer verlangsamt es sich allerdings und kommt schlief3-
lich zum Erliegen.

Aufgabe 4: Logistisches Wachstum?!

Beschreibt man diesen Verlauf mithilfe der momentanen Wachstumsgeschwindigkeit B’(t), so ist
anfangs, wenn das Wachstum anndhernd exponentiell verlduft, B(t) in etwa proportional zum mo-
mentanen Bestand B(t). Gegen Ende des Beobachtungszeitraumes nahert sich das Wachstum dem
beschrankten Wachstum, damit ist B’(t) ndherungsweise proportional zum Sattigungsmanko S -
B(t), wobei S die Sittigungsgrenze ist. Insgesamt kann bei der beschriebenen Situation angenommen
werden, dass B’(t) zum Produkt aus B(t) und S - B(t) proportional ist. Wachstum, das in dieser Form
beschrieben werden kann, heifdt logistisches Wachstum.

Dabei gilt folgender Satz:

Satz: Eine Bestandsfunktion B(t) = - o (SB_(Sg(.)S)).e—k-S-t (k > 0) beschreibt logistisches Wachstum und

erfiillt eine Differentialgleichung der Form B’(t) = k- B(t) - (S — B(t)).

21 fakultativ
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1.5 Wachstumsvorgdnge

Verbreitung von Geriichten: Bei zwei unterschiedlichen Gruppen von amerikani-
schen Farmern wurde untersucht, wie sich Informationen zu einem neuen Diinge-
mittel verbreiten. Die Farmer der ersten Gruppe lebten weitgehend isoliert und er-
hielten ihre Informationen vorwiegend aus Fachzeitschriften und Massenmedien.
Die der zweiten Gruppe hatten intensiven Umgang miteinander und wurden tiber-
wiegend durch ,Mund-zu-Mund-Propaganda” informiert. Fiir den Informations-
grad B in Abhéngigkeit von der Zeit ergaben sich zwei Graphen, die am rechten
Rand dargestellt werden. Begriinde welcher Graph zu welcher Gruppe gehort.

Hopfen und Malz: Hopfen, der zur Herstellung von Bier benttigt wird, ist eine schnell wach-
sende Schlingpflanze. Um Aussagen iiber das Hohenwachstum zu machen, wurde bei einer Un-
tersuchung die folgende Messreihe aufgenommen:

Zeit t in Wochen 0 2 4 6 8 10 12 16
Hohe B(t) in m 0,6 1,2 2,0 3,3 41 5,0 5,5 5,8

(1) Trage die Messwerte in ein geeignetes Koordinatensystem ein.

(2) Lege anhand der Tabelle den Anfangswert B(0) und die Sattigungsgrenze S des Wachstums
fest und gib die dazugehorige Differentialgleichung an, wenn man logistisches Wachstum
voraussetzt.

(3) Bestimme die fehlenden Parameter k mithilfe eines Messpunktes und gib eine mogliche
Funktionsgleichung B(t) an.

(4) Zeichne den Graphen von B in das vorhandene Koordinatensystem.
(5) Bestimme die Hohe des Hopfens nach 18 Wochen.

(6) Untersuche mit und ohne GTR, ob der Hopfen nach 4 Wochen schneller wichst als nach 8
Wochen.

Krankheitsentwicklung: Im tropischen Regenwald lebt isoliert ein 5000 Menschen zdhlender
Indianerstamm. Einer seiner Bewohner wird unabsichtlich mit einer ungefdhrlichen, aber sehr
ansteckenden Grippe infiziert. Durch gegenseitige Ansteckung in den darauffolgenden Wochen
zéghlt man nach 4 Wochen bereits 300 Kranke. Um die Ausbreitung dieser Grippe zu modellieren,
geht man von logistischem Wachstum der Anzahl B der Erkrankten aus.

(1) Erldutere, was fiir diese Annahme eines logistischen Wachstums spricht.
(2) Bestimme den Funktionsterm B(t).

(3) Untersuche, nach welcher Zeit die Hélfte der Stammesbewohner krank ist und gib an, wel-
che Bedeutung dieser Zeitpunkt fiir die weitere Ausbreitung der Krankheit hat.

(4) Ermittle die mittlere Zunahme an Erkrankten pro Woche in den ersten 2 Monaten.
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1.6 Kontrollaufgaben

1.6 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben

Kompetenzen im Bereich der hilfsmittelfreien Aufgaben

g
=~
g |2
[92] .L‘_‘)
Ich kann ... S| 8| &
sl =149 P
o ored
g %) N =} 0
den Graf einer Exponentialfunktion sowie einer Tangente an den Gra- 1a)
fen der Exponentialfunktion skizzieren.
eine Gleichung einer Tangente an den Grafen einer Exponentialfunk- 1b)

tion rechnerisch mittels Ableitungsterm bestimmen.
die Funktionsgleichung eines transformierten Grafen angeben. 1c)
begriindend Funktionsgleichungen von Exponentialfunktionen ent-

sprechenden Grafen zuordnen. 2a)
mithilfe von Funktionsgleichungen und grafisch beschreiben, wie ein 2b)
Graf einer Exponentialfunktion durch einfache Transformationen aus 20) ’ 2d)

dem Grafen einer natiirlichen Exponentialfunktion hervorgeht.
Exponentialgleichungen losen. 3a)
Integrale mithilfe von Stammfunktionen aus der Funktionsklasse von

nattirlicher Exponential- und Logarithmusfunktion 16sen. 3b)
Aussagen zu einer Geschwindigkeitsfunktion eines beschrankten
Wachstumsprozesses begriindend tiberpriifen, ob sie wahr oder 4
falsch sind.

hohere Ableitungen von sinh und cosh bestimmen und eine Regel- 5)
mafligkeit erkennen.

rechnerisch zeigen, dass die Grafen von sinh und cosh keine Schnitt- 5b)

stellen haben.
die Grafen von sinh und cosh auf Symmetrie priifen. 5¢)
die Grafen von sinh und cosh auf globale Extremstellen und Kriim-

mungsverhalten untersuchen. >d), 5¢)
Flacheninhalte von beschrinkten und unbeschrinkten Flichen, die

durch die Grafen von sinh und cosh begrenzt werden mit einer 5f)
Stammfunktion berechnen.

[cosh(x)]? — [sinh(x)]? = 1 beweisen. 5¢g)
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1.6 Kontrollaufgaben

Kompetenzen im Bereich der Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln

g
=
AR
0 2
Ich kann ... S| 8| &
= =S| 5| B
s | & BB E
v
z | 8|7 8|9
eine beliebige Exponentialfunktion von der Basis 2 mithilfe des nattir-
. . . 1la)
lichen Logarithmus zur Basis e darstellen.
mithilfe der Ableitung Tangenten an den Grafen einer beliebigen Ex- 1b)
ponentialfunktion bestimmen.
den Grafen einer Exponentialfunktion sowie zweier Tangenten mit- 10)
hilfe des GTR in einem Koordinatensystem darstellen.
unter Nutzung einer Stammfunktion Fldcheninhalte von unbe-
schriankten und beschrinkten Fldchen berechnen, die durch den Graf 1d)

einer Exponentialfunktion und der x-Achse sowie zweier Tangenten
und der x-Achse begrenzt werden.

rechnerisch nachweisen, dass bei einer Exponentialfunktion eine Stre-
ckung in y-Richtung gleichbedeutend ist mit einer geeigneten Ver- | 1le)
schiebung in x-Richtung.

auf der Basis von Datenvorgaben rechnerisch die Parameter a und b
einer exponentiellen Wachstumsfunktion der Form f(t) = a - et ermit- | 2a)
teln.

mit einer Modellfunktion Problemstellungen 16sen, bei denen Expo-

nentialgleichungen geldst werden miissen. 2b), 3a)
den Ableitungsterm einer exponentiellen Wachstumsfunktion be- 20)
rechnen und ihre Bedeutung im Sachzusammenhang angeben.
Geschwindigkeiten einer Bestandsfunktion zum beschrankten 24)
Wachstum mithilfe des GTR bestimmen und grafisch darstellen.

begriinden, warum einen vorgegebene Modellfunktion ungeeignet 2e)

ist, um einen Wachstumsvorgang zu modellieren.

einen Grafen zum beschrankten Wachstum im vorgegebenen Kon- 26)

text skizzieren.

begriinden, warum eine Funktionsgleichung zum Wachstumspro- 26), 3f)
zess des beschrankten Wachstums passt. ’
Parameter ¢, d und k einer Funktionsgleichung f(t) = ¢ — d - e Xt zum 20), 3f)
beschrankten Wachstum im Sachkontext interpretieren und pas- 32)' ’

sende Werte fiir ¢, d und k angeben.

durch Termumformung und Angabe von Parametern zeigen, dass
eine Funktionsgleichung von der Form f(t) = c- eX' ist und ein expo- | 3b)
nentielles Wachstum beschreibt.

Parameter ¢ und k einer Funktionsgleichung f(t) = c-e t zum expo-
nentiellen Wachstum im Sachkontext interpretieren und den Wachs- | 3c)
tumsfaktor a = eX angeben.

mittels Ableitungen der Modellfunktion nachweisen, dass der Graf

k

einer Funktion streng monoton wachsend und linksgekriimmt ist. 3d)
den Randwert als maximale Steigung identifizieren und die zugeho- 3)
rige Wachstumsgeschwindigkeit mittels Ableitung berechnen.

die Tauglichkeit einer Modellfunktion fiir einen bestimmten Zeit- 3)

raum kritisch priifen.
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1.6 Kontrollaufgaben

mittels Integralrechnung die Bestandsfunktion eines beschrankten
Wachstums bestimmen, wenn die Funktion zur Wachstumsgeschwin- | 3f)
digkeit gegeben ist.

durch Termumformung und Angabe von Parametern zeigen, dass
eine Funktionsgleichung von der Form f(t) =S — d- et ist und ein | 3f)
beschranktes Wachstum beschreibt.

priifen, ob eine Ubergangsstelle zweier Teilfunktionen knickfrei ist. | 3f)

auf der Basis von Datenvorgaben rechnerisch die Parameter S, d und
k einer beschrinkten Wachstumsfunktion der Form f(t) =S —d-e ™t | 3g)

ermitteln.

nachweisen, dass einen Funktion logistisches Wachstum beschreibt. 3h)
anhand des Kriimmungsverhaltens begriinden, welches Modell am 3h)
besten geeignet ist.

ein Verfahren beschreiben, mit dem man die grofite Differenz zwi-

schen Modellfunktion f und der Funktion h in einem Intervall be- 3h)

rechnen kann.
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Teil I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1: Skizzieren eines Grafen, Tangente und Punktspiegelung.
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2 - %%,

a) Skizziere den Grafen von f und die Tangente t an den Grafen an der Stelle 2.

b) Berechne die Gleichung der Tangenten t an den Grafen von f an der Stelle x = 2.

c) Der Graf von f wird am Ursprung gespiegelt. Bestimme den dazugehorigen Funktionsterm.

Aufgabe 2: Transformationen von Exponentialfunktionen

Gegeben sind drei Grafen und sechs Funktionsgleichungen.

\\ ny le “y //
14 4 =~ 4 4
\ B _— //
NG ? 2
) -
¥ > ’ I > | q
0 2 4 | x| /0 2 4 | x| 0 2 4 | x|
f,(x) =5—4-0,75% f,(x) = e3* f2(x) =5—4-eX
f,(x) = Z' e i fs(x) =5+ 4-e 07X f,(x) = 5 — 4 - en(075)x

a) Ordne jedem Graf die passenden Funktionsgleichungen zu.22 Begriinde Dein Vorgehen.

b) Gib die Transformationen an, die notwendig sind, um vom Grafen der nattirlichen Exponenti-
alfunktion f mit f(x) = ¥ zum Grafen zur Funktion fs zu gelangen.

c) Beschreibe, wie sich eine Funktionsgleichung verdndern, wenn man bei der Beschriftung der
(1) y-Achse alle Werte verdoppelt bzw. halbiert.
(2) x-Achse alle Werte verdoppelt bzw. halbiert.

d) Gib fiir die Vorgidnge (1) und (2) die Funktionsgleichungen an, die man in Bezug auf die Aus-
gangsfunktion f; und f; erhailt.

Aufgabe 3: Gleichungen und Integrale 16sen
a) Bestimme die Zahl x, die folgende Gleichungen 16st.

eXtl =7 ex=% flx%dt=ln(10) e¥+7=0 In(x) =6 eX —4eX+4=0
b) Berechne mithilfe der Stammfunktion folgende Integrale.

In(3) In(3) 3 el ef2 ef1 1
" ex Jo edx  [[(eX+x+1Ddx  [iodx [ (§+\/§)dx f (———)dx

0 1 \x2 x

22 Es kann auch mehr als eine Funktionsgleichung zugeordnet werden.
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Aufgabe 4: Sinkgeschwindigkeit eines Steins?3

Ein Stein sinkt in einem See. Fiir seine Sinkgeschwindigkeit gilt: v(t) = 2,5 (1 — e~*!"). Dabei ist t
die Zeit in Sekunden seit Beobachtungsbeginn und v(t) die Sinkgeschwindigkeit in Meter pro Se-
kunde.

Entscheide unter Angabe einer Begriindung, welche der folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Falsch

Aussage Begriindung

Wahr

Die Sinkgeschwindigkeit des Steins ist D D

immer positiv.

Die maximale Sinkgeschwindigkeit D D
wird zu Beginn erreicht.

Der Stein erreicht den Boden des Sees
niemals. D D

Die maximale Beschleunigung des Stei- D D
nes wird zu Beginn erreicht.

Man kann mithilfe eines Integrals be-
rechnen, wie tief der Stein insgesamt ge- D D
sunken ist.

Die Sinkgeschwindigkeit ist immer klei- D D
ner als 2,5 Meter pro Sekunden.

Die Sinkgeschwindigkeit verdoppelt D D
sich jeweils in 0,9 Sekunden.

2 Aufgabe modifiziert nach Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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Aufgabe 5: Sinus Hyperbolicus und Cosinus Hyperbolicus

Die Funktionen sinh und cosh mit sinh(x) = % -(e*—=e™)und { 1 A [
cosh(x) = % (e* + e7¥) heifien Sinus Hyperbolicus und Co- ‘ \ /

3
sinus Hyperbolicus. Ihre Graphen sind rechts dargestellt. \ //

N
3

a) Berechne die 1. und 2. Ableitung von sinh und cosh. Gib N 2 //
die 1810. und die 2013. Ableitung von sinh und cosh an. N Y/

b) Zeige, dass die beiden Graphen keine gemeinsamen
Schnittpunkte haben. 2 | -1 1 2

L Al

[Tipp: Setze die Funktionsterme gleich und zeige, dass die _
Gleichung unlosbar.] ‘Slnh /

c) Begriinde, dass sinh punktsymmetrisch zum Ursprung und cosh achsensymmetrisch zur y-
Achse ist.

d) Zeige, dass (0/1) globaler Tiefpunkt von cosh ist und cosh durchweg linksgekrtimmt ist.
e) Untersuche den Grafen von sinh auf sein Krimmungsverhalten.

f) Berechne mithilfe der Stammfunktion den Fldcheninhalt der Fldche, den beide Grafen
(1) uber dem Intervall [0; 1] einschliefSen.
(2) tiber dem Intervall [0; +oo[ einschliefSen.

g) Beweise: [cosh(x)]? — [sinh(x)]? = 1.

[Tipp: 1. und 2. Binomische Formel und e* - e™ = 1]
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Teil II: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR
Aufgabe 1: Ableitung, Tangente, Flichenberechnung und Transformation

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2*.
a) Stelle den Funktionsterm zur Basis e dar und bestimme die erste Ableitung.

b) Ermittle rechnerisch mithilfe von f’(x) die Gleichungen der Tangenten t; und t; an den Grafen
von f in den Punkten (1/£(1)) und (-1/£(-1)).
[Kontrollergebnisse zum Weiterarbeiten: t; (x) = 1,39x + 0,61;t,(x) = 0,35x + 0,85]

c) Stelle die Situation in einem Koordinatensystem dar.

d) Ermittle mit der Stammfunktion den Flacheninhalt der Fldche, die
(1) vom Grafen von f {iber dem Intervall [-1; 0] mit der x-Achse eingeschlossen wird.
(2) vom Grafen von f iiber dem Intervall | — co; 0] mit der x-Achse eingeschlossen wird.

(3) von den beiden Tangenten t; und t; und der x-Achse begrenzt wird.
[Hinweis: Verwende die Tangentengleichung aus dem Kontrollergebnis aus b) und runde
Schnitt- und Nullstellen sowie den Fldcheninhalt auf die zweite Nachkommastelle.]

e) Der Graf von f wird in y-Richtung um den Faktor 2 gestreckt, so dass der Graf von g entsteht.
Ermittle eine Verschiebung, so dass der Graf von g aus dem Grafen von f entsteht.

Aufgabe 2: Abkiihlen von Kaffee

Peter kauft sich bei einem Fufiballspiel in der Halbzeitpause zum Aufwérmen eine Tasse Kaffee. Bei
einer Auflentemperatur von frostigen 0 °C kiihlt der warme Kaffee schon nach einer Minute auf
86,04 °C ab. Nach zwei Minuten betrigt die Kaffeetemperatur nur noch 82,25 °C. Die Temperatur
des Kaffees kann durch eine Funktion der Form f(t) = a - e?t beschrieben werden (t=0, tin Minuten,
f(t)in °C,a=0und b <0).

a) Ermittle die Parameter a und b und gib die Anfangstemperatur an.

Fiir die Temperatur des Kaffees (in °C) wird nachfolgend die exponentielle Funktionsgleichung
f(t) = 90 - e~ %45t (¢ > 0; t in Minuten) angenommen.

b) Bestimme die Temperatur des Kaffees nach 10 Minuten und berechne den Zeitpunkt, an dem
die Kaffeetemperatur unter 45 °C gesunken ist.

c) Ermittle f'(t) und gib die Bedeutung des Ableitungsterms im Sachzusammenhang an.

d) Bestimme mit dem GTR die Geschwindigkeit der Temperaturabnahme in °C pro Minute nach
einer, fiinf, zehn und 30 Minuten. Beschreibe den Abkiihlungsvorgang und skizziere den Gra-
fen von £,

e) Begriinde, warum die Modellfunktion fiir den Abkiihlungsvorgang bei einer Raumtemperatur
von 20 °C ungeeignet ist.

f) Frank hat VIP-Karten und trinkt im VIP-Raum in der Pause ebenfalls einen Kaffee. Sei g die
Funktion, die den Abkiihlungsvorgang von 90 °C heiflem Kaffee bei einer Raumtemperatur von
20 °C beschreibt.
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(1) Skizziere neben dem Grafen von f einen moglichen Graphen zur Funktion g und begriinde,
dass g von der Form g(t) = ¢ —d - e ist.

(2) Interpretiere die Parameter ¢, d und k und gib passende Werte fiir c und d und k an.
Aufgabe 3: Modifizierte Abituraufgabe zu Wachstumsprozessen?*

Die Hohe eines Strauches in den ersten zwanzig Tagen nach dem Aus pflanzen
wird durch die Funktion h mit

h(t) = 0,2 - %1799 (t in Tagen, h(t) in Metern)
beschrieben. Diese Pflanze hat zum Zeitpunkt des Auspflanzens eine Héhe von

8 cm und ist am Ende des 20. Tages (t = 20) auf eine Hohe von etwa 60 cm ge-
wachsen. Der Graf ist in der Abbildung unten links angegeben.

a) Berechne, zu welchem Zeitpunkt der Strauch eine Hohe von 50 cm hat.

b) Zeige durch Angabe der Parameter c und k, dass die Funktion h ein exponentielles Wachstum
der Form h(t) = c - ekt beschreibt.
[Tipp: Wende zunichst ein Potenzgesetz an. ]

c) Gib die Bedeutung der Parameter c und k im Sachkontext an und bestimme den Wachstums-
faktor a.

d) Weise nach, dass der Graf zu h fiir 0 < t < 20 streng monoton wachsend und linksgekrtimmt ist.

e) Bestimme rechnerisch den Zeitpunkt innerhalb der ersten zwanzig Tage (0 <t <20), an dem
die Pflanze am schnellsten wéchst und berechne die zugehorige Wachstumsgeschwindigkeit.
Begriinde, warum die angegebene Funktion h nur fiir einen begrenzten Zeitraum die Hohe der
Pflanze beschreiben kann.

f) Vom Beginn des 21. Tages an verringert sich die Wachstumsgeschwindigkeit des Strauches.

Von diesem Zeitpunkt an ist nur noch die Wachstumsgeschwindigkeit (in Meter pro Tag) be-
kannt, sie wird beschrieben durch die Funktion z mit

z(t) = 0,02 - e” %131 (t in Tagen, z(t) in Meter pro Jahr)
Die Hohe des Strauches fiir t = 20 soll durch eine Funktion h, beschrieben werden.

(1) Ermittle einen Term ho(t), der die Hohe des Strauches nach t Tagen fiir t > 20 beschreibt.
[Zur Kontrolle: h,(t) ~ 1,2 — 0,2 - e~ %131 (t > 20), vgl. Abb. links unten]

(2) Begriinde anhand des Terms h,(t), dass der Strauch nicht beliebig hoch wird, und gib die
maximale Hohe des Strauches an.

(3) Weise rechnerisch durch Angabe der Parameter S, b und k nach, dass die Funktion h; ein
beschrinktes Wachstum der bekannten Form h,(t) = S — b - e ¥t beschreibt.

[Tipp: Wende zunichst ein Potenzgesetz an.]

24 Modifiziert nach Zentralabitur NRW 2009

34



1.6 Kontrollaufgaben

(4) Interpretiere die Werte der Parameter S, b und k im Sachkontext.
(5) Untersuche, ob die Ubergangsstelle t = 20 knickfrei ist, d. h. h"(20) = h,"(20) gilt.

Nun soll eine Funktion die Pflanzenhohe fiir den gesamten Zeitraum, also tiber die ersten zwanzig
Tage hinaus, moglichst zutreffend modellieren. Die mittlere Abbildung stellt den Grafen einer
Funktion f; zu einem beschrankten Wachstum dar (Modell 1). Rechts ist der Graf einer Funktion f>
zu sehen, der ein logistisches Wachstum beschreibt (Modell 2). Die linke Abbildung zeigt den Gra-
phen, der aus den beiden Funktionen h (0 <t <20) und ha (t > 20) zusammengesetzt ist und den
tatsdchlichen Verlauf der Strauchhohe wiedergibt.

A T T T T T ‘ T T T T | ‘ T T T T T
Strauchhdhe in m Strauchhéhe in m Strauchhdhe in m
1,5 1,54 1,5
fi
1 R fid | —1 s
// // //
// L //
_0,5 h / _0,5 _0,5 7
|_—T |Zeit tin Jahren | Zeit t in Jahren | [ Zeit t in Jahren |
} + > } + P } + -
0 10 | 20 | 30 0 1‘0 2‘0 30 0 10 | 20 | 30
Tatsichlicher Verlauf Modell 2 Modell 3

g) Modell 1 (beschrianktes Wachstum): Da der Strauch nicht hoher als ungeféhr 1,2 m wird, muss
die Modellfunktion beschrénkt sein. Zunachst wird dafiir eine Modellfunktion f; gewahlt, die
die Form f; (t) = S — d - e Xt hat. Dabei ist S = 1,2 die obere Grenze, welche die Hohe der
Pflanze auf lange Sicht nicht tiberschreitet.

(1) Bestimme die Parameter d und k so, dass der Strauch beim Auspflanzen und am 20. Tag
die beobachteten Hohen von 0,08 m bzw. von 0,60 m besitzt.

(2) Gib die Bedeutung des Parameters d an.

h) Modell 2 (logistisches Wachstum): In einem alternativen Ansatz soll ein logistisches Wachs-
£,(0)'S
f2(0)+(S— f,(0))-e7kSt

tum der bekannten Form f,(t) = angenommen werden.

0,096
0,08+1,12-e-0.132
dem die Anfangshohe 0,08 m betragt, nach 20 Tagen eine Hohe von 0,60 m vorhanden ist und
langfristig 1,2 m nicht tiberschritten werden.

Zeige, dass die Funktion f, mit f, (t) = ein logistisches Wachstum beschreibt, bei

i) Begriinde anhand des Kriimmungsverhaltens, welche der Modellfunktionen f; und f, eher ge-
eignet ist, die Strauchhohe (in Abb. 1) in Metern in Abhéngigkeit von der Zeit in Tagen zu be-
schreiben (vgl. Abb. 1, 2 und 3).

j) Beschreibe ein Verfahren zur Berechnung der grofiten Differenz zwischen einer (differenzier-
baren) Modellfunktion f und der Funktion h im Intervall [0; 20].
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1.7 Lésungen

1.7 Losungen

1.1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

1a)
1 2 3 4
f(x) = 2% f(x) = —-0,5-0,5% f(x) =3-3% f(x) = —3-3%
1b)
X -3 -2 -1 0 0,5 1 2 3
f(x) = 4- 2% 0,5 1 2 4 5,67 8 16 32
g(x) =2-0,5% 16 8 4 2 1,41 1 0,5 0,25

e Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um 1 vergrofiert, dann verandert sich der
der Funktionswert mit dem Wachstumsfaktor a.

¢  Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um 1 verkleinert, dann verandert sich der
der Funktionswert mit dem Kehrwert a-'des Wachstumsfaktors a.

e Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um k vergrofsert, dann verdndert sich der
Funktionswert mit dem Faktor ak.

e  Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um k verkleinert, dann veréndert sich der
Funktionswert mit dem Faktor ax.

1¢)

Eine Funktionsgleichung der Form f(x) = c - a* beschreibt ein exponentielles Wachstum. Ist a > 1
handelt es sich um eine exponentielle Zunahme (z. B. Zinswachstum). Im Falle 0 < a <1 spricht man
von einer exponentiellen Abnahme (z. B. radioaktiver Zerfall).

1d)

Bei der Normalparabel verlduft der Graf fiir beide Rédnder gegen + unendlich. Bei der Exponential-
funktion y = 2x ndhert sich der Graf fiir kleine x der x-Achse an, wéhrend er auf der anderen Seite
fiir grofie x ebenfalls unbeschrankt wachst. Stellt man nun beide Funktionen fiir ganzzahlige posi-
tive x mithilfe einer Wertetabelle dar, erhilt man:

x |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
x2 |0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 | 121 | 144 | 169
2% |1 2 4 8 16 32 64 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192

Man erkennt: Die Exponentialfunktion wiachst schon recht friih sehr viel stiarker als die quadratische
Funktion. Dartiber hinaus ist bei der Exponentialfunktion jeder neue Wert in der Wertetabelle (um
1) grofer als die Summe aller vorherigen Eintrédge (z. B. 32 >24 + 8 + 4 + 2 + 1). Bei der quadratischen
Funktion gilt fiir x > 4: Jeder neue Eintrag in der Wertetabelle ist kleiner als die Summe der vorheri-
gen Eintrédge (z. B. 25 <16 + 9 + 4 + 1 + 0 = 30). Wahrend bei der quadratischen Funktion bei Ver-
groflerung des x-Wertes um 1 der vorherige Funktionswert um eine ungerade Zahl vergroflert wird
(1, 3, 5,7, usw.) wird bei der Exponentialfunktion der Vorgéanger um den Faktor 2 erhoht.

le)

Y1:A(0) =3=f(x) =3-a%5 f(1) =6 3-al =6 o a=2>f(x) =3 2%
Y2:f(0)=—-1=>f(x) =—a* f(1) =-05 —-a=-05<a=0,5=f(x) =—-0,5%
Y3:f(0)=3=>f(x)=3-a5f(1) =9 3a=9oa=3=f(x) =33%=3*

Y4: f(x) = ¢+ a¥; a3=£§—2=%:8@a=2; f2Q)=20=c-22=202c=5=f(x) =5-2%
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1.7 Lésungen

f(2) X
Y5:f(x)=c-ax;a3=ﬁ—°§4 0008 a=5 f(-1)=5ec- () —5=>c=1=>f(x)=(§)

Y6: f(x) = ¢+ a%; a3=% ®=272a=3f2)=9ec'3¥=9ec=1=>f(x) =3*

1)
X
W2x=L=(0) =05 @3 '=5=13 (3)(3)=3"=0E)"=9
2X+2 — 92X .92 — (32)X.9 — Q. 0,5x—0,5 — 25%5% _ (v25)" _ 5% _ (1o .
(4) 3242 = 32%.32 = (32)* - 9 = 9 - 9% (5) 2505505 = 2% = (7 =% = 02 5%
1g)

Der Wachstumsfaktor a muss positiv sein, da z. B. fiir x = 0,5 die Wurzel aus a gezogen wird und
dann a%® = +/a nicht definiert wire. Der Fall a = 1 liefert keine Exponentialfunktion, sondern die
Konstante y = c.

2a)

Die Funktionsgleichung lautet f(x) = 2*.

Punkt A: 2* =2 o x = logz(%) =log,(273) = —

Punkt B: 2* =1 & x = log,(2°) = 0

Punkt C: 2¥ = V2 © x = log,(V2) = x = log,(2%°%) = 0,5
Punkt D: 2X = 4 © x = log,(22%) = 2

2b)

Punkt E: 2¥ = 0,5 © x = log,(0,5) = x = log,(271) = -1

Der Logarithmus von b zur Basis 2 bezeichnet den Exponenten x (Hochzahl, Verhiltniszahl), mit
dem die Basis 2 potenziert werden muss, um die gegebene Zahl b zu erhalten. Gesucht ist also die
Zahl x, so dass 2* = b. Dieses Zahl x wird als Logarithmus von b zur Basis 2 definiert.

2¢)

E:15-13* =30 13*=2 o x=log,3(2); 2<x<3
H:0,125-0,5% = 0,25 © 0,5* = 2 © x = log( 5(2) = logys(0,571) = -1

U:4+(§)X=6<:>(g)x=2<:>x=1ogg(2);—2<x<—1
3
X X
A:1=(%) -84:)(%) =%=>x=log%(%);0<x<1
$:10- 21 =50 & 21 = 5 & 2¥ = 25 & x = log,(25); 1 <x <2
D:(1) =10 & @—103@()—“’3 500 & x = 1l0g1(500); =9 <x < -8

S:2,5%2 252—994:)25X—99<:>X—log25(99) 5<x<6
T:1,95%* = 1 & 1,952 = 1,95% & x = log, ,,(1,952) = 2

Es gilt nun folgende Rangfolge: DU HAST ES.

3)
f0)=4=>fx)=4-a5f1)=2e4-al=2oa=05>f(x) =4-0,5%
f(x) = 1,5 & 405 = 1,5 & 0,5 = & x =logos () ~ 1,42

g =1=2gx)=a%g(l)=15oal=15oa=15>g(x) =1,5*
gx) =2 15%=2ex=1log;5(2) = 1,71

h(0)=1=>hx)=a5 h(-1)=2eoa'=2ea=05=h(x) =05*
h(x) = 3,5 0,5 =3,5 © x=log;5(3,5) = —1,81

k(0)=2=k(x)=2-a% k(1) =05 2-al=0,5ea=0,25>k(x) =2-0,25%
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1.7 Lésungen

k(x) =15 20,25 =15 0,25% = 0,75 © x = log( »5(0,75) = 0,21

4a)

f(x) = 2X : — g(x) = 2% =2%. 21 = 2. 2%
Verschiebung um 1 nach links

f(x) = 2% g(x) =2 2%
Streckung um den Faktor 2 von der y—Achse aus

4b)

f(x) = 3% , — g(x) = 3**2 =3%.32 =9 3%
Verschiebung um 2 nach links

f(x) = 3% g(x) =9-3% = 3*+2
Streckung um den Faktor 9 von der y—Achse aus

— — 1

f(x) = 3% : h(x) =3%1=3%.3"1=_.3%

Verschiebung um 1 nach rechts 3
1 -

f(x) = 3% - h(x) = =-3% = 3%"1
Streckung um den Faktor zvon der y—Achse aus 3

4c)

Uber den y-Achsenabschnitt lassen sich f und h zuordnen: f(0) = 1 und h(0) = 2. Daher gilt A = f
und C = h. Uber die Stelle x = -1 erkennt man: Der Graf von k entsteht durch Verschiebung des
Grafen von h um 1 nach oben. Deshalb gilt k = D. Ebenso wird der Graf zu f um 2 nach oben ver-
schoben, so dass der Graf von g entsteht. Alsoist B=g.

5a)

2
7

f0)=6=f(x)=6-a%f2) =776 ar=77 oa= (Z)7 ~ 2,0733 = f(x) ~ 6 2,0733%

B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y5=4§5<2. 0733"(x)

400r
350
300
250
200
1501
100

S0r

X=4

5b)

73 129
f(4) = 6-2,0733* ~ 111;f(§) = 6-2,07331Z ~ 506;f(

13") —6-2,073312 ~ 15215

12
5¢)

f(x) = 12000 & 6-2,0733% = 12000 < 2,0733% = 2000 & x = 108, 9733 (2000) ~ 10,42 Jahre. An-
fang Mai des Jahres 2012 wiirde eine Abschussfreigabe erfolgen.

5d)
Mogliche Antworten fiir die Giiltigkeit des Modells:

¢ Die Fortpflanzungsbedingungen bleiben unverandert.
e Esist ausreichend Lebensraum fiir eine derartige Population vorhanden.
¢ Die Kaninchen pflanzen sich kontinuierlich fort (entspricht nicht den realen Bedingungen)
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1.7 Lésungen

¢ Im Modell ist wegen des zu kurzen Zeitraums die Sterberate nicht ausreichend berticksichtigt
worden, ebenso die Dezimierung durch Krankheiten o. &.

6)

(1) ,Gilt immer”. Punktsymmetrie fallt aus, da f(x) > O (fiir ¢ > 0) oder f(x) <0 (c < 0). Auch Achsen-
symmetrie ist nicht moglich: f(—x) = f(x) gilt nur fiir x =0, dennc-a*=c-a* @ a* =1 x=0.

(2) , Kommt darauf an”. Die Gleichung c-a* = d (Schnitt der Exponentialfunktionen mit der Gera-
den y=d) besitzt genau eine Losung x = log,(£) genau dann, wenn ¢ und d beide das gleiche Vor-
zeichen haben und beide ungleich Null sind. Andernfalls gibt es keine Losung.

(3) ,Gilt immer”. Der Term a* strebt im Falle a > 1 fiir x gegen minus unendlich gegen Null, im Falle
0 <a <1 fiir x gegen plus unendlich gegen Null. Der Faktor ¢ beeinflusst nur, ob der Graf sich von
oben (c > 0) oder von unten (c < 0) der x-Achse nédhert.

(4) ,Gilt immer”. Zum einen erhdlt man fiir den gleichen Wachstumsvorgang unterschiedliche
Wachstumsfaktoren, wenn man den Startzeitpunkt nach vorne oder nach hinten verschiebt. Zum
Beispiel beschreiben f und g mit f(x) = ¢ - a* und g(x) = ¢+ a**? denselben Wachstumsvorgang, nur
dass der Start bei g um 2 Einheiten friiher einsetzt. Zum anderen kann der Startwert zu unterschied-
lichen Zeitpunkten gewdhlt werden, ohne dass sich dadurch der Wachstumsvorgang als solcher
verdndert. Beispiel: f und g mit f(x) = c-a* und g(x) = 5 -a* = c-a*"P beschreiben denselben Vor-
gang, nur, dass der Startwert bei g um p Zeiteinheiten spéter erfolgt.
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1.2 Die natiirliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

1)

Im linken Diagramm entsteht ein steigender Graf, der komplett oberhalb der x-Achse liegt. Im rech-
ten Diagramm erhé&lt man einen fallenden Grafen, der unterhalb der x-Achse liegt. Sollte sich der
Startpunkt auf der x-Achse liegen, erfiillt offenbar nur die Nullfunktion die geforderte Bedingung.
Gesucht ist also eine Funktion f mit f(x) = f'(x). Wir werden sehen, dass
f(x) = c-e* (e = 2,72;c # 0) und f(x) = 0 die einzigen Funktionen sind, die diese Bedingung - man
auch diese Differenzialgleichung - erfiillen.

2)

f(x) = 3% g(x) = 5% heo = (1) k(x) = 0,2%

A ’ A \ “y “y

ve]

]
BN (o))
Y [e))

S X / X N X N X
2 o] [ 2 2 (o] [ 2 " 2 o [ 2 2 o] 2 |
| | | | | | | |
A l A A A
y y y | y |
I I X X
6 IIT— 6 = =
-2 |0 / 2 -2 |0 / 2
4 / 4 I y -2
|
2 / 2 .4 -
—'r—"/ ); / ); IV-4--6 L6
T T :

Die Zuordnung der Funktionsgleichung zu den Funktionsgrafen kann folgendermafien begriindet
werden:

e An der Stelle x = 1 haben die beiden steigenden Grafen den Funktionswert 3 bzw. 5. Daher ge-
hort f zu C und g zu A.

e Ander Stelle x = -1 haben die beiden fallenden Grafen den Funktionswert 3 bzw. 5. Daher gehort
h zu D und k zu B.

Fiir die Zuordnung von Graf und Ableitungsgraf konnen folgende Begriindungen herangezogen
werden:

¢ Die beiden steigenden Grafen A und C haben {iberall eine positive Steigung. Daher muss der
Graf der Ableitung komplett oberhalb der x-Achse liegen und es kommen nur die Grafen IIT und
IT in Frage. An der Stelle 0 ist Graf A steiler als Graf C. Somit besitzt der Ableitungsgraf bei x =
0 einen grofieren Funktionswert. Also: A gehort zu I und C zu IIL

e Mit der gleichen Argumentation ist die Steigung des Grafen von B an der Stelle 0 steiler als bei
Graf D, so dass Ableitungsgrafen I zu Graf B gehort und Graf D zu IV.
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3a)

Fiir f mit f(x) = 2% gilt: f'(0) = 0,6931 und f® ~ 0,6931. Formt man die zweite Gleichung nach

f(x)

f"(x) um und setzt £'(0) entsprechend ein, erhélt man: f'(x) = f'(0) - f(x) = 0,6931 - 2*.

3b) und 3¢)

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

Y1=2.5"(x) ¥

X=0

s 1 s gdY/dESU.O182E
¥=1

B [EXEl:Koordinaten anzeigen

¥1=2.8"(x) ki

L

-1E 1 05 pPdY/dES1L0296%
¥Y=1

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

¥1=2.7"(x)

¥

X

N R
X=0

ndY7d¥=0.89325

y=1

El [EXEl:Koordinaten anzeigen

Y1=3"(x)

7

¥y=1

Es ldsst sich der Zusammenhang von Aufgabenteil a fiir weitere Exponentialfunktionen bestétigen.
Die Ableitung ist proportional zur Ausgangsfunktion. Die Proportionalitdtskonstante entspricht
dem Ableitungswert an der Stelle 0. Fiir einen Wert von ungefdhr a = 2,72 liegen Graf und Ablei-
tungsgraf tibereinander. Dieser Graf hat an der Stelle 0 die Steigung 1.

3d)
f(X + h) _ f(X) 3 ax+h — X ax ah —a¥ X - (ah _ 1)
h B h h h -
® . f .
'§ Differenzenquoti- Funktionsterm fiir £ Potenzgesetz angewen- X .
5 | ent von f an der mit f(x) = a* eingesetzt | det: a¥™ = a* - b a* faktorisiert
% | Stelle x 8 A=
m
0+h _ o0 _ Fiir die Ableitung einer Expo-
aX - a a — aX- w N a*-f'(0) =f(0) - a* nentialfunktion von der Form
h h h-0 f(x) = a* gilt: F(x) = F(0) - a*
o0 . 0+h_,0 . .
2 | Es gilt: ist der Fiir h gegen Null ergibt
5 a%*h = ah sowie Differenzenquotient sich der Ableitungswert
éo a°=1 von f an der Stelle 0 von f an der Stelle x

4a)

Da fiir eine beliebige Exponentialfunktion f'(x) = f(0) - f(x) und fiir die nattirliche Exponentialfunk-
tion f'(x) = f(x) gilt, muss bei der nattirlichen Exponentialfunktion £'(0) =1 sein.
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4b)
1\ N
0+h _ g0 ith = l % — e=|(en
e | Mith=2 | e-1 | g | g ()
h erhilt man: 1 n n - (1 N 1)
n
: L strebt fii Man multipli
g Ersetze h — strebt fir - Man b .
E ’ i i an bildet die
5 = ziert mit dem :
g FO)=1 durch L. n — oo auch ) Man addiert 1. o te Potenz
@ " gegen Null. Nenner —.
4c)

Der Graf von f liegt oberhalb der x-Achse, weil f(x) = e* > 0. Der Graf besitzt daher keine Nullstel-
len. Da f'(x) = f"(x) = e* > 0 ist, ist der Graf von f streng monoton steigend und linksgekriimmt.
Aus diesem Grund existieren auch keine Extrem- und Wendestellen.

4d)
. . b . .
Es gilt allgemein: [, e* dx = [e¥]} = eP — e?. Fiir die angegebenen Intervalle gilt:
[0;1] [—-1;0] [0;In(100)] [—1n(100); 0] | ]—o0; 0] [0; +-oo[
g0 — g~In(100) | 0 _ gb > 1 eb — @0 5 +00
0 -1 eln(100) _ e0 In(L ) bo—o0 b-+o0
et —e° e-e — 100 — 1 =1-e"@0) | 4a der Term e | da der Term e
=e—1 =1-2 —99 =1—% fir b > —c ge- | fiir b —» +oo ge-
= 0,99 gen Null strebt. | gen +co strebt.
5a)

f(x) = 0,75eX + x2 —2x+ 1 = f'(x) = 0,75e¥ + 2x — 2 = {"(x) = 0,75e* + 2
F(x) = 0,75e* + §x3 —x%2+x

5b)

(1) = 0,75e = t(x) = 0,75e-x+ b; f(1) = 0,75¢e = 0,75e-1+ b =0,75e = b =0 = t(x) = 0,75e - x
5¢)

f’(x) = 0,75e* + 2 > 2,dajeder e — Term > 0 = Graf von f ist linksgekriimmt.

5d)

Der Graf von f schliefst tiber dem Intervall [0; 1] mit der x-Achse den folgenden Fldcheninhalt B ein:
B = fol f(x) dx = [0,75¢* + Ix* — x* + x]; =0,75e+1—-0,75=0,75e — >

Die Tangente t schliefdt tiber dem Intervall [0; 1] mit der x-Achse den folgenden Fldcheninhalt C ein:
C = 0,375e (Dreiecksfldche)

Es gilt A=B-C=0,75e — = — 0,375e = 0,375e — 1—52 =~ 0,60.
Eine Uberpriifung mit dem GTR liefert fiir die Formel des Flacheninhalts zwischen zwei Kurven:

fol[f(x) —t(x)]dx = f()1[0,75eX +x%2—-2x+1-0,75e-x]dx =~ 0,60

5e)

Die Normalparabel hat die Gleichung p(x) = (x — 1)? = x? — 2x + 1. Durch Gleichsetzen mit f(x) er-
hélt man: 0,75e* + x% —2x + 1 = x? — 2x + 1 & 0,75e* = 0. Dies ist nicht moglich, da jede Potenz
von e echt positiv ist. Daher haben die Grafen zu p und f keine Schnittpunkte. Vielmehr ist der Graf
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zu p fiir x — - © eine Asymptote, der sich der Graf von f anndhert. Denn: 0,75e* — 0 und somit
f(x) = t(x) fiir x > —oo.

6a)
fx) =gx) ® x+e¥=-x*+efox’*—x=0xx—-1)=0x=0vx=1
6b)

fx) —g(x) = —x+eX—(—x?+eX) =x%—x
Also: A = |f [f(x) — g(x)] dx| |f (x? —X)dx|

3| =k-il =3

6¢)

fx)=—=x+eX=2fx)=—-1+e*= f"X)=e*>0

fx)=—-1+eX=0ee*=1ex=0; f(0) =1; '(0) = e° = 1> 0: (0/1) ist lokaler Tiefpunkt, der
global, da der Graf wegen f*(x) > 0 durchweg linksgekriimmt ist (oder an den Rdndern jeweils gegen
unendlich strebt).

6d)

gx)=—x*+e¥2g(x)=-2x+e¥=> g’'x) =-2+eX=g"(x) =¥
gx)=-2+ef=0e=2ex=In2);g”UnR)) = e"@ =2 > 0 (RrLiPo): x = In(2) ist
Rechts-Links-Wendestelle.

7a)
B B _
Grafikfunkt. :Y= \

Y2Be*+1 [—]

Y4me**? [—1

— |

YhBe *
SELECT | (JAN13 NRTZ RI*[ W MODIF Y| DR AW]

7b)
fi(x) = e Verschiebung um 1 nach oben f(x) =e*+1
fi(x) = e Spiegelung an der x—Achse fa(x) = —e*

fl (X) =e Verschiebung um 2 nach links f4 (X) - eX+2
fl (X) =e Spiegelung an der y—Achse fS (X) =e

7¢)

Da der Graf von f5 an der y-Achse gespiegelt wurde, ist jeder negative Steigungswert des Grafen
von fs an einer Stelle -a genau der positive Steigungswert des Grafen von f; an der Stelle a. Dies sieht
man zum Beispiel daran, dass das Steigungsdreieck der Tangente an der Stelle a das gleiche Ay
besitzt wie die vergleichbare Tangente des gespiegelten Grafen, aber Ax sich um das Vorzeichen
unterscheidet (vgl. Abb. oben rechts). Es gilt daher f5"(—a) = —f;"(a) = —e®. Mit der folgenden Sub-
stitution x = —a & a = —x gilt: f;"(x) = —e™.
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1.3 Natiirlicher Logarithmus - Ableitung der Exponentialfunktion

1a)

eX =6 o x=1log.(6) ~ 1,8

1b)

(1) e* =6 © x = loge(6) = In(e)

(2) Sei e* = b. Dann ist nach der Definition des nattirlichen Logarithmus x = In(b) und damit gilt
auch durch Einsetzen von x in der Startgleichung: e™® = b. Fiir die zweite Gleichung kann folgen-

dermaflen geschlossen werden: e* = eP hat die nach der Definition des natiirlichen Logarithmus die
Losung x = In(eP). Andererseits gilt offenbar x = b. Also: b = In(eP).

(3) In(1) =1In(e®) = 0, In(e) = In(e!) = 1. Es giltx = eln® > 1 = % dann kann wegen der streng
steigenden Monotonie der natiirlichen Exponentialfunktion In(x) > 0 gefolgert werden. Analog gilt
auchx =e"™® < 1 =¢%= In(x) < 0.

(4) M@ = ln(@) nach der Potenzregel fiir Logarithmen.
1¢)

f(x) = 3% = eln(®x g(x) = (%)X — eln(%)-x = e"InG3)x h(x) = eln(0,2)x — eln(é)-x = o~ In(5)x

1d)

(1) eX =15 & x = In(15) =~ 2,71

2)e*=24ox=1In(2,4) ~ 0,88

ReX*=7o2x=In7) ©x = %ln(7) =In(v7) = 0,97

93 e =162 ¥ =54 4x =In(54) & x =2In(54) = In (‘i/ﬁ) ~ 0,42
(5)e*=10© —x =1In(10) ® x = —In(10) = In(0,1) = —2,3
B)e**=1o04—x=In(1)=0x=4%

Ne***=54—4x=In(5) @ —4x=In(5)—-4x=1- %ln(S) =1-1In(V5) ~ 0,60
8)2re*=5o0e*=25< —x=In(25) ©x=-In(2,5) =In(0,4) ~ —0,91

(9) e**1 =10 & 2x +1 =In(10) © x = -In(10) —  ~ 0,65

(10)3-e*5 1 =1 e 1 =1 05r—1 =1n(§) ox= 21n(§)+2 =1n(§)+2 ~ —0,20
(11)%-&"‘1=%4:)e%"‘1=§(:>%x—1=ln(§)®x=4ln(§)+4z1,96

(12) —g-e_§X+°'5 =l e 5*05 = _1 ist unlosbar, da jede Potenz von x echt positiv ist.
le)
De*-2-e¥=0exu?-2u=u(u—-2)=02u=0vVu=2ce*=0ve* =2 ©x=In(2)
u=e u=e
Q)e*-2ref=-1=uv*-2u+l1l=@U-1)P2=0u=1=e=1ox=h1) =0
u=e u=e
B)te¥—eX=-Le—su*-10u+24=02u=5+t1e*=5+1<x=m4)Vvx=In(6)
u=e u=e

(4) e*™ + e** + 1 = 0 ist unlosbar, da e** + e** + 1 > 1 gilt.
2a)

Aussage (1) stimmt. Aussage (2) ist falsch. Aussage (3) stimmt. Vergleiche dazu die beiden Tabel-
len, die mit dem GTR erstellt wurden.
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B
Tabellenfkt. :Y=

d x
Y1=—dx(2 )|x=x
d x
VR (47)],

[—1

[—1

vA - _
Rial{al| DELETE] TYPE [STYLE TA1BLE

E

B

¥l Y2

2
FORMULA) (TENETS WP EDIT | (GPH-CON] [GPH-PLT]

X ¥i ¥2 X
-1 0.3465 0.3465 | 0

0 0.6931 1.3862 2

1 1.3862 5.5451 4
I 2.7725 22.18 8

0
MEEIM[DELETE] ROW [N GPH-PLT]

2,7726 22.18
11.09 354.89

0.6931 1.3882}
44.361 b5678.2

2b)
a e 3 e 2 el = 2 0,5 2 el=¢ 3 e? e3
£(0) = -3 -2 -1 -0,6931 | 0,6931 1 1,0986 2 3

Es gilt: f'(0) = In(a)

2¢)

(D) f(x) = ek* = (ek)x. Also ist a = eK. Damit gilt nach dem Merksatz zu Aufgabe 3 aus dem letzten

Kapitel fiir die Ableitung: f'(x) = f'(0) - e** gilt.

(2)
£(0 + h) — £(0) ek-(0+h) _ ok0 e0+kh _ 40 Kk e0+kh _ g0
h —n h kK~ h
1 Ei d
-§ Differenzenquoti- 1n.setzen o g Multiplizieren mit X (als
g Funktionswerte fiir Ausmultiplizieren ) ] k
CSED ent an der Stelle 0 £ mit f(x) = ek eine ,unsichtbare” 1)
0+kh _ 0 eltt _ o0 Fiir die Ableitung einer Expo-
k- u — k- h——>0) k-1= f’(O) nentialfunktion von der Form
k-h L f(x) = e** gilt: F(x) = k- e
® Ersetze k - h durch t. Der Bruch konvergiert
'§ Multiplikation Beide Zahlen konvergie- | fiirt — 0 gegen g’(0) =1
A von Briichen ren gegen Null, da k be- | fiir g(x) = ex (e-Funktion
& liebig aber fest ist. hat bei 0 die Steigung 1)
2d)
f(x) = a* = elP@ X = f(x) = In(a) - @)X = In(a) - a*

2e)

1

1) Fx) = e a*=>F(x) = L. In(a) - a* = a*

In(a)

(2)F(x) =1 e = F'(x) = k- k¥ = e

2f)

1) f(x) = 3* = e"®* 5 £(x) = In(3) - "% = f"(x) = In(3) - In(3) - "X = [In(3)]? - )

F(x) =

1 . _In(3)x
@) ©

m, = £'(1) = In(3) - @1 = 3In(3) = In(27) und t(1) =3 =1In(27)-1+b=3=b =3 —1n(27)
= t(x) =In(27)x + 3 — In(27)

@) = ()" =e"@* 5 F() =In(2) - "@* = () = In(2) - In(2) - "@* = [In(2)]” - &M

F(x) =

m; =f(—1) =1n (%) @D — (%) . eln(@)_l) =In (%) - en@ =p (%) -2 =1In(0,25); t(-1) =4

) eln(%)-x

1
In(3)
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= In(0,25)-(-1)+b=4=Db=4—-1n(4) = t(x) =In(0,25)x+ 4 — In(4)
@) f(x) =x% — 2 =x? — e"@X 5 f'(x) = 2x — In(2) - P X = f'(x) = 2 — [In(2)]? - ")

F(x) = §x3 “he eln(@x

m,=f(2)=4—1n(2) e"@2=4_1n(2) en?) =4 - 4In2); t(2) =f(2) = 0
=24 —-4In(2)):2+4b=0=>b=8In(2)—8=>t(x) =(4—4In(2))-x+8In(2) — 8

(4) f(x) = e 2X | 47X — 72X 4 (4—1))( = e 2X 4 0,25% = 2% 4 oIn(0,25)x
= f'(x) = —2e7 2 +1n(0,25) - (025X = £7(x) = 4e72% 4 [In(0,25)]%;

=_l.a2x3 _ 1 ., aIn(025)x
F(X)_ 2 e +ln(0,25) e

m; = f(0) = -2 4+ In(0,25) = In(0,25) — 2; t(0) =f(0) =2 =b = t(x) = (In(0,25) — 2) - x+ 2

3a)

(1) Durch die Streckung in x-Richtung halbiert sich beim Steigungsdreieck der Tangente des ge-
streckten Graf Ax, wiahrend Ay gleich bleibt. Daher ist die Steigung des gestreckten Grafen an der
Stelle 0 doppelt so grof3.

(2) Da die nattirliche Exponentialfunktion an der Stelle 1 die Steigung 1 besitzt und mit (1) der ge-
streckte Graf dort die Steigung 2 hat, gilt fiir den gestreckten Grafen g”(0) = 2. Da der gestreckte Graf
der Graf einer Exponentialfunktion mit der Basis e? ist, gilt nach dem Merksatz zu Aufgabe 3 aus
dem letzten Kapitel fiir die Ableitung: g"(x) =2 - g(x) =2 - e2x.

3b)

(1) Der Parameter c streckt den Grafen von der x-Achse aus in y-Richtung und verandert damit auch
die Schnittstelle mit der y-Achse. Sollte ¢ negativ sein, findet eine Spiegelung an der x-Achse statt.
Der Parameter k streckt von der y-Achse in x-Richtung. Fuir k > 1 und k < -1 wird der Graf der
nattirlichen Exponentialfunktion in Richtung y-Achse zusammengedriickt. Fiir 0 <k <1 und auch
fur -1 <k <0 findet eine Stauchung in x-Richtung statt. Der Graf wird von der y-Achse weg , ausei-
nandergezogen”. Ein Vorzeichenwechsel bei k ldsst den Grafen an der y-Achse spiegeln.

(2)

f(x) = cekx c¢>0und k> 0: z. B. f(x) = 2e3% c>0und k <0: z. B. f(x) = 273
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=2x{(e”~(3x)) Y2=2x{e”({-"38x)) N
:
4
Graf 2
)
X ! X
-0.5 0 0.5
X=0 “y=2
Monotonie streng monoton zunehmend streng monoton abnehmend
X — +o0: f(X) — +o0 x — +oo: f(x) = 0
Randverhalten
x — —oo: f(x) = 0 x — —oo: f(x) — +oo
Nullstellen keine keine
y-Achsenschnittstelle y=c y=c
Krimmungsverhalten linksgekriimmt linksgekrimmt
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f(x) = ceX* c<0und k>0:z B.f(x) = —2e3* | c<0und k<0: z B. f(x) = —2e73*
Bl [EXE]:Koordinaten anzeigen E [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=-2x(a*(3x)) I} ¥ = ¥2==-2x(a*({-3x)) ¥ <
0 0.5 -0.5 0
Graf
=0 ¥=0
Monotonie streng monoton abnehmend streng monoton zunehmend
X — +oo: f(x) — —o0 x — +oo: f(x) — 0
Randverhalten
x — —oo: f(x) — 0 X — —oo: f(x) > — o0
Nullstellen keine keine
y-Achsenschnittstelle y=c y=c
Kriimmungsverhalten rechtsgekriimmt rechtsgekriimmt
4)

for () =ce®=f ' (x)=c ke, "(x) =c k¥ e™und F.(x) = E - elx

f.1'(x) = ¢ k- e!* > 0, falls c und k beide positiv bzw. beide negativ sind. Daher ist der Graph streng
monoton zunehmend, falls ¢ und k dasselbe Vorzeichen haben. Bei unterschiedlichen Vorzeichen ist
der Graf streng monoton abnehmend. f.}"(x) = ¢ - k?*- ek* > 0 fiir ¢ > 0. Daher ist der Graf linksge-
krtimmt fiir ¢ > 0 und rechtsgekrimmt fiir ¢ <0.

4a)
“y /.‘
; /
/
ml L xh._
10 1 | ANg3 |
| N\
4b)

Es gilt f(1) = g(1) = 2. Daher ist S Schnittpunkt der beiden Grafen. Aufgrund des Verhaltens an den
Réndern kann es keinen weiteren Schnittpunkt geben.

4¢)

Die gesuchte Flédche ldsst sich berechnen tiber den Ansatz fol[g(x) — f(x)] dx. Berechne dafiir zu-
néchst die Differenzfunktion d(x) = g(x) — f(x) = —2x + 4 — 2¥. Die Stammfunktion D ist gegeben
durch: D(x) = —x? + 4x — —=.2%. Daher gilt:

In(2)
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1800 1001 dx = [ + ax = 22 = 1442 (<) =3 -

In(2) In(2) In(2) In(2)

4d)

f(x)=In2)- 2% m=f(1)=2In(2); t(1)=2=>2In(2)-1+b=2=b=2-21In(2)
= t(x) =2In(2) -x+ 2 —In(2)

4e)
Ansatz: f(x) = k- ek = -2 © ¥ = —Tz Diese Gleichung ist nur l6sbar, wenn k negativ ist, da sonst
e negativ wire. Formt man sie nach x um, ergibt sich: kx = In ( - ) S x== ln ( ) Fiir den y-Wert

des Beriihrpunktes berechnet man: y = Xk ln( ) = —Tz Also: B (Kln (TZ) / —?2)

5a)

Man setzt f(x) und g(x) gleich und zeigt, dass x =0 und x = -
—x+2¥—-0,5=24+2"%-1,5 o 1 —x = 27 Offenbar erfiillen sowohl x = 0 und x = -1 diese Glei-
chung.

5b)
dx) =f(x) —gx) = —=x+2X—-05-(2¥+2*-15)=1-x—2%=1—-x— (271)X

— 1 — v — — 12 1

=1-x—-05*=>Dx) =x * "o 0,5%

° [f dx =[x —Ix? — 1 05 =— 1 ~05—--1_-05"1

160 — g0 dx = [x——x —es 05 ==ty — (1 s 057)

= 1(05) +15+1 (05) 15+l (05) =~ 0,06

5¢) und 5d)

f(x) =—-1+1In(2):2%und f'(x) = [In(2)]?-2X >0

v 1 »
fx)=—1+In(2)-2*=0e 2= m < x =log, (m) ~ 0,53. Da der Graf von f wegen f"(x) > 0

durchweg linksgekriimmt ist, ist x = log, (1 (2)) eine globale Minimumstelle.

g’ (x) =In(2) - 2* +1n(0,5) - 0,5%; g”'(x) = [In(2)]? - 2* + [In(0,5)]* - 0,5* > 0

g(x) =In(2)-2*+1n(0,5):0,5* =0 < In(2) - 2* = -In(0,5) - 0,5* © 2*=0,5* <= x=0. Da der
Graf von g wegen f(x) > 0 durchweg linksgekriimmt ist, ist x = 0 eine globale Minimumstelle.

6

Aussage (1) ist wahr, da f'(x) = k- e¥* # 0 fiir k#0

Aussage (2) ist wahr, falls e* = a genau eine Losung hat. Dies ist genau fiir a > 0 der Fall.

Aussage (3) ist wahr, falls f'(x) = k- ek an der Stelle 0 positiv ist. Also f'(0) = k > 0. Dies ist fuir
positive k der Fall.

Aussage (4) ist wahr, da f(x) = e”"@% = eIn@™) = 3% dje Funktion des an der y-Achse gespiegel-
ten Grafen zu g mit g(x) = a* ist.

Aussage (5) ist nur wahr fiira>1, daf(x) =In(a) -a* > 0 = In(a) >0 a>1.

Aussage (6) ist nur wahr fiir ¢ > 0, da ce* — 1 = 0 & e* = Inur fiir ¢ > 0 genau eine Losung besitzt.
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1.4 Natiirliche Logarithmusfunktion

1

,Funktionspartner sein” bedeutet, dass der Graf einer Funktion an der 1. Winkelhalbierenden
gespiegelt wird, um den Grafen der Partnerfunktion zu erzeugen. Man erhélt zum Punkt P(x/y)
eines Grafen den Bildpunkt durch Vertauschen von x- und y-Wert. Also gilt P’(y/x). Beispiel: Der
Punkt P auf dem rechten Normalparabelast mit f(x) = x2und x > 0 hat den allgemeinen Parabelpunkt
P(x/y = x?). Der Bildpunkt lautet P"(y = x2/x). Fiir den Bildpunkt wird nun jedem y = x2 > 0 ein
Funktionswert x > 0 zugeordnet. Wegen y =x? © x = *.,/y undx >0 wird jedem y > 0 der
Funktionswert ﬁ zugeordnet. Es gilt fiir die Funktionsgleichung g des gespiegelten Grafen
also: g(y) = ﬁ Ersetzt man x durch y (x, y 2 0) erhilt man die bekannte Form g(x) = V.

\ 1 / /
Yy /
f(x)=x2, x <0 f(x)=x?, x 20 7
4 7
| Poyy=x2 4
\\ X2 T ——=* X\ Y / a(¥)=vx, x=0 |
LY |
\ o= L T
| =l | =X4/X
v 7 |
/ | | _
N i 3
-
4 | 3] -2 -1 O6N| 1 x2 y=x2 4 | 5 | 6
P, N
-1
/7 N~
/ 5 T~
7/ i "'"""---....______‘
T T—
d -3 g(x)=-vx, x=0_|
/7
/7

Analog gilty = x*> @ x = 3\/}_/ undx = 0 und es folgt die Funktion g(y) = W fiir y > 0. Setzt man
x statt y, erhilt man die gewohnte Form g(x) = i/x mit x = 0.

Die Partnerfunktion zu f(x) = x + 3 lautet g(x) = x - 3. Begriindung: Der allgemeine Geradenpunkt
der Gerade f lautet P(x/y = x + 3) und hat den Bildpunkt P"(y = x + 3/x). Wegen der Umformung
y=x+3ox=y—3 liefert g(y)=y—3 bzw. g(x) =x—3die Funktionsgleichung des
gespiegelten Grafen.

Ebenso erhilt man aus y = 3x die Gleichung x =3y und ausy = i & x = - . In allen Féllen nennt

1
y
man die Funktionen der gespiegelten Grafen Umkehrfunktionen zu den Funktionen der Ausgangs-
grafen.

2a)
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“y z
7/
74 I }y=f{X —ex— ! //
rd
3 I 7
7/
V4
/7
5 Ay Y
P(x/y)
I\ 7/
N /
311 N
(1/e) ! XE _
5 AN Ay | y=g(x)=In(x)
O B
. A T TP yX)
'é
(-1/e) / !//Ej/f) |
-2 —1//-0 (1/0‘) 2 | 3 4Cr 5 6 7
/ '1‘f(e-1/—1
e 2/
Ve
Ve

Es sei P(x/y). Daher hat das Rechteck ABPC die Seitenldngen x und y. Zu Zeigen ist, dass das
Rechteck ACP’B” die Seitenldngen y und x hat. Beweis: Sei D der Schnittpunkt der lingeren
Rechteckseiten und AB = x und AC = y. Die Dreiecke ABD und ADB’ sind konkruent nach SWW
(gemeinsame Seite AD, 45-Grad-Winkel als Steigungswinkel der Geraden y = x und 90-Grad-
Winkel). Daher gilt: B'D = BD. Beide Seiten entsprechen der Strecke AB, da die beiden Dreiecke ABD
und ADB’ auch gleichschenklig sind (Basiswinkel betragen beide 45 Grad). Also: BD = C'P’ = x.
Ebenso sind die Dreiecke DP’E und DEP kongruent z. B. nach SWS (Seite DE, PE = P’E und rechter
Winkel). Daher gilt PD = P'D und mit B'D = BD auch BP = B'P" =Y.

2b)

Der x-Wert des Bildpunktes betrdgt y = e*. Ihm wird der y-Wert x zugeordnet. Wegen der
Umformungy = e* & x = In(y) und der Tatsache, dass e* alle positiven Zahlen durchlduft, wird
jedem y=e* > 0 der Funktionswert x =In(y) zugeordnet. Man erhilt also fiir y > 0 die
Funktionsgleichung g(y) = In(y) mit y > 0. [Eine alternative Argumentation kann folgendermafien

aussehen:y = e* > 0 — x=eY>0—— > y= In(x) mitx > 0.]
Spiegelung: x und y—Wert vertauschen nach y auflésen

2¢)

Sei f'(x) = 2—Z = e*. Offenbar gilt fiir die Umkehrfunktion g: g'(y) = i—§ = % Da aber y = f(x) = e* und
Ax

e* alle positiven Zahlen durchlauft, folgt fiir y > 0: g'(y) = o % Ersetzt man y durch x, erhdlt man

die géngige Form: g'(x) = i Kurzform: f'(x) = e* gy = e—lx = i mity > 0

gespiegeltes Steigungsdreieck

2d)

(1) Wegen g'(x) = i > 0 ist der Graf der nattirlichen Logarithmusfunktion fiir x > 0 streng monoton
wachsend und besitzt daher keine Extremstellen.

(2) Es giltIn(1) = 0, da e? = 1. Da der Graf wegen (1) streng monoton wachsend fiir x > 0 ist, existiert
keine weitere Nullstelle von g.
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B g =—x2%=- Xiz < 0: Der Graf von g ist fiir x > 0 rechtsgekriimmt.

(4) Dies kann aus dem Verhalten der nattirlichen Exponentialfunktion an den Riandern und der
Tatsache, dass der Graf der nattirlichen Logarithmusfunktion an der Geraden y = x gespiegelt wurde

gefolgert werden: y = e* 0— x = In(y) — —oo. Analog kann fiir das Verhalten x — +oo
x——0co Spiegelung y—=0
vy — X _ _
gefolgert werden:y = e ot Soiegeraa X = In(y) vl
2e)

Ein Beispiel ist die Funktion f mit f(x) = x2. Wiirde man den kompletten Grafen spiegeln, was
gleichbedeutend ist mit der Bildung einer Umkehrfunktion auf dem kompletten Definitionsbereich,
erhielte man keinen Grafen einer Funktion, da einem x-Wert zwei y-Werte zugeordnet wéren.
Wichtig ist also, dass beim Definitionsbereich der Ausgangsfunktion jedem y-Wert genau ein x-Wert
zugeordnet ist. Denn dann entshet erst eine Funktion, die jedem x-Wert (y-Wert der
Ausgangsfunktion) genau ein y-Wert (x-Wert der Ausgangsfunktion) zugeordnet wird.

3a)

f
g 3__\

ol J

3b)

Die Schnittstellen der Funktionen f und g berechnet man durch Gleichsetzen der Funktionsterme:
fx) =gx) © i =—-x+25 =1= —x?+25x© x2—-25x+1=0. Die Diskrimininate lautet

2 2
dann: D = (2) -q= G) -1= g - 1—2 = 116. Daher gilt fiir die Losungen der quadratischen
Gleichung und damit fiir die Schnittstellen: x = ; + 116 = % + % ©x=2vx=0,5.

3¢)

Fiir den Fldcheninhalt A, den beide Grafen einschlieffen gilt: A = | Ozs[g(x) — f(x)]dx

= Jrs (—x +2,5-3)dx = [—§x2 +2,5% — ln(x)]z = (-2+5-In(2)— (-3+2- 1n(o,5))

=3—-In(2) - g +1n(0,5) = 18_5 —21n(2) ~ 0,49
3d)
[12dx = [In(®)]° = In(10) — In(1) ~ 2,30

1 x
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3e)
f1R i dx = [In(®)]R = In(R) — +oo (Aufgabe 2d(4))

le i dx = [In(®)]} = —In(L) e (Aufgabe 2d(4))

Daher existieren beide Integrale nicht.

f13 (ix+ X) dx = [*In(x) +%x2]i =1In(3) +2-3=4+:In(3) ~ 4,37

2
I (;+Xi2) dx = [51n(x) —ﬂl =5In(2) —1+1=1+5In(2) ~ 3,97
4c)

J7 (e + =) dx = [1e2* + 1In(®)] = le* +1In(2) — 2e? = X(e* — e? + In(2)) ~ 23,95

5

Aussage (1) ist wahr, wenn man sich auf den kompletten Definitionsbereich bezieht. Denn aufgrund
der Achsensymmetrie beziiglich der y-Achse konnen jeden y-Wert aus dem Wertebereich der
Funktion immer mindestens zwei x-Werte aus dem Definitionsbereich zugeordnet werden.

Gegenbeispiel zu Aussage (2): Die Funktion f mit f(x) = (x — 1)? ist als nicht gerade Funktion nicht
umkehrbar auf R, da jeden Funktionswert > 0 genau zwei x-Werte zugeordnet sind.

Aussage (3) ist wahr. Denn wenn f'(x) # 0 fiir alle x-Werte des Definitionsbereiches, dann muss
f'(x) > 0 oder f'(x) < 0 fiir alle x des Definitionsbereiches sein (sonst gdbe es eine Nullstelle der
ersten Ableitung). Daher muss der Graf von f streng monoton 'y
wachsend oder streng monoton fallend sein. Somit ist die
Funktion auch umkehrbar. 2

y

Aussage (4) ist wahr. Denn hitte eine umkehrbare Funktion 14
auf ihrem Definitionsbereich eine Extremstelle a, gidbe es in
einer Umgebung von a zwei Stelle c und d mit f(c) = f(d), was
ein Widerspruch zur Umkehrbarkeit der Funktion ware. 2 -1 1 2

\ A3

Aussage (5) ist falsch, da die Funktion nicht unbedingt -1

sprungfrei sein muss. Betrachte zum Beispiel folgende
xfirx<0 -2

Funktion f mit f(x) = {1 — x fiir 0 < x < 1 (Graf rechts)
xfirx>1

Aussage (6) ist wahr:y = x? > 0 x=y%>0 y = Vxmitx > 0.

_—
x und y—Wert vertauschen nachy auflosen
6a)

Man vertauscht x und y-Wert und 16st na y auf. Dabei sind Definitions- und Wertebereich von
Funktion und Umkehrfunktion jeweils vertauscht. In Kurzschreibweise gilt:

= 2x . = 2y . = =1 = 3 .
y=e >0,XE]RX—:S>IX eV >0,yeR 2y =In(x) @y =;In(x) ln(xz)EIR,x>0

#
nach y auflésen

6b)
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(1) In(¥x) =0

@) [° e dx = [1e¥]° =1—le

(3) f_ol e?Xdx = — f:_z g(x) dx + Rechteck mit den Seitenlingen 1 und e™? = — fel_z g(x)dx + e 2. Also
gilt: fel_z g(x)dx = — f_01 e¥dxt+e?=—+le?+et=2e?-1

2

0

) J,
6¢)

e dx = [%ezx]z =122k —— 7 Aus Symmetriegriinden gilt) fol gx)dx = —%

g =2 m=g1)=;2tx) =x+bt(1) =0:;-1+b=0eb=—2 Also git fir die
1

Tangente t im Punkt (1/0): t(x) = %X -5

6d)

Man subtrahiert vom Fldcheninhalt der unbeschrénkten Fldche, die der Graf von g tiber dem
Intervall [0; 1] mit der x-Achse einschliefst (er betrdgt nach b)(4) 0,5) den Fldcheninhalt des
rechtwinkligen Dreieck, das die Tangente t mit den beiden Koordinatenachsen begrenzt (er betragt
0,25). Also betrédgt der gesuchte Flacheninhalt 0,25.
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1.5 Wachstumsvorginge

1a) Der Anfangsbestand B(0) betragt in allen Fallen 2.

1b)

Bi1 beschreibt das beschrankte Wachstum (x —-co: By(t)—-00; x —+oo: Bi(t)—10), B2 das logistische
Wachstum (x —-o0: Ba(t)—0; x —+o0: Bo(t)—10) und Bs das exponentielle Wachstum (x —-oo: B3(t)—0;
X —+o0: Bs(t)—+o0).

exponentiell beschrinkt logistisch
| y T
t 00 //  B(1) e
22 | 10 —10¢— T —E== 104+ ——
S a | / /
“é 5 / / /
< 8 51/ 5 5
§ 2 2 // 2
£ .—-‘—7 t_ 2 [ t = t_
»> > + + >
of [ 5 | 10 J 5 | 10 5 (o] | 5

1c) Die Ausbreitung einer ansteckenden Krankheit verlduft logistisch, der Guthabenzins auf einem
Sparkonto exponentiell, die Erwarmung eines Tiefkiithlprodukts bei Zimmertemperatur beschrankt.

1d) B; gehort zum beschrankten Wachstum, B; zum exponentiellen Wachstum und Bz zum logisti-
schen Wachstum.

1e)

Ba(t) = 2+ €022t = By (t) = 2+ 0,22 - €922t = 0,22 - 2 - €922t = 0,22 - By (t) = k - B3 (t)

By(t) = 10 — (10 — 2)e™022t = 10 — 8- =022t = B, () = —8 - (=0,22) - e™022t = 1,76 - e =022t
Andererseits gilt: k- (S — By (1)) = 0,22 - (10 — [10 — (10 — 2)e™%?2']) = 0,22 -8 - 7022t =
1,76 - e~ 022

Nicht gefordert, da Kettenregel vorausgesetzt wird:

2:10 IO
B,(t) = ZT(10=2)e0 0t = 210 (2 + (10 — 2)e~02210t)~1

=B, (t)=2-10-(-1)- (2 + (10 — 2)e92210t)=2. (10 — 2) - (—0,22) - 10 - 2210t
2:10 —022-10-t 1600.e—0,22'10-t
=022 +(10-2)-10-e7® =0,22"

(2+(10_2)e—0,22'10't)2 (2+8.e—0,22'10't)2

Andererseits gilt:
2:10 2:10
k- By(t) (S —B; (t)) =0,22- 24(10-2)e-022 10t (10 - 2+(10_2)e—0,22-10-t)
210-10-(2+(10-2)e~ %2210t _2.10.2-10
(2+(10-2)e—0,22:10:t)2

2:10-10-(10—2)-e~0:22'10°t )
(2+(10-2)e-022100)2 B, (t) von oben (Puh!)

2:10-10 2:10-2:10
2+(10-2)e-02210t  (24(10-2)e-02210)2
2-10-10-2+2-10-10-(10—2)-e~%22'10't_3.10.2:10
(2+(10_2)e—0,22-10-t)2

1f) (1) linear; (2) logistisch; (3) beschrénkt; (4) exponentiell; (5) kein Wachstum; (6) beschrankt; (7)2
beschrankt; (8) logistisch; (9) exponentielle (k < 0) und beschrankt (S = 0).

=0,22-(

)=Qn-
=022

=022

% Die Anzahl der Tiere nach n Jahren lasst sich durch folgenden Ausdruck beschreiben:

N(n) = 0,97 - (- (0,97 - (0,97 - (0,97 - 750 + 15) + 15) + 15) + 15---) + 15

=0,97"-750 + 0,971+ 15+ 0,97"2-15 +---+ 0,97% - 15+ 0,97' - 15 + 15

=0,97"-750 + (097" 1+ 0,97""2 4+ ---+ 0,972 + 0,97' + 1) - 15

=0,97"-750 + 15-Yp2} 0,97k — 15 _ 15 _ 50, Langfristig hat die Herde eine Grofie von 500 Tieren.

no+o 1-0,97 0,3
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2a) Sei n die Anzahl der Wiirfe, B(0) die Wiirfelzahl zu Beginn und B(n) die Wiirfelanzahl nach n
n
Versuchen. Dann gilt fiir die Wiirfelzahl nach n Versuchen B(n) = B(0) - (E) . Da Leah nach 10 Ver-

10
suchen nur noch 5 Wiirfel hat, gilt 5 = B(0) - (Z) & B(0) = —5 = 31. Es waren wohl 31 Wiirfel.

(6)

2b)

(1) B(t) = B(0) - eX* = B’(t) = B(0) - k- ekt = k- B(0) - ekt = k - B(t)

(2) B(t) = B(0) - a* = B(0) - ek* = B(0) - (e¥)" & a = ek & k = In(a)

(3) Bei Bs: k =0,22; a = €022

2¢)

(1) Ansatz: B(t) = B(0) - et = 2,5 ek5;, B(30) = 4,5 = 4,5 = 2,5 3% & 1,8 = 3% & 30k = In(1,8).
Also: k = 238 00196 = B(t) ~ 2,5 - €019t = 3 = 0019 1 0198

(2) Ansatz Verdopplungszeit: 5 = 2,5 - e0019t o 2 = 00196t o t = In@ 354 Jahre. Die jahrli-
0,019

che Wachstumsrate betrdgt p = €919 — 1 ~ 1,98 %. Nach 35,4 Jahren hat sich die Weltbevolkerung
bei einer jahrlichen Wachstumsrate von knapp 2 % verdoppelt.

(3) B(55) = 2,5 - %0196'55 ~ 7 35; Abweichung zum tatsidchlichen Wert: 7’—35 — 1= 14,84 %;
B(—30) = 2,5 - e20196(=30) » 1 39; Abweichung zum tatsichlichen Wert: =2 — 1 ~ —22,78 %;

2d)
(1) Durchschnittswert: 1,8202. B(t) = B(0) - a* = 80 - 1,8202° = 80 - e¥%; k = In(1,8202) ~ 0,5989

(2) Uber die Funktion % (MENU 1 — OPT — CALC) kann die Ableitung an einer bestimmten Stelle

berechnet werden: B(0) ~ 47,92; B’(1) =~ 87,22; B"(2) = 158,75; B'(3) ~ 288,96, B"(4) =~ 525,96, B"(5) =~
957,36. Fiir den Ableitungsterm der Funktion B gilt: B'(t) = 80 - 0,5989 - %5989t = 47,912 - %5989
Die Verdopplung der Wachstumsgeschwindigkeit berechnet man durch folgenden Ansatz: 2 =

05989t o = % ~ 1,16. Nach 1,16 Stunden hat sich die Bakterienzahl verdoppelt.

2e)

(1) Fur den durchschnittlichen Wachstumsfaktor a ergibt sich gerundet a = 0,7234. Also gilt fiir k: k =
In(0,7234) ~ —0,3238. Mit dem Anfangswert B(0) = 10 ergibt sich B(t) = 10 - 7932381,

(2) Fiir die Funktion C mit C(t) = c- ekt und den beiden Bedingungen C(2) = 5 und C(5) = 2 erhalt
man die beiden Gleichungen c-e?* = 5 und ¢ e°¢ = 2. Es gilt durch , Division” der beiden Glei-

.5k
chungen: S5p =2 & e = 04 = k =0~ —03054 = ¢ = oo ~ 9,2095.

5 3 e2:(=0,3054)
2f)

(1) Die Lange der Pflanze nach 10 Wochen kann beschreiben werden durch die Summe aus Aus-
gangslénge und La'ngenzuwaChS' Daher gilt fir diese Léinge: v(t) =3,8-09"

10+ [, v(t) dt = 10 + [3 8- 0,9t] =10+ > (09) .0,910 — m ~ 33,5 [cm]

In (0 9)
2) ﬁ : folo v(t) dt = 2,35 [cm pro Woche]

(3) 38:09'=19 0,9 =05 © t =logy4(0,5) = 6,58. Nach ca. 6,5 Wochen hat sich die Wachs-
tumsgeschwindigkeit auf die Hélfte halbiert.

OF) (;E v(x) dx: Langenzuwachs nach t Wochen.
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3a)

(1) Der Parameter c ist positiv, da der y-Achsenabschnitt oberhalb der x-Achse liegt. Der Parameter
k ist ebenso negativ, da der Graf von f monoton fallend ist.

(2) Graf I wird an der x-Achse gespiegelt (Graf II) und dann in positive y-Richtung (Graf III) ver-
schoben.

(3) Die Gleichung von Graf III lautet h(x) = —c*- ekx 4 d(c,d > 0; k < 0). Er entsteht durch:

—_ ~.akx — _ . pkx — . pkx
f(X) —ce Spiegelung an der x—Achse g(X) c-e Verschiebung um d nach oben h(X) ce +d
3b)

1)
tin Jahren | Verfahren1 (,Zunahme der dkologisch genutzten Fldche)
0 80
1 80 4+ (700 —80)-0,1 = 142
2 142 + (700 — 142)-0,1 = 197,8
3 197,8 + (700 — 197,8) - 0,1 = 248,02
4 248,02 + (700 — 248,02) - 0,1 = 293,218
5 293,218 + (700 — 293,218) - 0,1 = 333,8962
¢ Biologisch genutzte Flache nach t — 1 Jahren
+ nicht biologisch genutzte Flache nach t — 1 Jahren - biologische Nutzungsrate

Fiir dieses Verfahren ist eine Herleitung der expliziten Formel fiir B(t) eher ungeeignet und bedarf
einiger ,scharfer” Blicke, der mehrfachen Anwendung des Distributivgesetzes und eines Rechen-
tricks.26

Einfacher geht es fiir die Herleitung einer expliziten Formel mit einem zweiten Verfahren:

t in Jahren Verfahren 2 (, Abnahme der biologisch ungenutzten Fldche”)

0 700 — (700 — 80) = 80
1 700 — (700 — 80) - 0,9 = 142
700 — (700 — 142) - 0,9 = 700 — (700 — (700 — (700 — 80) - 0,9)) - 0,9
2 =700 — (700 — 700 + (700 — 80) - 0,9) - 0,9 = 700 — (700 — 80) - 0,9 - 0,9

=700 — (700 — 80) - 0,92 = 197,8

700 — (700 — 80) - 0,9% = 248,02

700 — (700 — 80) - 0,9* = 293,218

700 — (700 — 80) - 0,95 = 333,8962

Gesamtfliche — biologisch genutzte Fliche - konventionelle Nutzungsrate/2hre

700 — (700 — 80) - 0,9

Sattigungsgrenze—Sittigungsmanko zu Beginn - konventionelle Nutzungsratel3hre

Ol |W

%6 B, =80= 700— (700 — 80)

B, = 700 — (700 — 80) + (700 — 80) - 0,1 = 700 — ((700 — 80) - 1 — (700 — 80) - 0,1)
=700 — (700 — 80) - (1 — 0,1) = 700 — (700 — 80) - 0,9 = 700 — (700 — 80) - 0,9"

B, = 700 — (700 — 80) - 0,9* + (700 — (700 — (700 — 80) - 0,91)) - 0,1

=700 — (700 — 80) - 0,9 + (700 — 700 + (700 — 80) - 0,9*) - 0,1

=700 — (700 — 80) - 0,9* + (700 — 80) - 0,9* - 0,1 = 700 — (700 — 80) - 0,9 - (1 — 0,1)
=700 — (700 — 80) - 0,92

B; = 700 — (700 — 80) - 0,9 + (700 — (700 — (700 — 80) - 0,92)) - 0,1

700 — (700 — 80) - 0,92 + (700 — 80) - 0,92 - 0,1 = 700 — (700 — 80) - 0,9 - (1 — 0,1)
=700 — (700 — 80) - 0,93

Also: B, = 700 — (700 — 80) - 0,9
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(2) Es handelt sich um ein beschranktes Wachstum mit der oberen Schranke

von 700 und einem Startwert von 80. Die Differenz von Gesamtfliche und bi-  700[~ 7~
ologisch genutzter Flache wird immer kleiner und ist proportional zur Wachs-
tumsgeschwindigkeit, mit der sich die 6kologisch genutzte Fldche dndert.

(3) Die okologisch genutzte Flidche B(t) nach t Jahren lisst sich durch die Ge- 80

samtfldche minus die 6kologisch ungenutzte Fldche nach t Jahren berechnen. Also gilt: B(t) = 700 —
620 0,9t = 700 — 620 - e Xt & 0,9 = e ¥ & k = —In(0,9) ~ 0,1054. B(t) = 700 — (700 — 80) -
e 01054t = 700 — 620 - e~ %1954 Die Sittigungsgrenze S betrdgt 700, der Anfangswert B(0) ist 80. Ins-
gesamt handelt sich um ein nach oben beschranktes Wachstum. Der Graph ist monoton steigend,
rechtsgekrimmt, das Sattigungsmanko (hier die nicht 6kologisch genutzte Fldche S - B(t)) nimmt
mit der Zeit ab und ist proportional (mit dem Faktor k) zur momentanen Anderungsrate B(t) der
okologisch genutzten Fldche.

3¢)
1 |B El
¥ (¥
% a0y
70r 70f
£0r 60f
50r 50f
40r 40r
30 30r
an i3 20F
. iat . . . . . . . . x . 10r . . . . T x
o/ 2 4 & &8 10 12 14 16 18 0| 2 4 E [ 10
@)
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B(t) 80 71 63,4 56,8 51,3 46,6 42,6 39,2 36,3 33,9 31,8
B(t) -9,8 -8,3 -7,1 -6 -5,1 -4,3 -3,7 -3,1 -2,7 -2,3 -1,9
20 - B(t) -60 -51 -43,4 -36,8 -31,3 -26,6 -22,6 -19,2 -16,3 -13,9 -11,8
k=B’(t):D(t) | 0,1633 | 0,1627 | 0,1636 | 0,1630 | 0,1629 | 0,1617 | 0,1637 | 0,1615 | 0,1656 | 0,1655 | 0,1610

Bei der Temperaturabkiihlung handelt es sich um ein nach unten beschranktes Wachstum. Der
Graph ist streng monoton fallend, linksgekrtimmt und néhert sich der Raumtemperatur von 20 Grad
Celsius an. Die Séttigungsgrenze S ist die Raumtemperatur von 20 Grad Celsius. B(0) beschreibt die
Anfangstemperatur des Kaffes und betragt 80 Grad Celsius. Die Proportionalitdtskonstante k aus
Abktihlgeschwindigkeit B*(t) und D(t) betrdgt im Mittel ca. k = 0,1631

(3) Die Temperatur B(t) des Kaffees nach t Minuten ist gleich der Raumtemperatur plus die Tempe-
raturdifferenz aus aktueller Kaffeetemperatur und Raumtemperatur. Also gilt fiir die Funktion B:
B(t) = 20+ 60 - eXt = 20 + 60 - e 701631,

(4) B(20) = 20 + 60 - e~ 163120 ~ 22 3 Nach 20 Minuten hat der Kaffee eine Temperatur von ca. 22

1

ﬂ ~ 6,73. Nach

Grad Celsius. B(t) = 40 gilt wenn 40 = 20 + 60 - e %1631t & 1= 01631t o ¢ =
3 —-0,1631

etwa sieben Minuten erreicht der Kaffee eine Temperatur von 40 Grad Celsius.

(5) Gesucht ist der Wachstumsfaktor a. Es gilta = e™% = e701631 ~ 0,8495. Man konnte daher auch
B(t) = 20 + 60 - 0,8495" schreiben. Pro Minute nimmt die Kaffeetemperatur mit ca. 15 % der noch
vorhandenen Temperaturdifferenz zur Raumtemperatur ab.

3d)
B(t) = 1000 — 900 - 0,85% = 1000 — 900 - e~ Kt & 0,85 = ek & k = —In(0,85) ~ 0,1625.
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3e)

B(t)=3-25088"=3-25-e kK <0,88=e¥ < k=-In(0,88) ~ 0,1278.

3f)

B(t) = 5000 — 4800 - 0,95 = 5000 — 4800 - e Xt & 0,95 = e ¥ & k = —In(0,95) = 0,0513.

5
4500 = 5000 — 4800 - e 003t o ... & t = M ~ 44,09 Monate

-0,0513
3g)
B(t) =36,8+3,2:-0,2:=368+32-e K <02=e¥ok=-In(0,2) ~ 1,6094
3h)

.e~012t — 55 . =012t

(1) Eine Stammfunktion v lautet v(t) = —6,6 -

-0,12

) f010 v(t) dt = [55- 71210 = 55712 — 55 ~ —38,43 [°C] beschreibt die Temperaturabnahme des
Tees nach 10 Minuten. Der Tee hat nach 10 Minuten eine Temperatur von 41,57 °C. Durch
L folo v(t)dt = - [55- e ®12]30 ~ —3,84 [°C pro Minute] wird die mittlere Abkiihlgeschwindig-
keit in den ersten 10 Minuten bestimmt.

(3) Die Funktion f kann konstruiert werden durch die Summe der Ausgangstemperatur und der
Temperaturabnahme. Daher gilt f(t) = 80 + fotv(x) dx = 80 + [55 - e *12X]{ = 80 + 55 - ¢~012t _ 55
=25+ 55-e 012t = 25 _ (25 — 80) - e~012t,

(4)f(t) =40 © 25+ 55-e%12 =40 & 55- e 012 = 15 @ e 012 = 2 & 0,12t =In ()
St=- 01 - In (%) ~ 10,83 [°C]. Nach knapp 11 Minuten hat der Tee eine Temperatur von 40 °C er-
reicht.
() [Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
+5bx{e™(-0./12%x)) %%.6x(e*(—0.12xx))
EOF
40
20 20
] - ) ISR [ S A S S (S (N S S S S _—
— = T 10 1= 18 1B 15 —"ﬁf!-'(u_._gla) LI g 10 12 14 15 18
X Y=80 X ¥=-6.6
3i)
(1) Es gilt z. B. fiir B: B(t) = 10 - e~%3238t = 0 — (0 — 10) - e"03238t = § = 0; B(0) = 10;k = 0,3238
B(0) S k a=ek
B(t) = 10-e~%3235" 10 0 0,3238 0,7233
C(t) = 9,2095 - e~3954* 9,2095 0 0,3054 0,7368

(2) Allgemein gilt fiir S = 0 und positives k beim exponentiellen Wachstum (exponentielle Ab-
nahme): B(t) = B(0) - e7¥* = 0 — (0 — B(0)) - e*t. Daher ist das exponentielle Wachstum fiir negative
k ein nach unten durch S = 0 beschranktes Wachstum (B(0) > 0) oder ein nach oben durch beschrank-
tes exponentielles Wachstum (B(0) < 0) (vgl. Grafen I und II aus Aufgabenteil a)).

4a)

Obere Figur: Farmer mit den Informationen aus Fachzeitschriften und Massenmedien. Untere Figur:
Farmer mit Informationen tiberwiegend durch ,Mund-zu-Mund"-Propaganda. Begriindung (stark
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vereinfachtes Modell): Bei den Farmern (, Mund-zu-Mund”-Propaganda) ist die Verbreitung der In-
formation auf Kontakte untereinander angewiesen. Damit findet die Verbreitung anfangs in etwa
exponentiell statt. Spéter findet eine Sattigung statt. Bei den Farmern aus der oberen Darstellung ist
die Verbreitung bei guter Werbung bereits im Anfangsstadium stark; der Anstieg der Verbreitung
lasst dann mit der Zeit immer mehr nach, da durch Werbung und Information immer weniger zu-
sdtzlich tiberzeugt werden konnen.

b)
1)

3 ¢—Hohe H

== Modellwert

Hohe der Pflanze

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Zeit t in Wochen

(2)

Durch den Ansatz B(t) = B(O)S

B(0)+(S—B(0))-e~kSt
Pflanze die Funktionsgleichung B(t) =

ergibt sich mit S = 6 und B(0) = 0,6 fiir die Hohe der
3,6

0,6+5,4-e~6kt”

(3) Setzt man den Messwert fiir t = 2 in die Funktionsgleichung ein erhdlt man mit B(2) = 1,2:

L_lzk = 1,2. Diese Gleichung muss nach k aufgelost werden (zundchst beide Seiten mit dem
0,6+5,4-

Nenner 0,6 + 5,4 - e"*2K multiplizieren). Daher ergibt sich k = — % In (g) ~ 0,0676. Damit gilt fiir die
Hohe B(t): B(t) = >0

(4) In der obigen Abbildung sind die Messwerte und die Modellwerte eingezeichnet.
3,6
0,6+5,4-e—0405618
(6) Fiir die Wachstumsgeschwindigkeit B'(t) gilt die DGL B'(t) = k- B(t) - (S — B(t)) (es kann B(t)
auch abgeleitet werden, dies ist aber aufwéndig). Durch Einsetzen der Werte fiir S und k erhalt
man B'(t) = 0,0676 - B(t) - (6 — B(t)). Nun miissen die Werte B’(4) und B(8) verglichen werden. Es
gilt fiir die Wachstumsgeschwindigkeit nach 4 Wochen: B'(4) = 0,0676 - B(4) - (6 — B(4)) = 0,0676 -
2,16- (6 — 2,16) = 0,5607 Meter pro Woche. Fiir die Wachstumsgeschwindigkeit nach acht Wochen
rechnet man analog mithilfe der DGL zum logistischen Wachstum: B’(8) = 0,0676-B(8) -
(6 —B(8)) = 0,0676- 4,44 - (6 — 4,44) ~ 0,4682 Meter pro Woche. Damit ist die Wachstumsge-

schwindigkeit nach 4 Wochen hoher als nach 8 Wochen.

(5) Hohe nach 18 Wochen: B(18) = ~ 596 m.

Untersuchung mit dem GTR z. B. tiber Menu 5:
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Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=%3
] o 5
£l &
3 3
| .
i 1t
1T i dv/d¥=0.5807 . B||=1_ . . . | d%/d¥=0,A678 R
2 4 = a 10 12 14 15 18
x4 % ° ylo Ye0745055 x=3 v=4.441864252

)
(1) Anfangs wird sich die Krankheit sehr schnell (angendhert exponentiell) ausbreiten. Spater erfolgt

eine Verlangsamung (Sattigung) der Ausbreitung, bis alle Stammesbewohner krank sind bzw. wa-
ren.

(2) Mit dem Ansatz B(t) = By (S]i(];)()(.;)-e—k's't und B(0) =1, S= 5000 erhélt man zuné&chst fur die Funk-
tion B: B(t) = % . Durch die zusétzliche Bedingung B(4) = 300 lasst sich der Parameter k
berechnen: % =300 o k=- 20;00 n (1:9797) ~ 0,0002883. Daher gilt insgesamt fiir
B:B() = ——""

(3) Mit dem Ansatz B(t) = 2500 ergibt sich: % =2500 © 144999 e Mt =2 o
-14414t _ 1 t= 1

__In (—) ~ 5,91. Nach ca. 6 Wochen ist der halbe Stamm infiziert. Ab
4999 -14414  \4999
diesem Zeitpunkt (das Schaubild hat an dieser Stelle einen Wendepunkt) sinkt die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Krankheit - deshalb ,, Vitalitdtsknick" genannt.

e

(4) Fur die mittlere Zunahme an Erkrankten der ersten acht Wochen ergibt sich E®BO _

27808972 ~ 595,6 Erkrankte pro Woche.
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1.6 Kontrollaufgaben
Hilfsmittelfrei:
A y /
1la
) o /

Abbildung rechts /
1b) ’{

y
f'(X) =2. 0’5 . eO,Sx — eO,Sx; /' t
f(2Q)=e=m=2>t(x) =e-x+Db; /
t2)=f2) =2e=e-2+b=2e=b=0=>tx) =e-x —f/,/
1 Y R

g(X) = —f(—X) = 2.7 05x
2a)

A gehort zu {4, daf,(0) = 1,75 ist. B gehort zu f; und f, da f; (1) = fs(1) = 2 und f;(x) = f5(x).
C gehort zu f,, da f; als einzige Funktion ein unbeschranktes Wachstum beschreibt.

2b)

X 0,7x
Streckung in x—Richtung mit dem Faktor 0,7 Spiegelung an der y—Achse
. e—0,7x - . — - 5 + 4 - e—0,7x
Verschiebung um 5 in positive y—Richtung

e—0,7X

Streckung in y—Richtung mit dem Faktor 4
2¢)

(1) Werden alle Werte auf der y-Achse verdoppelt, wird der Graf von f in y-Richtung um den Fak-
tor 2 gestreckt. Es gilt fiir die Funktion g des gestreckten Grafen g(x) = 2-f(x). Analog bedeutet die
Halbierung die Streckung in y-Richtung mit dem Faktor 0,5: g(x) = 0,5-f(x)

(2) Werden alle Werte auf der x-Achse verdoppelt, wird der Graf von f in x-Richtung um den Fak-
tor 0,5 gestreckt. Es gilt fuir die Funktion g des gestreckten Grafen g(x) = £(0,5-x). Analog bedeutet

die Halbierung die Streckung in x-Richtung mit dem Faktor: g(x) = £(2-x).

2d)

f,(x) =5—4-0,75%

Faktor 2

Faktor 0,5

(1) Streckung in y-Rich-
tung

Verdopplung der y-Achsenwerte

Halbierung der y-Achsenwerte

g;(x) =10—-8-0,75*

hy(x) = 2,5 — 2 - 0,75%

(2) Streckung in x-Rich-
tung

Halbierung der x-Achsenwerte

Verdopplung der x-Achsenwerte

u;(x) =5—4-0,75%

vi(x) =5—4-0,75%%

£,(x) = e

Faktor 2

Faktor 0,5

(1) Streckung in y-Rich-
tung

Verdopplung der y-Achsenwerte

Halbierung der y-Achsenwerte

g,(x) =2 &5

h,(x) =0,5- o3

(2) Streckung in x-Rich-
tung

Halbierung der x-Achsenwerte

Verdopplung der x-Achsenwerte

2
up(x) = e3*

1
Vo (x) = es”
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3a)

etl=7ox+1=In(7)eox=In(7)-1
_1 X _ -1 _
_g@e =e toeox=-1

e*+ 7 =0 unlosbar, dae*+7 > 7
Inx) =6 o x=e®

eX
flx%dt =1n(10) © [In(t)]¥ = In(10) © In(x) —In(1) = In(10) © In(x) = In(10) @ x =10

e —4e*+4=0=v* - 4u+4=0U-2) =0 u=2=e"=2ox=In(2)
u=e u=e

3b)

f;ng) eXdx = [ex]bn(3) =elnB®) _e0=3_1=2

0

M3 e2x gy = [0,5 - e2X]M® = 0,5 €213 — 05 = 0,5-e"(?) — 0,5 = 4

f13(ex+x+1)dx=[ex+§x2+x]i=e3+4,5+3—(e+0,5+1)=e3—e+6

J{2dx = [In(x)]§ = In(e) — In(1) = 1

fle(%'i'\&)dx = Eln(x) +§x%] =§+§e1'5 _5 —2a

O I

e
x2 1

4)

2
3

vt x2,72
15

1 1
=———1-(-1)=—2~-037

Aussage zu v(t) = 2,5 (1 — e=01t)

Falsch

Begriindung

Die Sinkgeschwindigkeit des Steins ist
immer positiv.

v(t) =25 (1 —e 01
25:-(1-e 9" >021-e01t>0
e lllc]ie —0lt<0et>0

Die maximale Sinkgeschwindigkeit
wird zu Beginn erreicht.

vi) =25-(1—e %) =25—-25-¢ 01t
Es gilt v(0) = 0 und v(t) > 0 fiir t > 0

Der Stein erreicht den Boden des Sees
niemals.

Dies kann anhand der Funktionsgleichung
fiir v nicht abgelesene werden.

Die maximale Beschleunigung des
Steins wird zu Beginn erreicht.

-DD-Wahr
L |l O

Die Beschleunigung ist bei t = 0 maximal,
da der Graf zu v'(t) = 0,25e~%t der Graf
einer fallenden Exponentialfunktion dar-
stellt.

Man kann mithilfe eines Integrals be-
rechnen, wie tief der Stein insgesamt
gesunken ist.

H
[

s(t) = f(;v(x)dx = [2,5x + 257 1X]¢

= 2,5t + 25e7%1t — 25

beschreibt die zuriickgelegte Strecke des
Steins im Zeitintervall [0; t]

Die Sinkgeschwindigkeit ist immer
kleiner als 2,5 Meter pro Sekunden.

vit) =25-(1—e %) =25-25-¢ 01t
25-25-e %Mt <250e 0t

Diese Gleichung ist fiir alle t erfiillt.
Alternativ kann auch mit der Séttigungs-
grenze beim beschréankten Wachstum argu-
mentiert werden:

v(t) =2,5—2,5e %t =25—(25—0)e 1t

Die Sinkgeschwindigkeit verdoppelt
sich jeweils in 0,9 Sekunden.

Dies kann nicht sein, da dann ein exponen-
tielles Wachstum vorliegen miisste. Die
Funktionsgleichung v beschreibt ein be-
schranktes Wachstum.
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5a)

sinh’(x) = % (e* + e™*) = cosh(x); sinh”'(x) = % (e* — e™™) = sinh(x). Analog gilt fiir die Ableitun-
gen von cosh: cosh’(x) = % (e* — e™*) = sinh(x) ; cosh”(x) = % (e* + e™™) = cosh(x). Daher gilt:

sinh(1810)(x) = sinh(x); sinh?°13)(x) = cosh(x) ; cosh819(x) = cosh(x); cosh@°13)(x) = sinh(x).
5b)

%- (e*+e™) = % (e*—eM) s ef+e*=e*—e* = 2e7* =0 < e ™ = 0. Daher gibt es keine

Losung der Gleichung, also keine Schnittpunkte der beiden Graphen.
5¢)

sinh(—a) = % (e72 —e () = % (e7@—e?) = —%- (e? — e7®) = — sinh(a). Daher: Graph zu sinh ist

punktsymmetrisch zum Ursprung.

cosh(—a) = % (e_a + e_(_a)) = % (e7T@+e?) = % (e? + e™?) = cosh(a). Daher ist der Graph zu cosh

achsensymmetrisch zur y-Achse.

5d)
i 1
cosh(x)zz-(ex—e‘x):O@ex—e"‘=0<:>ex=e‘x<:§e2x=1<:>Zx=0<:>x=0
e

cosh”(x) = % - (e* 4+ e7*) > 0,da beide e — Terme echt positiv sind: 0 ist lokale Minimumstelle von
cosh und cosh ist tiberall linksgekriimmt.

Da cosh(0) = 1 ist und der Graf linksgekrtimmt ist, ist 0 auch globale Minimumstelle und 1 globa-
les Minimum.

Alternativer Ansatz: % (eX+e ¥ >1 = eX+1>2ef0 e -2e5+1>0 (eX—1)2>0
A

& e¥ # 1 © x # 0 und die Tatsache, dass f(0) = 1 ist, reichen zum Nachweis der Behauptung.

5e)

sinh”’ (%) =E-(ex—e_")=0<:>ex—e_x=0(:>ex=e_xfe:§ezx= l1e2x=0x=0
sinh”’(x) = % (e* + e7*) > 0: Daher ist 0 Rechts-Links-Wendestelle.

5f)

cosh(x) — sinh(x) = % (e*+e™)— % (eF—e™*)=¢e%

1) fol(cosh(x) —sinh(x)) dx = fol e Xdx = [—e X} = —% +1=~0,63

(2) fOR(cosh(x) —sinh(x)) dx = fOR e ¥dx=[-e¥R=—-eF+1 = 1,dae R ——0.

R->+o
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5g)

5 1 X —-X 2 1 X —-X 2_1 2x —2x 1 2x —2x
Manerhalt[;-(e +e )] —[E-(e —e )] —Z-(e +2+e )—Z-(e —2+e7 %)
1

=Z-ezx+§+%-e_zx—%-ezx+%—i-e_2" =1,q.ed
Mit Hilfsmitteln:

1a)

f(x) = 2% = eln(@)x

1b)

f'(x) = In(2) - @

mg =f(1)=2-In(2) = t;(x) =2-In(2) ' x+b;
t,()=f1)=2<2-In(2)-1+b=2eb=2-2-1n(2)
=>t;x)=2-In(2)'x+2—-2-In(2) = 1,39x + 0,61

mg, =f(—=1) =0,5-In(2) = t,(x) = 0,5-In(2) - x + b;

t,(-1)=f(-1)=05<05In(2) ' (-1)+b=05<Db=05+0,5"1n(2)
= t,(x) =0,5-In(2) -x+ 0,5+ 0,5-In(2) = 0,35x + 0,85

1¢)
A /
y f /t
/b
/
2
L
7 ?
/ ‘f —
— / X
1 .
2 | -1/l0 1 | 2
/1
1d)
0 In@x gy — [L .om@x]° __1 . gn@ __1 @ __1 _ 05 _ 05 _
M e dx = [m(z) € ]_l_m(z) € m2 € “he o g S 072
0 In(2)x _ 1 1n(2)-x0_ 1 1  InQ)L 1 : In(2)-L _
@ ) e dx = [m(z) € ]L “he @ © Do ~ bAbda lim e =0
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(3) Man bestimme die Nullstellen der Geraden sowie die Schnittstelle der beiden Geraden:
t,(x) = t,(x) © 1,39x + 0,61 = 0,35x + 0,85 & 1,04x = 0,24 © x ~ 0,23 = y ~ 0,93
Nullstelle von t1: 1,39x + 0,61 = 0 © x = —0,44

Nullstelle von t: 0,35x + 0,85 =0 x =~ —2,43

Also gilt fiir den Flicheninhalt: % (2,43 +0,23) 0,93 — % (0,44 + 0,23)-0,93 ~ 0,93

le)

g(x) = 2-f(x) = 2- 2% = 2**1 = f(x + 1): Verschiebung des Grafen von f um 1 nach links = Stre-
ckung des Grafen von f um den Faktor 2 in y-Richtung

2a)

f(1) =a-eb = 86,04; f(2) =a-e?P =82725 f), ae?? =&’25:eb =&25=>b=ln(£25) ~ —0,045
4 TN aeb 86,04 86,04 86,04 !

2
Also ergibt sich a = 850% ~ 90. Die Anfangstemperatur betragt 90 °C.
82,24
2b)
f(10) = 90 - e™0%4510 x 57,39 °C. f(t) = 90 - e™045t = 45 e 07005 = 0,5 & t = "1 ~ 15,40

Nach ca. 15,4 Minuten ist die Temperatur des Kaffees unter 45 °C gesunken.
2c)

f'(t) =90 - (—0,045) - e %045t = —4,05 - 79045, momentane Abkiihlgeschwindigkeit des Kaffees;

2d)
B El [EXEl:Koordinaten anzeigen
Yl=dF5‘dx(90x(e“(—D.045xx)),x)
X v1 X ¥1
B -2.05 15 -2,082
B -3.233 20 -1.846
10 -2.582 25 -1.314
16 -2.062 HEER -1.049
0 30 dy/dx=0.1742
FORMULE) (VAT I (EDIT ) EPH-CONGPHEPLT) | | (FORMULA) CIHNATA TSI EDIT ){GPH-CON [GPH-PIT ¥=-3.871789801

2¢)

Die Temperatur des Kaffees wiirde dann nach ca. 36 Minuten unter die Raumtemperatur von 20
°C sinken (vgl. Graf von f).

B [EXEl:Koordinaten anzeigen
5=0Gx{e”{-.04bxx))
0

B0
g0
40
i Q&EEL‘—-—E

an

| .deri¥=—1 BAB X
) 10 15 20 =5 20 a8
®=90 ¥=36.59126938
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2f)

(1) Ein moglicher Graf g muss nach unten durch S =20 be- | Bl [EXE]:Koordinaten anzeigen
schrankt sein. Mit einer Starttemperatur von g(0) = 90, der RGP TOx(eT (0. 035D
Raumtemperatur (Sattigungsgrenze) S = 20 und der Tem-
peraturdifferenz von Raum- und Starttemperatur (Satti-
gungsmanko zu Beginn) S - g(0) = -70, erhilt man die fol-
gende Funktionsgleichung mitk > 0 fur g: ) 20

40 50
d¥/d¥=-2.45
X=00 Y=980

g =S—(S—g(0)-e*t=c—d-e*'=20+70-ek.

(2) Der Parameter c = 20 beschreibt also die Sattigungsgrenze (Raumtemperatur), d = -70 das Satti-
gungsmanko (Temperaturdifferenz von Raumtemperatur und Kaffeetemperatur zu Beginn). Der
Parameter k als Proportionalitdtskonstante aus Abkiihlgeschwindigkeit und Temperaturdifferenz
von Raumtemperatur und aktueller Kaffeetemperatur (Sattigungsmanko) muss kleiner als 0,045
sein, da der Kaffee bei Raumtemperatur langsamer abkiihlt als bei 0 °C.

3a)

h(t) =0,2-e%17%9 = 0,50 & 01709 = 250 & t = 10-In(2,5) + 9 = 18,16 m. Nach 18 Tagen und
fast 5 Stunden ist die Pflanze 50 cmm hoch.

3b)

h(t) =0,2-e21709 =0,2-e%11.e799 = (,2: 709 e%1t = 0,08 - €¥1"* . Damit ist c ungefihr 0,08
und k =0,1.

3¢)

Dabei gibt ¢ die Anfangshohe an und k ist die Proportionalitdtskonstante aus Wachstumsge-
schwindigkeit und Hohe des Strauches. Fiir den Wachstumsfaktor a gilta = e%! = 1,1051.

3d)

Es gilt fur die erste und zweite Ableitung von h (fiir alle t des Definitionsbereiches):

h'(t) =0,2-0,1-e%17%9 = 0,02 - %199 > 0; h(t) = 0,02-0,1-e%¥*7%9 = 0,002 - %1799 > 0.
Damit ist der Graph fiir den Definitionsbereich streng monoton wachsend (h’(t) > 0) und dort auch
linksgekrummt (h™’(t) > 0).

3e)

Da der Graph im Bereich 0 < t < 20 streng monoton wachsend und linksgekriimmt ist, nehmen die
Steigungen in diesem Bereich stindig zu. Eine Wendestelle existiert nicht. Damit ist h"(20) die
grofte Steigung des Graphen und sein Wert entspricht der grofiten Wachstumsgeschwindigkeit.
Es gilt: h"(20) = 0,02 - €%129709 x~ 0,06 Meter pro Woche. Der Strauch wichst also am zwanzigsten
Tag mit einer Geschwindigkeit von 6 cm pro Tag.

Da die Werte einer Exponentialfunktion beliebig grofs werden, wenn der Exponent gegen unend-

lich strebt, wiirde der Strauch dementsprechend unendlich grofi. Insofern kann die Funktion h nur
fiir einen begrenzten Zeitraum als Modell bzw. zur Modellierung dienen.
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3f)

(1) ha beschreibt die Wirkungsfunktion der Wachstumsgeschwindigkeit z. Man muss also die spe-
zielle Stammfunktion zu z finden, fiir die hx(20) = 0,60 gilt (Strauch ist nach 20 Wochen 0,6 Meter
0,02

hoch). Fiir die Wirkungsfunktion h gilt: h, (t) = == e OTt31 L K = 0270131 L K Mit

h2(20) = 0,60 ergibt sich fiir die Konstante K: —0,2 - e7%120431 4 K = 0,60 = K= 0,60+ 0,2 -
e 0120431 & 1,20. Damit erhilt man fiir die Wirkungsfunktion ho: h,(t) = 1,2 — 0,2 - e7 0131,

Alternativ hiatte man auch mit der sogenannten Integralfunktion zum Ergebnis kommen kénnen.
Fiir die Hohe hy(t) nach t Tagen (t > 20) gilt namlich:

hy () = 0,60 + [, z(x)dx = 0,60 + [, 0,02+ e~%1**+31 dx = 0,60 + [~0,2 - e~ ¥1*+31]4

= 0,60+ (—0,2- e 0131 — (—0,2-70120431)) = 0,60 + (—0,2 - e" %131 — (—0,60))
=1,2-02 e 0131,

(2) Da der Term —0,1 -t + 3,1 im Exponenten der Funktion mit steigendem t gegen minus unend-
lich strebt, ndhert sich e"%1**31 Null an und insgesamt strebt ha(t) gegen 1,20 m. Der Strauch wird
daher nicht hoher als ca. 1,20 Meter. Mathematische Notation: 1,2 — 0,2 - e~ 01't+3.1 v 1,2 oder

Jim (1202 e7031) = 12,

(3) Durch Umformung erhélt man:
h,() =12-02-e0™31 =12-02-e7%"-e31 =12-02-e>" e 01" % 1,2 — 4,4396 - ™01
=12-[1,2-(-3,2396)] - e %1t =S — (S—h,(0)) - e > = S = 1,2;b = 4,4396;k = 0,1.

(4) Die maximal mogliche Lange des Strauches (Sattigungsgrenze) S = 1,20 Meter. Die Differenz
aus maximaler Lange von 1,2 m und der hypothetischen Strauchldnge des bei t = 0 beginnenden
beschrénkten Wachstums (= maximaler Langenzuwachs = Sattigungsmanko zum hypothetischen
Startwert bei t = 0) ergibt sich durch b =S - h»(0) = 4,4396. Ein grofieres b ldsst den Strauch langsa-
mer wachsen. Der Parameter k = 0,1 ist die Proportionalitdtskonstante aus Wachstumsgeschwin-
digkeit und Differenz aus maximaler Strauchlédnge und aktueller Strauchldnge (Sattigungsmanko).
Je hoher k ist, desto schneller wachst der Strauch zu Beginn an.

(5) h,"(20) = z(20) = 0,02 - 7%120%31 = 0,02 - el = 0,02 - €>120709 = h’(20) Der Ubergang ist
knickfrei.

3g)

Mit dem Ansatz f;(t) =S —d-e X und S =1,2 und f;(0) = 0,08 bzw. £;(20) = 0,6 kénnen d und k
auf zwei Weisen errechnet werden. Kennt man die Formel fiir beschranktes Wachstum, namlich
die Gleichung f; (t) = S — (S - f; (0)) -e7kt weifl man, dassd = S— f;(0) = 1,2 —0,08 = 1,12. An-

schlieflend nutzt man die zweite Bedingung zur Berechnung des Parameters k aus: 1(20) = 0,6
ergibt 1,2 - 1,12 e 2%k =06 o .- & k=—-In (E) ~ 0,03121. Der Funktionsterm lautet

—-20 28
dann: f; (t) = 1,2 — 1,12 - e~003121t

Alternativ hiatte man zur Bestimmung von d die Bedingung f1(0) = 0,08 nutzen kénnen und mit der
Gleichung 1,2 — d - e72°%0 = 0,08 folgt d = 1,12.

Der Parameter d beschreibt den maximalen Langenzuwachs nach dem Einsetzen des Strauches (=
Sattigungsmanko bei t = 0).
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1.7 Lésungen m

3h)

Mit £2(0) = 0,08 und S = 1,2 erhilt man mit der Formel fiir den logistischen Ansatz den Funktions-

0,096
term £, (t) = 7% - Zur Berechnung des Parameters k hat man £5(20) = 0,6.
009% . 1 1 . . .
—5535 = 0,6 fuhrt zuk=—"1In (—) ~ 0,10 und damit zur entsprechenden Funktionsglei-
0,08+1,12e~ % -24 14
0,096 _ 0,096
chung f, (t) = 0,08+1,12-e~1201t ~ 0,08+1,12-e~0132t

Alternativer Ansatz (wenn man die Formel fiir das logistische Wachstum vergessen hat): Geht
man umgekehrt vom Funktionsterm f(t) aus, muss man fiir ein logistisches Wachstum zeigen,

dass folgenden Gleichungen erfiillt sind: £2(20) = 0,6 und f2(0) = 0,08 und lim ($) =

t—+00 \0,08+1,12-¢~0,132:t
1,2.

3i)

Der Graph von f; verdndert sein Kriimmungsverhalten im gesamten Beobachtungszeitraum nicht.
Inhaltlich bedeutet das konkret, dass das Pflanzenwachstum, das der Graph von f; beschreibt, tiber
den gesamten Beobachtungszeitraum kleiner wird. Der Graph von f; verdndert sein Kriimmungs-
verhalten im Wendepunkt, der etwa bei t = 20 liegt. Bis zu diesem Zeitpunkt nimmt das Wachstum
des Strauches beinahe exponentiell zu, erst nach dem 20. Tag wird ein sinkendes Pflanzenwachs-
tum beschrieben. Das legt die Vermutung nahe, dass die Strauchhche h in Metern in Abhéangigkeit
von der Zeit in Tagen tiber den gesamten Beobachtungszeitraum eher durch ein Wachstumsmo-
dell wie in f; beschrieben werden kann.

3K)

Zunichst muss eine neue (differenzierbare) Funktion d = h - f definiert werden, die die Differenz
zwischen den beiden Funktionen angibt. Von dieser miissen dann durch Bestimmung der Nullstel-
len der ersten Ableitung mogliche lokale Extremstellen im Intervall [0; 20] berechnet werden.
Durch Vergleich der Betrdge der Funktionswerte an diesen Stellen mit den Betrdgen der Rand-
werte |d(0)| und |d(20)| findet man die gesuchte grofite Differenz.
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Lektion 2:
Zusammengesetzte Funktion untersuchen

[EXE]:Koordinaten anzeigen
Y1=200%x—=1B)x{e*{(-0./01xx))+3000
0

X=85.64019858 Y=9000



2.1 Ketten- und Produktregel

Lektion 2: Zusammengesetzte Funktionen untersuchen

2.1 Ketten- und Produktregel

Bisher haben wir die folgenden Ab- und Aufleitungsregeln kennengelernt:
Faktorregel: f(x) = ¢ g(x) (c ER) | f(x) =c-g'(x) F(x) = ¢+ F(x)
Summenregel: f(x) = g(x) +h(x) |fx) =g'®) +h'(x) |Fx =G6X) +HX)
Potenzregel: f(x) = x" (n € R) f(x)=n-x"1 F(x) = —— x™1(n € R*™)
f(x) = a% (a > 0) f(x) = In(a) - a¥ F(x) = lnta) . a*
f(x) = e (k € R*?) f(x) = k- ekx F(x) = 1 - e
f(x) = In(x) Fe) =+ F(x) = x-[In(x) — 1] (vgl. A..))
fx) = - f(x) = —Xiz F(x) = In(x)
f(x) = Vx OEF F) = o2

%

Aufgabe 1 (Wiederholung)

Berechne den Ableitungsterm f’(x) sowie den Term der Stammfunktion F(x). Gib jeweils die ange-
wendeten Regeln an.

+ ++ +++ ++++
f(x) = x* — 2x f) =x-(3x2—1) | f(x) = (2x—x2)? f(x) = M

f(x) = 3x2 -~ fx) =x* (x-3) o) =%-2 (00 = (XM)

fog =12-27 f) =22 -27) | ) =@ +1)? f(x) = 2% (2% + 272
f(x) =3e¥—2e7* | f(x)=3- (eZX - e%) f(x) = e2X- (1 — e~2%) f(x) = (eZX-e—ZX)

%

Aufgabe 2 (Schmelzen von Eiszapfen)?”

Viele Eiszapfen sind anndhernd kegelférmig, sie unterscheiden sich aber im Volumen und im Ver-
hiltnis von Radius zu Lange. Bei Tauwetter ldsst sich beobachten, dass die Lange eines Eiszapfens
bei konstanter Umgebungstemperatur linear mit der Zeit abnimmt. Das Verhéiltnis aus Lange und
Radius eines beobachteten Eiszapfens bleibt beim Schmelzen nahezu konstant. Ein kegelférmiger
Eiszapfen sei 30 cm lang und oben 2 cm dick. Seine Lange verkiirzt sich nach Beginn des Schmel-
zens innerhalb von 50 Minuten auf 19,5 cm.

a) Begriinde, dassl(t) = 30 — 0,21 - t die Lange des Eiszapfens nach t Minuten modelliert.

b) Das Volumen des Eiszapfens hingt tiber die Volumenformel eines Kegels von seiner Liange 1

ab. Zeige, dass sich das Zapfenvolumen durch V(I) = % 13.

c) Bestimme das Volumen V in Abhingigkeit von der Zeit sowie die zeitliche Anderungsrate des
Volumens zu Beginn, in der Mitte und am Ende des Schmelzvorgangs. Deute das Ergebnis.

21 Fokus Mathematik LK NRW 2011, S. 92
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2.1 Ketten- und Produktregel

Aufgabe 3 (

Verkettung von Funktionen)

Ziel: Wie lernen nun eine neue Methode kennen, zwei Funktionen - wie in Aufgabe 2 bereits ge-
schehen - zu einer neuen Funktion zusammenzusetzen.

a) Eine Funktion kann man als einen Automaten betrachten, in den man eine Zahl einwirft und
der daraufhin eine bestimmte Zahl auswirft. Ergdnze die Tabellen.

u: X — u(x) = Vx vix—vX) =2x+1
Eingabe x Ausgabe u(x) Eingabe x Ausgabe v(x)
4 2 5
100 10 0,2
a 2b-1
3z 2%

b) Man kann zwei Automaten (Funktionen) hintereinanderschalten. In der folgenden Tabelle
kommt zuerst der Automat u und dann der Automat v. In der zweiten Tabelle werden bei glei-
cher Angabe die Reihenfolge der Automaten umgekehrt.

u: x — u(x) = Vx | vix— v =2x+1
Eingabe Automat u Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v Ausgabe Automat v
9 3 7
100
a
3x
x-1
eX

vix—v(x) =2x+1 ‘ u:x — ux) = Vx
Eingabe Automat v Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u Ausgabe Automat u
9 19 V19
100
a
3x
x -1
eX

Merke: Diese Hintereinanderschaltung von zwei Funktionen heifst Verkettung von v und u. Je
nach Reihenfolge ergeben sich im Allgemeinen verschiedene Funktionswerte.

v(u(x)) (lies: ,,v von u von x”) u(v(x)) (lies: ,u von v von x“).
\_V_'
u zuerst anwenden v zuerst anwenden
u ist die innere, v die dufSere Funktion v ist die innere, u die dufSere Funk-
tion

Beispiel: v(x) = x? und u(x) = e*

u(v(3)) =u(9) = €% v(u@®)) = (e*)? = e% u(v(x)) = u(x?) = eXZ;V(u(X)) =v(eX) = (eX)? = %X

c) Esistu(x) =x?2 [bzw. \/E] und v(x) = x + 1 [bzw. e?X]. Berechne V(u(Z)), u(V(Z)),v(u(—l)) und
u(v(—1)). Gib die Funktionsterme v(u(x)) und u(v(x)) an.
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2.1 Ketten- und Produktregel

Die Verkettung der Funktionen u und v hat je nach Reihenfolge die Namen
vou (lies: ,, v nach u”) uov (,lies: u nach v*)
(vou)(x) =v(u(x)) uov: x % u(v(x))

d) Bestimme zu u(x) = x2[bzw.In(x)] und v(x) = 3x [bzw. %] die Funktionsterme von uev und vou.

i

Aufgabe 4 (Die Ableitung einer Verkettung von Funktionen)

Ziel: Es soll eine Regel fiir die Ableitung einer Verkettung f(x) = u(v(x)) gefunden werden, falls
die Ableitungen von u und v bekannt sind.

In der Tabelle werden nur Verkettungen f(x) = u(v(x)) untersucht, die man nach Umformen des
Funktionsterms mit den schon bekannten Ableitungsregeln ableiten kann.

Beispiel: f(x) = (3x)2 ist eine Verkettung. Wie lautet die Ableitung? f kann man ohne Verkettung
schreiben: f(x) = 9x2. Die Ableitung ist: f"(x) = 18x.

a) Erginze die Tabelle. In der rechten Spalte liegt das eigentliche Problem!

f(x) f'(x) f als Verkettung Wie ergibt sich f'(x) direkt aus der Verkettung?
92 13 v(x)=3x u(x)=x2 2.(3x)! = 6x st falsch; Korrekturfaktor?
h = | f(x)=u(v(x)=(3%) 18x = 2(3x)"
5 v(x)= u(x)= 2:(2x)1 =
= & | fpgmumpg) = 202 | 8x=
5 v(x)= u(x)=
herdard F(x)=u(v(x)=(2x+1)?
4102 V)= u(x)=
et f(9=u(v()=(e+1 )
V)= u(x)=
f(x)=u(v(x))=(x-1)2

b) Aus der Tabelle kann man eine Vermutung zur Ableitung einer Verkettung erschliefSen. Er-

gidnze die Worte ,innere(n)” bzw. ,duflere(n)”.

Vermutung: Leite zundchst die Funktion ab. Behandle dabei die
Funktion als Variable. Multipliziere diesen Term mit der Ableitung der
Funktion.

c) Beurteile, ob hier richtig abgeleitet wurde und korrigiere sie gegebenenfalls.

f(x) = (6x+4)% f(x) =2 -(6x+4)6 o richtig o falsch. Korrektur: f(x
fx) = (2x—4)3 f(x) =3 - (2x — 4)? o richtig o falsch. Korrektur: f*(x
fx)=2x—4)3% f(x) =3 -(2x—4)-2 o richtig o falsch. Korrektur: f(x
f(x)=2+7D45fx) =2 -x2+7):2 o richtig o falsch. Korrektur: £'(x

):
)=
):
)=

d) Lose Aufgabenteil c) aus Aufgabe 2 unter Nutzung der obigen Vermutung,.
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2.1 Ketten- und Produktregel

Kettenregel: Ist f(x) = u(v(x)) eine Verkettung von u und v, dann kann man die Ableitung fol-
gendermafien erhalten: f'(x) = u'(v(x)) v (x).

Beispiele:

a)f(x) =(G5-3x*=uvx);ux) =x* = vKx) = 4x3;v(x) =5-3x=> Vv (x) = -3

F) =u(v®) vE =u(G-3x) v =4 (5-3x)%(-3) =-12-(5-3x)3

b) f(x) = e!* = u(V(X)); ux)=e* 2 u'(x) = e5vx) =kx=v(x) =k

f'(x) = u'(v(x)) v (x) =u(kx) vV (x) = e -k =k-ekx

o) f(x) = X21+1 = u(v(x)); u(x) = i =x1suXx=—=x%4vx)=x2+1>Vv(x) =2x

2x

PO = w(v09) V(0 = WG + 1) V() =~ + D72 2x = - B

Berechne den Ableitungsterm f’(x). Dabei ist ¢ eine differenzierbare Funktion.

Aufgabe 5 (Anwendung der Kettenregel)

n s Tt ——
() = (x+ D* ) =4 2+ D' | () = (9(0)° ) =
() = In(2) =y () = In(p(x) () = In(v%)
f(x) = 2% f(x) = —3e~2x"1 f(x) = e®® f(x) = e¥x

f(x) = (B8x+1)3 | f(x) =Inx?) f(x) = Jo(x) f(x) = In(In(x))

Die von einer Bakterienkultur tiberdeckte Flache wichst pro Tag um ca. 10 %. Zu Beginn ist die
Flache etwa 5 cm? grofs.

Aufgabe 6 (Bakterienwachstum)

a) Begriinde, dass es sich um exponentielles Wachstum handelt.

b) Bestimme die Fliche der Bakterienkultur fiinf Tage nach Messbeginn bzw. drei Wochen vor
Beginn der Messung, wenn man von exponentiellem Wachstum ausgeht.

c) Ermittle die mittlere Anderungsrate in den ersten vier Wochen.

d) Berechne, wann die momentane Anderungsrate erstmals 10 cm3 pro Woche betrégt.

Gegeben ist die Schar von Funktionen f, mit f,(x) = In(ax) (a # 0).

Aufgabe 7 (Aussagen zur Schar von Logarithmusfunktionen)?8

Begriinde folgende Aussagen:

(1) Die Steigung des Graf von f, ist unabhéngig von a.

(2) Allen Grafen der Schar sind fiir a > 0 im ganzen Definitionsbereich streng monoton wachsend.
(3) Allen Grafen der Schar sind fiir a < 0 im ganzen Definitionsbereich streng monoton fallend.
(4) Alle Grafen der Funktionsschar sind rechtsgekriimmt.

2 Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2014)
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2.1 Ketten- und Produktregel

Aufgabe 8 (Kurvenuntersuchung)
Gegeben ist die Funktionen f mit f(x) = In(x? + x).

a) Berechne den Definitionsbereich von f und skizziere den Grafen mit dem GTR.

o

) Untersuche f rechnerisch auf Nullstellen und lokale Extremstellen.

0

) Bestimme die Stelle a, an welcher der Graf die Steigung -1,5 hat.

d) Ermittle die Tangente an den Grafen an der Stelle 2 und ermittle mithilfe des GTR alle Schnitt-
punkte des Grafen von f mit dieser Tangente.

Aufgabe 9 (Beweis der Kettenregel)

Mithilfe der folgenden Abbildung und der nachfolgenden Definitionen kann die Kettenregel bewie-
sen werden.

& A
vixti) =z +k
CHR)ZZHE] B e N P
k v(x +h) — v(x) uz +k) — u(2)
vix)=z| ulz) Lo,
¥ ok Pk
i I > >
T x x+h Zh Atk
-
-

Mittlere Steigung von v iiber dem Intervall Mittlere Steigung von u iiber dem Intervall
[x;x + h] =m,[x;x + h] [z;z + K] =my[z;z + K]
_ v(x+h)-v(x) _ u(z+k)-u(z)
— h — k
Ableitung von v an der Stelle x = v'(x) Ableitung von u an der Stelle z = u’(z)
— lim v(x+h)-v(x) — lim u(z+k)—u(z)

h-0 h k-0 k

a) Bringe die folgenden fiinf Blocke in die richtige Reihenfolge. Begriinde die Reihenfolge.

Mittlere Steigung von f mit f(x) = u(v(x)) iiber dem Intervall [x;x + h] = m¢[x;x + h]
_ u(z+k)-u(z) k _ u(v(x+h))-u(v(x)) _u(z+k)—-u(z) v(x+h)-v(x)

- K h - h - K ] h

__ f(x+h)-f(x) _u(z+k)-u(z) k
- h =T n X

[v(x) = zund v(x + h) = z + k und Erweiterung mit li]

b) Bringe die folgenden vier Blocke in die richtige Reihenfolge. Begriinde die Reihenfolge.

Ableitung von f an der Stelle x = f'(x) = Lirr}) mg¢[x; x + h]

= u’(v(x)) v (%) =u'(z) - v'(x) [Setzez = v(x)]
. (z+k)—u(z) v(x+h)-v(x)

= lim (¥ . s uEH)-u@ . v -v()
h~0 [ k h ] B — A S—

c) Fiihre den Beweis fiir f mit f(x) = e3* durch. Uberlege zunachst, was v(x) = z, u(z) und k sind.
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2.1 Ketten- und Produktregel

Ziel: Es soll eine Regel fiir die Ableitung eines Produktes f(x) = u(x) - v(x) gefunden werden,
falls die Ableitungen von u und v bekannt sind.

Aufgabe 10 (Ableitung eines Produktes zweier Funktionen)??

a) Peter sucht eine Ableitungsregel fiir das Produkt zweier Funktionsterme. Dafiir schreibt er die
Potenzfunktion f mit f(x) = x° in ein Produkt mit den Faktoren u(x) = x? und v(x) = x*. Weise
nach, dass f'(x) # u’'(x) - v'(x) gilt.

b) Nachdem er erkannt hat, dass im Allgemeinen f'(x) # u’(x) - v'(x) gilt, tiberlegt Peter, dass der
Exponent beim Ableiten einer Potenzfunktion immer um eins verringert wird. Er vermutet da-
her, dass nur ein Faktor abgeleitet wird. Vervollstandige dafiir folgende Tabelle.

f(x) =u(x) - v(x) u’'(x) - v(x) u(x) - v'(x)
x® =x"-x® 1-x°>=x° x! - 5x* = 5x°
x6 =x?%-x* 2x - x* = 2x°

<6 = x3 . x3

<6 = x* . x2

<6 = x5+ x1

Stelle mithilfe der Tabelle eine Vermutung fiir die Formel fiir die Ableitung der Funktion f mit
f(x) = u(x) * v(x) auf. Uberpriife die Giiltigkeit der Formel auch fiir andere Potenzfunktionen.

Produktregel: Sei f(x) = u(x) - v(x) mit den differenzierbaren Funktionen u und v. Dann gilt fiir
den Ableitungsterm f'(x) = u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x).

Beispiele:

a)fx) =2+ 1)e?ukx) =x2+ Lu' ) = 2x;,v(x) = e72%; v'(x) = —2e 2 (Kettenregel!)
) =u®) vX)+u®) v(x) =2x e X + (x> + 1) (=2)-e*X = (—2x* + 2x— 2)-e &

b) f(x) =x-(2x+ D3u) =xu'® =1Lvx) = 2x+ 1D3v(x) = 6+ (x3 + 1)? (Kettenregel!)
fFX=u® vx)+ux) v =1-2x+1)3+x-6-2x+1)?2 = 2x+1+6x) - (x3+ 1)?
=Bx+1): x>+ 1)

Ofx)=x?>—4)-In(x); ux) =x*>— 4u'® =2x;,v(x) = In(x); v(x) =

1
X
X —

) =u® v(xX)+u®) v (x) =2x -In(x) + x2 - 4) i =2x -In(x) + g
i
Aufgabe 11 (Anwendung der Produktregel)
Berechne den Ableitungsterm f’(x) unter Anwendung der Produktregel.
+ ++ +++ ++++
) =x-(x+1)3 | f(x) = xZ+2x—1) e |f(x) =x2-e 052 | f(x)=tx-e ¥
f(x) = x-eX f(x) = x-In(x) f(x) = e+’ f(x) = x- 23

2 Jdee aus Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2014)
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2.1 Ketten- und Produktregel

Aufgabe 12 (Beweis der Produktregel)

Kurzform eines Beweises zur Ableitung eines Produktes (u - v) von Funktionen:
Binomische Formel: (u + v)2 = u?+ 2 - u-v + v?

Beide Seiten ableiten: J N

M2-w+v) - u+v)=2-u-u+2-Uv)+2v-Vv

QDQu+vy) W+v)y=uu +@v)y+v- v
Gu-v+u-v+vu+v-v=uu+@v)+v- v

@u-v+uv =Q-v)

Erldutere, ...

e warum in Zeile (1) auf der linken Seite der Term (u + v)” und auf der rechten Seite die Terme
u” und v~ stehen.

e warum in Zeile (1) nur die mit Pfeilen gekennzeichneten Funktionen abgeleitet werden, aber das
Produkt (u - v) nur mit dem Ableitungszeichen versehen wird.

¢ welche Umformung von Zeile 1 nach Zeile 2 durchgefiihrt wurde.

¢ nach welcher Rechenregel von Zeile (2) nach Zeile (3) die linke Seite umgeformt wurde.

e wie man von Zeile (3) nach (4) kommt und formuliere Zeile (4) in Deinen eigenen Worten.
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

Kurvenuntersuchung ohne Sachzusammenhang

Manche Eigenschaften einer Funktion lassen sich am Funktionsterm ablesen, anderen kénnen aus
den Verlauf des Grafen ermittelt werden. Dazu zdhlen vor allem Extremstellen, Wendestellen und
das Steigungs- und Kriimmungsverhalten. In der folgenden Grafik sind die wichtigsten Verfahren
einer Kurvenuntersuchung dargestellt.

f'(x) = 0 und

f'(x) =0
l Extrempunkte ; ’ f'(x) = 0 und

?F»:; s-*;“en Ir \ V2w bei f(x)

P Linkskurve Q
- f'ix)>0
symmetrie
fx) = fl=x)
KrGmmungs- | Rechtskurve /0
Punkt- Symmetrie verhalten f'(x) <0 |F—"e
_P& symmetrie Vs
flx) = -fi-x) Elgenschaften zur
Untersuchung von
Funktionen und Graphen l t il ff':::; : g

E;,‘"; i L(Uendepunk(e , £"(x) = 0 und
flxg) > flxy) \ VZW bei f"(x)

far x; > x; Monotonle b
E gilt A= Ifflx)dx!
I flxq) < flx,) \_Flacheninhalte 6[ e ‘

Aufgabe 1 (Verhalten an den Ridndern)

1S

Bei zusammengesetzten Funktionen gelten besondere Regeln beim Randverhalten:

Z—X =x"-e ¥ strebt fur X = +00 gegen X — —o0 gegen
n€ N und n ungerade 0 —0
n€ N und n gerade 0 0
x" - e¥ strebt fur X = +00 gegen X — —o0 gegen
neE N o0 0

| Merke: Fiir x - +oo0 dominiert e* iiber x.

x" - In(x) strebt fiir x = 0 gegen X = +o gegen
neEN,n>1 0 —o0
I _ y-n. bt f 0
o =X n(x) strebt fur x — 0 gegen X — —oo gegen
nEN,n>1 —00 0

‘ Merke: Fiir x > +o0 und x » 0 dominiert x™ tiber In(x).

Uberpriife die Tabelleneintrage anhand passender Beispiele mithilfe Deines GTR.
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

Aufgabe 2 (Grundaufgaben)

a) Bei jeder Kurvenuntersuchung muss in der Regel mindestens eine Nullstellenuntersuchung
durchgefiihrt werden. Gib moglichst viele Belegungsmoglichkeiten fiir die Variablen ¢ und k

an. so dass der folgende Term den Wert Null annimmt: ¢ - (eX — 1) - g
b) Berechne die Nullstellen folgender Funktionen.
+ ++ +++
f(x) = (x + 4) - ¥ f(x) = (x2 — 7x + 6) - e** f(x) = (e2*—9eX+8)- (e *—1)
fx) =x-(x+1)°-(x*—9) |f(x) =(e*—1) -e* f(x) = x*-e* —5x-e* +4-e*

c) Untersuche die Grafen folgender Funktionen rechnerisch auf Symmetrie.

+ ++ +++
f(x) = e2¥°*6 f) =x*+x2+4 f(x) = x- (e™* + &%)
f(x) =e*+e¥ f(x) = (x° +x3 — 22,5x%) - x° f(x) = e *—¢€¥
d) Berechne die Extrem- und Wendestellen der Funktion f.
+ ++ +++
fx) =(x—7)-e* f(x) =x%-e7¥ f(x) = x-In(2x+ 1) (GTR)
f(x) = (x> —9) - e* f(x) = x-In(x) f(x) = (x* — 4) - In(x) (GTR)

Aufgabe 3 (Kurvenuntersuchung)

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 10x-e 2".

a) Berechne die Null-, loaklen Extrem- und Wendestellen und untersuche den Graphen auf sein
Kriimmungsverhalten sowie auf sein Verhalten im Unendlichen. Skizziere den Grafen von f
mithilfe dieser Ergebnisse.

b) Ermittle die Gleichung der Tangente im Wendepunkt und bestimme den Schnittpunkt der
Wendetangente mit der x-Achse.

1
c) Zeige, das die Funktion F mit F(x) = —20(x + 2) - "2 eine Stammfunktion zu f ist.

d) Berechne mithilfe von F den Fldcheninhalt der Fliche, den der Graf von f mit den beiden
Koordinatenachsen und der Geraden x = 10 einschliefst.

e) Der Graf von f schliefst mit der x-Achse tiber dem Intervall [0; a] eine Fldche ein. Ermittle mithilfe
des GTR, fiir welchen Wert fiir a diese Fliache den IFlicheninhalt 35 besitzt. Berechne den
Flacheninhalt der unbegrenzten Fldche, den der Graf von f mit der positiven x-Achse einschliefst.

%

Aufgabe 4 (Extremwertaufgabe)

Auf dem Intervall [0; 5] ist der Graf der Funktion f A y

mit f(x) = e™ gegeben. Der Punkt P(a/f(a)), der Koordi-

natenursprung und die Punkte (0/f(a)) und (a/0) schlie- kif ) ?P(Eé;f(a) )

Ben fiir a > 0 sind Ecken eines Rechtecks. \'n\ X
Untersuche fiir welchen Wert fiir a das Rechteck einen 0 1 2 3 4 5
maximalen Fldcheninhalt einschliefst. ‘ ‘ ‘ ‘
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

Aufgabe 5 (

Gegeben ist die Funktionsschar f; mit f,(x) = (2x + 3t) - e**1.

Kurvenuntersuchung einer Funktionsschar)

a) Bestimme die Schnittpunkte mit beiden Koordinatenachsen in Abhingigkeit von t.

o

) Untersuche den Grafen der Funktionsschar auf sein Verhalten im Unendlichen.

(@)
~

Berechne die Extrem- und Wendepunkte in Abhéngigkeit von t.

£

Ermittle t so, dass der Punkt P(—1/4) auf dem Grafen von f; liegt.

)
~—

Beschreibe die Verdnderung der Extrempunkte bei der Erhchung von t.

-~
N

Bestimme die Ortskurve, auf der die Extrempunkte des Grafen von f; liegen.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (x* — e - x) - In(x).

Aufgabe 6 (Kurvenuntersuchung einer Logarithmusfunktion)

e) Gib den Definitionsbereich von f an.

f) Berechne die Schnittpunkte des Grafen mit der x-Achse sowie die Extrem- und Wendepunkte.
g) Begriinde, dass f(x) — 0 fiir x — 0 gilt.

h) Bestimme rechnerisch die Gleichung der Tangente im Punkt P(e/f(e)).

i)  Ermittle unter Zuhilfenahme des GTR den Fldcheninhalt der Fldche, die vom Grafen von £, von
der Tangente im Punkte P(e/f(e)) und der y-Achse eingeschlossen wird.
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext m

Kurvenuntersuchung mit Sachzusammenhang

i

Aufgabe 1 (Wachstum einer Pflanze)30

Wenn die Funktion f als Modell fiir einen Sachzusammenhang dargestellt wird, lassen sich viele
Fragen im Sachzusammenhang mithilfe der Funktion f beantworten, indem man z. B. die charakte-
ristischen Punkte, das Monotonie-Verhalten, die Kriimmung oder das Integral betrachtet. In der fol-
genden Abbildung wird die Wachstumsgeschwindigkeit einer Pflanze in Abhidngigkeit von der Zeit

dargestellt.
A Wachstums- Dem Hochpunkt kann
geschwindigkeit man hier die maximale
(in 722—) Wachstumsgeschwin-
2t i digkeit entnehmen.
14+

Zeit
in Wochen)

0

RN
Die von der x-Achse, dem

Graphen und der Gerade
x =4 eingeschlossene
Flache entspricht hier
dem Wachstum in den
ersten vier Wochen.

R
N+
w

Dem Wendepunkt

kann man hier die maxi-
male Abnahme der
Wachstumsgeschwin-
digkeit entnehmen.

Dabei entsprechen bestimmten Fragen im Sachkontext mathematische Fragestellungen, die dann
mit Hilfe von Rechenverfahren geldst werden:

Frage im Sachzusammenhang

Frage bei
der Kurvenuntersuchung

Mogliche Rechenverfahren

Wann ist die Wachstumsge-
schwindigkeit am grofiten?

Wo erreicht die Funktion f ihr
Maximum?

Untersuchen auf Hochpunkte
und das Verhalten von f an den
Definitionsrdndern.

Wann nimmt die Wachstumsge-
schwindigkeit am meisten ab?

Wo und wann erreicht die
Ableitung von f ihr Mini-

Untersuchen auf Wende-
punkte und das Verhalten von

mum?

f” an den Definitionsrindern

Wie viel ist die Pflanze in den
ersten vier Wochen gewachsen?

Welchen Flacheninhalt
schliefit der Graph von f mit
der x-Achse iiber dem Inter-

vall [0; 4] ein?

Berechnung  des
) 04 f(t)dt

Integrals:

Wie hoch ist die durchschnittli-
che Wachstumsgeschwindigkeit
innerhalb der ersten 4 Wochen?

Welchen Mittelwert hat die
Funktion f im Zeitintervall [0;

412

Berechnung des Mittelwertes
der Funktion mithilfe des

4
Integrals: = [, f(t)dt

Beantworte die Fragen in der Tabelle, falls die momentane Wachstumsgeschwindigkeit einer
Pflanze durch die folgende Funktionsgleichung beschrieben wird: f(t) = 5t- et > 0.

30 Jdee aus Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2014)
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

Aufgabe 2 (Abituraufgabe 2015)

In der Néhe einer Stadt liegt ein Windpark. Sowohl der Bedarf dieser Stadt an elektrischer Leistung
als auch die in dem Windpark erzeugte elektrische Leistung zeigen einen durch Untersuchungen
belegten typischen zeitlichen Verlauf und werden modellhaft fiir den Zeitraum von 6.00 bis 18.00
Uhr durch die beiden Funktionen f (Bedarf) und g (Erzeugung) mit den Gleichungen

1 1
f(t) =2 (4t+9)-e 3" (0<t<12)undg(t) = (512 +5) e 5* (0<t<12)

beschrieben (t in Stunden, f(t) und g(t) in Megawatt). Der Zeitpunkt t = 0 entspricht dabei der Uhrzeit
6.00 Uhr morgens. Die Graphen der Funktionen f und g sind im Folgenden dargestellt.

1 f(t), g(t) in Megawatt

11+ / g
—10 ///
9
~
3 74\..‘

6 // //

5 o

4

3

2

1

t in Stunden
} >

of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

(1) Beschreibe anhand der Graphen der Funktionen f und g den zeitlichen Verlauf, der von der
Stadt benotigten und der von dem Windpark erzeugten elektrischen Leistung.

(2) Berechne die prozentuale Steigerung des Leistungsbedarfs der Stadt zwischen 6.00 Uhr und
8.00 Uhr.

(3) Bestimme (ohne GTR) auf die Minute genau, in welchem Zeitraum der Leistungsbedarf der
Stadt nicht durch den Windpark allein gedeckt werden kann.
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2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

(1) Ermittle rechnerisch, um wie viel Uhr der Leistungsbedarf der Stadt am grofiten ist, und
berechne diesen maximalen Leistungsbedarf.

(2) Bestimme die Uhrzeit, zu der sich der Leistungsbedarf der Stadt betragsméfiig am stédrksten

1 1
andert. [Zur Kontrolle: f'(t) = %- (% - t) ~e”5" und f(t) = %- (t - %) ce” 9"

c¢) Wenn durch eine auf R differenzierbare Funktion h der Leistungsbedarf eines Verbrauchers ge-
geben ist, dann wird der resultierende Energiebedarf dieses Verbrauchers im Zeitintervall [a; b]

durch fab h(t)dt dargestellt.

1
(1) Weise nach, dass die Funktion F mit der Gleichung F(t) = — g - (4t + 45) - e~ 5" eine Stamm-

funktion von f ist.

(2) Berechne den Gesamtbedarf der Stadt an elektrischer Energie [in Megawattstunden] fiir den
betrachteten 12-Stunden-Zeitraum.

(3) Das Intervall [ti; t2] sei der Zeitraum aus Teilaufgabe a) (3), in dem der Leistungsbedarf der
Stadt nicht durch den Windpark allein gedeckt werden kann. Es gilt: fttlz [f(t) —g(t]dt = 11,4

und Olz[f(t) — g(t)]dt = 4,1. Interpretiere diese Tatsache im Sachzusammenhang.
(4) Der Windpark soll so vergroflert werden, dass die dort erzeugte Leistung, die dann durch
die Funktion Ly mit Ly (t) = k- g(t) (0 <t <12 und k > 1) beschrieben wird, den Leistungsbe-

darf der Stadt wihrend des betrachteten 12-Stunden-Zeitraums deckt. Ermittle den kleinsten
Wert von k, fiir den dieses Ziel erreicht wird.
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2.3 Kontrollaufgaben

2.3 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben

Kompetenzen im Bereich der hilfsmittelfreien Aufgaben

g 5
e £
Ich kann ... 2 5 g
NI AN
Ableitungsterme mittels Ketten- und Produktregel bestimmen. la
Ableitungsterme geometrisch deuten. 1b
ohne Rechnung Graf und Funktionsterm begriindend zuordnen. 2a
ein Integral einer zusammengesetzten Funktion bestimmen. 2b
eine Gleichung einer Tangente an den Grafen berechnen. 3
Nullstellen und Stammfunktion zusammengesetzter Funktionen bestimmen. | 4a, b
eine Extremwertaufgabe am natiirlichen Logarithmus lgsen. 5
zusammengesetzte Funktionen auf Symmetrie untersuchen. 6
Kompetenzen im Bereich der Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln
g .
gl ]2
Ich kann ... ,gm 5 G
. | z|%lg 5
. 2 g
Funktionswerte berechnen und im Sachkontext deuten. 7a
einen Funktionsgraf einer Funktionsschar zeichnen. 7b,8¢g
Schnittstellen mit dem GTR berechnen und im Sachkontext deuten. 7c
mittels Ketten- und Produktregel Ableitungsterme berechnen. 7d,1,1, 8¢t
ein globales Maximum im Sachkontext bestimmen. 7d
einen stédrksten Anstieg im Sachkontext ermitteln. 7e
Grafen einer Funktionsschar auf Monotonie untersuchen. 7g
Verédnderung des Scharparameters auf den Grafenverlauf untersuchen. 7h
Integralwerte zusammengesetzter Funktionen berechnen und interpretieren. | 7i
die Bedeutung einer Integralfunktion (Wirkungsfunktion) angeben. 7i
von Funktionsscharen Schnittstellen mit den Achsen berechnen. 8a
eine Funktionsschar auf Symmetrieeigenschaften untersuchen. 8b
eine Funktionsschar auf das Verhalten an den Réndern untersuchen. 8b
parameterabhingige Fldchen berechnen 8d
uneigentliche Intergrale von Funktionsscharen berechnen. 8e
parameterabhingige Wendepunkte einer Funktionsschar berechnen. 8f
eine Gleichung einer Geraden aufstellen, die durch drei Punkte geht. 8g
eine parameterabhingige Extremwertaufgabe 1sen. 8h
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2.3 Kontrollaufgaben

Teil I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1 (Funktionseigenschaften)

Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung f(x) = 3x - e2**1,
a) Berechne die erste und zweite Ableitung von f und den Wert der ersten und zweiten Ableitung

an der Stelle x = 0.

b) Interpretiere die Werte f'(0) und f(0) in Bezug auf den Verlauf des Grafen von f bei x = 0.

Aufgabe 2 (Funktionen)

a) Die Abbildung zeigt den Ausschnitt des Grafen einer Funktion f. Auf
den Koordinatenachsen sind keine Einheiten angegeben. Begriinde
(ohne Rechnung), dass keine der beiden folgenden Funktionsvorschrif-

ten zu dem dargestellten Grafen gehoren kann: f;(x) = (x —2)-e™*
und f,(x) = (x + 2) - e*. N\j

\ Ko

b) Berechnefol(e_2X + 2x3 4 5)dx.

Aufgabe 3 (Tangente)

Gegeben ist eine Funktion f durch f(x) = ex’ (x € R). Zeige, dass die Tangente t an den Grafen der
Funktion f im Punkt P(1 | f(1)) durch die Gleichung t(x) = 2 - e - x — e beschrieben wird.

Aufgabe 4 (Nullstellen und Stammfunktion)

Gegeben ist die in R definierte Funktion f mit f(x) = e* - (x? + 2x).
a) Bestimme die Nullstellen der Funktion f.
b) Zeige, dass die in R definierte Funktion F mit F(x) = x? - ¥ eine Stammfunktion von f ist. Gib

eine Gleichung einer weiteren Stammfunktion G von f an, fiir die G(1) = 2e gilt.

Aufgabe 5 (Logarithmus und Extremwertaufgabe)

In einem Koordinatensystem (vgl. Abbildung rechts) werden alle ty \
Rechtecke betrachtet, die folgende Bedingungen erfiillen: 14 \ o—
X)=-In(x
e Zwei Seiten liegen auf den Koordinatenachsen. . ' \ ]
e Ein Eckpunkt liegt auf dem Grafen von f mit der Gleichung ’\75 (x/-In())
£(x) = —In(x) mit 0 < x < 1. 05 \
i \
Die Abbildung rechts zeigt ein solches Rechteck. Unter den be- | ‘2 N
trachteten Rechtecken gibt es eines mit gréfstem Flacheninhalt. 0.25 \
X

Berechne die Seitenldngen dieses Rechtecks. >

0 025,05 075 1

Aufgabe 6 (Symmetrie)

Untersuche die Funktionen f, g und h mit f(x) = eX’, gx) =x- eX’ und g(x) = x? - e* auf Symmetrie.
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2.3 Kontrollaufgaben

Teil II: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 7 (Kurvenuntersuchung mit Sachzusammenhang)

Eine Firma berechnet die tdglichen Verkaufszahlen eines Handymodells, das neu eingefiihrt wird,
modellhaft mit der Funktionsgleichung fi.(t) = k- (t — 15) - e7%%1* + k- 15 (k > 0; t: Anzahl der Tage
nach Einfithrung des neuen Modells; f(t): Handys pro Tag).

Sei im Folgenden zunéchst k = 200.

a) Bestimme f,,,(9) und gib die Bedeutung des Wertes im Sachzusammenhang an.
b) Stelle den Grafen zu f,(, grafisch dar.
c) Untersuche, fiir welchen Zeitraum mehr als 9000 Handys pro Tag verkauft werden.

d) Bestimme {4, (t) und f,0(t) und berechne den Zeitpunkt, zu dem die tagliche Verkaufszahl
maximal ist und gib die maximale tdgliche Verkaufszahl an.

e) Ermittle den Zeitpunkt, an dem die tdglichen Verkaufszahlen am stérksten ansteigen.

f) Bestimme {', (t) und " (t) und zeige, dass der Zeitpunkt, fiir den die tégliche Verkaufszahl ma-
ximal ist, unabhéngig von k ist.

g) Zeige, dass der Modellfunktion f, zufolge die Verkaufszahlen fiir alle k > 0 stindig sinken, nach-
dem sie die maximale Verkaufszahl erreicht haben.

h) Untersuche, wie sich der Graf von fy bei steigendem k dndert.

i) Weise nach, dass F, mit Fi.(t) = k- (—8500 — 100t) - e"%%1t + 15 - k - t ein Stammfunktion von fi

ist und berechne | 0100 fi(t) dt und 10;_0 . f0100 fi(t) dt. Interpretiere die Integralwerte im Sachkon-
text. Gib die Bedeutung der Funktion W mit W(t) = [ 1t 15 k() dx (t 2 115) im Sachzusammen-

hang an.

Aufgabe 8 (Funktionsschar ohne Sachzusammenhang)

Gegeben ist eine Funktionenschar f; mit f,(x) = tx - e~ (t#0).
g

a) Bestimme die Schnittpunkte der Grafen mit den Koordinatenachsen.
b) Untersuche die Funktionenschar auf mogliche Symmetrieeigenschaften und bestimme das Ver-
halten des Graphen fiir x — +o und x — -oo.

L —x

c) Zeige, dass Fy mit Fy(x) = — Se * eine Stammfunktion von f; ist.
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2.3 Kontrollaufgaben m

Berechne den Inhalt der Fliche, die von der x-Achse, dem Grafen von f; und der Geraden x = a
mit a > 0 eigeschlossen wird.

Zeige, dass der Inhalt der Fldche A aus d) fiir a — +oo einen endlichen Wert annimmt.

Zeige f.”"(x) = 2t- (3x + 2x3) - e™**, Ermittle die Wendepunkte von f; in Abhdngigkeit von t.

Eine Gerade g schneidet den Grafen der Funktion f; in allen Wendepunkten. Stelle den Grafen
von f; und g grafisch dar. Berechne die Gleichung der Gerade g.

Die Punkte A (0/0), B (a/0) und C (a/fs(a)) bilden ein Dreieck (a > 0). Berechne den Wert fiir a,
fiir den dieses Dreieck einen maximalen Fldcheninhalt hat.
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2.4 Losungen

2.4 Losungen

2.1 Ketten- und Produktregel

Aufgabe 1

Faktorregel (F), Summenregel (S), Potenzregel (P), Konstantenregel (K), Ableitung von ekx bzw. ax
(EXP), Ableitung der natiirlichen Logarithmusfunktion (LN).

F(x) = —3x7! —In(x)
E,S, P

F(X)=X+X_1=X+§
F, S P, K

Fx) = §X1,s —2x%5
S, P

+ ++ +++ ++++
2
f9) = 222 — 2 =x @G- | 0= @e-x? 0 = 22 = ()
f'(x)_—4x =3x3—x = 4x? — 4x3 + x* —(1—X)2_X _ox+1
T, f(x) =9x%—1 f(x) = 4x3 — 12x2 + 8x F(x) 2 _9
F(x)=§x3—2x F()——4—12 F()—l 5 _ x4 4443 %)= 2X
FSDPK X X X X) =5 =X 73X Fx) = —x —-x2+x
F,S, P F,S P FSPK
—y1(y_1 Vx)*
f(x) = 32 - 1 f(xi o (=) f(x) = £~ % = x05 _x-03 00 = S5 = (5 + 1)
x = —X X X
S X ) — Xos 15 —x+2\/_+1
f(x) =3x3+x f(x) = 2x~3 :X2_3 f'(x) = 0,5x7%% + 0,5x f(x)—1+x'°5

Fx) = —x + - x15+x
FSPK

f(x) = 2*¥(2* - 27%)

f(x) = (2¥+ 1)

f(x) = 2% - (2% + 27%)2
=25 [(2%)2 + 2+ (27%)?]
=23 +2-2% 2% 27

f(x) = 12 2% =22 1= -1 | =(29*+2-2%+1 =8%+2-2%+ 27
f(x)—121n(2) 2% =451 =4X42.2%41 =8%+2-2% 4 0,5%
F(x) = 2. x F() =In(4)- 4X F() = In(4) - 4* +21n(2) - 2* f() = In(8) - 8* +21In(2) -
ln(Z) F(x) = X _y F(x) = 1 gxy X 4x 2% + ln(O 5)-0,5%
F, F, EXP ln(4) RO ln(Z) F(X) 8% 4+ S2X 4
S, EXP, K F,S, P, EXP, K ) ln(8) ln(z)
ln(O,S) )
F,S, EXP, K
f‘( ) (e —e Zx)z
fi =3 1 — a2X . (1 _ a—2X e—e'z"2
f(X) = 3eX¥—2e7* _(X3)(e2x (e —ZX)EZX) 1:_(X22X__621 (1 ¢ ’ ) = ( e2x 4) 5
” — X —-X - - = 1_ —4x
S e e RS e e
F, S, EXP F(x) = 3 (% e2X 4 %e—ZX) F(x) = 0,5e%* — £ = Be—  ga-ox
F,S, EXP, K S EXP, K Fx) =x+ %e“‘x — %e_sx
F,S, P, EXP, K
Aufgabe 2
a) 1(t) = Startlange - Langenverlust pro Minute = 30 - 30 — is t=30-0,21-t
tlo30= _legs i (LY o
b) Es g11t; = 30 = konstant = V(1) = §G 1= 1'[ (30) 1= 700 1
0) f(t) = V(I(1) = 5= (30 = 0,21+ 1) = =~ (30° = 3-30%- 0,21 t+ 330 0,212 - t2 — 0,21%¢%)
T
()—m (=3-30%2-0,21+2-3-30-0,21%2-t—3-0,213t?)
=-0,21-3- —-(302—2-30-0211-t+0212t2) = —021-3-L-(30—0,21-t)2

£(0) = —0,21-3-~=-900 ~ —0,66,f (71,5) ~ —0,16; f(143) =0
Es gilt fir den Ableitungsterm: f'(t) = —0,21-3-(30—-0,21-t) 3-1
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2.4 Losungen

Aufgabe 3
u: x — u(x) = Vx vix—v(x)=2x+1
Eingabe x Ausgabe u(x) Eingabe x Ausgabe v(x)
4 2 5 11
100 10 0,2 1,4
a Va 2b-1 4b -1
3z 3z 2x 2:2%+1
u: X — u(x) = Vx ‘ vix—v(x) =2x+1
Eingabe Automat u Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v Ausgabe Automat v
9 3 7
100 10 21
a Va 2va+1
3x V3x 2V3x+1
x-1 x—1 2Vx—1+1
ex VeX = 05% 2-e%5% 41

vix—v(x)=2x+1 ‘ u: x — u(x) = Vx
Eingabe Automat v Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u Ausgabe Automat u

9 19 V19

100 201 V201
a 2a+1 V2a+1

3x 6x+1 JVex+ 1

x-1 2x—1 V2x—1
ox 2e* +1 V2eX +1

u: x — u(x) = x2 |

vix—vx)=x+1

Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v

-1 1 2
2 4 5
X x2 x2+1

vx—vx)=x+1 |

u:x — ux) =x

2

Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u

-1 0 0
2 3 9
X x+1 (x+1)2

u: x — u(x) = Vx ‘

vix — v(x) = e?¥

Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v

-1 nicht definiert nicht definiert
V2 e2V2
Vx e2Vx

v:x — v(x) = e?X ‘ u: X — u(x) = Vx
Eingabe Automat v Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u Ausgabe Automat u

-1 e~ 2 [e=2 = o—1
e’ \/F = ¢?

X eX

\/? = g0.5%
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2.4 Losungen m

u:x — u(x) =x2 |

v:x — v(x) = 3x

Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v

2

X

X 3x?

v:x — v(x) = 3x

| u: X — u(x) = x?

Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u

X

3x 9x?

u: x — u(x) = In(x)

V:Xl—>V(X)=%

Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u = Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v

X

1
In(x)

In(x)

1
V:X'—>V(X)=;

u: x — u(x) = In(x)

Eingabe Automat v

Ausgabe Automat v = Eingabe Automat u

Ausgabe Automat u

1
i : In(} ) = I
Aufgabe 4
f(x) f’(x) | f als Verkettung Wie ergibt sich f'(x) direkt aus der Verkettung?
952 18x v(x)=3x u(x)=x2 2.(3x)! = 6x ist falsch; Korrekturfaktor?
P f=u(vp)=(x? | 18x=2(3x) -3
Ax2 8x v(x)=2x u(x)=x2 2:(2x)! = 4x ist falsch
Fp0muvp)) = (2x)2 | 8x=2(2x)1-2
) v(x)= 2x+1 u(x)= x2 2:(2x+1)1 = 4x+2 ist falsch
betborl | 8 uw())=2x 1) | BxHe = 2(2x+1)1- 2
. ) 5 v(x)= x2+1 u(x)=x2 2:(x2+1)1 = 2x2+1 ist falsch
XEFDAT T BOHX | o (v(0)=(2H1)? | i = 2(a+T)L- 2x
- _ v(x)=x-1 u(x)= x2 2-(x-1)1 = 2x-2 ist richtig
Xl 2 G)=(-1)2 | 2x-2 = 2(x-1)1- 1

Vermutung: Leite zunéchst die dufiere Funktion ab. Behandle dabei die innere Funktion als Vari-
able. Multipliziere diesen Term mit der Ableitung der inneren Funktion. Insgesamt gilt innere

Ableitung mal dufiere Ableitung.

f(x) = (6x+ 4)%; F(x) = 2 - (6x+4) - 6
fx) = (2x—4)3% f(x) =3 - (2x — 4)?

fx)=02x—4)3%fx) =3 -2x—4)-2
f(x)=+745fx) =2 -x2+7):2

f(t) = v(1(v)) = 2% 300,21t 3
mnere

Funktion 1(t)

V(D) =——13ist
dufere Funktion

richtig o falsch.

o richtig B falsch. Korrektur: f'(x) =3 - (2x — 4)%- 2
o richtig B falsch. Korrektur: f'(x) =3 - (2x — 4)%- 2
o richtig B falsch. Korrektur: f'(x) =2 « (x* + 7) - 2x

f()= -021 -3-(30—0,21-1t)3"1
2700 Ableitung der Ableitung der

inneren Funktion aiReren Funktion
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2.4 Losungen m

Aufgabe 5
+ ++ +++ ++++
60 = g = (¢°41)
_ 4 fx) = 4-(x* + D* _ 3 f(x) = —(eXZH)_2 - 2xeX ¥l
fx) =(x+1) O — A4 (o2 3, f(x) = (¢(x)) i
fx) = %
(5‘5"_)2 f(x) = ln({P(X)) €6 = In(¥F) = In(x03
f(X) — ll}(ZX) 1 — (% _ SX) f'(X) — m . <.0/(X) =(X3'5— II:I((X)X) - n(X )
FOO=5x2=% Feo=-2(2-5) (=5 | _¢'® ) =~
=1 e
(5-5%)
o f(x) = e®® K
f(x) = e?X f(x) = —3e2x1 SN . fx) =e
f(x) = 2 - e F(x) =6-e 21 F(x) =@ (x) - e?® f(x) = % eVx
f(x) = ,/q;(sx)
f) = (8x + 1)~ f(x) = In(x?) = (¢()" f() = In(In(x))
f(x)=-3-8x+1)*-8 | . 1 2 , -0, ey 1 11
=()i)24 : (8XE|-);)_4 ) Fl =-2x=2 Fla = 05(e) ™" 100 =15 = e
= zm
Aufgabe 6

a) Der Startwert ist 5. Pro Tag wachst die Fliche mit dem Faktor 1,1: A(t) = 5 - 1,1* (t: Zeit in Tagen).
b) A(5) = 5-1,15 = 8,05255; A(—3) = 5- 1,173 =~ 3,75657
c) Es gilt t = 7w. B(w) = A(7w) = 5+ 1,17% (w: Zeit in Wochen).

B(4)-B(0) _ A(28)-A(0) _ 72,10497-5
4-0 a-0 4

= 16,77624 cm?3 pro Woche.

_2%
7-In(1,1)

d)BW =511 117" 7=1011"" =2 o w= %-logm(

) ~ 1,6455 Wochen.
7-In(1,1)

Aufgabe 7

a) f,'(x) = - -a = Alternativ: f,(x) = In(a-x) = In(a) + In(x) = f,"(x) ==

a X

b) Aus a > 0 folgt, dass auch x > 0 sein muss, damit f, (x) definiert ist. Daher gilt f,"(x) = i > 0. Dies

bedeutet, dass alle Grafen der Schar streng monoton wachsend sind.

¢) Aus a <0 folgt, dass auch x < 0 sein muss, damit f, (x) definiert ist. Daher gilt f,"(x) = i < 0. Dies
bedeutet, dass alle Grafen der Schar streng monoton fallend sind.

d)f,"(x) = —=x2%=- Xiz < 0 = Alle Grafen zu f, sind rechtsgekrimmt
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2.4 Losungen

Aufgabe 8

a) Es muss gelten: x> + x>0 & x-(x+1) >0 & x> 0oderx < —1: D = R<"1 U R>
E
¥

B0 s
mN\

B 2\1 ?/ T =2 3 4 = lim (ln(xz +x)) = 1im(]n(X2 +x)) =—0o
x-—1 x-0

]
fap I, e

b)In(x*+x)=0ex*+x=1x*+x—-1=0x=-05+.125<x=~ 0,62 0derx ~ —1,62

f(x) = )2:2(: =0 & x = —0,5 € D¢ = es existieren keine lokalen Extremstellen.
QF) =22 150 2x+1=-15x2-1,5x = 1,5x2 +35x+ 1 =0>x=—= €D V x = —2
X2+X GTR 3

d) m, = £(2) = 2 und P(2/1n(6)) liefert t(x) = 2x +In(6) — = ~ 0,83x + 0,13. Als einzigen Schnitt-
punkt (neben dem Beriihrpunkt P) ergibt sich x = —1,30.

B Ausfiuhrposition wihlen Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
v ¥1=tm (x2+x) v
Y2=(50Pgrln (6)-(5.43)
(217517
1
3 4 5 & : i 2 5 4 5 ¢
Tangente
Y=0 5z SCHNITTPUNKT
i=2 =1.791759469 ==-0.,9554437402
Aufgabe 9
8 A A
vix+ti) =z +k
( )—-- ..................... 7] o o o [ WS
x v(x+h) - v(x) u(z +k) —u(z)
g2 R | uz) o
PR Pk
T i I - -
x x+ i Zh A zt+Ek
'
-
. _ f(x+h)—f(x) _ u(v(x+h))—-u(v(x)) _ u(z+k)—u(z) . l_(
a)mex;x+h] = —/— = ———— = 1k
Definition Definition v(x)=z und
v(x+h)=z+k und
Erweiterung mitlﬁ
_ u(z+k)—u(z) . l_( _ u(z+k)—u(z) . v(x+h)-v(x)
- h - k h
kommutativgesetzt v(x)=z und
der Multiplikation v(x+h)=z+k
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2.4 Losungen

u(z+k)—u(z) .

v(x+h)-v(x)

” T . ERT u(z+k)—u(z) . v(x+h)-v(x) _ . .
b) f'(x) = %11_13(1) m¢[x; x + h] = %1_1}(1) [ " - ] = Ll_r}r(l) }ll_rg(l) o
a) k50 Grenzwertsatz
= u'(z) - v'(x) = u'(v(x)) V(%)
Grenzwertbildung v(x)=z
firh -0
o) f(x) = u(v(x)) = e3* mit u(z) = e? sowie z = v(x) = 3x und k = 3h.
f(x+h)—f(x) e3()41+h)_e3x e3x+3h_g3x eZtk_gz | eZtk_gz 3h eZtk_gz
—_— = —_— = —_— = r—_ = . —_ = . 3
M e - h k k h w k
Definition Distributiv— z=v(x)=3x k=3h kiirzen
gesetz
k=3h
v(x+h)=z+k
u(z)=ez
—e?-3 = 3-e¥=f(x)
h-0 -
z=3X

Aufgabe 10
a)ux) =x2 2 u'(x) = 2x; v(x) = x* =2 v(x) = 4x3; f(x) = u(x) - v(x) = x;

f(x) = 6x° #u (%) v(x) = 2x- 4x3 = 6x*
b)

f(x) =ux) v(x) u’(x) - v(x) u(x) - v'(x)

x® = x!-x5 1-x°>=x° x! - 5x* = 5x°

x® = x?% - x* 2x - x* = 2x° x? - 4x3 = 4x°

x6 =x3-x3 3x2-x3 =3x° x3:3x?% = 3x°

x6 = x*-x? 4x3 - x? = 4x5 x*-2x1 = 2x5

x® =x%-x! 5x* - x! = 5x° x°1=x5
Vermutung: f(x) = u(x) - v(x) = f'(x) = u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x)
Aufgabe 11

+ ++ 4+ PR

fx) =x-(x+1)°3
fx)=1-x+1)>3
+x-3-(x+1)2
=x+1D? (x+14+3x)

f(x) = (x? +2x — 1) - X
f(x) = (2x + 2) - e
+(x%+2x—1)-2-e*

f(x) = x2 - @~ 0.5%+2
f(x) = 2x - e 05%+2 | 2., (-0,5) -
e—0,5x+2 — (—0,5X2 + ZX) i

f(0) = tx- e
fx) =t- e
+tx - (—2x) - e
= (t—2tx?) e

=In(x) +1

=(x+1)?% (4x+1) = (2x? + 6x) - ¥ @~0,5%+2 2
=t-(—2x*+1)-e*
2 4
fx) = 2L e
f(x) = x-e* .. L, X, _— f,(x) _X 2 N
f’()_l_x+ . pX f(X) Xll’l(X) _(X +1) X f(X)—].'Z
= )((x ; 1) -eeX e F(x) =1-In(x) +x i f(x) =4(x*+1)% 2x-x7! +x-In(2) - 2% - 3

+ &+ D*(-1)-x72
=+ 8-+ x?)
=& +1)3-(7-x72)

= (1+1In(8) -x)- 23
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2.4 Losungen

Aufgabe 12 (Beweis der Produktregel)

Erldutere, ...

e warum in Zeile (1) auf der linken Seite der Term (u + v)” und auf der rechten Seite die Terme
u” und v’ stehen. Diese Terme stehen jeweils fiir die Ableitung der inneren Funktion.

e warum in Zeile (1) nur die mit Pfeilen gekennzeichneten Funktionen abgeleitet werden, aber das
Produkt (u - v) nur mit dem Ableitungszeichen versehen wird. Nach der Summenregel konnen
die vier Summanden einzeln abgeleitet werden. Fiir den Summand 2 - u - vist die Ableitung
nach der Faktorregel 2 - (u-v)".

e welche Umformung von Zeile 1 nach Zeile 2 durchgefiihrt wurde. Beide Seiten wurden durch
2 dividiert. Ferner gilt nach der Summenregel (u + v)"'=u"+ v".

¢ nach welcher Rechenregel von Zeile (2) nach Zeile (3) die linke Seite umgeformt wurde. Die
beiden Klammersummen werden ausmultipliziert mit dem Distributivgesetz.

¢ wie man von Zeile (3) nach (4) kommt und formuliere Zeile (4) in Deinen eigenen Worten. Auf
beiden Seiten werden u - u”und v - v’ subtrahiert.
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2.4 Losungen

2.2 Funktionsuntersuchung mit und ohne Sachkontext

Aufgabe 2
a)c-(ek—l)-E:O<=>c:0 vek—1=0v3-c=0©c=0vk=0vc=3.
k+1 k#-1
b)
+ ++ +++
f(x) =(e®*—9e*+8)-(e*—1) =0
fX)=(x2—7x+6)-ex=0 |©e*-9%*+8=0ve™*-1=0
—=x*-7x+6=0 =72°-92+8=0Vvx=0
fx)=(x+4)-e¥=0 e">0 z=e
e x=—4 ©x=35+4352-6 ©z2=45+45%2—-8=45+,12,25
e =354./625=35+25 —45+35Vx=0
©ox=1vx=6 ©z=1vz=8vx=0
= x=0VvVx=1In(8)
z=e
f(x) =x%-e*—5x-eX +4-e*
=x*-5x+4)-eX=0
2 —
) =x (x+1)3 (x2-9)=0 | ) =(e¥-1)-e*=0 S Tox+4=0
©x=0vx=-1Vx=13 e - 1=0ex=0 ©x=25+,/25"-6
=25+.225=25+15
©x=1vx=4

¢) Zu zeigen: f(x) = f(-x) (Achsensymmetrie = AS) oder f(-x) = - f(-x) (Punktsymmetrie = PS).

+ ++ +++

f(X) — e2x2+6 f(X) =x*+ x~2 + 4 f(X) =x- (e—x + ex)

f(—x) = 2076 = gartss (o) = (-20" + (-x)2 + 4 (=) = (=0 - (7 + e)

= f(X) AS = x* + X_Z +4 = f(X) AS = —Xx- (ex + e_x) =x- (e_x + ex)

= —f(x) PS

f(x) = e X+ eX f(x) = (x°> + x3 — 22,5x) - x° ?E)i) )=f_ _(__f) o x . a-x

f(—x) = e (¥ X =x% + x° — 22,5x* AS, da f gerade X —Xe x € __E; i

=eX+eX=eX+eX=f(x) AS | ist = (e te)= (e —eh
' = —f(x) PS

d)

f(X)=—=-7)-e5fx)=1e+x-7)e¥=x—-6)-e5f'x)=1-e*+(x—6)-e¥=(x—5)-e¥
Lokale Minimumstelle bei x =6, da f'(6) = 0; f'(5) < 0; f(7) >0

Wendestelle bei x =5, da f(5) = 0 mit VZW von {”" bei 5 von - nach + (Re-Li-Wendestelle)
E|
¥

-2 -1 0
~100F

-200r

~300r

-400r
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2.4 Losungen

fx) =(x2—-9)-e5f(x) =2x-e¥+x*—-9)-eX=(x?+2x—9)-e5f"(x) = (x* + 4x—7) - ¥
Lokale Maximumstelle bei —1 — V10 ~ —4,16 und lokale Minimumstelle bei —1 + V10 = 2,16,
da f(—1 ++v10) = 0;£(=5) > 0;f(0) < 0; f(3) > 0.

Wendestellen bei —2 11 =—-2+3,31, da f'(-2+V11) =0;{"(—6) > 0; £'(0) < 0; f'(2) > 0;
—2 —+/11 ist Li-Re-Wendestelle und 1,31 ist Re-Li-Wendestelle.

B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=({x2=0)x(e”x) 10l¥ I
X

i 10

-1

dv/dxX=0 Rl
X=-4,162277611 Y=0.1296303888

fx) =x?-eXf(x)=2xeX—x2-eX=(—x?+2x)-e*= 0(x=)>0—X2+2x= 0lex=0vx=2
e

f'(—1) < 0;f(1) > 0;f(3) < 0: 0ist lokale Minimumstelle und 2 ist lokale Maximumstelle.

f'(x) = (x> —4x+2)- e X= Oﬁxz—4x+2 =0eox=2++2.

£7(0) > 0; (1) < 0;f(4) > 0: 2 — /2 ist Li-Re-Wendestelle und 2 + v/2 ist Re-Li-Wendestelle.

E
v

f(x) =x-In(x) (x>0); f'(x) =1-In(x) + X'§= hx+1=0eh=-1ex=¢5f'(x) = :

X
f’(e™!) = e > 0: e~! ist lokale Minimumstelle

f"(x) = i > 0: Der Graf von f ist linksgekriimmt.

B
y

1+
075

05+
0250
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2.4 Losungen m

f(x) =x-In(2x+ 1) (x> -0,5)

f(x)=1-In(2x+1) +x- ZXZ? =In(2x+1) + 231 =In(2x+1)+2x-(2x+ 1)1

vy _ 2 . -1 _ . 2 _ 4 2x _ 4@x+1)-2x _ 6x+4
() = P 2-(2x+1) 2% (2x+1)7" = 2x+1  (2x+1)2  (2x+1)2  (2x+1)2
f(x) =In(2x+ 1) + 2:1 =0 e x= 0; f7(0) = 4 > 0: 0 ist lokale Minimumstelle.

f"(x) = Ox*t1 S 0 fiir x > —0,5: Graf ist linksgekrtimmt.
(2x+1)2

E
v

f(x) = (x2 —4) - In(x) (x> 0)

2_
f'x)=2In(x) +2x-x 1 +2x'x 1 —(x2—4)-x2=2In(x) +4— XX24
f(x) =2x'In(x) + (x> —4)-x1=0 = x~ 1,49; £7(1,49) > 0: 1,49 ist lokale Minimumstelle

x2—4

f"(x) =2In(x) + 4 — =
Graf ist linksgekriimmt.

=0 2x?-In(x) +4x* —x* +4 =0 & 2x* - In(x) + 3x* + 4 > 0 (GTR):

E

D.'?S-F

Ena
025

0 0.5 15 o5

-0:5t
075

Aufgabe 3

1 1 1 1
a)f(x) = 10x-e 2", f(x) =10-e 2" = 5x-e 2° = (—5x + 10) - e 2"
1 1 1
f'(x) =—5-e 2"+ (=5x + 10) - (— %) e 2= (2,5¢—10)-e 2"
f(x) =0 x=2;f(0) > 0;f(3) < 0: 2ist lokale Maximumstelle.
f"(x) =0 © x=4;f"(0) < 0;f(5) > 0: 4 ist Re-Li-Wendestelle.

1 1
lim (10x - e_EX) = 0 (e-Term dominiert) und lim (10x - e_EX) = —o0
X—+o0 X—>—o00
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2.4 Losungen

Ef
v

5

B Ausfuhrposition wahlen
Y1=10x({&¥{s . 5x))

Marid,5.4134)

~__ x

5 10 15

Tangente
¥=-1.3p3X+10.826
X=4 ¥=5.413411329

b)m,=f(4)=-10-e?undf(4) =40-e?undt(x) =m; x+b=>40e2=(-10-e72)-4+b
>b=80-e2=t(x)=—10-e2-x+80 e 2~ —1,35x+ 10,83

1 1 1 1
JF(x) = -20(x+2)-e 2= F(x) = —20-e 2"+ 20(x + 2) % e 2" =(-20+10(x+2)) e
1
=10x-e 2" = f(x)

10 _1 110
d) [ (10x-e z") dx =[-20(x+2)-e z"]o = —240-e~5—40 = 40 — 240 - =5 ~ 38,38

1 1 a 1 .
e) foa (10X ' e_EX) dx = [—ZO(X + 2) . e_EX]O = —20(3 + 2) . e_Ea_ (_40) =40 — 20(3 + 2) . e—Ea
I 40 (da der e-Term die Klammer dominiert)

1 1
40 —20(a+2)-e2*=355=20(a+2) e 2 ~ 7,21

———a
GTR (MENU 5)

Aufgabe 4

A(d) =a-e™?
A(a)=e?—a-e@=(-a+1)re?=0e=a=1;

A’(0,5) > 0;A°(1,5) < 0;A(0) = 0;A(1) = e 1 A(5) = 5 e7>: 1 ist globale Maxiumstelle von A iiber

[0; 5] mit dem globalen Maximum e™?.

Aufgabe 5
a) fi(x) = (2x+3t)-eXtl =0 ezzvet 2x+3t=0 e x=—-15tf(0) = 3e- t: S4,(—1,5t/0); S, (0/3e - v).
e

b) f;(x) = (2x + 3t) - eX*! — oo, f.(X) = (2x + 3t) - eX*1 — 0
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2.4 Losungen m

o) fy(x) =2-eX"1 + (2x + 3t) - ¥t = (2x + 3t + 2) - e**?!

f/(x) =2 e+ (2x +3t+2) - ¥t = (2x + 3t + 4) - eX*?!

f(x) =2 Xt + (2x + 3t + 4) - ¥t = (2x + 3t + 6) - Xt

f'(x) = (2x+3t+2)-eXtl = 0ﬁ2x+3t+2 =0ox=-15t—-1
f(=1,5t—1)=(2-(=1,5t—1) +3t+4) e P+ = (3t -2+ 3t+4)-e 1t =215 > (:
—1,5t— 1 ist lokale Minimumstelle mit dem lokalen Minimum f,(—-1,5t—1) = (2-(—1,5t—1) +
3t) - e~ 15t = —2- 715t also lautet die lokale Tiefpunktschar (—1,5t—1/ —2-e~15Y).

ft"(x)=(2X+3t+4)-ex+1=0(?62x+3t+4=0<:)x=—1,5t—2
eXtls

1:'[,,,(—1,5'(— 2) = (2 . (—1,5t — 2) +3t+ 6) ceTL5t-1 — 9L a-15t-1 5 ). x = —1,5t— 2 ist Re-Li-Wen-
destelle mit y-Wert fi(=1,5t—2) = (2-(-1,5t—2) +3t) - e~15t-1 — _4.a-15t-1 Die Schar der
Wendepunkte lautet (—1,5t — 2/—4 - e~ 15t°1)

d)4=02C-1+3)e’e4=-2+3tt=2

e)
E [Math)[Rad[Norml) [Real|
¥y
5_
-
R 0
El Tasten [¢]/[®]oder eingeben.
Y1=(2x+3A)x{e"(x+1}) ¥
5.
i
=
AlE MODIFY
Step=1
B Tasten [€¢]/[+]oder eingeben.
Y1=(2x+3A)x(e~(x+1)) y
5_
P
-5 —
A MODIFY
Step=1
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2.4 Losungen m

f) x=—1,5t— 1und y =—2 - e~ 1%, Forme x = —1,5t — 1 nach t um und setze es in y ein. x = —1,5t —
2
let=""=-2 (x+Dinyy=-2; et (S0 _ gL et

E

Aufgabe 6

a)x>0

b)f(x) =(x*—e'x)'Inx)=0e=x?—e-x=0Vvx=1x=eVx=1:5(1/0)und S; (e/0).
fx)=Q2x—e)'In(x)+ (x%2—e'x)'x1=02x—e)'In(x) +x—e
f'xX)=2Inx)+R2x—e)'x1+1=2-In(x)+3—-ex 5" x)=2-x1+ e-x72
f(x)=2x—e) ' Inx) +x—e=0 X~ 0,32; x = 1,94;1°(0,2) > 0;
f()=1—-e<0;f2Q)=#4—¢)-In(4) +4—e > 0: x = 1,94 ist lokale Minimumstelle mit dem lo-
kalen Minimum f(1,94) = —1, und x = 0,32 ist lokale Maximumstelle mit dem lokalen Maximum
Minimum f(0,32) ~ —0,87.

f'x)=2-Inx)+3—e-x1=0 & x~ 0,94 £77(0,94) > 0;(0,94) = 0,10:
Der Punkt W (0,94/0,10) ist ein Re-Li-Wendepunkt.

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

Yilsg(x2—(et1)xx)xln (x)

8.

5

4.

2

; . . . X
0| e 4
dy¥ydx=0 MAX
X=p.3161445247 | ¥=0.8745174593

Ef

1 /

8
&
il
g //
’ | b4
e
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2.4 Loésungen

o) f(x) = (x> —e-x) - In(x) = 0, da jede Potenz von x schneller wéchst als der natiirliche Logarith-

mus (Potenzfunktion dominiert das Verhalten am Rand)

E AUSIUNrposiTlon wanlen
Y1=(x2—(e?1)xx)xln (x)
8-

L = M
| B —

(2.7182.0) r.~ | Z
i S M= 3 4
Tangente

O

V=P, 7182¥<7.389
X=p7718281828 | Y=0

d) P(e/f(e)).
m,=f(e) =e-In(e!) +e—e=e undf(e) = (e? —e-e)-In(e) =0undt(x) =m;-x+Db
>0=e-e+b>b=—e2=2t(x)=e-x—e? =~ 2,71x— 7,39

e) A= {irr(l) ff[f(x) —t(x)] dx = foeooooo1[f(x) —t(x)] = 9,41 (iiber GSolv (F5) und Integral (F6 und F3)

und Mixed (F4) und untere Grenze nahe Null sowie obere Grenze e eingeben.)

B [MathRadNorml Real
v

=
3 4
OBEN=2.7182
47743911 Al=9.,47743911
E [Hathl[Radorml
¥
b4

OBEN=2.7182
.48483614 /]=9.48483614
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2.4 Loésungen

Kurvenuntersuchung mit Sachzusammenhang

Aufgabe 1

Ableitungen und Stammfunktion:
f()=5-et+5t-(—e™)=(5-5t)-e"

') =-5-e*+(5-5) (—eH=(5t—10)-e™"
() =5-e'+ (5t—10) - (—e ) = (15-5t) -e"
F(t) = (=5 —5t) - e7" (Warum?)

Globales Maximum von f - Maximale Wachstumsgeschwindigkeit der Pflanze:
f)=5-et'+5t-(—eH)=(G-5)-et=0t=1
f(1) = —-5-e7! < 0: 1 ist lokale Maximumstelle. Wegen des Randverhaltens f(t) = 5t-e™*—— 0

t—+o00

und f(t) = 5t-e”" o und f(1) = 5e~! > 0 handelt es sich um eine globale Maximumstelle.

Wendestelle - globales Minimum von f” - maximale Abnahme der Wachstumsgeschwindigkeit:
') =(Gt—10)-et=0t=2;f"(2) =5-e2>0: 2 ist Re-Li-Wendestelle. Dariiber hinaus
giltf'(t) = (5—-5t)-e”" v Ound f(t) =(5—-5t) et oot und f'(2) = —5e72 < 0. Daher han-

delt es sich bei t = 2 um ein globales Minimum von f".

Integral - Zunahme der Pflanzenlidnge: f: f(Y)dt = [(-5—5t) -e7t]§ = —25e"t — (-=5) =5 — 25e¢~*
Mittelwert der Funktion - durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit:

4
ﬁ j f(t)dt = 1,25 — 6,25e~*
0

Aufgabe 2

a) (1) Der Bedarf steigt von 6.00 (4,5 MW) bis zu seinem globalen Maximum um ca. 12.30 (8,5 MW)
an und fallt anschliefend bis um 20 Uhr auf einen hcheren Wert als um 6.00 (7,5 MW). an Die Er-
zeugung startet um 6.00 bei 5 MW, fillt bis 7.30 auf sein globales Minimum (4,5 MW) ab, steigt dann
wieder bis 20 Uhr auf eine Wert von knapp 11 MW an. Die Erzeugung nimmt gegen 13 Uhr am
starksten zu. Erzeugung und Bedarf sind um ca. 13.30 gleich grofs (8,5 MW).

2
2 —_— . ___
(2) f(0) = 4,5, f(2) = 9,5 e 5. Prozentuale Abweichung;: f(2f)(0§(0) =25 642 25 ~ 0,69 = 69%

1 ~Lt 1,5 ~Lt 1 1,5
B) ) =gt) &2 (4t+9)-e 3" = (312 45) e o == (4t+9) =1t> +5

2 4 Loty 2 4
®§t2—2t+0,5=0(':4>t2—8t+2=0(:>X=4i\/14<:)Xz7,74VXz0,26.

Im Zeitraum zwischen 6:15 und 13:44 ist der Bedarf hoher als die Erzeugung.

I 1

() = 9 - 1, (=) omst = (224 43). o5t = 2 .3
b) (D) F(®) =2-e 7 +5-(4t+9)- (= 3)-e7a' = (-2t+3)-ea =0 -2t+2=0

4
et= 24—7 = 6,75; £(6) > 0;f(7) < 0;£(6,75) = 18 - e~ %75 ~ 8,50;f(0) = 4,5;f(12) = 28,5- ¢ 3
~ 7,51: Der hochste Bedarf ist mit ca. 8,5 MW um 12:45.
1 1 1
@f@®= —%- e o' + (—%t + g) . (—%) ceTot = (ét - 1—78) -e” 5" < 0 fiir 0 < t <12: Der Graf ist iiber

[0; 12] rechtsgekriimmt. Also ist £~ dort monoton fallend. Die grofite Steigung ist also bei t = 0, die
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2.4 Loésungen

4
Kleinste bei t = 12. Wegen £'(0) = 1,5 und £ (12) = (—2*+2) - 75 ~ —0,31. Die Betragsmifiig grofite
Steigung ist bei t = 0. Dort dndert sich der leistungsbedarf betragsméafsig am starksten.

1 1 1
) () F() = —2- (4t +45)- e 5" = F(x) = —18-e 9" — - (4t + 45) - (—g) oot
1 1 1 1
=—18-e o'+ % (4t+45)-e ot = (=184 2t+22,5)-e 9 = (2t +4,5) - e 9" = f(b).

@ [, f(Odt = [—g (4t+45)-e” %‘t]:z ~ 92,18 [MWh]

(3) fttlz [f(t) — g(t)]dt = 11,4: Das noch durch externe Energiequellen zu deckende Energiedefizit zwi-
schen 6:15 und 13:44 betrdgt 11,4 MWh. Uber den gesamten Zeitraum betrégt das Energiedefizit
[, °[f() — g(©)]dt ~ 4,1 MWh.

@ [,°IfO — k- g(®ldt < 0 & [P fD)dt < [ [k g®]dt & [*f(Bdt < k- [, gD dt
L fodt
[emdt
Der Parameter muss mindestens k = 5,66 betragen, damit der Bedarf vom Windpark gedeckt werden
kann.

)
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2.4 Loésungen

2.3 Kontrollaufgaben

Aufgaben 1

a)f'(x) =3-eX**1 4 2x- 22! = (3 + 4x) - e®**1 = f(0) = 3e
f'(x) =4 et + (3+4x)-2-e?**1 = (10 + 8x) - e2**1 = f’(0) = 10e

b) Graf ist an der Stelle 0 streng monoton steigend und linksgekriimmt.

Aufgaben 2

a) lim (x — 2) -e™* = —oo: Graf miisste nach links unten verlaufen.
X——00
f,(—2) = 0: Graf miisste bei x = —2 eine Nullstelle haben.

1
b) Jy(e72* +2x% + 5)dx = [~ 2 + Jx* + 5x]0 =—ce?+2+45—(-2)=6-2e7?

Aufgaben 3

Zu zeigen: f'(1) =t'(1) =2-eundt(l) =f(1) =2e-1—e=e
Es gilt: f'(x) = 2x - X > (1) = 2eund f(1) = e’ = e, was zu zeigen war.

Aufgaben 4
a)fx)=e-x*+2x) =0 x*+2x=0x"x+2)=0 x=0o0derx = —2.

b) F'(x) = 2x-eX+x%-e¥ = 2x + x?) - e¥ = f(x); G(X) = x? - eX + cund G(1) = 2e
>1%-el+c=1c=1-e>GKx)=x*-e¥+1—e.

Aufgaben 5

Der Fldcheninhalt des Rechtecks wird mit A(x) bezeichnet.

AX)=—-In(x)'x=2AKx) = —i-x+ (-Inx))'1=—-1-Inx =0hx) =-1cx=¢!

Wegen lin} A'(x) =A’(1) = —1und lin(q) A(x) = liI’%[—l —In(x)] = 400 wechselt A" beix = e"! das VZ
X— X— X—

von + nach -. Daher ist x = e 'lokale Maximumstelle. Wegen lirré Ax) = lirr% AX) =0istx = e ! so-
X X—
gar globale Extremstelle tiber 0 < x < 1. Die Seitenlédngen sind x =e™!; y = —In(e ') = -(-1) =1

Aufgaben 6

f(—x) = e(™®* = X’ = f(x) = Grafvon fist achsensymmetrisch zur y — Achse
f(—x) = (—x) - e = _ex* = —f(x) = Graf von f ist punktsymmetrischzum Ursprung
f(—x) = (—x)?-e* =x%-e7 X # f(x) und # —f(x) = Graf von fist unsymmetrisch

Aufgabe 7

a) f,00(9) =200+ (9 — 15) - 7 %% + 3000 = 1903 Handy pro Tag entspricht der momentanen Ver-
kaufsrate (= tdgliche Verkaufszahl) am 9. Tag.
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2.4 Losungen

b)

Ef
v

12500
laooar
TEOOF
5000F
2500F

100 200 300

) f500(t) = 9000 < 85,64 < x < 151,55 Etwa zwischen den 86. und dem 151. Tag sind die tdglichen
Verkaufszahlen grofer als 9000 Handys pro Tag. (Uber Menu 5 und den Schnittpunkt der beiden
Grafen zu f und g mit g(x) = 9000)

Bl [EXE]:Koordinaten anzeigen
¥1=200%x—15)x{e" (-0, 01xx))+3000
Y2=00600

10000

THO0F
5000F
2500}

? E1|:|D 200
X=85.p4019858 ¥Y=9000

B [EXE]:Kocordinaten anzeigen
Y1=200xx—16)x{e*{-0.01lxx))+3000
Y 2=806000

10000F

THOOF
5000
2500

? T
X¥=1b1/b47b5b89 ¥Y=9000

d) f500(t) = 200 - (t — 15) - e~ %01t + 3000; Wende zunéchst Produktregel und Summenregel an (an-
schlieflend auch auf den e-Term die Kettenregel):

fr00 (1) = (230 — 2t) - e 001t £, 7 (t) = (—4,3 + 0,02t) - e7 01 £, 7(t) = (230 — 2t) - 7201t =
<230 —-2t=0<t=115.f,5,"(115) = (=4,3 + 0,02 - 115) - e7 901115 ~ 0,6 < 0: 115 ist eine lokale
Maximumstelle mit dem lokalen Maximum f,,,(115) = 200 - (115 — 15) - e7%01115 4 3000 ~
9333. Aufgrund des obigen Grafenverlaufs erkennt man, dass das Maximum sogar global ist (Rand-
werte liegen unter dem Maximum).

e) Das globale Maximum der ersten Ableitung ist gesucht. Da die einzige Wendestelle eine Rechts-
Links-Wendestelle (dort ist die erste Ableitung lokal am kleinsten), erkennt man am Grafen, dass
die Ableitung bei t = 0 am grofiten ist, da dort der Graf am steilsten ist.
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2.4 Loésungen

f) fi, () = k- (t — 15) - e7%01t + k - 15; Wende zunéchst Produktregel und Summenregel an. Der Un-
terschied zu oben ist nur der konstante Faktor vor dem Klammerausdruck. Also:

fi'(©) = k- (1,15 —0,01t) - 7201t ; £, (t) = k- (—0,0215 + 0,0001t) - e~ %91, Die Nullstellen von f’
sind offenbar die gleichen wie bei f,(,". Da k grofier Null ist, ist auch f;"(115) negativ fiir jedes k.
Damit ist 115 fiir jedes k die globale Maximumstelle.

g) Zu zeigen ist, dass fi"(t) = k- (230 — 2t) - 7%t < 0 fiir alle t > 115 (wenn die Ableitung tiber
einem Bereich negativ ist, ist der Graph dort streng monoton fallend.). Da 230 - 2t fiir t > 155 negativ
ist und k genauso wie der e-Term echt grofler Null ist, ist das Produkt insgesamt negativ, was zu
zeigen war.

h) Da der Faktor k den Funktionswert mit dem Term (230 — 2t) - e~ %% multipliziert wird, wird
der Graf der Funktion h mit h(x) = (230 — 2t) - e%°1'* von der t-Achse um den Faktor k > 0 in posi-
tive y-Richtung gestreckt.

E
5

200F

150

100

50

i) Fi(®) = k- (=100) - e %01t 4 k- (—8500 — 100t) - (—=0,01) - 7201t 4 15k
=k-(—100+85+1t) - e %01t 4+ 15k = k- (t — 15) - 70Tt + 15k = £ (t)

o [} f(®dt=[k-(—8500— 100t) - =001 + 15 -k - ]}

=—-18500-e~1-k+ 1500 -k — (—8500 - k) = (10000 — 10000e~1) -k = (1 — e~1) - 10000 - k:
Anzahl der Verkauften Handys in den ersten 100 Tagen.

10;_0 . f0100 fi, () dt = (1 —e™1) - 100 - k: Durchschnittliche tdgliche Verkaufszahl in den ersten

100 Tagen.

o W() =/ 1t 15 [k(¥) dx (t 2 115): Anzahl der verkauften Handys im Zeitraum t Tage nach dem 115.

Tag.

Aufgabe 8

a) fi(x) = tx- a2 _ 0 == x=0= f(0) = 0. Also: 5« (0/0) und Sy (0/0).

t£0;e7*">0

b) f.(—x) = t(—x) - e~ (0 = _x- ¥ = —f.(x): Achsensymmetrie.

X

fi(x) = tx- e " Ound fi(x) =tx-e” ’ —— 0 (e-Term dominiert jeweils).

o F/'(x) = (— %) (—2x- e‘Xz) =tx-e® = fy(x) (Ketten- und Faktorregel)
t

O Fioem [4e]) se = (Y mibe
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2.4 Losungen

e) foa fe(x) dx = %—% e~ a—>_)+m%

() =t-e® +tx-(=2x) e X = (t— 2tx2) - e™¥°

f,7(x) = (—4tx) - X + (t— 2tx2) - (=2%) - e7¥" = (4tx3 — 6tx) e™* =2t (2x3 — 3x) - e,
Notwendige Bedingung: f,”"(x) = 0 & 2t- (2x3 — 3x) - e X =0 — 2x3—3x=x-(2x*-3)=0

e ¥’>0
©x=0vx=+.1,5.

f.(=2) <0; f,"(—1) > 0; f,"(1) < 0; £, (2) > 0: x = —/ 1,5 ist Re-Li-Wendestelle, x = 0 Li-Re-Wen-
destelle und x = /1,5 Re-Li-Wendestelle. Mit der Bestimmung der y—Werte erhalt man fuir die Wen-
depunkte: W1 (0/0), W2 (1/1,5/4/1,5 -t e~ %) und W3 (—/1,5/— - e 15),

g gkx) =4-e" % x

h) A(a) = %a f,(a) = %a 4a-e @ =2a%2-e72 Mit A'(a) = (4a—4a3)-e @ =0 erhdlt man die
Nullstellen von A" durch 4a—4a3 =0 4a-(1—-2a%) =0 Sa= 1. Mit A’(0,5) > 0;A°(1,5) < 0 (a
= 1 ist lokale Maximumstelle von A) sowie A(a) = 2a? - ea’ I 0und A(a) = 2a*- e ot 0 (e-

Term dominiert) (Randwertbetrachtung) folgt, dass fiira > 0 A(1) = 2 - e~! globales Maximum von
A ist.

ﬂy
3 /
"
4 | 3 - 4 |
N
Wy A4
//
A -2
/
/ 3
/
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3.1 Stetige Zufallsgrofien - Integrale besuchen die Stochastik

Lektion 3: Stetige Zufallsgrofien

3.1 Stetige Zufallsgrofien - Integrale besuchen die Stochastik

a) Ein Glicksrad wird gedreht. Als Ergebnis kann ein Winkel zwischen 0 und 21 gedreht werden
(vgl. folgende Abbildung). Der Winkel 0,5 kann also genauso gedreht werden wie der Winkel

% = 0, 3 oder V2. Wie hoch aber die Wahrscheinlichkeit, eines dieser drei Ergebnisse zu drehen?

Begriinde Deine Antwort.

Einfiihrungsaufgabe (Manipuliertes Gliicksrad 1)3!

1 Simulation mit Graphik

1000 Simulationen chne Graphik

Winkelwert Anzahl der Experimente
/ [1.780527423345177 [1
" Anzeige des Funkticnsgraphen Zahl der Intervalle
F Haufigkeit 0
I" Dichte

b) Es wird nun ein manipuliertes Gliicksrad mittels eines Computerprogramms simuliert. Dabei
wird gezdhlt, wie oft ein Winkelergebnis in einem bestimmten Winkelbereich erscheint. Fiir eine

12 9
. En], ...[En; 2]

erhdlt man zum Beispiel folgendes Darstellung der relativen Haufigkeiten fiir diese 10 Bereiche.

Unterteilung des Winkelbereichs [0; 2rt] in 10 gleich grof3e Intervalle [0; %n], [

Winkelwert Anzahl der Experimente
|0.3950107095111329 [1000

M Anzeige des Funktionsgraphen Zahl der Intervalle
FiH&ufigkeit: 10
" Dichte
Relative Haufigkeit
0,
16/0150/0
0 10%10% 0
8% 9% g 8% 0
1 9
[0; ET[] [E T; 2]

Gib die relative Haufigkeiten ftir den Winkelbereich [é T gn], [% m; 1] und [0; 2m] an.

31 Idee von Michael Rising (Essen)
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3.1 Stetige Zufallsgrofsen - Integrale besuchen die Stochastik

Alternativ konnen die Ergebnisse auch mit der sogenannten Dichtefunktion angezeigt werden.
Dabei werden die relative Haufigkeiten von oben durch die Lange der zehn gleichgrofsen Inter-

valle dividiert (in unserem Fall durch %1‘[). Man erhilt so einen Grafen einer Funktion mit folgen-
der Darstellung:

Winkelwert Anzahl der Experimente
|0.3960107095111329 [1000

¥ Anzeige des Funktionsgraphen Zahl der Intervalle

1

2T

" Haufigkeit 10
M Dichte
A . Relative Haufigkeit
DIChte f(X) [ Winkelbereich ]
~ 0,24 i i
P i » Winkelbereich x
2

5 5T[

Schon nach 1000 Versuchen erkennt man, dass der anfangliche Winkelbereich bis %T[ deutlich
tiberreprasentiert ist.

(1) Vervollstindige mithilfe des relativen Haufigkeiten des vorherigen Sdulendiagramms in der
obigen Grafik die Achseneintragungen und die gestrichelten Linien.

(2) Gib die Bedeutung des Fldacheninhalts unterhalb des Grafen der Dichtefunktion und der x-
Achse iiber dem Intervall [0; 2m] an.

(3) Ermittle den Fldcheninhalt zwischen Dichtefunktion und x-Achse tiber dem Intervall [0; 2m].
Die Anzahl der Versuche wird nun erhéht. Die Intervalllinge zur Dichtefunktion wird auf 5—101'[
verkleinert. Auf der néchsten Seite wird das Ergebnis fiir 1000000 Versuche angezeigt.

(1) Begriinde, warum die Dichtefunktion bei 1000000 Versuchen statt der relativen Haufigkei-
ten die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten bestimmter Winkelbereiche reprasentiert.

(2) Bestimme die Funktionsgleichung der Dichtefunktion. Erldutere Dein Vorgehen. [Tipp: Der
Flacheninhalt zwischen Graf der Dichtefunktion und x-Achse tiber dem Intervall [0; 21t] be-
tragt 1.]

(3) Interpretiere das Ergebnis des Zufallsexperiments bei 1000000 Wiederholungen im obigen
Sachkontext.
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3.1 Stetige Zufallsgrofsen - Integrale besuchen die Stochastik

Winkelwert Anzahl der Experimente
|0.9320079532864244 [1000000

¥ Anzeige des Funktionsgraphen Zahl der Intervalle
I" Haufigkeit
. 100 v
V¥ Dichte

Dichte f(x)

Wahrscheinlichkeit]
Winkelbereich

45 % der langen gestrichelten Linie

1
1
T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

» Winkelbereich x
15 2T
50

Zur Losung der nachfolgenden Aufgaben benétigt man einige Definitionen:

(1) Eine Funktion fheifst Wahrscheinlichkeitsdichte ( bzw. Dichtefunktion) tiber einem Intervall
I = [a; b], wenn gilt: (1) f(x) = 0 fiir alle x aus  und (2) fab f(x)dx = 1.

(2) Eine reellwertige Zufallsgrofie X mit Werten im Intervall I heifit stetig verteilt mit der Wahr-

scheinlichkeitsdichte f, wenn fiirallec<d aus [ gil: P(c < X < d) = fcd f(x) dx

(3) Analog zur Definition im diskreten Fall z. B. bei Binomialverteilungen lédsst sich festlegen: Fiir
eine stetig verteilte Zufallsgrofie X mit Werten zwischen a und b und der Dichtefunktion f gilt:
Erwartungswert: p = E(X) = fabx - f(x) dx
Varianz: V(X) = s%(X) = fab[(x —w? - f(x) |dx

Standardabweichung: 6 = s(X) = {/s*(X) = J fab[(x —w?-f(x)] dx

g )
Aufgabe 1 (Manipuliertes Gliicksrad 2) fx)
Gegeben ist die Dichtefunktion eines Gliicksrads. Dabei sind die Funktions-
werte am Anfang doppelt so hoch wie am Ende. Die rechts befindliche Grafik
beschreibt den Grafen der Dichtefunktion f.

a) Bestimme die Funktionsgleichung von f.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeiten daftir, dass das Gliicksrad im ange-
gebenen Winkelbereich stoppt: (i) [0; 1] (ii) [1,5; 2,5] (iii) [3; 4].

\ e
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3.1 Stetige Zufallsgrofien - Integrale besuchen die Stochastik

Aufgabe 2 (Gliickspiel)
O1fallso<x<1
8'% ?:H: ; z z : i ist im Intervall [0; 6] eine Funktion gegeben.

0,1falls4<x<6

Durch die Funktion f mit f(x) =

%]
Nt

Skizziere den Funktionsgrafen.

S

Weise nach, dass es sich um eine Dichtefunktion handelt.

(@)
~

Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis im Intervall [2; 5].

£

Ein Gliicksspiel werde durch diese Dichtefunktion beschrieben. Der Spieler zahlt einen Einsatz
von 1 €. Falls das Ergebnis zwischen 1 und 3 liegt, bekommt er 3 € ausgezahlt. Sollte der Spieler
das Spiel akzeptieren? Begriinde Deine Antwort.

e) Untersuche, bei welchem Gewinn das Spiel aus Teil d) fair wére.

Aufgabe 3 (Nicht manipuliertes Gliicksrad)

Bestimme die Gleichung der Dichtefunktion fiir ein nicht manipuliertes Gliicksrad.

Aufgabe 4 (Herstellung von Metallstiften)

Eine Maschine stellt Metallstifte her, die zur Verbindung zweier Bauteile dienen. Die Produktion ist
nicht so perfekt, dass alle Stifte vollkommen gleich ausfallen. Deshalb ist der Durchmesser X (in mm)
der Metallstifte eine Zufallsgrofie, von der wir annehmen, dass sie die Verteilung mit der Dichte
f hat:

0 fir x<9
f(x)={a-(x—9)-(x—11) fir 9<x<11
0 fiir x> 11

a) Bestimme den Wert fiir die Konstante a € R, so dass f die beiden Bedingungen fiir eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte erfiillt.

Stelle die Dichte f grafisch dar.

NSRS

Ermittle den Erwartungswert p und die Standardabweichung o der Zufallsgroie X.

2

Metallstifte, die mehr als 0,6 mm von 10 mm abweichen, sind Ausschuss. Berechne die Wahr-
scheinlichkeit, mit der ein Stift Ausschuss ist. Stelle die Wahrscheinlichkeit in Deiner Abbildung
aus Teil (b) dar.

e) Bestimme eine Abweichungsgrenze x, so dass die Wahrscheinlichkeit fiir den Ausschuss nicht
grofier als 0,1 wird.

Q Aufgabe 5 (Ganzrationale Dichtefunktion)

Gegeben ist im Intervall [0; 2] eine Funktion ganzrationale Funktion f dritten Grades durch
die Gleichung f(x) = k-x® + 2+ x* — x + 0,2. Bestimme k so, dass es sich um eine Dichte-
funktion handelt.
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3.1 Stetige Zufallsgrofien - Integrale besuchen die Stochastik

Aufgabe 6 (Dichtefunktion und Steckbriefaufgabe)

a) Gegeben ist im Intervall [0; 5] der Graf einer ganz- A
rationalen Funktion dritten Grades (Bild rechts). f(x)
Dabei gelten folgende Bedingungen:

(1) Der Funktionswert bei x = 0 ist dreimal so grof3
wie bei x = 5.

(2) An den Stellen 0 und 5 ist die Steigung Null.

(3) Es handelt sich um eine Dichtefunktion.

Bestimme eine Gleichung fuir die Funktion f.

A Ko

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis 0 1 2 3 4 5
im Intervall [2; 3].

Die Dauer X (in min) von Telefonaten in einer Firma wird fiir x 2 0 (x € R) durch die Wahrschein-
lichkeitsdichte f mit f(x) = e™™ beschrieben.

Aufgabe 7 (Dauer von Telefonaten)

a) Begriinde: f ist iiber R* eine Wahrscheinlichkeitsdichte.
b) Berechne und deute P(1 < X < 2).
c) Berechne den Erwartungswert p und die Standardabweichung o.

d) Wie wahrscheinlich ist es, dass ein Gesprach genau , eine Minute” dauert, wenn man die Ge-
sprachsdauer auf Minuten bzw. Sekunden bzw. gar nicht rundet? Begriinde.

Aufgabe 8 (Funktionenschar)32

1(x-a)?
Betrachte die Funktionenschar f, ,(x) = (%) (a€ R, b=0).

a) Bestimme die Extrem- und die Wendepunkte der Schar.
b) Bestimme die Asymptoten der Schar.
c) Stelle den Grafen zu f; ; sowie f, ; grafisch dar.

d) Beschreibe den Einfluss der Parameter a und b auf die Grafen der Schar.

32 Aufgabe 8 ist fir ler-Kandidaten. Wer diese Aufgabe l6sen kann, ist wirklich fit im Bereich der Kurvenuntersuchung
exponentieller Funktionsscharen.
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3.2 Gauf$’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

Analysis der Gaufi’schen Glockenkurve

Aufgabe 1 (Gaufi'sche Glockenfunktion)
1 (x—u

2
Betrachte die Funktionenschar ¢, ; mit ¢, 5(x) = ﬁﬁ ez T) (PER, 020).

a) Untersuche ¢, und @3, auf Extrem- und Wendepunkte.

b) Stelle die Grafen zu ¢(; und @3, mit dem GTR grafisch dar und untersuche, durch welche
einfache Transformationen der Graf von ¢, ; aus dem Grafen von @3, hervorgeht. Vergleiche
Deine Ergebnisse mit der unten befindlichen Abbildung.

c) Bestimme ffooo @01 (x)dx und ffooo @32(x)dx. Zeige, dass die ¢y, und@; , Dichtefunktionen sind.

d) Transformiere den Grafen von ¢, ; nacheinander mit den Transformationen (1), (2) und (3):
(1) Man verschiebt um p nach links.
(2) Man streckt um den Faktor ¢ in x-Richtung.
(3) Man streckt um den Faktor o in y-Richtung,.

Beweise: Das Ergebnis der drei Transformationen ist der Graf von @ ;.

e) Begriinde mit Hilfe der folgenden Abbildungen, dass folgende Integralglgic;hheit gilt:

6 3 15 b 2
f(p&z(x)dx:f(polz(x)dx:f @o,1(x)dx und allgmeiner: f¢3,2(x)dx= f @o,1 (x)dx
5 2 1 a a3

2
A
Y
0,5

\ Qg1 (X)=2"9,(0,5%

/[ os

N o th=el.cc
( (O 5x), 'DC," =0 2 X+
7 0,2
A/ //g b
r
,// / // ,// - ,
— // // X
_*

-3 -2 -1 |0 1 2 3

Mit der gleichen Uberlegung gilt noch allgemeiner:

b—p
b o
[ ouotdx="| @osGodx
a ap

Zeige mit dieser Gleichung und Aufgabenteil b), dass ¢,, ; ebenfalls eine Dichtefunktion ist.
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3.2 Gaufs’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

Gaufs’sche Glockenfunktion

1 (x—p\?
- IZT[ e (%) heifit Gauf$’sche Glockenfunktion. Sie besitzt

eine globale Extremstelle bei x = p und die beiden Wendestellen x = pu + o.
(2) Die Funktion ¢ = g1 (x) = \/%—T[ - e~ 2¥ wird mit Standard-Glockenfunktion bezeichnet.

(3) Beide Funktionen sind Dichtefunktionen und lassen sich durch einfache Transformationen
ineinander tiberfiihren: Durch Linksverschiebung des Grafen von ¢, ; um p und Streckung in
x- und y-Richtung mit dem Faktor ¢ > 0 entsteht der Graf von ¢ = ¢ ;.

(1) Die Funktion @, ; mit @, 5(x) =

1
2

i
y
0,5 1 -
. H(”/a-m> B
0.44<Po 1 I I o e
W(u+o‘/ 1 e‘%) -
03 o-V2m
WA LT AW, Lo
0,2 2
/ W\ [ T
/ N\ W
0,1 & ~
/ A N N |
{ 7 \_ ~—— _4
32 -11]0 1 23 | 4 5|6 7|8

Skizziere die Grafen der Funktion mithilfe der Hoch- und Wendepunkte des obigen Kastens mit
Papier und Bleistift. Erldutere Dein Vorgehen.

Aufgabe 2 (Gauf'sche Glockenfunktion skizzieren)

a) Qo1 b) @, 1 C) @o2 d)@o_z4
e) P4 f) @305 g) V40,2 h) @401

Aufgabe 3 (Gaufi’sche Glockenfunktion mit GTR zeichnen)

Stelle den Grafen von @, o 5 samt erster und zweiter Ableitung mit dem GTR dar und bestitige die
Aussagen aus dem obigen Kasten tiber die Lage der Extrem- und Wendepunkte.

a) Bestimme die Hoch- und Wendepunkte von ¢, ; 5 und skizziere den Grafen zu ¢;  s.

Aufgabe 4 (Zeit zu tiberpriifen)

b) Schitze ohne zu rechnen: [ 1113 P12,1,5(x)dx.

c) Uberpriife Deine Skizze und Schitzung mit dem GTR.
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3.2 Gaufs’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

Normalverteilung

(1) Eine stetige Zufallsgrofie X heifst normalverteilt mit den Parametern o und p, wenn sie die

1x—p)?
Gaufi’sche Glockenfunktion ¢, mit @, (x) = #ﬁe_ 5( o ) als Dichtefunktion besitzt.

(2) Der Parameter p beschreibt den Erwartungswert und der Parameter o die Standardabwei-
chung der der normalverteilten Zufallsgrofse X.

(3) Die dazugehorige Integralfunktion ®, ; mit @, ;(x) = ffoo @60 dt heifst Verteilungsfunk-
tion von ¢, ; . Im Falle p = 0 und 0 = 1 wird sie mit ® bezeichnet: ®(x) = ffoo @o.1 (D) dt. Of-

fenbar gilt: [ @, 5(Ddt = @, 5(b) — B, 4(a) bzw. [ (O dt = D(b) — d(a).

Der GTR hat eine Taschenrechnerfunktion fiir die Berechnung von ¢, ;(x). Uber
(STAT), [F3](DIST), [F1| (NORM) findet man sie mit [F1| als Npd. Man notiert nach Npd( zuerst das
Argument x, dann die Standardabweichung o sowie den Erwartungswert p: Npd(x, o, ). (Abb.
unten links)

Beispiel: ¢,0.,(19) = 0,176

Will man das Intergral fab ¢, (Ddt berechnen, benotigt man den Befehl Ncd, den man analog wie
oben Npd erhilt. Man notiert nach Ned( zuerst die beiden Integrationsgrenzen a und b und dann
die Standardabweichung o sowie den Erwartungswert p: Ned(a, b, 6, p). (Abb. unten links)

Beispiel: f1282 P20.2(x)dx =~ 0,683.

Uber den Befehl InvN kann in einem Integral f_boo ¢,,6(D)dt die obere Grenze b, in f;w @Q6(Ddt
die untere Grenze a bzw. in f:ljcc ¢,,()dt das symmetrische Intervall um den Erwartungswert

ausgerechnet werden, wenn der Fldcheninhalt (= Integralwert) bekannt ist. Dafiir gibt man nach
InvIN( -1 (linkes Intervall: ] —oo; b] ), +1 (rechtes Intervall: [a; +oo[ ) bzw. 0 (symmetrisches Intervall
um p: [u — ¢; p+ c]) ein und dann den Fldcheninhalt F sowie die Standardabweichung o und den
Erwartungswert p: InvN(-1 oder +1 oder 0, F, 6, pn). (Abb. unten rechts)

Beispiele: ]
NormPD(1962i$g%326634 InVNormCD(—%éOég?égég
b : :
| ©202(0)dt = 0,25 &= b ~ 18,65, |NormCD(18,22,2,20) InvNormCD(1,0.25,2, 2>
> GTR - 0.68268094021f | CD(02(1). 3489785
_ =025>a~ 2135. nvNorm , 0. s 2,P
Ja . P202(dt = 0,25 2 a ~ 21,35 . 17.99871634
pu+c _ ~
JiZe 92020t =0683 ¢S c~ 18 prmprrmmm [(Npd [ Ned lInuV

Im Anwendungsbezug wird zu einer normalverteilten Zufallsgrofle X mit der Standardabwei-

chung o und dem Erwartungswert p durch P(a <X <b) = fab @, c(t)dt die Wahrscheinlichkeit
berechnet, dass die Zufallsgrofse X im Intervall [a; b] liegt.

Beispiel: Das Gewicht G von neugeborenen Kindern sei nor- [g
malverteilt mit dem Erwartungswert p = 3200 g und der Stan- |NormCD ( 3808
dardabweichung o = 800 g. Bestimme die Wahrscheinlichkeit, | )

dass ein Kind zwischen 3000 und 3200 g schwer ist. Gesucht ist
also  Py=3200,6=800(3000 < G < 3200). Der GIR lie-
fert Py—3200,6=800(3000 < G < 3200) ~ 9,87%. Fast jedes
zehnte Neugeborene ist also zwischen 3000 und 3200 g schwer.

[ Npd | Ned [InvN)
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3.2 Gaufs’sche Glockenfunktion und Normalverteilung JE¥K§

Grundaufgaben zur Normalverteilung

Sei X normalverteilte Zufallsgrofie mit der Standardabweichung o und dem Erwartungswert p.
Grundaufgaben zur Normalverteilung kénnen durch folgende Tabelle festgelegt werden, wobei

,[1 eine gegebene Groge und ,,[¥1“ die gesuchte GroRe reprasentieren:

Grundaufgabe

Intervallgrenze a

Intervallgrenze b

Standardabweichung o

Erwartungswert p
Gesamtwahrscheinlichkeit P

HIE| & &
NN J| |-
RN R| | x| o

NN N
SN

Im Folgenden wird bei der Wahrscheinlichkeit P, der Index teilweise weggelassen, wenn Stan-
dardabweichung o und Erwartungswert p beide eindeutig festgelegt wurden. Bevor Du einige
Ubungsaufgaben erledigst, sollen die fiinf Grundaufgaben mit Beispiel und GTR-Anwendung dar-
gestellt werden.

Vollziehe sie unter Nutzung des GTR nach. Notiere Unklarheiten.

Grundaufgabe 1: Gesamtwahrscheinlichkeit P gesucht

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei normalverteilt mit p = 3200 g und o = 800 g.

Ermittle die Wahrscheinlichkeit, dass das Gewicht eines zuféllig ausgewédhlten Kindes weniger
als 3000 g [mehr als 4000 g; zwischen 3000 g und 3400 g] betragt.

Entscheide begriindend, ob es ungewohnlich ist, wenn ein Kind 2200 g wiegt.

Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit der Standardabweichung o =800 g und dem Erwar-
tungswert p = 3200.

Gesucht: P(—o < G < 3000); P(+00 > G > 4000); P(3000 < G < 3400); P(—% < G < 2220)

Hier kann in MENU 1 gearbeitet werden mit der dem Befehl NormCD (a, b, o, p):

B E
NormCD (0, 3000, 800, 32> NormCD (0, 2200, 800, 32>
0.4012620031 0.1056181024

NormCD (4000, 10000, 80> [

z D 3080133885%?)%2 Fiir die unbeschrankten Grenzen gibt
orm : 3 man Werte an, die ,,weit* vom Erwar-

0 0.1974126514 tungswert entfernt liegen

| Npd [ Ned [InvN| | Npd | Ned [ InvN|

Es gilt fiir die gesuchten Wahrscheinlichkeiten:
P(G < 3000) = 40,13%; P(G = 4000) = 15,87%; P(3000 < G < 3400) = 19,74%.

P(G < 2220) = 10,56%: Es nicht besonders ungewohnlich, wenn ein Kind 2200 g wiegt, da ca. jedes
10. Kind hochsten 2200 g wiegt.
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3.2 Gaufs’sche Glockenfunktion und Normalverteilung

Grundaufgabe 2: Erwartungswert p gesucht

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei normalverteilt mit o = 500 g. Jedes dritte Kind hat ein
Gewicht zwischen 2750 g und 3250 g.

Ermittle mogliche Erwartungswerte.

Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit der Standardabweichung o = 500 g. Es gilt

Po=s00,4 (2750 < G < 3250) = .

Gesucht: Mogliche Erwartungswerte p

Man definiert in MENU 5 unter Y1 die Funktion f mit f(n) = Ps_500,,(2750 < G < 3250) = % sowie

unter Y2 die konstante Funktion g mit g(p) = % Die Schnittstelle beider Funktionen liefert mogliche

Erwartungswerte.
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=Iyljd!?mCD(2750,3250,500,.76) Y1=H)dmCD(2750,3250,500,x)
Y2253 y22is3
1t 1t
.75} .75}
050 050
025+ : B.I 0.251 /'ﬂ'}n
< 530- - SCHNITTRUNKETE - A Di SCHNITTEUNKTE
x=2725. 388361 " vZ0. 3335333533 x=3%%4.610639"|" v=0.3335335433

Antwortsatz: Mogliche Erwartungswerte sind ca. 2725 g oder 3274 g.

Grundaufgabe 3: Standardabweichung o gesucht

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei normalverteilt mit p1 = 3200 g. Mit einer Wahrschein-
lichkeit von 95 % haben die Kinder ein Gewicht zwischen 2800 und 3600 g.

Ermittle die Standardabweichung.

Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit dem Erwartungswert p = 3200. Es gilt dabei
PO'; |J=3200(2800 < G < 3600) = 0,95

Gesucht: Standardabweichung o.

Auch hier konnen in MENU 5 tiber die Terme Y1: NormCD (2800, 3600, x, 3200) und Y2: 0,95 zwei
Grafen erstellt werden, deren Schnittstelle die gesuchte Standardabweichung angibt.

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥1=NarmCD(2800,3600,x,3200)
Y2205/95

1

0.75¢ :

051

0251
é i (ST i] Ejgg%iﬁ':’g:%gﬂﬁ
X=206¥.0853828 " v=0.08
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Mathematisch exakt ausgedriickt: Die Funktion f mit f(c) = Py;,=3200(2800 < G < 3600) hat mit
der Funktion g mit g(o) = 0,95 die Schnittstelle o ~ 204. Fiir 0 = 204 g gilt aus diesem Grund
PO'; u:3200(2800 < G < 3600) = 0,95

Antwortsatz: Die gesuchte Standardabweichung betragt ca. 204 g.

Grundaufgabe 4: Eine Intervallgrenze gesucht

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei normalverteilt mit p = 3200 g und 0 =800 g.

Untersuche, wie schwer das Neugeborene mindestens sein, wenn es zu den 5% schwersten Kin-
dern gehort.

Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit der Standardabweichung o = 800 g und dem Erwar-
tungswert p = 3200. Es gilt: P(G = a) = 0,05.

Gesucht: Intervallgrenze a.

Hier konnen in MENU 5 tiber die Terme Y1: NormCD (x, 10000, 800, 3200) und Y2: 0,05 zwei Grafen
erstellt werden, deren Schnittstelle die gesuchte Intervallgrenze a angibt.

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
'M\_=NormCD(x,10000,8{10,3200)
Tok

0. 05

3
3000 40006000 6000 HNITTPUNKT
¥=4515.882902 ¥=0.056

Mathematisch exakt ausgedriickt: Die Funktion f mit f(a) = P(G > a) hat mit der Funktion g mit
g(a) = 0,05 die Schnittstelle a ~ 4516. Fiir a = 4516 gilt daher P(G = a) = 0,05.

Antwortsatz: Ein Neugeborenes muss mindestens 4516 g schwer sein, um zu den 5 % schwersten
Kindern zu gehoren.

Grundaufgabe 5: Beide Intervallgrenzen gesucht

Das Gewicht von neugeborenen Kindern sei normalverteilt mit p = 3200 g und 0 =800 g.

Untersuche, in welchem zum Mittelwert symmetrischen Bereich 95% der Neugeborenen liegen.

Gegeben: Das Gewicht G sei normalverteilt mit der Standardabweichung o = 800 g und dem Erwar-
tungswert p = 3200. Es gilt: P(3200 —a < G < 3200 +a) = 0,95.

Gesucht: Intervallgrenzen 3200 - a und 3200 + a.

In MENU 5 konnen tiber die Terme Y1: NormCD (3200 - x, 3200 + x, 800, 3200) und Y2: 0,95 zwei
Grafen erstellt werden, deren Schnittstellen die gesuchte Intervallldnge angibt.
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Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
Wl =NormCD(3200=axr3200¥Fx, 80073200
¥2=,95b

SCHNITTPUNKT
k=1567.971188| v=0.95 | %

Mathematisch exakt ausgedriickt: Die Funktion f mit f(x) = P(3200 —x < G < 3200 + x) hat mit
der Funktion g mit g(x) = 0,95 die Schnittstelle x ~ 1568. Es gilt daher fiir die Wahrscheinlichkeit:
P(1632 < G < 4768) = 0,95.

Antwortsatz: 95 % der Neugeborenen liegen im zum Erwartungswert p = 3200 symmetrischen In-
tervall [1632; 4768].

Alternativlésungen zu Grundaufgaben 4 und 5 mithilfe von InvN:

Uber den Befehl InvN kann in bei vorgegebener Wahrscheinlichkeit P(—co < G < b) zur normalver-
teilten Zufallsgrofie G mit bekannter Standardabweichung o und vorgegebenen Erwartungswert p
die rechte Grenze b, bei P(a < G < +o) die linke Grenze a bzw. bei P(p — ¢ < G < p+ ¢) das sym-
metrische Intervall um den Erwartungswert ausgerechnet werden.

Dafiir gibt man nach InvN( -1 (linkes Intervall: ] —oo; b] ), 1 (rechtes Intervall: [a; +oo[ ) bzw. 0 (sym-
metrisches Intervall um p: [p — ¢; p + c]) ein und dann den Wert fiir die Wahrscheinlichkeit P sowie
die Standardabweichung o und den Erwartungswert p: InvN(-1 oder +1 oder 0, P, o, p). Die Anzeige
beim GTR ist folgendermafien dargestellt:

B
InvNormCD(1,0.05, 800
4515.882902
InvNormCD (0, .95,800,>
. 1632.028812

| Npd [ Ned [InvN

Aufgabe 5

Die Dicke von Stahlblech sei normalverteilt mit u = 1,75 mm und o = 0,03 mm.

Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass die Blechdicke im Intervall [1,70 mm; 1,80 mm] liegt.

Aufgabe 6

Die Dauer einer Schwangerschaft ist angendhert normalverteilt und betrégt im Mittel 278 Tage bei
einer Standardabweichung von 9,69 Tagen.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewéhltes Baby bei einer Spontangeburt be-
reits nach einer Schwangerschaft von weniger als 250 Tagen geboren wird.
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Aufgabe 7

Die Korpergrofse von Kindern eines Jahrgangs sei normalverteilt mit u =90 cm und 6 = 8 cm.
Untersuche, wieviel Prozent dieser Kinder

(1) hochstens 87 cm grofs sind.
(2) mindestens 86 cm und hochstens 95 cm grofs sind.
(3) 90 cm grofs sind bei Rundung auf cm, mm bzw. ohne Rundung.

Aufgabe 8

Die mittlere Brutdauer fiir Eier in einem Inkubator bei 38° betridgt 21 Tage. Angenommen, die mitt-
lere Brutdauer ist angendhert normalverteilt bei einer Standardabweichung von einem Tag.

a) Ermittle die Wahrscheinlichkeit, dass die Brutdauer eines zuféllig ausgewéhlten Eies ...

(1) weniger als 20 Tage betragt.
(2) mehr als 22 Tage betrégt.
(3) zwischen 19 und 21 Tagen betrégt.

b) Beurteile, ob es ungewohnlich ist, wenn ein Kiiken nach 18 Tagen geschliipft ist, wenn die Brut-
dauer auf Tage gerundet wird.

Aufgabe 9

Die Lebensdauer eines Laptops sei normalverteilt mit einem Erwartungswert von
42 Monaten und einer Standardabweichung von 12 Monaten.

a) Die Garantiezeit betragt 18 Monate, d. h. der Hersteller fiihrt in dieser Zeit anfallende Reparatu-
ren kostenlos durch. Fuir jede Reparatur kalkuliert der Hersteller Kosten in Hohe von 250 €.

Untersuche, mit welchen Kosten pro verkauftem Computer der Hersteller rechnen muss.

b) Der Hersteller mochte die Garantiezeit so ausdehnen, dass 5% mehr Kunden in den Genuss der
Garantie kommen.

Ermittle die Dauer der neuen Garantiezeit.

Aufgabe 1033

Nach dem Handbuch des Institutes zur Forderung hochbegabter Vorschulkinder ist der Intelli-
genzquotient in der Bevolkerung normalverteilt mit p = 100. 68,3% der Bevolkerung hat einen Intel-
ligenzquotienten zwischen 85 und 115.

a) Bestimme aus den Angaben die Standardabweichung der Normalverteilung.

b) Ermittle dasa mit P(u—a < G < p+a) = 0,95 und formuliere das Ergebnis in Worten.

33 In Anlehnung an Aufgabe aus Fokus Mathematik LK in NRW (S. 91) und www.mued.de (st-18-10)
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c) Nach Angaben des statistischen Bundesamtes gingen 34 % eines Jahrganges von der Grund-
schule ins Gymnasium tiber. Angenommen (was bekanntermafSen nicht der Fall ist!) bei diesen
34 % handelt es sich um die Kinder mit dem hochsten Intelligenzquotienten.

Untersuche, welches der kleinsten IQ wiére, der an einem Gymnasium anzutreffen ware.

Die folgende Abbildung?* stellt die obige Normalverteilung grafisch dar.

1Q 55 70 85 100 115 130 145

d) Priife bei allen angegebenen Wahrscheinlichkeitsdaten, ob sie zur Normalverteilung aus den
Aufgabenteilen a) bis c) passen.

e) Untersuche, wie hdufig ,durchschnittliche Intelligenz” ist.
f) Priife, ob die Angaben zu , bis 130” und , tiber 130” passen.

g) In einer Klasse finden sich IQ-Werte zwischen 105 und 125.
Untersuche, wie viel Prozent der Bevolkerung sie in diesem Bereich liegen.

h) Stelle die obige Normalverteilung mit dem GTR dar.

[ABITUR 2017| Auszug aus LK HT B53%

d) Die Indikatormenge auf den Teststreifen ist normalverteilt mit einem Erwartungswert von 20
mg und einer Standardabweichung von 4,0 mg. Ein Teststreifen ist unbrauchbar, wenn die
Indikatormenge auf dem Teststreifen kleiner als 15 mg ist.

(1) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Teststreifen unbrauchbar ist.

[Kontrolllosung: 10,56 %]

(2) Durch eine Verbesserung konnte die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zuféllig ausge-
wadhlter Teststreifen aufgrund der Indikatormenge unbrauchbar ist, halbiert werden. Der
Erwartungswert fiir die Indikatormenge blieb dabei unverdndert.

Bestimmen Sie die gednderte Standardabweichung durch systematisches Probieren auf eine Nach-
kommastelle genau.

% mafistdbe (PTB Physikalisch Technische Bundesanstalt), Heft 11: Mai 2011, Seite 54
% Auszug aus einer Abituraufgabe des Landes NRW 2017 LK HT B5
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3.3 Kontrollaufgaben
Kompetenzraster
Ohne Hilfsmittel
g .
<]
A
Ich kann ... < 5 é‘:
« |8[F|E|2
S |5 5|2 =&
= | 8| R|5]7%
zeigen, dass eine Funktion eine Dichtefunktion ist. la, 2a
den Erwartungswert fiir ein Gliicksspiel berechnen. 1b
eine Auszahlungsverteilung fiir ein faires Spiel angeben. 1b
Wabhrscheinlichkeiten mittels Dichtefunktion und Integralen berechnen. 2b
zeigen, dass eine zusammengesetzte Funktion Stammfunktion ist. 2b
den Erwartungswert einer Zufallsgrofle mittels Integral zu berechnen. 2b
die Standardabweichung einer Zufallsgrofie mittels Integral berechnen. 2b
Unter Zuhilfenahme von Hilfsmitteln
<]
AR
Ich kann ... < 5 @
AR
. o
o) < 1) E
= |E|R| 5|79
zeigen, dass eine Funktion eine Dichtefunktion ist. 3a
Wahrscheinlichkeiten mittels Dichtefunktion und Integralen berechnen. 3b
den Erwartungswert einer ZufallsgrofSe mittels Integral zu berechnen. 3c
die Standardabweichung einer Zufallsgrofle mittels Integral berechnen. 3c
einen Parameter k bestimmen, damit eine Funktion Dichtefunktion ist. 3d
die Standardabweichung einer normalverteilten Zufallsgrofse berechnen (G3). | 4a
Wahrscheinlichkeiten einer normalverteilten Zufallsgrofle berechnen (G1). 4b
ein symmetrisches Intervall um den Erwartungswert bestimmen (G5). 4c
eine Intervallgrenze einer normalverteilten Zufallsgrofie bestimmen (G4). 4d,e
den Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsgrofse berechnen (G2) 4f
eine Normalverteilung grafisch mit dem GTR darstellen. 4g
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3.3 Kontrollaufgaben

Hilfsmittelfreie Aufgaben

Aufgabe 1

0,5xfalls0<x<1
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = {0,6 falls 1 < x < 1,5.
0,3falls1,5<x<3

A
Y

\ Aol

0 05 1 1,5 2 25 3

c) Zeige, dass f tiber [0; 3] eine Dichtefunktion ist.

d) Ein Spielautomat, der eine Zahl zwischen 0 und 3 anzeigt, wird durch die obige Dichtefunktion
simuliert. Der Einsatz pro Spiel betrédgt 1 €. Im Falle einer Zahl 0 < x < 1 zahlt der Automat 2 €
aus, d. h. der Spieler gewinnt 1 €. Im Falle 1 < x < 1,5 geht der Einsatz verloren. Kommt eine
Zahl 1,5 < x < 3 erhilt der Spieler seinen Einsatz zurtick.

(1) Weise nach, dass das Spiel unfair ist.
(2) Gib eine Auszahlungsverteilung an, die ein faires Spiel ermdoglicht.

Aufgabe 2
Gegeben ist fiir 0 < x < +o0 und k > 0 die Funktion f mit fi.(x) = ke KX,
a) Zeige, dass f eine Wahrscheinlichkeitsdichte (Dichtefunktion) ist.
b) X sei die Zufallsgrofle mit der Dichtefunktion fy.

(1) Gib Terme an fiir P(X, < 2) und fiir P(X; = 3).

(2) Zeige, dass Gi(x) = (—x - %) - 7K eine Stammfunktion zu gy (x) = x - ke ®¥ ist.

(3) Weise mit (2) und der Formel fiir den Erwartungswert® nach, dass p = u(Xg) = %

2
(4) Zeige, dass Sx(x) = (—XZ - kLZ) - 7% eine Stammfunktion zu s (x) = (x - %) - ke R ist,

(5) Weise mit (3), (4) und der Formel fiir die Standardabweichung?” nach, dass 0 = o(Xy) = %

® =[x (9] dx

o= 16— 102 160] dx
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3.3 Kontrollaufgaben

Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 3

Niki wirft Miinzen so, dass sie moglichst nahe an der Wand zu liegen kommen. Die Miinzen prallen
aber oft ab und rollen zurtick. Der Abstand X (in Metern) von der Wand ist eine Zufallsgrofse, die
man mithilfe der der Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) = 3x? — 6x + 3 iiber [0; 1] beschreiben kann.

a) Begriinde3 rechnerisch, dass f eine Wahrscheinlichkeitsdichte tiber [0; 1] ist.

b) Bestimme?® (gerne unter Zuhilfenahme des GTR) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Miinze we-
niger als 0,1 m von der Wand liegen bleibt.

c) Fiir den Erwartungswert p und Standardabweichung o der stetig verteilten Zufallsgrofse X mit
Werten zwischen a und b und der Dichtefunktion f gilt allgemein:

b b
uzf [x-f(x)]dx und o = \][ [((x—w?-f(x)] dx

Bestimme unter Zuhilfenahme des GTR den Erwartungswert p und Standardabweichung o des
Abstandes X des obigen Miinzwurfs.

d) Gegeben sei die Funktion g mit g(x) = k- (x — x*) mit dem konstanten Faktor k.

Untersuche, wie der Parameter k gewé&hlt werden muss, damit g eine Dichtefunktion tiber
dem Intervall [0; 1] wird.

Aufgabe 4

Eine Bekleidungsfirma geht davon aus, dass die Korpergrofie junger Frauen normalverteilt ist mit
einem Erwartungswert p = 166 cm. Die Korpergrofie von 95 % der Frauen liegt zwischen 179 cm
und 153 cm.

a) Ermittle die Standardabweichung c dieser Normalverteilung. [Kontrollergebnis: ¢ ~ 6,63 cm]
b) Berechne den fiir eine Korpergrofie von 153 cm bis 156 cm ausgelegte Warenanteil.

c) Untersuche, in welchem symmetrischen Intervall um den Erwartungswert die Kérpergrofie von
50 % der Frauen liegt.

d) Bestimme die Mindestkorpergrofe einer Frau, die zu den 5 % grofsten Frauen gehort.

e) Untersuche, mit welcher Hochstkorpergrofie eine Frau zu 10 % kleinsten Frauen zu zéhlen ist.

f) Untersuche, welcher Erwartungswert einer normalverteilten Verteilung der Korpergrofsen vor-
gelegen haben konnte, wenn bei gleicher Standardabweichung 95 % der Frauen zwischen 180
cm und 154 cm grofs wéren.

g) Stelle die obigen Normalverteilungen grafisch dar.

38 Hier muss neben dem Ansatz eine Rechnung angegeben werden.
3 Hier darf nach Angabe des Ansatzes der GTR benutzt werden.
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3.4 Losungen

3.4 Losungen

3.1 Stetige Zufallsgrofien - Integrale besuchen die Stochastik

Erkundungen: a) Die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Winkel zwischen 0 und 2 zu drehen,
betrdgt Null, da es tiberabzéhlbar viele Zahlen zwischen 0 und 2m gibt.

b) (1) Fiir die Werte auf der y-Achse dividiert man die relativen Haufigkeiten fiir die zehn Winkel-

bereiche jeweils durch gn. Auf der x-Achse werden alle Vielfachen von §1'[ markiert, bis man zu 2m

gelangt. (2) Die Flachen unter dem Grafen gibt die relativen Haufigkeiten fiir den entsprechenden
Winkelbereich an. (3) Der Flacheninhalt zwischen Graf der Dichtefunktion und der x-Achse tiber
dem Intervall [0; 2m] betragt 100 % =1.
¢) (1) Geméfs dem Gesetz der grofien Zahlen nédhern sich die relativen Haufigkeiten fiir grofse n der
tatsdchlichen Wahrscheinlichkeiten an. (2) Die Dichtefunktion hat folgenden Gleichung;:
afalls0 < x < =
() = PR
0,45-afalls -om <x < 2m
Ferner betragt der Flacheninhalt zwischen Graf und x-Achse tiber dem Intervall 0 bis 2m gleich 1.

213 200

~ 0,3und 0,45-a =~ 0,135.

Alsogﬂt:a-;—in+0,4-5-a-8—51'[= leoe—rarm=1oa=
(3) Zahlen aus dem Winkelbereich 0 bis 511 werden deutlich hédufiger gedreht wie Zahlen aus dem

50 200 2131

tibrigen Winkelbereich. Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 28 % stammt eine Zahl aus dem deut-
lich kleineren Winkelbereich 0 bis ;—z .

1a) Die Flache unter der Treppenfunktion muss genau 1 betragen. Mit 4. 0
den dargestellten Bezeichnungen ergibt sich:
(n-2a+3m-a=1 o Yna=1 ©a=-— und damit die Funktion f
4 4 4 11m
mit 2a
2 ~023fir0<x<> ‘IT~236
f(X) — J1ilm al...
F~0115fur n<x<2m
X
8 . 1=23 % >

1b)()P(o<x<1)_§ 13_1 ~ 0,231 3
(i)P(1,5 < X < 2,5) = T (Grn-15)+=-(25-2n) ~ 0215
(ii)) P(3 <X < 4) = - 1=ﬁ~0,116
2a) Treppenfunktion skizzieren
El E Norm1
Grafikfunkt. :Y= v
Y1§0.1,[0,1] [—1] 0.3}
Y280.2,[1,3] [—1

02r
Y4=0.1,[4,6] 0.f——
Y5 [—1 o

[—] T o 1 z 3 4 5 B '

-n“

2b) Bedingungen fiir Dichtefunktion priifen:
(D) f(x) = 0 fur alle x € [0; 6] (klar) und (II) f06 f(x)dx = 1 gilt? Nachrechnen:
f06f(x)dx=0,1'1+O,2'2+0,3-1+0,1-2 =1.
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3.4 Losungen

20)P(2<X<5)=02-1+03-1+0,1-1=06

2d) Erwartungswert fiir den Gewinn gesucht. Gewinntabelle:

0<x<1 |1<x<3
-1 2

Ergebnis
Gewinnin €

3<x<4
-1

4<x<6
-1

Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert
p=(-1)-01-1+2-02-2+(-1):03-1+(-1)-0,1-2 = 0,2. Da p > 0 ist auf lange Sicht, ist der
Spieler im Vorteil.

2e) Das Spiel ist fair, wenn p = 0 ist. Man setzt den Gewinn auf den Wert g und erhilt die folgende
Gewinntabelle:

0<x<1 |1<x<3
-1 g

Es ergibt sich die Gleichung;:
0=(-1)-01-14+g-02-2+(-1):03:14+(-1):01-2 ©04-g=0,6 @gz%.BeieinemGe-
winn von 1,50 €, also bei einer Auszahlung von 2,50 €, wire das Spiel fair.

Ergebnis
Gewinn in €

3<x<4
-1

4<x<6
-1

3) Die Dichtefunktion ist eine Konstante f(x) = k > 0 mit mit fozn kdx=1e2nk=1=k=—

2m
4a) Fiir jedes x € R gilt f(x) = 0, wenn a < 0 ist. Mit A y
JZ_f(x)dx = 1 erhilt man den Wert fiir a: 08l
1=[% f@dx o af, [(x-9x—1D)]dx=-3a |’ /N
Daraus folgt a =-0,75 —0,6 / \\
4b) Dichte und Verteilungsfunktion (Bild rechts) Cl 4 / \
4 | |
4c) Erwartungswert und Standardabweichung diirfen ‘ f{ }-\
mit der Integralfunktion des GTR berechnet werden. 0,2 : |
Fiir den Erwartungswert erhilt man mit der Definition / i : \ .
im Kasten:p = f;l[x f(x)]dx = 10 -1 l At | 106 >
Den Erwartungswert setzt man in die Formel fiir die 0 8 & 101112

Standardabweichung ein: s(X) = Jfgll[(x — w2 f(x)]dx = V0,2 = 0,447.

11
10,6

4d) P(Ausschuss) = P(x < 9,4) + P(x > 10,6) = [ f()dx + [, f(x)dx = 0,104 + 0,104 = 0,208

4e) Wird die maximale zuldssige Abweichung mit m bezeichnet, muss z. B. mit dem GTR (iiber
MENU 5) die Gleichung | 1100:1“ f(x)dx = 0,9 gelost werden?*0. Es ergibt sich m = 0,729.

E

Grafikfunkt. Y=
Y4

10+

Y58

10-x

[—1]

*_0.75x (x—[—1

P

Y-Wert eingeben

El [EXEl:Kcordinaten anzeigen

Y6=J(-0.75x(®-9)x{x—-11);10-x,10+x)

] E—

05

Y6 : [—1 ¥:0.9
Y7: [—] ""'WET// \\ 0.3
o i \— | x=v. 7202002
2 k4423 1.2 2 _ 16 _ _ __n
5)f0f(x)dx—[4x+3x oX +0,2x]0—1(:>4k+3 2+04=1ok=—2

40 Der GTR versteht nur den Ausdruck f1100:rxx f(x)dx mit der doppelten Variablenbelegung von x.

126



3.4 Losungen

6a) Ansatz einer ganzrationalen Funktion dritten Grades: f(x) = ax® + bx? + cx + d. Die Bedingun-
gen lauten: (1) f(0) = 3k; (2) f'(0) = 0; (3) f(5) = k; (4) f'(5) = 0; (5) fos f(x)dx = 1. Man erhilt das
folgende 5x5-LGS: (1) d - 3k = 0; (2) ¢ = 0; (3) 125a+25b+5c+d—k=0; (4) 75a + 10b + ¢ = 0;
(5) % +£b+ 12 5c+5d=1. M1th1lfe des GTR folgt: a = 5;b = —%;c =0; d =%;k= 0,1.

3 3
Damlt folgt f(x) = E X7 = x? + E

6b) Mit dem GTR folgt: P(2 < x < 3) = [ f(x) dx = %

7a) e X > 0 und fOR e ¥dx=[-e ¥R =—-eR-(-e)=1-¢R —1
7b) P(1 < X< 2) = flz f(x)dx = e™! — e7? = 0,2325 Mit ca. 23%iger Wahrscheinlichkeit dauert ein
Gespréach zwischen einer und zwei Minuten.

7¢) Mit dem GTR (jeweils grofse Zahl fiir obere Grenze einsetzen) folgt u = f0+°°[x f(x)]dx =1 und

o= JJi 16— w2 foldx = 1
7d) Es ergeben sich mit dem GTR folgende Wahrscheinlichkeiten:

fos e *dx ~ 0,3834; f %0 exdx ~ 0,0122 undf e Xdx=0.

60

8a) Zur Ermittlung der Extremstellen berechnet man zunéchst die Nullstellen der ersten Ableitung.
Nach der Ketten- und Faktorregel gilt:

f, 0 (%) 150 ( L, (X_a)1 1) x—2 -5 Zoo
X) = e == f—] = — e = X = a.
ab b-+2mn 2 b b b3 -v2m
Wegen {'(x) < 0 ftir x > a und f'(x) > 0 fiir x < a, liegt bei x = a ein VZW von f von + nach - vor.
1/x-a)?
Insgesamt erhélt man wegen f(a) = T und xl_l)moo [b e (%) ] = 0 den globalen HP ( \}2_11)

Zur Bestimmung der Wendestellen berechnet man zunéchst die Nullstellen der zweiten Ableitung.
Mit der Produkt-, Faktor- und Kettenregel gilt:

— 1/x—a\2 — 1/x—a\2 - _h? —23)2 1/x—a\2

(9 = e O (L 2T ) (X (DGO egey
' b3 -V2m b3 -V2m b b -V2m

(:>—b2+(x—a)2 =0 (x—a)? =b’eox—a=boderx—a= —b & x =axb. Man priift einen

VZW der zweiten Ableitung bei a + b nach, indem man z. B. x=a-2b,x=aund x =a + 2bin die

zweite Ableitung einsetzt: f,,”(a — 2b) > 0; f,,”(a) < 0; fab"(a + 2b) > 0. Es liegen also der Li-Re-

1
WP WP, (a ( b| =e 2) und der Re-Li-WP WP, (a + b| e 2) vor.

8b) Die Asymptote ist die x-Achse.

8¢)
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Yo=(1a(2x{(y (2r)) ¥zl (-(112)({{x—1)a Y1=(1a(y (2m) )% (e (112)xx2))

0.5 0.5

0, o

& 0.2085,0.3802)

0.3 0.3

o2 0:2)

0.1 051
%=0.3096238008°| v=0.1870310037 X=0.3095238098°| v=0.3802824444

8d) Der Parameter a verschiebt den Grafen nach rechts. Der Parameter b streckt die Parabel in x-
und in y-Richtung (je kleiner b, desto grofSer ist die Streckung in x und y-Richtung).
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3.4 Losungen

3.2 Gaufs’sche Glockenfunktion und Normalverteilung
5P (1,70=X=1,80) ~ 0,9044
6 P (X=250) =~ 0,002 . Spontane Geburten innerhalb der ersten 250 Tage sind also sehr selten.

7 a) P (X<87) ~0,3538
b) P (86 <X<95) ~ 0,4255

c) P (89,5<X<90,5) ~ 0,05; P (89,95 <X <90,05) ~ 0,005; P (X=90) =0

8a) (1) P (X <20)~0,1587

(2P (X>22)=1-P (X =22)~0,1587

(3) P (19=X=21) =P (X=21) - P (X< 19) ~ 0,47725

b) P (17,5 < X <18,5) = 0,006. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis betrdgt ca. 0,6 %, daher ist
es ungewohnlich.

9 a) P(X=18) ~0,0225. Erwartete Kosten: E(X) = 0,0225- 250 € ~5,63 €.

b) P (X=x) = 0,0225+ 0,05 = 0,0725 = x~24,5. Daher miisste die Garantiezeit auf 25 Mo-
nate ausgedehnt werden.

10a) n=100; 6 =15
b) P(70,60 < G < 129,4) = 0,95 (iiber InvNormCD (0,0.95,15,100)). 95 % der Menschen haben einen
Intelligenzquotienten zwischen 70 und 130
¢) Gesucht ist das kleinste a mit P(G > a) < 0,34. (tiber InvNormCD (1,0.34,15,100) 16sen) Man erhalt
fiir a =106 P(G = a) < 0,34. Der ,, Aufnahme-IQ” miisste mindestens 106 betragen, damit die , intel-
ligentesten” 34 % zum Gymnasium gingen.
d) X: Zahl des IQ (Verwende NormCD (untere Grenze, obere Grenze, Standardabweichung, Er-
wartungswert))
P(X <55)~0,13 %; P(X<70) ~0,0228 ~ 2,28 % und P(55 < X <70) = 2,15 %
P(X £85) 15,87 % und P(70 < X < 85) 13,59 %; P(X <100) = 50 % und P(85 < X <100) ~ 34,13 %
P(X £115) = 84,13 % und P(100 < X < 115) = 34,13 %; P(X <130) = 97,72 % und P(115 < X <130) =
13,59 %; P(X <145) = 99,87 % und P(130 < X < 145) = 2,15 %; P(X > 145) =1 - P(X < 145) 1 - 99,87 %
=~ 0,13 %. Die angegebenen Prozentsitze passen.
e) P(85<X<115) =2 -34,1 % = 68,2 %. ,Normal intelligent” sind rund 68 % der Bevolkerung, hau-
fig gerundet zu Z oder 70 %.
f) P(115 <X <130) = 13,6 %. Das sind , knapp 14 %“. P(X>130)=2,1 % + 0,1 % = 2,2 %
Das liegt ,nur etwas tiber 2 %”.
g) P(105 < X <125) ~ 32,32 % Knapp ; der Bevolkerung hat einen IQ-Wert zwischen 105 und 125.
h
é [EXE]:Koordinaten anzeigen
¥ 1=NprmPD{(x;15,100)
0.05
0.04
003

.02
001

| 2
[&] 20 40 [=1] 80 100 120 14%AX

=100 ¥=0.0260696162
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3.4 Losungen

Abituraufgabe

d) (1): Die Zufallsgrofie Z beschreibt die Indikatormenge auf einem Teststreifen in mg. Fiir einen
Erwartungswert von 20 mg und eine Standardabweichung von 4,0 mg gilt fiir die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit: P(Z < 15) = 10,56%.

(2): Man definiert die Funktion f mit f(c) = Py,,=20(Z < 15) sowie die konstante Funktion g mit
g(o) = 0,0528. Die Schnittstelle beider Funktionen liefert die gesuchte Standardabweichung von ¢ =
3,1 mg. Alternativ (im Sinne der Aufgabenstellung) kann auch mit einer Wertetabelle (MENU 7)
gearbeitet werden, in der bei der Funktion f der Wert fiir o variiert wird.

Die dazugehorigen GTR-Eingaben werden durch folgende Abbildung dokumentiert:

B Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
NormCD(0,15,4,20) BI=NormCD(0,15,x,20)
0.105649487 ’_"2‘0'”528
[]
| Npd | Ned [InvN| =3,089680067  ¥=0.0528
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B
Wl =NormCD{D,15,x,20)
¥2=0.05628 % 1
| 3 0.0477
0.0533

Nicht sinnvoll im 3.2 0.059
! Sinne der Aufgaben- 3.3 0.0648 3 1
$-112.5668581  ¥=0.0698 X FORMULA PIENA3 IR EDIT ) [GPA-CON[GPR-PLT
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3.4 Losungen

3.3 Kontrollaufgaben
Ohne GTR

Aufgabe 1

a) Die Fldche unter dem Grafen der Dichtefunktion tiber dem Intervall [0; 3] l4sst sich in ein Dreieck
und zwei Rechtecke zerlegen. Fiir die Gesamtwahrscheinlichkeit gilt: P[0; 3] = P[0; 1] + P[1;1,5] +
P[1,5;2] =0,25+03+0,45=1.

b) (1) Fiir den zu erwartenden Gewinn gilt p = 0,25-1+ 0,3 - (—1) + 0,45 - 0 = —0,05. Daher ist das
Spiel unfair.

(2025-a+03-(-1)+045-0=0a=12

Aufgabe 2

a) f0+°° ke K¥dx = Rl_i,lfoo[_e_kx]oR = RETm(—e‘kR +1)=1

Gegeben ist fiir 0 < x < +oo und k > 0 die Funktion f mit f (x) = ke kX,

b) (1) [7 2e™*dx = —e™* + 1 ~ 98,17%

t®, -2 — T -2x1R _ T|; -2R —6) — a—6 ~
J;2e7dx = lim [—e x]3_R11er(—e +e7%) =e®~0,25%

@) Gr(x) = (—x —1) e S G () = —e T+ (—x - %) (k) e = (=1 + kx + 1) - e K
= kxe ™™ = gy (x)

e

BGpu= f0+°°[X )] dx = f0+°0gk(x) dx=_lim [(—x - %) : e‘kX]R = lim (—R - i) ce7KR 4 ﬂ =

0 R—+0o0

=1

(@) Si(x) = (—x% - ki) e R = 5 (x) = —2xe ™ + (—x2 - ki) (—K) e = (kx2 — 2%+ -) e kx

=(xz—%x+%)-k-e‘k"=(x—%)z'k'e_k":Sk(X)

(G)o = \/f;w[(x — W2 ()] dx = \/fomsk(x) dx = \/RIE)TOO [(_Xz ) e“"‘]o

= Juim, (R =) e = =
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3.4 Losungen

Mit GTR
Aufgabe 3
a) f01(3x2 —6x+3)dx=[x3-3x2+3x]§ =1

f(x) =3x2—6x+3=20ex*-2x+1=>0 © (x—1)? =0, d. h. f(x) 2 0 fiir alle x, also auch fiir alle
x zwischen 0 und 1. (Graf von f ist nach oben getffnete Parabel, die die x-Achse bei x =1 bertihrt.)

b) P[0;0,1] = [ (3x% — 6x + 3) dx = 27,1 %

Au= f01(3x3 — 6x% + 3x) dx = 0,25 (mittlerer Abstand von der Wand)

o= Jfol[(x —0,25)2 - f(x)] dx = \/g ~ 0,19

1
d)folk-(x—x3)dx:1@k-[§x2—ix4]0:1@ik:1<:>k:4

Aufgabe 4

a) Die Grofie G von Frauen sei normalverteilt mit p = 166 cm. Gesucht ist die Standardabweichung
o mit Py — 166 cm;o (153 < G < 179). Sie ergibt sich die sich als Schnittstelle der Funktionen f und g
mit f(6) = P, = 166 cm;o (153 < G < 179) und g(o) = 0,95. Man erhilt ¢ ~ 6,63.

B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=NormCD(163,179,x,1686)
Y2=0.95

L2

)

g8
061
.l
D:2

Y S — HNIT-PUNKT:
X=8| 63977094 " EIG{ 6109520 140 160

b) P, - 166 cmjo~6,63 (153 < G < 156) =~ 4,1% der Waren sind auf Koérpergrofien von 153 cm bis 156
cm ausgerichtet.

¢) Es gilt P, - 166 emo~6,63 (161,5 < G < 170,5) ~ 0,50.
d) Es gilt P, = 166 cm;ox6,63 (G = 176,9) = 0,05

e) Es gilt P, - 166 cmsone,63 (G < 157,5) = 0,10.

B MathWRadforml [d7c)Real
InvNormCD (0, 0.
161.
InvNormCD(1,0.
176.
InvNormCD(-1,0.
157

L]
| Npd | Ned |InvN

CﬂtDOCﬂ
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3.4 Losungen

f) Gesucht ist der Erwartungswert p mit P ;5~6.63 (154 < G < 180) = 0,95. Er ergibt sich die sich als
Schnittstelle der Funktionen f und g mit f(1) = P, ;5~6.63 (154 < G < 180) und g(u) = 0,95. Man erhalt
n ~ 166,8. Alternativlosung tiber Tabellenfunktion und systematisches Probieren.

Bl [EXE]l:Kcordinaten anzeigen E
l=NormCD(154,180,6. 63,x) Yi=NormCD(154,180,6.6
F¥2=0.95 ¥ vi

166.6 0.9498
IR0 . 9499
167 0.95

167.2 0.9499
_ TPU| 0.9499916899
X=166.8081468" '¥=07g5?" 150 150 FORMULA) PINA13 WP [ EDIT 1(GPH-CON) [GPH-PLT)

8)
Bl [EXEl:Kcordinaten anzeigen El [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥Wl=NormPD(x,6.63,1686) ¥2=NormPD({x,6.63,166.8)

T30 140 150 1s0 170 180 19MAZX 150 1vo 180 19MAX
X=166 ¥=0.,0601722896 X=166.8 ¥Y=0.0801722896
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[0.83 0.34
0.17 0.66
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4.1 Was ist eine Matrix, und wie rechnet man damit?

Lektion 4: Rechnen mit Matrizen
4.1 Was ist eine Matrix, und wie rechnet man damit?

Was ist eine Matrix?

Matrizen sind Dir bereits bei den linearen Gleichungssystemen (LGS) begegnet. Dort konnten die
Koeffizienten des LGS als Matrix (Koeffizienten-Matrix) geschrieben werden. Mithilfe des Gauf3-
Verfahrens wurde anschliefSend der Losungsvektor bestimmt.

In diesem Kapitel lernst Du zunéchst, wie man mit Matrizen rechnen kann. Anschlieffend werden
wir mit Hilfe von Matrizen Prozesse aus der Produktion (Materialverflechtung), der Stochastik
(Austauschprozesse bzw. stochastische Prozesse) und der Biologie (zyklische Prozesse) beschreiben.

826 834 848
Eine Matrix ist die tabellarische Anordnung von Zahlenwerten, z. B.: | 424 542 562 ).
232 344 286

Aber erst, wenn die Uberschriften der einzelnen Spalten (senkrecht) und Zeilen (waagerecht) er-
ganzt werden, ergibt sich der Sinn einer Matrix. So kann Onkel Klaus z. B. den Umsatz von drei
Gliicksspielen am Wochenende in der folgenden Matrix notieren:

Freitag | Samstag | Sonntag
Spiel 1 826 € 834 € 848 €
Spiel 2 424 € 542 € 562 €
Spiel 3 232 € 344 € 286 €

Ist die Bedeutung der Komponenten einer Matrix fest vereinbart, erspart das Schema einer Matrix
aufwendige Schreibarbeit. Matrizen bieten aber auch eine Rechenerleichterung. Will Klaus z. B. die
obigen Umsétze mit denen des letzten Wochenendes vergleichen, benutzt er eine Vergleichsmatrix,
deren Eintrdge aus den Differenzwerten der Gewinne beider Wochenenden bestehen. Man erhalt:

826 834 848 683 567 642 143 267 206
424 542 562 |—1342 402 561 |=|82 140 1 |
232 344 286 118 254 164 114 90 122

Auf diese Weise stellt er schnell fest, dass er dieses Wochenende erfolgreicher war, da nur positive
Zahlen als Differenzen auftreten. Allgemein ist die Anzahl der Spalten und Zeilen einer Matrix nicht
vorgeschrieben und man verallgemeinert:

Ein rechteckige Anordnung von Zahlen mit m Zeilen und n Spalten heifst Matrix vom Typ mxn
(lies: ,m-Kreuz-n”). Die Anordnung wird in zwei runde Klammern gefasst.
Spalte
1 1 n

1 /911 7 Qin
Py :
Zeile i N
m Am1  ° Amn

1 2 3
4 5 6

beliebige Komponente b;; = i + 2j, erhélt man B = (

Die Zahl a;; gibt den Eintrag (oder die Komponente) der
Matrix in der i-ten Zeile und j-ten Spalte an.

Beispiele: A = ( ) hat z. B. die Komponente a,, = 2. Gilt fiir eine 2x2-Matrix B fiir eine
142:1 142:2)_(3 5)

2+2-1 2422 4 6
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Gegeben sind die Matrizen

(773
3 5 4 1 1 4 -1 0 0
A=(—2 2 0 1>;B=| 3 2|;C:<0 1 0).
1 4 10 \5 0/ 0
11

a) Bestimme den Typ jeder Matrix.

Aufgabe 1 (Matrizentypen unterscheiden)

b) Gib folgende Komponenten an: az, ass, bsy, b, ¢, c3.
Aufgabe 2 (Matrizen konstruieren)

Ermittle die mxn-Matrix A mit den angegebenen Bedingungen:

a) m=n=3a;=1ftri=junda; =0 firi=].
b) m=n=4a;=1i—].

c) m=3;N=05a;=1i-j

Wie rechnet man mit Matrizen?

Das Addieren und Subtrahieren von zwei mxn-Matrizen geschieht komponentenweise:

diz v Am by; - by ajp £ by ain £ b1y
: ajk : + bix = ajk T bix .
dm1  * dmn bmi =+ bmn am1 £ bms amn & bmn

Das Multiplizieren einer Matrix mit einer Zahl ¢ (Skalar-Multiplikation) geschieht durch Multi-
plikation der Zahl ¢ mit jeder Komponente.

a11 cee aln C-a11 cee C.aln
[ : dik : = : C-ajk : .
am]_ cee amn C . aml cee C . amn

Aufgabe 3 (Addieren von Matrizen und Skalar-Multiplikation)

3 -2 1 2 1 -1
Gegeben sind die Matrizen A = (0 1 2 ) ; B= <0 3 1 >
2 0 -1 1 -2 1

Berechne:

a) A+B b) A—B 0) 3B d) —01A e) 2A—3B
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Beim Multiplizieren zweier Matrizen entsteht eine neue Komponente in der Ergebnismatrix
dadurch, dass man spalten- und zeilenweise multipliziert und die Faktoren addiert. Multipliziert
man beispielsweise eine 3x2-Matrix mit einer 2x4-Matrix

463578
HHCER

entsteht als Produkt eine 3x4-Matrix. Ihre Komponente z. B. in der 2. Zeile und der 3. Spalte entsteht
aus der 2. Zeile der ersten Matrix und der 3. Spalte der zweiten Matrix durch eine Multiplikation
und Addition:3-7 +5-6 =51

24 44 64 38
Insgesamt entsteht in diesem Beispiel die neue Matrix: { 19 35 51 29
20 38 56 23

Ein Matrizenprodukt ist aber nur moglich, wenn die Spaltenzahl der ersten Matrix mit der Zeilen-
zahl der zweiten Matrix tibereinstimmen (Verkniipfungsbedingung).

Das folgende Schema (Falk-Schema) hilft bei der Matrizenmultiplikation zweier Matrizen:

3 578
2 461
462444 64 38
35|19355129
27120385623

Eine quadratische nxn-Matrix E,, deren Elemente in der Hauptdiagonale alle 1 und deren sonstige
Elemente alle Null sind, heifst Einheitsmatrix.

10 - 00
0 1 0 O

Eps=] ¢ & = i i
0 0 1 0
0o - 01

Zwei quadratische nxn-Matrizen A und B heifien invers zueinander, falls A * B=B * A = E,.
Man bezeichnet die zu A inverse Matrix mit A1,

Berechne die folgenden Matrizenprodukte und gib an, wie man vorab iiberpriifen kann, welche
Dimension die entstehende Matrix hat.
-3
1 -3 2
(o 5)'<‘)>

o6 D) ey

Aufgabe 4 (Matrizenmultiplikation)

1
-2 0 0 3 2 -3 2 -3
oo a0}() ol D(2 ) ez v)CEY
0 0 4 4 5 1 5 1
1 0 -4\ /1 0 -4 3
g) <1 -1 2 )0 <1 -1 2 > hy(4 7 -2)e <11)
3 0 -1/ \3 0 -1 -5
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Aufgabe 5 (Getrankehindler)

Ein Getrdankehdndler beliefert die Kunden A, B und C mit vier Sorten Wein. Es wurden folgende
Mengen ausgeliefert:

¢ Kunde A: 10 Kartons der Sorte I; 5 Kartons der Sorte II; 3 Kartons der Sorte IV.

¢ Kunde B: 6 Kartons der Sorte I; 15 Kartons der Sorte II; 10 Kartons der Sorte I1I; 1 Karton der
Sorte IV.

¢ Kunde C: 20 Kartons der Sorte III; 10 Kartons der Sorte IV.

P1 30
Die Preise (in € pro Karton) sind durch den Preisvektor:p = II))IIIII = gg dargestellt.
Piv 90

Schreibe die Auslieferungen an die drei Kunden als Matrix und berechne die jeweils zu zahlenden
Betrage.

Wie nutzt man den GTR fiir die Matrizenrechnung?

An folgendem Beispiel so dargestellt werden, wie man den GTR einsetzen kann, um Operationen
mit Matrizen durchzufiihren:

(5)}G3579

2 7

In MENU 1 (Run-Matrix) hat man zwei Moglichkeiten Matrizenoperationen durchzufiihren. Zum
einen kann im Rechenmodus die Operation direkt eingegeben werden. Zum anderen besteht die
Moglichkeit die entsprechenden Matrizen zu speichern und anschliefSend mit ihnen zu rechnen.

Variante 1: Rechenmodus

1. Hier gelangt man tiber [F4 (MATH), [F1 (MAT/VCT) und [F3| (mxn) zu einer Maske, mit der man
die Dimension der ersten Matrix definieren kann. In unserem Fall geben wir fiir m = 3 (Zeilen-
zahl der ersten Matrix) und n = 2 (Spaltenzahl der ersten Matrix) ein.

2. Nun erscheint nach Driicken der [EXH-Taste die Vorlage einer 3x2-Matrix, in die die Komponen-
ten eingetragen werden (iiber die Pfeiltasten gelangt man zur ndchsten Komponente).

3. Anschliefiend gibt man hinter der Matrix (dorthin gelangt man mit der Pfeiltaste) das Operati-
onszeichen [ ein und wiederholt den Vorgang 1 und 2 fiir die zweite 2x4-Matrix. Mit EXE er-
scheint das Ergebnis einer 3x4-Matrix.

f Eoeies] e f Eonie Ok
6 T Y. [35 7 8
35 7 8§ {35‘x[
33"[2461 2 7] 12 461

19 35 51 29
20 38 56 23

L]
(2%213x3 | nxn]2x1]3x] - (2%213x3 | nxn ] 2x1]3x] [

[24 44 64 38]
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Variante 2: Matrizenmodus

1. Hier gelangt man tiber F3| (MAT/VCT) zu einer Liste von moglichen Matrizen. Mit [F3| (DIM)
kann man wie bei Variante 1 die Dimension der Matrix A festlegen. In unserem Fall geben wir
fiir m = 3 (Zeilenzahl der ersten Matrix A) und n = 2 (Spaltenzahl der ersten Matrix A) ein.

2. Nun erscheint nach Driicken der [EXH-Taste die Vorlage einer 3x2-Matrix, in die die Komponen-
ten eingetragen werden. Dabei gelangt man iiber die [EXE-Taste zur nichsten Komponente.

3. Um die zweite Matrix einzugeben gelangt man tiber EXIT zundchst zum Matrizenmenu und
fiihrt dort den Vorgang 1 und 2 fiir die zweite Matrix B aus.

4. Uber EXIT gelangt man wieder zuriick in den Rechenmodus. Dort gelangt man SHIFT| und @
zum Symbol MAT. Nun gibt man tiber ALPHA den Buchstaben A ein, dann das Operationszei-
chen x sowie analog MAT B. Mit EXE erscheint das Ergebnis einer 3x4-Matrix.

B RadFornd] [d7c]Real E MathRadforml) [d7c)Real

Matrix Mat AxMat B

Mat A :None 24 44 64 38

ma% 8 :ﬁone 19 35 51 29
a -None 20 38 56 23

Mat D :None ]

Mat E :None

Mat F :None

DELETE/DEL-ALL] DIM ] CSV =
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4.2 Materialverflechtung*!

%

Aufgabe 1 (Einfiihrungsaufgabe)

In einem Unternehmen werden zwei Typen von Endprodukten E; und Ez aus drei verschiedenen
Typen von Zwischenprodukten Z1, Z> und Z; gefertigt, die jeweils wiederum aus vier verschiedenen
Rohstoffen Ri, Rz, Rs und R4 hergestellt werden. Zur Herstellung eines Endprodukts E; werden z. B.
4 Teile Z;, 3 Teile Z, und 2 Teile Z5 gebraucht. Je Stiick Z; werden 2 Teile Ry, je Stiick Z> werden 5
Teile R> und je Sttick Z;3 4 Teile R, gebraucht. Daher werden fiir die Produktion von Endprodukt E;
insgesamt2+4 +5-3 +4-2 =31 Teile R, gebraucht. Folgende Abbildung verdeutlich die Ver-
flechtung der Rohstoffe, Zwischenprodukte und Endprodukte.

End-
verbrauch

Rohstoffe 1. Stufe: 2. Stufe:
Zwischenprodukte  Endprodukte

a) Berechne die iibrigen Bedarfswerte Ry, Ry, R3 und Ry fiir E; bzw. E».
b) Gib die Prozessmatrix A der Herstellung der Zwischenprodukte aus den Rohstoffen an.
c) Bestimme die Ubergangsmatrix B beim Prozess der Zwischen- zu den Endprodukten.

d) Ermittle mit Hilfe der Ergebnisse von Aufgabenteil a) die Prozessmatrix C beim Ubergang von
den Rohstoffen zu den Endprodukten.

e) Untersuche den rechnerischen Zusammenhang der Matrizen A, B und C.

f) Die Produktionsplanung (der Output) lautet 100 E; und 50 E..
Bestimme den Gesamtbedarf an Ry, R, R3 und Ry (also den Input).

g) Ein Teil R; kostet 10 €, ein Teil R» 20 €, ein Teil R; 30 € und ein Teil R4 40 €.

Bestimme die Gesamtkosten der obigen Produktion.

h) Betrachte die folgende Ubersicht und iibertrage die Ubersicht zur Materialverflechtung mit-
hilfe der Vorlage in Dein Heft.

— Vorlage Materialverflechtung

4 Fakultativ im LK Mathematik
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4.2 Materialverflechtung

Materialverflechtung

Materialverflechtung:

End-
verbrauch

Rohstoffe 2. Stufe:

Endprodukte

1. Stufe:
Zwischenprodukte

Bedarf der R; fiir Endprodukt Ei:

Bedarf der R; fiir Endprodukt Eo:

Matrizendarstellung:

=28

=31

=36

Cly=44+6-3+0-2
= 34

=63

= 65

=74

= 54

Die Bedarfsmatrix C des Gesamtprozesses erhélt man durch Multiplikation der Bedarfsmatrizen A
(Stufe 1) und B (Stufe 2) der Einzelprozesse: C = A - B.

Ist y der Vektor der Ausgangswerte (Output-Vektor), dannistX = C - y mit der Matrix C= A -B
der Vektor der Eingangswerte (Input-Vektor).

Ist pTder transponierte Preisvektor der Rohstoffe, dann gilt fiir den transponierten Kostenvektor
der Endprodukte kT = BT - C und fir die Gesamtkosten gilt K = pT - % = kT - y.

Z1 Zr Z3 E:1 B

Ri /3 2 5
4 6
Re(2 5 4. (3 5)7
Rs\1 8 4 S 22
Ri\ga 6 0 ’
E: E2
Ri /28 63 C11 C12
_ R:(31 65 _ [ G Caz
Rs|\ 36 74 C31 C32
Ra 34 54 Cs1 Cy2
X=C-y
28 63 5950
31 65). (100) _ [ 6350
36 74 50 7300
34 54 6100
KT = BT-C

kT=(10 20 30 40):C
= (3340 6310)

K=KT -y

100)

K = (3340 6310)-(50

K = 649500
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Aufgabe 2

Zur Produktion der beiden Giiter werden drei Einzelteile R, S und T benétigt. Der Verbrauch an

Einzelteilen je Mengeneinheit der beiden Giiter ergibt sich aus der folgenden Tabelle:

X|1Y
R|141]0
S| 2|5
T|] 1] 3

Fiir die ersten drei Monate existiert folgender Absatzplan:

Jan | Feb | Mirz
X 5 9 4
Y 3 7 11

a) Zeichne den Verflechtungsgrafen und bestimme fiir jeden Monat den Bedarf an Einzelteilen R,
SundT.

Die drei Einzelteile werden nicht selbst produziert, sondern eingekauft. Der Preis fiir ein Teil betragt
beiR5€,beiS2€und bei T 4 €.

b) Untersuche, in welchem Monat fiir den Zukauf dieser Teile am meisten Geld ausgegeben wer-
den muss.

Aufgabe 3

Die folgenden Tabellen beschreiben die Zusammenhénge in einem 2-stufigen Produktionsprozess:

Z1 ZZ ZS E1 Ez E3 El Ez E3
R1 a b c Z; 2 2 1 Ri | 25| 10 | 11
R 8 1 3 Z; 5 0 2 R, | 30 | 37 | 19
R 2 5 2 Z3 3 7 3 Rs | 35 | 18 | 18

Zur Herstellung der Zwischenprodukte Z, Z; bzw. Z; werden a, b bzw. c Mengeneinheiten von Ry
benétigt.

Zeichne den Verflechtungsgrafen und bestimme a, b und c. Uberpriife am Ende mit dem GTR.

Aufgabe 4

In einer Diingermittelfabrik werden aus drei Grundstoffen Gi, G2 und Gs zunachst zwei Zwischen-
produkte Z; und Z; hergestellt. Daraus werden zwei Diingersorten D; und D> gemischt, die anschlie-
end in den Verkauf kommen. In den folgenden Tabellen wird der Tonnenbedarf angegeben, der
zur Herstellung einer Tonne eines Zwischenprodukts bzw. eines Diingemittels gebraucht wird.

Zl Zz Dl DZ
Gy 0,3 0,3 Z1 0,3 a
G, |03 0,5 Z> 0,7 b
G:s |04 0,2
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Gib die Bedarfsmatrizen Az und Azp der beiden Produktionsstufen an und zeichne den Ver-
flechtungsgrafen.

Fiir die Produktion von 3 t D; und 4 t D> werden 3,3 t Z; und 3,7 t Z» benétigt.

Ermittle die Parameter a und b in der Zwischenprodukt-Endprodukt-Matrix. [Kontrollergeb-
nis: a=0,6 und b =0,4]

Berechne die Bedarfsmatrix Acp des Gesamtprozesses und bestimme, wie viel Tonnen der
Grundstoffe fiir 3 t D; und 4 t D, gebraucht werden.

Eine Tonne G; kostet 100 €, eine Tonne G; kostet 150 € und eine Tonne Gs 200 €. Berechne die
Kosten fiir 1 t D; und 1 t D,. Ermittle die Gesamtkosten fiir 3 t D; und 4 t D..

Die Kosten fiir die Grundstoffe G; und G; dndern sich. 1 t G; kostet weiterhin 200 €. Die Kosten
fir 1t D1 und 1t D, betragen jeweils 152 €.

Bestimme die Preise fiir 1 t Tonne G; und 1 t Go.

m Lager sind noch 45 t G; und 55 t G.. Begriinde, dass es moglich ist, die Grundstoffe G; und
G2 durch Herstellung von Zwischenprodukten restlos aufzubrauchen.

Ermittle, wie viele Tonnen der einzelnen Zwischenprodukte mit diesen Lagerbestanden pro-
duziert werden konnen. Bestimme zusitzlich, wie viele Tonnen des Grundstoffes G; fiir diese
Produktion benotigt werden.
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4.3 Stochastische Prozesse

Aufgabe 1 (Diffusion)

Unter einer Diffusion versteht man in der Physik einen Vorgang, bei dem ein Stoff aufgrund mole-
kularer Bewegung in einen anderen eindringt oder ihn ganz durchdringt. Wir betrachten als Beispiel
fur einen solchen Vorgang das folgende vereinfachte Modell einer Diffusion (vgl. Abbildung unten).
Ein mit 12000 Teilchen gefiillter Kasten ist durch eine durchldssige Wand in zwei Halften A und B
geteilt. Die Verteilung der Teilchen auf die beiden Halften dndert sich jeweils nach Ablauf einer
festen Zeiteinheit: 10 % der sich in A befindlichen Teilchen gelangen nach B (die restlichen 90 %
bleiben in A) und 20 % der sich in B befindlichen Teilchen gelangen nach A (die restlichen 80 %
bleiben in B). Am Anfang sind 3000 Teilchen in A und 9000 Teilchen in B. Es soll untersucht werden,
wie sich die Verteilung der 12000 Teilchen auf die beiden Halften entwickelt.
0,2

0,9C TLoa4T | [Rnnnopinni )os

a) Berechne die Verteilung der Teilchen auf die beiden Halften nach einer Zeiteinheit sowie nach
zwei und nach drei Zeiteinheiten.

b) Gib eine Matrix U an, die den Austauschprozess der beiden Teilchen A und B beschreibt.

Definition: Wir driicken die Verteilung der beiden Teilchen auf die beiden Hilften durch einen
sogenannten Zustandsvektor Vv = (;) aus, wobei x die Anzahl der Teilchen in A und y die Anzahl

der Teilchen in B bedeuten. Es ergibt sich daher fiir den Anfangszustand die sogenannte Start-
3000

900 O)' Vektoren werden hier formal als 2x1-Matri-

verteilung (Anfangszustandsvektor) v, = (

zen aufgefasst.

c) Untersuche, wie sich die Zustandsvektoren vy, v, und vz mithilfe der Matrix U berechnen lassen.

d) Gib einen Term fiir den Zustandsvektor v, nach vier Zeiteinheiten an, der nur von der Startver-
teilung vy und der Ubergangsmatrix U abhingt. Untersuche, wie sich der Zustandsvektor vy,
nur aus der Startverteilung vy und der Ubergangsmatrix U berechnen lasst. Gib einen Term fiir
den Zustandsvektor v, nach n Zeiteinheiten an, der nur von der Startverteilung v, und der Uber-
gangsmatrix U abhéngt.

Definition: Die Folge der Zustandsverteilungen, die zu dem obigen Prozessdiagramm gehoren,
wird auch als stochastischer Prozess bezeichnet. Die dazugehorige Matrix U heift stochastische
Matrix. Sie ist quadratisch, enthilt keine negativen Eintrdge und hat in jeder Spalte die Koeffi-
zientensumme 1.

e) Berechne mithilfe des GIR die Zustandsvektoren fiir die ersten zehn Zeiteinheiten und stelle
die dazugehorigen Punkte in einem x-y-Koordinatensystem dar. Zur Erinnerung: Du kannst Du
den GTR auf zwei Weisen nutzen:

(1) Direkt mit Matrizen rechnen: Gib im MENU 1 iiber MATH| und [MATH/VCT| und die Di-
mension der Matrizen die entsprechenden Matrizen ein und verwende die Operationen wie
beim Rechnen mit reellen Zahlen.
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(2) Vorab Matrizen definieren: Definiere in MENU 1 tiber MATH/VCT] die beiden Matrizen U
und den Anfangszustandsvektor. Uber SHIFT|und [2 kann das Matrizensymbol erzeugt wer-
den, durch |ALPHA| der entsprechende Buchstabe der Matrix.

Definition: Ein Zustand heif3t stabil, wenn es einen Zustandsvektor V gibt, der sich im stochasti-
schen Prozess mit der Matrix U nicht mehr dndert. Es gilt also: U - V = V. Der dazugehorige Vektor

V= (?) heifit stabile Verteilung (Gleichgewichtsverteilung, stationdre Verteilung, Fixvektor).

f) Zeige, dassV = (8000

400 0) eine stabile Verteilung des obigen Diffusionsprozesses ist.

Wir wollen nun iiberlegen, wie man diese stabile Verteilung hitte berechnen kénnen, ohne vorher
den Verlauf der Zustandsvektoren betrachten zu miissen. Verwende dafiir den Ansatz:

7= (01 08) () =)

g) Stelle die obige Gleichung als lineares 2x2-Gleichungssystem mit den Unbekannten x und y dar.

<!

U-

h) Lose das LGS und bestimme dann die stabile Verteilung. [Tipp: Das LGS hat unendliche viele
Losungen (warum?). Betrachte nun die Losung;, fiir die x + y = 12000 gilt (warum?).]

i) Untersuche, ob sich die stabile Verteilung verandert, wenn zu Beginn alle Teilchen in der Halfte
B sind. [Hinweis: Hier muss nicht erneut gerechnet werden.]

Merksatz: Fiir einen stochastischen Prozess mit der Prozessmatrix U und der Startverteilung v,
berechnet sich iiber das Produkt: v, = U™ - vy die Verteilung (Zustandsverteilung) nach n Zu-
stinden.

%

Aufgabe 2 (Bevolkerungsentwicklung)4?

Gegeben ist folgendes Prozessdiagramm eines stochastischen Prozesses:
e —
DT @@
0,5 0,6

a) Vervollstindige das Prozessdiagramm und gib die Ubergangsmatrix an.

b) Anfangs befindet sich das System mit gleicher Wahrscheinlichkeit in einem der drei Zusténde.

Berechne die Zustandsverteilung nach einem bzw. nach zwei Schritten.

c) Das Prozessdiagramm soll die Einwohnerzahlen von drei Stddten beschreiben, die sich durch
Umziige standig andern.

Gib zwei Aspekte der Realitdt an, die durch dieses Modell nicht abgebildet werden.

42 Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 374
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Eine Population von Insekten enthélt Tiere mit zwei verschiedenen Merkmalen A und B (z. B. Farbe).
Beobachtungen tiber einen langeren Zeitraum zeigen, dass Insekten mit Merkmal A zu 70% Nach-
kommen mit Merkmal A und zu 30% solche mit Merkmal B haben. Insekten mit Merkmal B haben
zu 80% wieder Nachkommen mit diesem Merkmal, zu 20% solche mit Merkmal A. Die Vermeh-
rungsrate wird durch die Merkmale nicht beeinflusst.

Aufgabe 3 (Vererbung von Merkmalen)

a) Zeichne den Ubergangsgrafen, gib die stochastische Matrix U an und begriinde, dass es sich um
einen stochastischen Prozess handelt.

b) Zu Beginn der Beobachtungen haben 50 % der Tiere Merkmal A und 50 % Merkmal B.

Gib den Anlaufvektor des Prozesses v, an, und berechne die Zustandsvektoren nach einer Ge-
neration, nach zwei und nach drei Generationen.

c) Gib jeweils einen Term fiir den Zustandsvektor v;y nach 100 Generationen an, der einerseits
von der Prozessmatrix U und dem Anlaufvektor v, sowie andererseits von der Prozessmatrix
U und dem Zustandsvektor Vgg nach 99 Generationen abhéngt.

d) Zeige, dass der Austauschprozess bei einer Verteilung von ,40 % der Insekten haben Merkmal
A” und ,,60 % der Insekten haben Merkmal B” stabil bleibt.

e) Untersuche, wie viele Insekten langfristig Merkmal A bzw. Merkmal B besitzen, wenn auch die

Gesamtzahl der Insekten mit 10 Millionen Insekten langfristig konstant bleibt.
f) Durch Umwelteinfliisse dndert sich die Prozessmatrix in V = (8'2 8’3)

Berechne die stabile Verteilung des neuen Prozesses.

g) Berechne mithilfe des GTR die Entwicklung der Matrizen V" fiir ein immer grofler werdendes
n und beschreibe Deine Beobachtungen. Gib die Bedeutung von V" im Sachzusammenhang an.

Definition: Man definiert bei einem stochastischen Prozess die Matrix G := lim V" als die Grenz-

n—oo

matrix der Matrizenfolge V" fiir ein immer grofier werdendes n.

Satz: Wenn sich die Potenzen der Uberganzmatrix V™ bei einem stochastischen Prozess fiir n — oo
der Grenzmatrix G nihert, dann kann man zu jeder Startverteilung v, durchg = G- v, die stabile
Verteilung g berechnen.

Ein Autovermieter hat eine Niederlassung in drei Stadten A, B und C. Die gemieteten PKW kénnen
ohne Aufpreis am Ende des Tages an einer der drei Niederlassungen zuriickgegeben werden -
gleichgiiltig an welcher Stelle das Mietfahrzeug tibernommen wurde. Durch Beobachtung stellt der
Geschiftsfiihrer folgende Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Fahrzeuge zwischen den drei Nieder-
lassungen fest:

Aufgabe 4 (Autovermietung)

e 80 % der Fahrzeuge, die am Morgen in Niederlassung A stehen, stehen am nédchsten Mor-
gen wieder in A, je 10 % sind von A nach B bzw. C gewechselt.
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e Nach Niederlassung B kehren 60 % der ausgeliehenen Fahrzeuge zurtick; je 20 % wechseln
nach A bzw. C.

¢ Von Niederlassung C aus wechseln erfahrungsmafiig 20 % nach Niederlassung A und 10 %
nach B, 70 % kehren wieder zuriick.

a) Zeichne ein Ubergangsdiagramm (Prozessdiagramm)!
b) Bestimme die Ubergangsmatrix A des Systems und zeige, dass A ein Austauschprozess ist.

An einem Tag stehen morgens 30 % der Fahrzeuge in A, 50 % in Bund 20 % in C, d.h., der sogenannte

0,3
Anlaufvektor ist: X, = <0,5>
0,2

c) Berechne die Anteile an der Gesamtzahl aller Fahrzeuge an den drei Standorten am Abend des
ersten und zweiten Tages.

d) Ermittle die Verteilung der Fahrzeuge auf die drei Standorte am Morgen des Vortages.
e) Gib einen Term fiir die Verteilung der Mietfahrzeuge am Abend des 10. Tages an.

f) Berechne die stationdre Verteilung des Prozesses zum einen mit Hilfe des Ansatzes A-X =X,
und zum anderen unter Ausnutzung der Grenzmatrix G.

g) Bestimme die stationdre Verteilung, falls der Autovermieter genau 120 Autos im Umlauf hat.

Aufgrund eines steuerlichen Vorteils an Standort A soll das Grundstiick dort erweitert werden. Da-
her kehren am Abend 5 % mehr Autos zu Standort A zuriick. Das Wechselverhalten an den beiden
anderen Standorten und die Gesamtzahl an Autos bleiben unverdndert.

h) Erkldre, dass sich das Wechselverhalten durch die folgende Matrix

0,85 0,2 0,2
B = <0,15 -q 0,6 0,1) mit 0 < q < 0,15 beschreiben ldsst.
q 02 07

i) Ermittle einen Wert fiir q fiir den Fall, dass an einem bestimmten Morgen jeweils 40 Autos an
jedem Standort stehen und am gleichen Abend an Standort C wieder 40 Autos stehen. Berechne
ebenso die Autos, die am gleichen Abend an den Standorten A und B stehen.

j) Untersuche, welche maximale Anzahl von Autos bei einer morgendlichen Gleichverteilung von
40 Autos abends am Standort C stehen kénnen. Bestimme ebenso die abendliche Autoanzahl an
den beiden anderen Standorten.

Bei einem Computerspiel gibt es drei Zustdnde, die Level 1, Level 2 und Level 3. Ein Spieler beginnt
auf Level 1 und bewiltigt die Uberginge von Level 1 nach Level 2 mit einer Wahrscheinlichkeit von
80 % und von 2 nach 3 mit einer Wahrscheinlichkeit von 60 %. Er spielt so lange, bis er Level 3
erreicht hat. Die Situation kann durch ein ,,unendliches” Baumdiagramm oder ein Prozessdiagramm
mit drei Zustdnden beschrieben werden:

Aufgabe 5 (Level bei einem Computerspiel)43

43 Modifiziert nach Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 352
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Baumdiagramm Prozessdiagramm

o O
T a0

0,2

a) Begriinde, warum der Spieler theoretisch unendlich lange spielen kénnte.
b) Gib die Prozessmatrix U an und begriinde, dass es sich beim dargestellten Prozess um einen
stochastischen Prozess (Austauschprozess) handelt. Beschreibe, wie sich ein stochastischer Pro-

zess am Prozessdiagramm ablesen l&sst.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler nach zwei, drei bzw. zehn Spielen Level 3
[Level 2; Level 1] erreicht.

d) Gib den Zustandsvektor nach n Spielen an (n > 1).
e) Bestimme die Zustandsverteilungen nach einem, zwei, drei, fiinf und zehn Spielen.

f) Ermittle die stabile Verteilung des Prozesses.

Definitionen:

e Ein Zustand eines stochastischen Prozesses heifst absorbierend, wenn es sich um einen End-
zustand handelt, an dem ein Ringpfeil mit der Wahrscheinlichkeit 1 befindet. Alle anderen
Zustinde heifsen innere Zustinde.

¢ Die Wahrscheinlichkeiten, mit denen ein Spieler sich zu einem bestimmten Zeitpunkt in einem
der moglichen drei Zustdnde befindet heifst Zustandsverteilung.

Aufgabe 6 (010 oder 101 gesucht)*

Ein Chip mit den Seiten 0 und 1 wird so lange geworfen, bis entweder
das Muster 010 oder 101 aufgetreten ist.

a) Vervollstindige das rechts dargestellte Prozessdiagramm mit 7 Zu-
standen.

N/
-
!

N
W

=
o

b) Gib eine Ubergangsmatrix an. :0

c) Notiere die Startverteilung und berechne die ersten zwei Zustands-

verteilungen. Ze: 010 77101

e a
- | —™
Q c:‘\

. :

4 Modifiziert nach Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 374
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Ein Basketballtrainer verlangt von seinen Jugendspielern am Ende des Trainings, dass sie drei Frei-
wiirfe hintereinander treffen. Die Spieler haben eine durchschnittliche Trefferquote von 70 %. Die
Zustande z; beschreiben die Zahl der Treffer, die ein Spieler hintereinander erzielt hat (i =0, 1, 2, 3).

Aufgabe 7 (Freiwurfserie und Freiwurftrefferzahl)

a) Stelle die Situation mit einem Ubergangsgrafen und einem Baumdiagramm dar.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler mit dem dritten, vierten bzw. fiinften Versuch
drei Treffer in Folge getroffen hat [nach 3, 4 bzw. 5 Treffern drei Treffer in Folge getroffen hat.].

c) Gib die Prozessmatrix U an, die den stochastischen Prozess von null Treffern (Zustand zo) bis
hin zu drei Treffern (Zustand zs) beschreibt.

d) Berechne U%,U3 und U'°. Interpretiere diese Matrizen jeweils im Sachkontext.

1

0
0

0
Vergleiche mit den Ergebnissen aus b).

e) Bestimmev, = U"-Vmitv = firn=1,2,3,4,5,10. Gib die Bedeutung im Sachkontext an.

Der Trainer verlangt beim ndchsten Training 5 Treffer, die allerdings nicht in Folge erzielt werden
miissen. Die Zustidnde z; beschreiben nun die Zahl der Treffer, die ein Spieler insgesamt erzielt hat
(i=0,1,2, 3,4,5). Die Trefferquote ist weiterhin 70 %.

f) Stelle die Situation mit einem Ubergangsgrafen und einer Prozessmatrix dar, und berechne die
Wabhrscheinlichkeit, dass ein Spieler nach 5 [6, 7, 10] Versuchen 5 Treffer erzielt hat. Bestimme
die Wahrscheinlichkeit mit dem 5., 6. bzw. 7. Treffer fertig zu sein.

Auf einem Tisch liegen vier Miinzen, von denen anfangs eine , Wappen” und drei ,Zahl” zeigen.
Bei jedem Spielzug wird eine Miinze zuféllig gewdhlt und gewendet. Das Spiel endet, wenn vier
Mal ,,Wappen” oben liegt (gewonnen!) oder vier Mal ,, Zahl” erscheint (verloren!).

Aufgabe 8 (Absorptionswahrscheinlichkeit und mittlere Wartezeit)4

a) Begriinde, dass der Prozess durch das folgende Diagramm und die dazugehérige Ubergangs-
matrix beschrieben werden kann.

Prozessdiagramm Ubergangsmatrix
1 (B ——>@W~  von 2,2, 252,25 | nach
/; 4  Gewinn
T 1
5 & &
n 3 3
:\\i 1 Verlust(D n 0 % Z,
- 4
2 *(@wW)—— (W) u=lo 1o Z,
1

4 Aufgabenidee nach Lambacher Schweizer LK-Band NRW 2017, S. 371-372, fakultativ im LK
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b) Schitze Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeiten sowie die mittlere Anzahl von Ziigen bis
zum Spielende.
[0
0

c) Bestitige, dass g; = | 0 |eine stationire Verteilung ist, wenn man von einem Anfangszu-

0,375
0,625

d) Interpretiere die Wahrscheinlichkeiten in g;.

stand Z; ausgeht.

e) Bestimme die stationdren Verteilungen g, bzw. g3, wenn man von Anfangszustinden Z, bzw.
Z5 ausgeht. [Tipp: Verwende die Grenzmatrix.]

Bei dem beschriebenen Beispiel kann man exakt berechnen, wie grofs die Wahrscheinlichkeit ist zu
gewinnen. In der folgenden Figur sind die Wahrscheinlichkeiten, von den Zustdnden Z1, Z, bzw. Z;
sirgendwann” zu gewinnen, mit ai, a; bzw. as bezeichnet. Allgemein werden diese Wahrscheinlich-
keiten mit Absorptionswahrscheinlichkeiten bezeichnet.

d3

»——'"”—_“‘1
2 zsaw—-

Gewinn

dq

i
4
3
\ l Verlust

(Z: W)——(Z;:0W) ow

Man kann diese Wahrscheinlichkeiten als Losung des folgenden LGS berechnen:

3
I dq = Zaz
1 1
11 dy = Eal \ +Ea3 )
I11 = ~ —
ds3 432 +4

f) Begriinde die Giiltigkeit der drei Gleichungen.
g) Bestimme die Losungsmenge des LGS.

h) Gib an, wo du die Absorptionswahrscheinlichkeiten ai, a> bzw. a3 in den stationédren Verteilun-
gen g;, g, bzw. g5 wiederfindest.

i) Stelle ein LGS auf, mit dem man die Wahrscheinlichkeiten zu verlieren berechnen kann.

Es interessiert neben den Absorptionswahrscheinlichkeiten auch die mittlere Zahl von Spielziigen
bis zum Spielende. Allgemein: bis man einen absorbierenden Zustand erreicht. Fiir einen inneren
Zustand Zi nennt man diese Zahl die mittlere Wartezeit. Sie wird mit my bezeichnet. Zur Berech-
nung der mittleren Wartezeiten m;, m; und ms beim obigen Miinzenspiel kann man folgendes LGS
aufstellen:

I ml—% 1+ —(1+m2)
I my =2 (1+my)+5 (1+my)
Ilmg=>-(1+my)+,-1
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Umgeformt ergibt sich:
3
I mq = 1 + y My
I m,=1+;-m + 5 my
Il m; =1 +2-m,

j) Begriinde die Giiltigkeit der drei Gleichungen im nicht umgeformten LGS. [Tipp: die Einsen
stehen immer fiir einen Spielzug,.]

k) Begriinde, das zweite umgeformte LGS, ohne auf das erste zurtickzugreifen.

1) Bestimme die Losungsmenge des LGS.

[ABITUR 2017] Auszug aus GK bzw. LK HT B44

Beim Onlinebanking gibt es verschiedene Sicherheitsvorkehrungen. Bei einer Sicherheitsabfrage
muss der Benutzer (nennen wir ihn Ben) zusétzlich zu seinem Onlinebanking-PIN einen Zahlen-
code, der aus sechs Ziffern besteht, kennen und teilweise eingeben, um sich anzumelden. Damit
eine potenzielle Angreiferin (nennen wir sie Anna) nicht auf Anhieb alle sechs Ziffern erfihrt,
werden von der Bank bei jedem Anmeldevorgang nur zwei zufillig ausgewdahlte Ziffern abge-
fragt. Welche der sechs Ziffern abgefragt werden, bestimmt die Bank nach dem Zufallsprinzip. Ist
z. B. der Code von Ben 235793 und beim Anmelden 6ffnet sich folgendes Fenster,

Zum sicheren Login benétigen wir
die 1. und 4. Ziffer lhres Zugangscodes.

1 2 3 4

5 6
] [ (O [ ]
1 2 3
4 5 6
7 8 9
0 Korrektur
Abbrechen > Anmelden

so muss Ben die Ziffern 2 und 7 eingeben. Will Anna nun den gesamten 6-stelligen Code stehlen,
muss sie mehrere Male beim Einloggen , zuschauen”. Zu diesem Zweck installiert sie eine Schad-
software auf Bens Computer, die ihr bei jedem Zuschauen die Beobachtung der beiden eingege-
benen Ziffern und ihrer Position ermdglicht.

4 Auszug aus einer Abituraufgabe des Landes NRW 2017 GK bzw. LK HT B4
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a)

Die Matrix U beschreibt den Prozess aus Annas Sicht von anfangs null bekannten Ziffern (Zu-
stand zo) bis hin zu sechs bekannten Ziffern (Zustand zs). Dabei beschreibt z; den Zustand mit
i bekannten Ziffern (i=0, 2, 3, 4, 5, 6). Der Zustand z; kann nicht eintreten, da nach dem ersten
»~Zuschauen” sofort zwei Ziffern bekannt sind.

von z, z, 7, Zz, I I,
_ nach
00 0 0 0 0) z
1 £ 00 0 0 gz

o|0E E 000 7
0 2 = & 0 0 zZ,
00 2 £ &£ 0 Z
00 0 L =1 z,

(1) Zeichnen Sie das Ubergangsdiagramm.

(2) Betrachten Sie nun die zweite Spalte.

Erkliren Sie im Sachzusammenhang die Eintrige mit dem Wert Null in dieser Spalte. Leiten Sie
die von Null verschiedenen Werte in dieser Spalte her.

Ben meldet sich jeden Monat fiinfmal beim Onlinebanking an.

1
0

(1) Bestimmen Sie U? - § mit § = kS) und interpretieren Sie das Ergebnis im Sachkontext.

0
0

(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Anna nach einem Monat den Code vollstindig kennt,
wenn sie vorher keine Ziffer des Codes kannte.

(3) Angenommen, Anna kennt bereits zwei Ziffern des Codes. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass Anna nach dreimaligem Zuschauen der Code vollstindig bekannt ist. (LK)

(4) Ermitteln Sie die Anzahl der Anmeldevorginge, die Anna mindestens beobachten muss, um den
Code mit mindestens 99%iger Wahrscheinlichkeit vollstindig zu kennen.

1 02 0
Betrachtet wird ein anderer stochastischer Prozess, der durch die Matrix A = (0 0,3 0)
0 05 1

(1) Erkliren Sie die Bedeutung fiir den stochastischen Prozess, wenn ein Diagonalelement den Wert 1
besitzt.

(2) Ermitteln Sie jeweils, welcher Wahrscheinlichkeitsverteilung sich der durch A beschriebene Prozess

0,1 0,4
bei Verwendung der Startverteilungen vy = (0,3) und v, = <O,5> auf lange Sicht nihert.
0,6 0,1

(3) Bestimmen Sie fiir den durch A beschriebenen Prozess die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf lange
a

Sicht fiir die allgemeine Startverteilung v = <b> mit a, b, c€ R. (LK)
c

(4) Beurteilen Sie nun ohne weitere Rechnung folgende Aussage:

Auf lange Sicht gibt es fiir jeden stochastischen Prozess genau eine sich stabilisierende
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die unabhéngig von der Startverteilung ist.
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4.4 Mehrstufige Prozesse und Populationsmatrizen?”

Aufgabe 1 (Kdlber und Kiihe)

Aus Kilbern entwickeln sich im Laufe von zwei Jahren Kiihe, die dann wieder Kilber bekommen
und anschliefsend geschlachtet werden. Aus 25% der Kilber werden Kiihe (die restlichen werden
schon vorher geschlachtet) und jede Kuh bekommt durchschnittlich vier Kélber, bevor sie geschlach-
tet wird. Der Bauer hat einen Bestand von 20 Jungtieren und 20 Kiihen.

a) Stelle die beschriebene Situation in einem Grafen dar und ermittle die Populationsmatrix U.

b) Untersuche, fiir wie viele Tiere der Stall mindestens ausgerichtet sein muss, wenn der Bestand
der beschriebenen Entwicklung tiberlassen wird, ohne dass Tiere zugekauft, zusitzlich ge-
schlachtet oder verkauft werden.

Die Uberlebensrate der Kélber mit nun a bezeichnet und Vermehrungsrate der Kiihe mit b (im obi-
gen Fall war a = 0,25 und b = 4).

c) Gib eine Bedingung an, unter welcher der Bestand langfristig ausstirbt, konstant bleibt bzw. sich
vermehrt.

Der Bauer plant, den Stall zu vergrofiern und lédsst jedes Jahr 10 % der zu schlachtenden Kiithe am
Leben. Fiir die Uberlebens- und Vermehrungsrate gilt weiterhin a = 0,25 und b = 4.

d) Stelle die neue Situation in einem Grafen und als Prozessmatrix V dar.

e) Untersuche, wie viel Prozent der Kilber unter dem neuen Prozess V mindestens vier Jahre tiber-
leben.

f) Berechne die Populationsentwicklung unter V mit dem Bestand von 20 Kithen und 20 Kélbern
fiir die ndchsten zwei Jahre sowie fiir ein Jahr vorher.

g) Beschreibe die langfristige Entwicklung in der neuen Situation und begriinde Deine Aussage.

Aufgabe 2 (Mehr zu Kilbern und Kiihen)

Wir betrachten die Populationsprozesse U und V aus Aufgabe 1.
X
a) Untersuche, unter welcher Bedingung ein Bestandsvektor p = (y) von Jahr zu Jahr gleich bleibt.
Berechne den Bestandsvektor fiir insgesamt 200 Tiere.

b) Begriinde, dass es unter V keinen Bestandsvektor p gibt, der jahrlich unverdndert bleibt.

Im Populationsprozess V sollen jedes Jahr nach den Schlachtungen und nach den Geburten der

neuen Kilber zwei Kithe und zwei Kilber verkauft werden. Der Ausgangsbestand ist p, = (gg)

c) Bestimme den Bestandsvektor py fiir das Folgejahr.

d) Ermittle den Bestandsvektor p, der unter dem Populationsprozess V mit zusitzlicher Entnahme
von zwei Kélbern und zwei Kithen unverdndert bleibt.

47 Fakultativ im LK Mathematik
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Ein Kéfer (K) legt so viele Eier, dass sich daraus im nédchsten Jahr 20 Larven entwickeln. Bald danach
stirbt er. Ein Viertel dieser Larven tiberlebt das erste Jahr; im zweiten Jahr verpuppen sich 20 % der
Larven und werden im dritten Jahr wieder zu einem Kifer. Die anfangliche Population besteht aus
80 einjdhrigen Larven (L1), 30 zweijdhrigen Larven (L2) und 18 Kéfern.

Aufgabe 3 (Kiferpopulation)

a) Zeichne den Ubergansgrafen und bestimme die Populationsmatrix U.
b) Berechne die Population fiir die ersten drei Jahre.

¢) Ermittle U2 und U? und tiberpriife mithilfe dieser Matrizen die Ergebnisse zur Population der
ersten drei Jahre.

Bei einer Saugetierart kénnen die jahrlichen Anderungen in einer aus drei Altersstufen A1, A> und
Aj; bestehenden Population durch folgenden Grafen beschreiben werden. Dabei gelten folgenden
Bedingungen: v >0;0<a<1;0<a<1; Vermehrungsrate: v; Uberlebensraten: a und b.

Aufgabe 4 (Populationsentwicklung bei einer Saugetierart)

\'

OO O

a) Bestimme die Ubergangsmatrix U.

b) Berechne U2 und U3 und ermittle eine Bedingung fiir a, b und v, so dass sich eine beliebige
Population alle drei Jahre reproduziert.

Die Entwicklung einer zweiten Tierart ldsst sich durch folgenden Grafen beschreiben:

4
1
7 Q 02
0.5 0.25

¢) Gib die Populationsmatrix T an und beschreibe den Grafen aus biologischer Sicht.

d) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass ein Jungtier (A1) mindestens fiinf Jahre tiberlebt.
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4.5 Kontrollaufgaben
Kompetenzraster
Ohne Hilfsmittel
g
=~
e £
) 9
Ich kann ... ﬁ) ;.j &
~ 88| 2| 2
o) < 5] 193 =
= |§|N| 5|9
Matrizenprodukte auf Definierbarkeit tiberpriifen und dann berechnen. 1
Matrizenprodukte mit Parametereintrigen berechnen. 2a,b
einen Ubergangsgrafen zu einem Gliicksspiel erstellen. 3a, 4a
erkldren, warum ein bestimmtes Gliicksspiel unendlich lange dauern kann. 3a
eine Zustandsverteilung bestimmen. 3b, 4b
eine Prozessmatrix zu einer Situation erstellen. 3a, 4c
ein Diagramm und eine Matrix zu einem Populationsprozess angeben. 5a
Modellannahmen zu einem Populationsprozess angeben. 5b
einen Bestandsvektor bestimmen. 5¢
eine Uberlebensrate berechnen. 5d
eine Totungsrate angeben, damit der Populationsprozess stabil bleibt. 5e
Unter Zuhilfenahme von Hilfsmitteln
g
= =~
Ich kann ... < | 5| &
g 2| 5
& 8l E |9 2
o < o n R
= | §|N| 5|9
Prozessmatrizen zu einem Prozess angeben. 6a
zeigen, dass es sich um einen stochastischen Prozess handelt. 6a
einen Ubergangsgrafen erstellen. 6b
Matrizenprodukte bestimmen, interpretieren und ggf. im Sachkontext priifen. | 6c,6e
Zustandsvektoren berechnen und im Sachkontext priifen. 6d,g
stationdre Verteilung berechnen und deren Bedeutung im Kontext erklédren. of
mit einer Grenzmatrix eine mogliche Entwicklung beschreiben. 6h
Zustandsvektoren unter Beriicksichtigung einer Korrekturmatrix berechnen. | 6i
priifen, ob eine frithere Korrektur eine Verdnderung des Prozesses bedeutet. | 6j
bei einem Absorptionsprozess Absorptionswahrscheinlichkeiten bestimmen. | 7a
bei einem Absorptionsprozess mittlere Wartezeiten bestimmen. 7b
Bedarfsmatrizen eines Prozesses zur Materialverflechtung bestimmen. 8a
die Bedarfsmatrix des Gesamtprozesses berechnen. 8b
Eintrédge einer Bedarfsmatrix interpretieren. 8b
Rohstoffbedarf und Rohstoffkosten berechnen. 8c
eine maximal mogliche Produktionsmenge berechnen. 8d
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Hilfsmittelfreie Aufgaben

Aufgabe 1

Gegeben seien die folgenden Matrizen A, B und C:

1 2 0,5 1
A=({1 3 -02|B=(1 10 100) undC={ 10 |

1 -1 5 100
Erldutere, welche der Produkte A-B, A-C, B-C, B-A, C-A und C-B definiert sind, und berechne sie.

Aufgabe 2

a b

1—2 1-— b) mit 0 < a, b <1 und einem Zustands-

a) Gegeben sei die stochastische Matrix S = (
> _ (%1
vektor X = (Xz)'
Begriinde, dass bei den Vektoren X und S - X die Summe der Komponenten gleich ist.

a 0,5

b) Gegeben ist die stochastische Matrix M = (1 —a 05

)mitOSaSl.

Untersuche, ob es eine reelle Zahl a gibt mit M? = (é (1))

Aufgabe 3

Bei einem Spiel wird das abgebildete Gliicksrad mehrfach gedreht und die
Punktzahl jeweils addiert. Das Spiel ist beendet, wenn der Spieler 2 Punkte er- 0
reicht.

a) Zeichne einen Ubergangsgrafen und Prozessmatrix zu diesem Spiel. Er-
kldre, warum dieses Spiel theoretisch unendlich lange dauern kann.

b) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spiel nach hochstens drei Durchgidngen endet.

Aufgabe 448
Ein System ist nach jeder Minute in einem der Zusténde Z1, Z,, Zs, Z4 040 O OO0
und Zs. Rechts befindet sich die zugehorige Ubergangsmatrix. 04 030 00
U=[01 02 05 0 0
a) Zeichne ein Prozessdiagramm. 01 02 0310
0 030201

b) Am Anfang ist das System in Zustand Z;.

Berechne die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Systemzustiande nach 1 Minute, 2 Minuten und
3 Minuten.

c) Bestimme eine Ubergangsmatrix fiir Beobachtungen in 2 Minuten-Abstanden.

48 |_ambacher Schweizer LK Mathematik NRW, 2017; S. 367
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Aufgabe 5 (Entwicklung einer Population)#’
0,8

Die jahrliche Entwicklung der Population einer Vogelart bestehend
aus Jung- (1) und Altvogeln (2) ist durch den folgenden Ubergangs-
graphen gegeben: 0

a) Gib zu dem Ubergangsgraphen eine Ubergangsmatrix U an. QO,G

b) Beschreibe anhand des Ubergangsgraphen, nach welchen Modellannahmen die Entwicklung
der Population dieser Vogelart ablauft.

Die Population besteht zu Beobachtungsbeginn aus 80 Jungvogeln und 110 Altvogeln.

c) Berechne den Bestandsvektor nach einem Jahr sowie den Bestandsvektor des Vorjahres.

d) Bestimme, wie viel Prozent der Jungvogel drei Jahre alt werden.

Um die Population konstant zu halten, soll der Ausgangsbestand an Altvogeln durch Toétung so
verandert werden, dass er sich innerhalb eines Jahres nicht mehr d&ndert. Die Anzahl an Jungvogeln

bleibt unverandert.

e) Untersuche, wie viele Altvogel getotet werden miissen, damit der Bestandsvektor von Jahr zu
Jahr unveridndert bleibt.

49 Fakultativ im LK
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Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 6 (Entwicklung der Wirtschaftssektoren)

Der franzosische Nationalokonom Jean Fourastié stellte 1949 eine Theorie zur wirtschaftlichen Ent-
wicklung von Entwicklungslandern auf. Danach sind in der vorindustriellen Gesellschaft die meis-
ten Erwerbstitigen im priméren Wirtschaftssektor I (Forst- und Landwirtschaft), in Folge der in-
dustriellen Revolution immer mehr Erwerbstétige im sekundédren Sektor II (Industrie und produ-
zierendes Gewerbe) und schliefslich in der postindustriellen Gesellschaft die meisten Erwerbstitigen
im tertidren Sektor III (Dienstleistungen) beschéftigt. Nach Fourastié bewirkt das wirtschaftliche
Wachstum eine Verlagerung des Schwerpunktes der Wirtschaft vom priméren tiber den sekundéren
zum tertidren Sektor.

Zwei Modelle F; und F; sollen nun den Entwicklungsprozess der Beschéftigungsanteile zwischen
den drei Wirtschaftssektoren iiber einen Zeitraum von 10 Jahre beschreiben. Die folgenden Tabel-
len 1 und 2 beschreiben diesen Prozess:

F1 von F> von
I II III I 1II 111
5 I 0,75 0 0 5 I 0,50 0,01 0,01
g 1I 0,10 0,90 0 & II 0,20 0,60 0,12
111 0,15 0,10 1 III 0,30 0,39 0,87
Tabelle 1: Modell F; Tabelle 2: Modell F»

Die folgende Tabelle 3 gibt die prozentualen Verteilungen der Beschiftigten auf die drei Wirt-
schaftssektoren in den USA fiir die Jahre 1980, 1990 und 2000 an:

Sektor Jahr 1980 1990 2000
I Landwirtschaft 0,04 0,03 0,02
II Industrie 0,30 0,27 0,24
I1II Dienstleistung 0,66 0,70 0,74

Tabelle 3: Prozentuale Verteilung der Beschiftigten auf die drei Sektoren

a) Gib die Ubergangsmatrizen F1 und F fiir die beiden Modelle an, und zeige, dass es sich in bei-
den Féllen um einen Austauschprozess handelt.

b) Stelle den Ubergangsgrafen dar.
c) Berechne F;* und F,?, und gib ihre Bedeutungen im Sachzusammenhang an.

Es sei vyqg¢ die prozentuale Verteilung der Erwerbstitigen auf die drei Wirtschaftssektoren im Jahr
1980 (vgl. Tabelle 3).

d) Ermittle fiir beide Modelle jeweils Vig9q und v;09 und entscheide, ob F; und/oder F, gute Mo-
delle fiir die wirtschaftliche Entwicklung in den USA im Zeitraum von 1980 bis 2000 sind.

0 00 0,02 0,02 0,02
EsgiltF180=<0 0 0)undF22°=(0,23 0,23 0,23).
1 1 1 0,75 0,75 0,75

e) Interpretiere die Matrizen F;®° und F,?° im obigen Sachzusammenhang und entscheide mit
Hilfe dieser beiden Matrizen, welches der beiden Modelle langfristig realistischer ist.
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f) Ermittle fiir das Modell F> mithilfe des Ansatzes F>- V =V eine stationédre Verteilung vV und erklire
die Bedeutung der stationdren Verteilung im Sachzusammenhang.

Die Rohstoffreserven werden immer knapper. Okologische Probleme zwingen die Politik zum Han-
deln. Der tkologische Landbau soll gestdrkt werden. Der prozentuale Anteil der Beschéftigten im
Industriesektor II sinkt immer weiter. Wegen politischer Vorgaben lautet die Ubergangsmatrix Fs
zwischen den drei Wirtschaftssektoren ab dem Jahr 2000 (F5 beschreibt wie F; und F> den Austausch-
prozess iiber einen Zeitraum von zehn Jahren):

1 010 O
Fs; = (0 0,50 O).
0 040 1

g) Bestimme die Verteilung der Beschiftigten auf die einzelnen Sektoren unter diesen Vorausset-
zungen im Jahr 2020.

[Hinweis: Verwende fiir die Startverteilung die Werte des Jahres 2000 aus Tabelle 3.]

1 020 O
Es gilt: lim F3" = (O 0 0)

= 0 080 1

h) Beschreibe, wie sich unter diesen Voraussetzungen die relative Verteilung der einzelnen Wirt-
schaftssektoren langfristig entwickelt.

Zahlreiche Lobbyisten des Industriesektors tiben Druck auf die Politik aus. Sie wollen ein Ausster-
ben des Industriesektors verhindern. Es wird vertraglich vereinbart, dass ab dem Jahr 2040 durch
gezielte Fordermafinahmen des Industriesektors fiir zehn Jahre eine Verteilung hin zum Industrie-
sektor stattfindet. Anschliefiend verlaufen die Vorgaben wieder nach dem Modell Fs. Folgende Kor-
rekturmatrix K wird vereinbart:

060 0 O
K= (0,40 1 0,4-0)
0 0 060

i) Ermittle unter Beriicksichtigung der Matrizen F; und K sowie der prozentualen Verteilung v,¢9
einen Term fiir den Vektor v,4s50, der die prozentuale Verteilung der Beschéftigten im Jahr 2050
beschreibt.

[Hinweis: Hier muss nicht gerechnet werden.]

j) Beurteile, ob das Ergebnis fiir v,q50 beeinflusst wiirde, wenn die gleiche Korrektur 20 Jahre
frither erfolgte.

Aufgabe 7 (Absorptionswahrscheinlichkeit und mittlere Wartezeit)5°

a) Bestimme mithilfe der Grenzmatrix und mithilfe eines LGS @® 04 @rD
fur den in der rechts befindlichen Abbildung dargestellten ’ 05 05
Prozess die Wahrscheinlichkeiten, von den inneren Zustan- \ /
den aus die absorbierende Zustanden zu erreichen. 04 /(@

b) Ermittle die mittleren Wartezeite fiir den obigen Prozess.

50 Fakultativ im LK
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Aufgabe 8 (Materialverflechtung)5!

In einem Unternehmen werden aus den Rohstoffen A, B, C, D in der ersten Produktionsstufe die
Zwischenprodukte X, Y, Z hergestellt, die wiederum in einer zweiten Produktionsstufe zu den End-
produkten P und Q weiterverarbeitet werden, so wie es die nachfolgende Abbildung wiedergibt.
Die Zahlen neben den Pfeilen geben an, wie viele Mengeneinheiten (ME) eines Stoffes fiir die Pro-
duktion benotigt werden.

a) Gib die Bedarfsmatrizen Brz und Bze der beiden Produktionsstufen an.

b) Bestimme die Bedarfsmatrix C = Bre der Gesamtproduktion und gib die Bedeutung des Eintrages
c32 der Matrix C an.

Eine Firma liefert die Rohstoffe fiir einen Auftrag von 30 ME des Endproduktes P und 50 ME des

Endproduktes Q. Die Rohstoffpreise pro ME betragen 0,25 Geldeinheiten (GE) fiir A, 2 GE fiir B, 16
GE fiir C und 3 GE fiir D.

c) Bestimme den Rohstoffbedarf und die Rohstoffkosten des Auftrages. (6P)

Im Lager befinden sich 70 ME des Zwischenproduktes X, 60 ME von Y und 160 ME von Z.

d) Untersuche, wie viele ME der Endprodukte P und Q hergestellt werden konnen.

51 Fakultativ im LK
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4.6 Losungen

4.1 Was ist eine Matrix und wie rechnet man damit?

Aufgabe 1
a) A: 3x4-Matrix; b: 5x2-Matrix; C: 3x3-Matrix

b) a3z = O; az4 = 0; b52 = 1; bzz = 4,' Cxn = 1,' C33 =-2.

Aufgabe 2
100 g_ol_i_g 123 4 5
a) (0 1 0) b, 1 o _1 c)(Z 4 6 8 10)
0 0 1 3 2 1 0 3 6 9 12 15
Aufgabe 3
5 -1 0 1 -3 2 6 3 =3
a)A+B=(O 4 3> b)A—B=(0 -2 1) C)3-B=<O 9 3)
3 =2 0 1 2 =2 3 -6 3
-03 02 -01 0 -7 5
d)—0,1-B=< 0 -01 —0,2> e)2-A—3-B=<0 —7 1)
-0,2 0 0,1 1 6 =5
Aufgabe 4
-2 —6
3 -1
a)(l) b)<7> c)(s) d)(21>
-2 16
Aufgabe 5
5 —-14 1 -11 0 0
a)(zo _1) b)<—2 8 —4) c)( 6 1 —8) d) (99)
-1 4
4 -18 11 0 0 -—-11
Aufgabe 6
a) Sorte | Sorte 11 Sorte III Sorte IV
A 10 5 0 3
B 6 15 10 1
C 0 0 20 10
10 5 0 3 ig 795
b)(6 15 10 1)- o =(1545).
0 0 20 10 90 2100

Kunde A zahlt 795 €, Kunde B 1545 € und Kunde C 2100 €.
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4.2 Materialverflechtung

Aufgabe 2
a)
Jan Feb Mirz
X 5 9 4
X Y 3 7 11
R 4 0 20 36 16
S 2 5 25 53 63
T 1 3 14 30 37

20 36 16
b)(5 2 4): (25 53 63) = (206 406 354)
14 30 37

Im Februar wird mit 406 € am meisten Geld ausgegeben.

Aufgabe 3

E1 E; E;

Z3 2 2 1

Z 5 0 2

Z1 Zy Zs 3 7 3
Ri|a|Db| c| 2atbb+3c | 2a+7c | a+2b+3c
R, | 8|13 30 37 19
Ry | 2|52 11 18 18

Ein Vergleich mit der dritten Bedarfsmatrix ergibt das folgende LGS:
2a+5b+3c=25

2a+7c =10

at2b+3c =11

Mit dem Gaufiverfahren oder dem GTR folgt: a=5,b=3,c=0.

Aufgabe 4
03 _
x| D
03 0,3 03 a 07 !
a) AGZ = 0,3 0,5 und AZD = (0 7 b) a
0,4 0,2 ! b D
2

3,3
3,7

der Bedarfsmatrix Azp = (8?7’ E) Es giltX=Azp 'y & (23) = (83 E) . (i) = (2(1) ::__ ig) Also

erhdlt man: 3,3 =0,9 + 4aund 3,7 =2,1 + 4b, also a = 0,6 und b = 0,4. Zur Herstellung von einer Tonne
Diinger 2 benétigt man 0,6 Tonnen Zwischenprodukt 1 und 0,4 Tonnen Zwischenprodukt 2.

0,3 0,3 03 06 0,3 0,3
¢)Agp = Agz " Agp = <0,3 0,5> . ( ) ) ) = (0,44 0,38)

04 02 0.7 04 0,26 0,32

b) Der Inputvektor lautet X = ( ), der Outputvektor y = (i) Gesucht sind die Parameter a und b
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4.6 Losungen

03 03\ . 2,1
%=Agp V= (0,44 0,38) - 4) = <2,84)

0,26 0,32 2,06

Fiir 3 Tonnen des Diingers 1 und 4 Tonnen des Diingers 2 werden 2,1 Tonnen von Grundstoff 1,
2,84 Tonnen von Grundstoff 2 und 2,06 Tonnen von Grundstoff 3 benétigt.

0,3 0,3

d) Fiir den transponierten Kostenvektor gilt: (100 150 200) - (0,44 0,38) = (148 151).Die
0,26 0,32

Kosten fiir 1 t D1 sind 148 € und fiir 1 t D, 151 €. Die Gesamtkosten fiir 3 t D1 und 4 t D; erhilt man

durch folgende Matrizenmultiplikation (148 151) - (Z) = (1048). Sie betragen 1048 €.

e) Ansatz:
03 03

x vy 200)-(0,44 0,38)=(152 152) & (0,3x + 0,44y + 52 0,3x+ 0,38y + 64) = (152 152)
0,26 0,32

Man erhilt das LGS fiir x und y:

0,3x+ 0,44y +52=152 03 0,44 | 100 _ 0,3 0,44 | 100 o 1 2

15

03x+0,38y+64=152703 03818 T 0 006 12 T ]

3332 X\ _ (40
55 () (J0)
Eine Tonne des ersten Grundstoffes kostet 40 €, eine Tonne des zweiten Grundstoffes 200 €.
45 0,3 0,3 . 0,3z, + 0,3z,
f) (55) = <0,3 0,5> . (21) = <0,321 + 0,522> ergibt des LGS mit den Unbekannten zi, z> und g3:
g3 04 0,2 2 0,4z, + 0,2z,
0,321 + 0,322 = 45
0,321 + O,SZZ = 55

0,4z, +0,2z, = g

Die ersten beiden Gleichungen liefern mit dem GTR die Losungen z> = 50, z1 = 100 und damit durch
Einsetzen in die dritte Gleichung gs = 50. Die 100 t Z; und 50 t Z> konnen restlos aufgebraucht werden
durch 45 t Gy, 55 t G, und 50 t Gs.
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4.3 Stochastische Prozesse

Aufgabe 1

a) Fur die Anzahl der Teilchen in Hélfte A und Haélfte B nach einer Zeiteinheit sowie nach zwei und
drei Zeiteinheit gilt:

x1 =0,9-3000+0,2-9000 = 4500 und y; = 0,1-3000+ 0,8-9000 = 7500

X, =0,9-4500+ 0,2-7500 = 5550 und y, = 0,1-4500 + 0,8+ 7500 = 6450

x3 =0,9-555040,2-6450 = 6285 und y; = 0,1-5550 + 0,8 6450 = 5715

b) Die Prozessmatrix U erhélt man durch folgende Tabelle:

von
~ A | B
nac
09 02
A 09 | 02 A'SO'U—(0,1 0,8)
B 01 | 08

97 =05 = (571 05) (5000) = (50007 = V-7 = (Gas0) % = V-7 = (5772)

v, =U-vz=U-U-v;=U-U-U-%;=U-U-U-U-Vg=U* Vg V;0=U-v5 v, =U"-7

e) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xi | 3000 | 4500 | 5550 | 6285 | 6799,5 | =7160 | = 7412 | =~7588 | =7712 | =~7798 | ~ 7859
yi | 9000 | 7500 | 6450 | 5715 | 5200,5 | ~4840 | ~4588 | ~4412 | ~4288 | ~4202 | ~4141

12000

9000 1o .

FT00]0 ) S ....................... \

3000 8000 12000 _D;

f) Ein Zustand V = (;) andert sich genau dann nicht mehr, wenn gilt: U-V = V. Offenbar gilt:

(61 08)" (io00) = (Goo0)
gU-v=ve (g? gé) . (;) = C) beschreibt das folgende lineare Gleichungssystem:
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(1)09x+ 0,2y =x o (1)-01x+02y=0
(2)0,1x+08y=y “(2)+01x—02y =0

h) Man erhilt als Losung: x = 2y, also den Losungsvektor v =y - (i) Nun interessiert uns die Lo-

sung mit x + y = 12000, da sich insgesamt 12000 Teilchen im Kasten befinden. Setzt man x = 2y in
die Zusatzbedingung ein erhélt man 3y = 12000, also: y = 4000.

i) Die stabile Verteilung dndert sich nicht, da die obigen Rechnungen unabhingig von der Startver-

teilung sind.
Gegeben ist folgendes Prozessdiagramm eines stochastischen Prozesses:

Aufgabe 2

0,4 0,5
a) Ubergangsgraf: @@ :@ :@D 0.4
0,5 0,6

06 05 0
U=<0,4 0 0,6)

0 05 04

b)
3 1 1 11 3 1 11 29
s 2 0\ /3 % s 0z 0\ /% 7
= oo — | 2 3 1| — 1 o — oo — | 2 3 1 _ 49
vi=U-vg=(2 0 £ i]l=|3i|undv,=U-vy=|2 0 2 1=l
1 2 1 3 1 2 3 43
0 3 2 3 10 0 3 2 10 150

¢) Es sterben Menschen und scheiden aus dem System heraus. Menschen ziehen in andre Stadte und
fallen aus dem System heraus.

Aufgabe 3
a) Ubergangsgraf:
07 G Merkmal Q 08
0,2
0,7 0, 2
U= (O 3 0 8 Es handelt sich um einen Austauschprozess, da die Prozessmatrix U quadratisch

mit nicht negativen Eintrdgen ist, und die beiden Spaltensummen 1 sind. Bezogen auf die Anwen-
dungssituation bedeutet dies, dass insgesamt keine Insekten verloren gehen und alle Insekten ent-
weder Merkmal A oder Merkmal B haben.

osr-05- (0 3969 - (4 - - (8D -vw- G4

C) VlOO = UlOO " V—O) OdeI‘ V].OO = U " V99.

(@5 o) (e =09
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e) 0,4 - 10 Millionen = 4 Millionen Insekten haben langfristig Merkmal A, 0,6 - 10 Millionen = 6 Mil-
lionen Insekten besitzen auf Dauer Merkmal B.

fJU-v=ve (8:2 8:3) : (;) = C) beschreibt das folgende lineare Gleichungssystem:

(1)0,6x+ 0,3y =x o (1)—-04x+03y=0
(2)0,4x+0,7y =y ~(2)+0,4x—0,3y =0
0,75

1
100 % =1 ergédnzen. Setzt man x = 0,75y in die Zusatzbedingung ein erhilt man 1,75y =1, also: y

Man erhélt als Losung: x = 0,75y, also den Losungs-

vektorv =1y - ( ) Nun interessiert uns die Losung mit x + y =1, da beide Anteile x und y sich zu

ov =l - (G S -G8 0

V8 beschreibt den Austauschprozess iiber einen Zeitraum von 8 Generationen und entspricht in
etwa der Grenzmatrix, in der die beiden Spalten der stabilen Verteilung entsprechen.

Aufgabe 4

e

08 02 0,2
b) A= <O,1 0,6 O,1> 0,7
01 02 0,7

A ist quadratisch mit Spaltensumme 1 und nichtnegativen Eintrégen.
08 02 0,2 0,3 0,38 0,428

% =A% = <0,1 0,6 0,1> : <0,5> = (0,35) G =A% = <0,275>
01 02 07/ \0,2 0,27 0,297

1

d) Ansatz:x; =A-x_;©ox_,;=A1-Xx,=108

1

30

e) X9 = A0 *Xo

a a
f)A- <b> = <b> liefert ein homogenes LGS. Mit der Zusatzbedingung a + b + ¢ = 1 ergibt sich als
c c

a 0,5
stationdre Verteilung <b> = <0,2>. D. h., auf Dauer befinden sich 50 % der Fahrzeuge in Standort A,

o 0,3
20 % in Standort B und 30 % in Standort C. Mithilfe des TGR multipliziert man die Matrix A wie-
05 05 0,5
derholt mit sich selber. Es ergibt sich schon fiir A’® = G = (0,2 0,2 0,2).
03 03 03
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g) 60 Autos befinden sich langfristig in Standort A, 24 Autos in Standort B, 36 Autos in Standort C.

h) Der Eintrag b1 erhoht sich auf 0,85. Fuir die Summe der beiden anderen Eintrage bleibt noch 0,15
tibrig, da es sich um einen Austauschprozess handelt und keine Autos dazukommen. Die 0,15 wer-
den mit q und 0,15 - q fiir 0 <q < 0,15 auf bz; und bs; aufgeteilt: q + 0,15 - q = 0,15. Die zweite und
dritte Spalte von B entsprechen der zweiten und dritten Spalte von A.

0,85 0,2 0,2 40 a
i) Der Ansatz <0,15 —-q 06 0,1) . (40) = < b ) liefert g = 0,1 und a = 50 und b = 30.
q 0,2 0,7 40 40

0,85 0,2 0,2 40 a N
j) Ansatz: (0,15 -q 06 0,1) : <4o) = (b> & a=50,q= ?";_;,q = £36

40
q 02 07/ \40 c
Wegen 0<q<0,15gilt 0 < C;ié <015 < 0<c—36<6 < 36 <c<42. Die mogliche Zahl von Autos

am Standort C betrdgt maximal 42 und minimal 36 Autos. Daher gilt 34 < ¢ < 28. Im ,, maximalen”
Fall erhélt man a = 50, b = 28 und c = 42. q betrdgt dabei 0,15.

Aufgabe 5

a) Ein Spieler kann theoretisch unendlich lange in Zustand 1 bzw. Zustand 2 verbleiben und nie in
Zustand 3 gelangen.

02 0 O

b)U = (0,8 0,4 0) ist quadratisch, mit Spaltensumme 1 und nichtnegativen Eintrégen, also Mat-
0 06 1

rix eines stochastischen Prozesses. Die Summe der Pfeilwahrscheinlichkeiten, die von einem Zu-

stand abgehen betrégt 1.

1
¢) Man berechne mit dem GTR fiir v = <0), v; =U%:vy, vz = U3V und v;; = U - v und lese
0

die Wahrscheinlichkeiten im jeweiligen Zustandsverteilungsvektor ab.

0,04 0,008 0
v, =U2-v; = <0,48), V3 =U3-v5 = (0,224), Vig=UL. 75 ~ (0,0004)

0,48 0,768 0,9996
Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Level des Spiels konnen durch die drei

Komponenten abgelesen werden. Zum Beispiel betrdgt die Wahrscheinlichkeit nach drei Spielen
immer noch in Level 1 zu sein 0,8 %. Nach 10 Spielen in Level 2 zu sein hat eine Wahrscheinlichkeit
von 0,0004. Nach zwei Spielen betrédgt die Wahrscheinlichkeit, Level 3 erreicht zu haben, 48 %.

d) Die Komponenten des Vektors v, = U" - vy geben die Wahrscheinlichkeiten an, den Level 1, 2
bzw. 3 erreicht zu haben.

0,2 0,00032
e) In Ergédnzung zuc) v; = U+ v, = <0,8> und ve = U°-vg = (0,03968)
0 0,96

0 0O 0
f) U100 ~ (0 0 O) =GVvVv=G-vy = <O> eine stabile Verteilung des absorbierenden Prozesses.
1 1 1 1
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Aufgabe 6

a)

@01 1)

@)

Das Muster 010 kann also am Ende des unteren ,Astes” auftreten,
das Muster 101 am Ende des oberen.

0 0 0 0 0 00O
05 050 0 0500
05 0 05050 0O
b)u={0 05 0 0 0 0 0f.
0 0 050 0 00O
0 0 0 050 10
0 0 0 O 0501
1 0
0 0,5
0 0,5
c) Startverteilung vy =|0|; v;j=U-vg=|0 |[;
0 0
0 0 0
0,25 0 0
0,25
V;=U-v;={025
0,25
0
0
Aufgabe 7 03\
0,7 0,7
a 0,3 > 2 1
) C 0 o7t 3 :)
SN o
y I —
0,7 T
T / $ T ..............................
07 ’
/ F T |
\ o,/ 2 S
0,3 T
} T .............................
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b) P(Fertig nach 3 Wiirfen) = P(Fertig mit dem 3. Wurf) = P(T, T, T) = 0,73 = 34,3%

P(Fertig mit 4. Wurf) = P(T, T, T,T) = 0,3 - 0,73 = 10,29%

P(Fertig nach 3 oder 4 Wiirfen) = P(T, T,T,—) + P(T,T,T,T) = 0,73 -1+ 0,3: 0,73 = 0,4459
P(Fertig mit 5. Wurf) = P(T, T, T, T, T) + P(T, T, T,T,T) = 0,32- 0,73+ 0,7- 0,3+ 0,73 = 10,29%
P(Fertig nach 3,4 oder 5 Wiirfen) = P(Fertig nach 3 oder 4 Wiirfen) + P(Fertig mit dem 5. Wurf)
=0,4459 + 10,29% = 54,88%

03 03 03 0
(07 0 o o
IU=1"9 07 0 0
0 0 07 1

03 03 009 0 03 0153 0,09 0 00 0 0

guz=(02l 021 021 0 ;5 (021 021 0063 0) ne (0 0 0 0

049 0 0 0] 0,147 0,147 0,147 0] 0000

0 049 07 1 0343 049 0,7 1 111 1

Die Matrizen beschreiben den stochastischen Prozess bei einer Wurfdauer von 2, 3 und langfristig
von 100 Wiirfen.

e)

n 1 2 3 4 5 10
.3 03 03 0,3 0,1971 0,16623 0,053
Zusta;dsverteilun 0,7 0,21 0,21 0,21 0,13797 ~ | 0047
b Wit & 0 0,49 0,147 0,147 0,147 ~| 0041
nach n yvurten 0 0 0,343 0,4459 0,5488 0,859
f)
0,7 0,7 0,7 0,7
0,3C 0 > 1 > 2 3 |—> 4 > 5 Dl
O 'Y,
0,3 0,3 0,3 03
03 0 0 0 0 0
07 03 0 0 0 0
ve| 0 07 03 0 0 o0
0 0 07 03 0 0
\0 0 0 07 03 0 /
0 0 o o0 07 1
n 5 6 7 10
0,0024 0,0007 0,0002 0,0000
—_yn.3 /0,0284\ 0,0102 /0,0036\ /0,0001\
Zusta?ldsverteilung zl 0,1323 | ~ 0,0596 zl 0,0250 | z| 0,0014 |
Wit 0,3087 0,1852 0,0972 0,0090
nach n Wiirfen \0,3601/ \0,3241/ \0,2269/ \0,0367/
0,1681 0,4202 0,6471 0,9527

P(Fertig mit 5.Wurf) = P(T, T, T, T,T) = 0,7° ~ 16,81%

P(Fertig mit 6. Wurf) = P(Fertig nach 6 Wiirfen) — P(Fertig mit 5. Wurf) ~ 0,4202 — 0,1681 = 0,2521

P(Fertig mit 7. Wurf) = P(Fertig nach 7 Wiirfen) — P(Fertig nach 6 Wiirfen) = 0,2269
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Aufgabe 8

a) Es konnen fiinf Zustdnde vorliegen. Dies entspricht der Anzahl der méglichen Wappen (0, 1, 2, 3,
4). Von jedem Zustand gehen Pfeilwahrscheinlichkeiten ab, die addiert 1 ergeben. Je mehr Wappen
oben liegen, desto geringer wird die Wahrscheinlichkeit, eine weitere Miinze zum Wappen umzu-
drehen.

b) individuelle Losung
(o) [ o)

0 0
Qg =0 ]o |~ 0 |

0 0,375

0 0,625
d) Geht man von Zustand Z; aus, gewinnt man zu 37,5%, wahrend man mit einer Wahrscheinlich-
keit von 62,5% verliert.

0 0 0 0

1 0 0 0
e)g, =010 |=| 0 |undg;=U°-|1(|[=]| O

0 0,50 0 0,625

0 0,50 0 0,375

f) Um von Zustand Z; nach Z, zu gelangen, gibt es nur eine Moglichkeit. Man gelangt zunéchst mit
einer Wahrscheinlichkeit von 2 zu Z» und von dort mit der Wahrscheinlichkeit a> zu Zs. Daher gilt
fiir die Wahrscheinlichkeit von Z; aus zu gewinnen a; = Zaz. Um von Zustand Z; aus zu gewinnen,
gibt es zwei Moglichkeiten. Einerseits gelangt man mit einer Wahrscheinlichkeit von 2 zu Z; und
von dort mit einer Wahrscheinlichkeit von a; zu Zs. Andererseits gelangt man tiber Zs zu Z,. Insge-
samt gilt also fiir die Wahrscheinlichkeit von Z, zu Zs zu gelangen: a, = Ja; + 7a3. Um von Z3 nach
Z4 zu gelangen, gibt es zwei Wege: direkt nach Z, oder tiber Z nach Z,. Fiir die Wahrscheinlichkeit
von Zs aus zu gewinnen, gilt: a3 = 2a, + 3.

1 =3 0\ sapy (0 ar\ /0,375
g) Man kann das LGS umformenin: [ —3 1 -2 |- ( az) = <0> Mit dem GTR folgt ( az) = < 0,50 )

0o -2 1) \as/ \§ as/  \0,625

2

h) Die Absorptionswahrscheinlichkeiten sind die vierte Komponente in den stabilen Verteilungen
von Aufgabenteilen c) und e).

i)
M b= b, +a
@ by=1b, +1b,
B) by= 2b,
. . _5 1 3
mit der Losung b, =g, b,=3, by=3.
) Beispielsweise kommt Gleichung (1) - Mit Wahrscheinlichkeit 2 wird von Z, in einem

m, = % 1+ % -(1+m,) folgendermaRen zustande: Schritt Z, erreicht L‘md von dprt in durchschnitt-
lich m, Schritten ein absorbierender Zustand;

das bedeutet insgesamt durchschnittlich

%- (1+ m,) Schritte. Insgesamt ergibt sich damit

Gleichung (1).

- Mit Wahrscheinlichkeit % wird von Z, in einem
Schritt Z; erreicht; das bedeutet durchschnitt-
lich 7 -1 Schritte.
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k)  Beispielsweise ergibt sich (1) m; =1+3-m,
durch folgende Uberlegung direkt:
Man braucht jedenfalls einen Schritt (von Z, nach
Z, oder Z5) und wenn man bei Z, landet nochmals
m, Schritte; da das nur mit Wahrscheinlichkeit
passiert, werden bei der zweiten Mdglichkeit durch-
schnittlich % - m, Schritte bendtigt, insgesamt also
1+ % - m, Schritte.

1 —

: 0 my 1 my 7
1) Man kann das LGS umformenin: | —; 1 —3]- ( mz) = (1) Mit dem GTR folgt ( mz) = (8)
0o -2 1
4

m3 1 m3 7

Abituraufgabe

a) (1)

(2) Ausgehend vom Zustand Z; (d. h., 2 Ziffern des Codes sind bereits bekannt) kann Anna beim
nédchsten Zuschauen keine neue Ziffer (sie verbleibt in Z,), eine neue Ziffer (Wechsel zu Zs3) oder
zwei neue Ziffern (Wechsel zu Zj) erfahren. Alle weiteren Ubergéinge sind unméglich, d. h., sie tre-
ten mit einer Wahrscheinlichkeit von 0 ein. Daher stehen in der ersten, fiinften und letzten Zeile
der zweiten Spalte Nullen. Berechnung der anderen Ubergangswahrscheinlichkeiten in der zwei-
ten Spalte durch Betrachtung eines zweistufigen Baumdiagramms, ausgehend von bereits zwei be-
kannten Ziffern (B = bekannte Ziffer erscheint; B = nicht bekannte Ziffer erscheint):

/ \%
©
s/\s :/\:

Es ergeben sich folgende Ubergangswahrscheinlichkeiten:
P(Z, - Z,) =P(B,B) = =

P(Z, - Z3) = P(B,nB) + P(nB,B) = =
P(Z, »Z,) = P(nB,nB) = =

¢) (1) Mit dem GTR erhélt man v, = U% -V = (

O Cun ek ©

\.
)
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Dieser Vektor beschreibt die Zustandsverteilung nach zweifachen Zuschauen. Er entspricht der
zweiten Spalte von U.

6026
16875

. Daher betrigt die gesuchte Wahrscheinlichkeit ~ 35,71%.

0
1
()b =U3- \8) =| % |. Daher betrigt die gesuchte Wahrscheilrﬂichkei’c111—8285 ~ 16,71%.
0
0 k

@
n 5 10 15 16
0
/soizs\ / 0,000 \ / 0,000 \ / 0,000 \
o4 0,000 0,000 0,000
vo=Un-v | Py | ~ 1 0000 | ~| 0000 1 _| 0000 |
n 3375 0,002% 0,000 0,000
2824 k10,01%) k1,37%} k 0,000 )
5625 89,75% 98,63% 99,09%
16875

Nach 16 Aufrufen kann sie zu 99% sicher sein, dass sie die Kombination kennt.

¢) (1) Wenn ein Diagonalelement in der k-ten Spalte und Zeile den Wert 1 besitzt, bedeutet dies, dass
der Prozess mit Sicherheit (Wahrscheinlichkeit = 1) in diesem Zustand Zx verbleibt, wenn dieser
einmal erreicht ist.

0,186 0,543
(2) g7 = A190.v] ~ ( 0 ) und g, = A190.v; ~ ( 0 ) zeigt, dass die stabile Verteilung von der
0,814 0,457

Startverteilung abhdngt.

1 0286 0 1 0286 0 a a+ 0,286b
(3) Es gilt A1%0 ~ <0 0 0>. Dann erhilt man g ~ (O 0 0) - <b> = ( 0 )

0 0714 1 0 0714 1 C 0,714b +c

(4) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf lange Sicht ist bei dem durch A beschriebenen Prozess
abhingig von der Startverteilung, es ergibt sich keine eindeutige Grenzverteilung, sondern eine Ver-
teilung in Abhdngigkeit von a, b und c. Damit kann es nicht fiir jeden stochastischen Prozess eine
sich stabilisierende Wahrscheinlichkeitsverteilung geben, die unabhingig von der Startverteilung
ist.
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4.4 Mehrstufige Prozesse und Populationsmatrizen

Aufgabe 1
U= (025 y

P 4
0,25

)57 = U3 = (g5 )" (50) = ('5) und 52 =05 = (g5 o) (5) = (30)

Alle zwei Jahr stellt sich die Ausgangspopulation ein. Daher muss der Stall fiir 85 Tiere ausgerichtet
sein.

95 =55 (0 9)-()= () wna pi-u-5i= (0 8)-()= () =)

Wenn ab =1 ist, reproduziert sich der Bestand alle zwei Jahre. Gilt ab > 1 vermehrt sich der Be-
stand. Fiir ab <1 stirbt der Bestand aus.

dv= (0,35 0?1)'

: 9
- < > 0,1
Neuer Graf ist: 0.25

e) Nach einem Jahr tiberleben 25 % = 0,25, nach zwei Jahren 0,25-0,1, nach drei Jahren 0,25-0,12 und
nach vier Jahren 0,25-0,13 = 0,00025 = 0,025 % der Kélber.

05 =¥ 7= (o o) (G8) = () st mi=0-mi= (o o))~ G

Po=V:pie (0,35 04,11) (1)=Go) = () =(5)

g) Langfristig nimmt der Bestand zu, da die sich die Gesamtzahl alle zwei Jahre vergrofiert.

Aufgabe 2

a) Ansatz (og s o) (3) = (§) tiefert die Bedingung x - 4y = 0. Falls x + y = 200 gilt, folgt x = 160

und y = 40.

b) Ansatz: (0. )+ (}) = (}) liefert das LGS mit (1) - x + 4y = 0 und (II) 0,25x - 0,9y = 0. Dieses
0,25 01/ \y/) "y y / Y=

LGS hat offenbar nur die im Sachzusammenhang unsinnige Losung x = 0 und y = 0.

) b1 = (0,%5 0?1) ' (;8) - (;) = (758)

d) Ansatz: (Og c 041) - (;) - (%) = (;(,) ergibt das LGS mit (I) - x + 4y = 2 und (II) 0,25x - 0,9y = 2.
Dieses LGS hat die eindeutige Losung x = 98 und y = 25. Die stabile Verteilung des Prozesses be-

trigt P = (gg)
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Aufgabe 3
0 0 20
a) U= <0,25 0 0 )
0 02 O

20

0.25 ° 0.2

360 120 80
b)pr=U-po=|20 |;p2=U-p;=(90 |;pz=U-p,=(30]=po

6 4 18

0 4 0 1 0 O
AU?=| 0 0 5);U3=|0 1 0] Esgilt:p, =U?-pyundpz =U3-py =Py
005 0 O 0 0 1

Aufgabe 4

0 0 v
a)U=<a 0 0)
0 b 0

0 4 0 abv 0 0
b)u?=| 0 0 5);U3=( 0 abv 0 |
005 0 O 0 0 abv

Fiir a-b-v =1 reproduziert sich die Ausgangspopulation, fiir a-b-v <1 stirbt die Population lang-
fristig aus, fur a-b-v > 1 wichst die Population unbegrenzt.

0 1 4
oT-= <0,5 0 0 >
0 025 02

Jedes zweite Tier der ersten Altersstufe tiberlebt das erste Jahr, jedes vierte Tier der zweiten Alters-
stufe tiberlebt das zweite Jahr. In Altersstufe 3 tiberlebt jedes fiinfte Tier ein weiteres Jahr. Jedes Tier
der Altersstufe 2 bekommt ein Junges, jedes Tier der Altersstufe 3 bekommt vier Junge.

d) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Jungtier fiinf Jahre tiberlebt, betragt 0,5 - 0,25-0,2=0,1 %, d. h.,
nur jedes 1000. Jungtier tiberlebt mindestens fiinf Jahre.
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4.5 Kontrollaufgaben

Ohne GTR
Aufgabe 1
o A (3x3) B (1x3) C (3x1)
35 75 26 71
A (3x3) (3,8 11,2 —1,1) nicht definiert ( 11 >
5 -6 257 491
B (1x3) (111 -68 498,5) nicht definiert (10101)
1 10 100
C (3x1) nicht definiert < 10 100 1000 > nicht definiert
100 1000 10000

Die nicht definierten Produkte entstehen, da die Spaltenzahl der ersten Matrix mit der Zeilenzahl
der zweiten Matrix nicht iibereinstimmt.

Aufgabe 2

o a b . X1 _ a'X1+b'X2 )
a) S X_(1—a 1—b) (Xz)_((l—a)-x1+(1—b)-xz
arx;+b'x,+(1—-a)x;+(1—-b)'xp,=a'x;+b"x,+x; —ax; +X, —b X, =X; + X,

o_(a 05°_,a 05 (a 05 _(a?-05+05 05a+025)_/1 0
b) M* = (1 —a 0,5) - (1 —a 0,5) (1 —a 0,5) - (_32 +05a+05 —0,5a+ 0,75) - (0 1)
©a’?—-05a+05=1A05a+025=0A—-a%+0,5a+05=0A-0,5a+0,75=1
©a’—-05a—05=0Aa=—-05A—-a*+05a+05=0Aa=-0,5

a = —0,5 impliziert einen Widerspruch zur Annahme, dass0<a<1.

Aufgabe 3

a) Theoretisch ware es moglich, dass der Spieler unendlich oft die ,,0” dreht und damit seinen Punk-
testand nicht verandert. Im Ubergangsgraph ist dies an den Pfeilen zum selben Zustand erkennbar.

0.5 0.5
1 2

0,5

05C 0

b) Dreht der Spieler ,0 -1 -1” oder ,1 -0 - 1” betragt die dazugehorige Wahrscheinlichkeit jeweils

~-2-2 =2 Endet das Spiel schon nach zwei Drehungen (der Spieler dreht ,1 - 1“), liegt die Wahr-

2 2 2 8
scheinlichkeit hierfiir bei > - 2 = 3. Berticksichtigt man diese drei Ereignisse, betragt die Wahrschein-

lichkeit fiir ein Spielende nach héchstens drei Drehungen 2 +2+2 =",

05 0 O0\° /1 0,125
Alternative Losung tiber Matrizenrechnung;: <0,5 0,5 0) . (O) = <0,375>.
0 05 1 0 0,5
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Aufgabe 4

a) Prozessdiagramm:

b) Wahrscheinlichkeitsverteilung der Systemzustéande:

wstandze | 7 [ [z | 2| %
veamStart 1 | 0 | 0 | 0 | 0

venachimin 04 | 04 | 01 | 01 | 0
vinach 2min | 0,16 | 028 | 017 | 0,25 | 0,14
vi nach 3min 0,064 | 0,148 | 0,157 | 0,373 | 0,258

¢) Ubergangsmatrix fiir zwei Minuten:

016 0 0 O
028009 0 0
Uu-u=|017 016 0,25 0
0,25 0,32 0,45 1
014 043 03 0

OO0 OCOo

Aufgabe 5

a) U= (o(,)s 8:2)

b) Die jahrliche Uberlebensrate der Jungvogel betrégt 50 %.
Die jahrliche Geburtenrate betragt 80 %, d. h. Jeder Altvogel bekommt 0,8 Junge.
Die jahrliche Uberlebensrate der Altvigel betrdgt 60 %.

‘) (0(,)5 812) ' (18100) = (18086); (0(,)5 g:g) ' (;) - (18100) = (i) - (188)
dyp=05-06-06=018=18%

0 0,8y [80\ (80 _ _ ) . . .
e) (0’5 0,6) (y ) = (y ) = 0,8y = 80 = y = 100; Es miissen zehn Altvogel getotet werden.
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Mit GTR

Aufgabe 6

0,75 0 0 0,50 0,01 0,01

a) F; = <O,10 0,90 0) und F, = (0,20 0,60 0,12). Es handelt sich in beiden Fillen um Aus-
0,15 0,10 1 0,30 0,39 0,87

tauschprozesse, da beide Matrizen quadratisch sind, nicht negative Eintrdge und Spaltensumme 1

haben.

b) klar
0,5625 0 0 0,255 0,0149 0,0149

) F12 = < 0,165 0,81 0) und F22 = (0,256 0,4088 0,1784). Diese beiden Matrizen beschrei-
0,2725 0,19 1 0,489 0,5763 10,8067

ben jeweils den Austauschprozess zwischen den Wirtschaftssektoren tiiber einen Zeitraum von 20
Jahren.

075 0 0\ /0,04 0,03 0,03 0,0225
d) Modell Fy: Vg9 = <0,10 0,90 0) : <o,30> = <0,274),- V2000 = Fy - <0,274) = (0,2496)
0,15 0,10 1/ \0,66 0,696 0,696 0,7279
0,50 0,01 0,01\ /0,04 0,0296 0,0296 0,024504
Modell Fx: Vig90 = (o,zo 0,60 0,12) : <0,30) = (0,2672); V2000 = Fy - (0,2672) = (0,250624)
0,30 0,39 087/ \0,66 0,7032 0,7032 0,724872

Fiir die ersten zehn Jahre scheinen beide Modelle die Realitdt gut abzubilden, fiir die zweite De-
kade weicht Modell 2 gerade fiir den Sektor I starker vom tatsdchlichen Wert ab als Modell 1.

e) F, %% beschreibt den Austauschprozess der Sektoren unter Modell 1 iiber einen Zeitraum von 800
Jahren. Langfristig sterben nach diesem Modell also die ersten beiden Sektoren aus. F,?° beschreibt
die Entwicklung tiber einen Zeitraum von 200 Jahren nach dem zweiten Modell. Hier werden lang-
fristig 75 % Beschiftigte im Sektor III, 23 % in Sektor II und 2 % in Sektor I arbeiten. Realistischer
schein das zweite Modell zu sein, da alle Sektoren weiter bestehen bleiben.

0,50 0,01 0,01 X X —0,50 0,01 0,01 X 0

f) <0,20 0,60 0,12> : (y) = (y) =4 < 0,20 -0,40 0,12 ) (y) = (0) Mit der zusétzlichen
0,30 0,39 087/ ‘z z 030 039 -013/ \z 0

Bedingung x + y + z = 1 erhdlt man mit dem TR (wé&hle zwei Gleichung des homogenen LGS sowie

% ~ 0,23 und z =£ =~ 0,75. Die stationdre
Verteilung beschreibt eine Verteilung, die sich langfristig einstellt und sich unter dem Austausch-

prozess nicht mehr dndert.

1 0,10 0\* /0,02 1 0,15 0\ /0,02 0,056
g)v—’2020=F32-v—’2020=<0 0,50 0> -(0,24):(0 0,25 0)-(0,24)=<0,06>
0 040 1 0,74 0 060 1/ \0,74 0,884

die Zusatzbedingung) die Losungen x = % ~0,02,y=

1 020 0\ x X + 0,20y

h) <0 0 0) . <y> = < 0 ) Langfristig wiirde unter dem dritten Modell der Industriesek-
0 080 1/ \z 0,80y +z

tor aussterben.

)y —> —_ 4
i) V2050 = K+ V040 = K- F3 * V2000
j) Das Ergebnis wiirde beeinflusst werden, da K und F;* nicht kommutativ (vertauschbar sind).

Denn fur Gleichheit miisste gelten: K " F34 " V2000 = K " F32 " F32 " VZOOO = F32 " K " F32 " Vzooo.
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060 0 O 1 015 0 0,60 009 O
K-F3% = <0,40 1 0,40) : <0 0,25 0) (0 40 055 0 40)
0 0 060 0 060 1 0,36 0,60

1 015 0 060 0 O 0,66 0,15 0,06
¢F32-K=<O 0,25 0)-(0,40 1 0,40)=(0,10 0,25 0,10)

0 060 1 0 0 060 0,24 0,60 0,84
Aufgabe 7
, B
0.1 0.4 0 0 Q] 0 oll 17 " "0” T "0 o
0 0.4 0.5 0 0O 0 0 0 00
0.5 0 0 00 0 (> < 0 0 0
0.4 0 0.510 0.8863636364 0.5909 09 0.7954545455 1 0
0 0.02 0 01 0 D0.1136363636 0.4090 51 0.2045454545 0 1
MAT/VCT logab] Abs |d/dox [d2/dxc2 ISR JERMAT/VCT logab| Abs |d/dx|d2/dc2INEEEIEMENAT/VCT logab | Abs |d/dx [d2/doc2(IES
B B E]
.4 0 0 0] 11 4 0 0 071999 7y .4 0 0 0] 10
.4 0.5 00 0 .4 0.5 0 0 1 .4 0.5 0 0 0
=) 0 00 x| 0 O 0 00 x| 0 ) 0 00 x| 1
0 0.5 10 0 0 0.5 10 0 0 0.510 0
.20[0100] .20[01 o] .20[01001
0
[2%2[3%3 [ mxnJ 2x1 [ 3x1 [N 22 [3x3 [ mxn/ 2x1 [ 3x1 [ 232 [3x3 | mxn ] 2x1 | 3x1 [N
B e B E]
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0.8863636364 0.5909090909 0.7954545455
. 0.11363636386 . 0.4090909091 . 0.2045454545
[2x2 [3x3 [ mxnJ 2x1 [ 3x]1 [N 2x2 [ 3x3 [ mxnJ 2x1 [ 3x1 [N 2X2 [3X3 | nxn ] 2X]1 | 3X1 =N

a Uber beide Wege erhélt man: Fiir die Wahr- b Fiir die mittleren Wartezeiten m,, m,, m, (Fig. 1)
scheinlichkeiten a,, a,, a;, von den Zustdnden Z,,Z,  dafir, von den Zustanden Z,, Z, bzw. Z, einen absor-
bzw. Z, ,irgendwann” Zq zu erreichen, erg|bt sich: bierenden Zustand zu erreichen, ergibt sich das LGS
a, = 20,8864, a, =2 ~05909, a, =2 = 0,7955. (M my=1+01m, +0,5m,

Fiir die Wahrscheinlichkeiten by, b,, ba, vondenZu-  (2) my=1+04m, +04m,
sténden Z,, Z, bzw Z3 ,,|rgendwann Z; zu erreichen, (3 my=1 + 0 5 m,
erglbt sich: by =3 = 01136, b, =5; = 0,4091, mit der Losung: m, = 1 = 2,61, a, = 5 = 3,41,
bs = E"02045 as -~"270
LGS fiir Absorption in Z:
(1) a, =01a, +05a;+0,4
(2) a,=04a,+04a,
(3) a;=05a, +0,5
LGS fiir Absorption in Zs:
(1 b, =01b, +0,5b;
(2) b,=04b,+0,4b, +0,2
(3) by= +0,5b,
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Aufgabe 8
7 0 0
3 2
_[4 0 O —
a)Bpz=|, ;| ,|undBzp={(4 1
0 3 5 0 8
7 0 0 3 2 21 14
b) Ansatz: C = Bpz * Bzg = g (1) 2 '(4 1>= i(z) 387
03 5/ 08 \12 43

Bedeutung von 37: Fiir 1 ME Q benotigt man 37 ME C.

21 14 1330
oo o (12 8 (30y_{[ 760
¢) Ansatz:X=C-y ©X = 10 37 (50)— 2150
12 43 2510
1330
AnsatzzK=KT-C-§=kT -2 (025 2 16 3)- équ = 43782,50 GE
2510

3 2 70
cDAmaz<4‘Q-G)=<60>¢xm+2q=7a4p+q=6a&r=m0®p=1aq=2&
0 8 160
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Lektion 5: Abstinde und Winkel im Raum




5.1 Noch fit? - Lange eines Vektors, Einheitsvektor und Liangenabtragen

Lektion 5: Abstinde und Winkel im Raum

5.1 Noch fit? - Linge eines Vektors, Einheitsvektor und Lingenabtragen

a4
Die Linge eines Vektors a = (512) ist: a = |a| = \/a;2 + a,2 + a3
as
6
Beispiel: 3= -2 |=>a=,62+(-2)2+32=+/36+4+9=149=7
3

Will man nun den Vektor bestimmen, der die gleiche Richtung und Orientierung wie der Vektor @
hat und die Lange 1 besitzt, dividiert man @ durch seine Lénge a und erhilt den sogenannten

. . . . a_ 1
Einheitsvektor in Richtung a: a° = —=--a

a

6
Beispiel: @ = (—2) =30 =
3

o | o
Il
R
|
w Lo
\_/

Entfernung zweier Punkte A (ai/as/as) und B (bi/by/bs) bzw. Linge einer Strecke AB:
E = |A—B)| = \/(bl - al)z + (bz - az)z + (b3—a3)2.

4
Beispiel: A(-4/1/3) und B(0/-2/3): AB=B—A = (-3) =>AB=+v16+9=5
0

Streckenabtragen: Mit den Einheitsvektoren konnen wir Raum zum Beispiel Strecken bekannter
Léangen in vorgegebene Richtungen abtragen.

Beispiel: Wir berechnen den Endpunkt Z einer Wanderung im Raum. Wir starten bei S (1/-2/-2),

7
o gehen zuerst 27 Einheiten in Richtung i = <4) (u=+vV724+4%2442=09),
4
-11
¢ anschliefend 15 Einheiten in Richtung v = (—10) (v=+/(-11)2 + (—10)2 + 22 = 25)
2
1
e und zuletzt 18 Einheiten in Richtung w = <—4) (w =412 + (—4)2 + (-8)2 = 9).
-8

Es folgt fiir den Endpunkt Z:

A (7 (-1 ! 13
Z= (-2) +27 -5<4> +15 -2_5(100> + 18-§<— 4 ) = (_8> = 7(13/-8/—4)
-2 4 2 -8/ \-4

Berechne die Lange von

[ ) o el o) 0B

18 @ Lz @ ghs @ 9% (@ e @ er (e

Aufgabe 1: Linge eines Vektors
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5.1 Noch fit? - Linge eines Vektors, Einheitsvektor und Lingenabtragen [k

Berechne den Umfang des Diroiecks ABC:

a) AGl3|-4),Bizlelzy, cizlola

b All-6]-6),Bizl2]-2), Ciol -2l

¢) Aglalm,Bi-6l3l9), Ciol-6| -6}, Unkreisradius 7

Aufgabe 2: Umfang eines Dreiecks

FIIM =] =} enpres@nquer] ' pITf Ee 8 £ E = Y 0Y0E
HEhE = afupquanues Boaeey o =10 EY fR0a]

sspa=sspos - [&] + |57
37 ]

[z:—‘ll [1! ]l
QE=FT+GHL =8|+ T ||+
¥ o=

[E]’-m-m-mr-n o
g

Y
g

+

VE=R+GeE E =m+_ﬂg+ﬂ=ﬂ q

=¥0+og + @V = (@

Durch A(4|-513) und B(6|-3|2) geht die Gerade g.
Bestimme die Punkte auf g,
a) die von A die Entfernung 9 haben b) die von B die Entfernung 9 haben.

Aufgabe 3: Entfernung von Geradenpunkten

I—
ig|6=1ofh  (-|e|E'h [E]H
WIt=1a=rd (0]1]00d [EJ

t
U W20 Y A E=l L] [Is-]- A Sy ens Bunispiy
1

Berechne alle Achsenpunkte, die von A(4|1|7) und B(-8|-7| 1) gleich weit
entfernt sind.

Aufgabe 4: Achsenpunkte mit gleicher Entfernung von zwei Punkten

i¥=|0|omH sl [ AL JSEF MO S GFH I = A4 [+ 0]
¢ HE = HY “u0 = WY Henduipag Mesyng-Tx e )0 | 04

o) g=| ol g-:h-t—:[tmq-b"rlb+1rglﬁ1ri';-lb; Lol
= by " by = by Hunduipeg Jangay-x joe (g | b ods

LIERY s-ede[+gr+tasdal+ dogre+pr+dg=4

edfl = dV *dE = AV Bunuipeg Sey-ix o] o| 4

B

Aufgabe 5: Rationale Linge

a

Zeige, dass fuir rationales a der Vektor ( a+1 ) eine rationale Lange hat.
a-(a+1)

21 tui._u:nl-T+'n31-EBE+"Bg+'!:!|:'[ L L R P

[
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5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene

5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene

Nun interessiert uns eine Bedingung, an der man erkennen kann, ob zwei
Vektoren orthogonal zueinanderstehen. Dafiir betrachten wir ein rechtwink-
liges Dreieck (vgl. Abb. rechts). Schreibt man die dazugehorigen Vektoren in
Koordinatenschreibweise, erhalt man: B

a by by —ay
5 = <a2>, b = <b2> und b — 5 = <b2 — az). .
a3 bs b; —aj 5

a) Begriinde die folgenden Umformungsschritte und notiere den Beweis mit Ansatz und Skizze
in Deinem Heft.

Aufgabe 1: Wann sind zwei Vektoren senkrecht zueinander?

St
|
2l

L2 2
Der Satz des Pythagoras ist erfiillt < |d|? + |b| = |b—a]

& a2+ a2 +az2 +by% + b2 +b3% = (by —ag)% + (b, — ay)2 + (b3 — a3)?
. T o2 2 2 2 2 2 2
Ferner gllt: |b — a| = aq + d» + a3 + bl + bz + b3 - 2(a1b1 + azbz + a3b3)

Daher gilt: Der Satz des Pythagoras ist erfiillt & a,b, + a;b, + azgbz = 0.

Satz und Definition:

Zwei Vektoren 3 und b liegen orthogonal zueinander genau dann, wenn die folgende Bedingung
erfillt ist: a;b; + a,b, + azb; = 0. Das Produkt a;b; + a,b, + azb; nennt man Skalarprodukt

der Vektoren a und b und wird mit a o b bezeichnet.

2 -2
Beispiel:3=<1>,b=<0)=>50b=2-(—2)+1-0+3-1=—1;&0(:)3 £b
3 1

b) Uberpriife, ob die folgenden Vektoren orthogonal sind:

2 1 -7\ _ (6 17\ _ /23
m3=<5> =(ﬁ @y=(%>b=<4) o3 (;n>b=(49

-3 4 6 -2 17 23
@wi=(2):5=(3) Ga=(>3):5=() @a=(*"):5=(7)

c) Zeige, dass die folgenden Ortsvektoren A, B und C einen Wiirfel aufspannen. [Hinweis: Ein Eck-
punkt des Wiirfels ist der Ursprung,]

1 2 2 10 ~11 2
wi=(2);5=(1)e=(=) @x=(=s)ii- (-2 ) e-(u)
2 ~2 1 10 10 5

~ a - a+1 R a~(a+1)
(3)A=< a+1 );B=(—a-(a+1));C=< a >
a-(a+1) a —-a—1

ol

)
I

)
I
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5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene [E®}

- — —

d) Untersuche, fiir welche Werte vonuA | B,ALlC und B I Cist.
. 1 . —u\ 2u . u+1 . u . 2—3u
MA=|u ;B=<14>;C= —4 QA=[2-u ;B:<u+2>;C: u
2u —u 1 -1 u+4 2+ 2u
%

Aufgabe 2: Normalvektor>?

Lies den Informationstext und notiere die wichtigsten Aussagen mit Beispiel und Skizze im Heft.

Vor gut 200 Jahren ist das Wort ,normal” aus dem Lateinischen tibernommen worden. Es leitet sich
ab von normalia = der Norm entsprechend, im rechten Winkel gemacht.

Definition: Ein Vektor 1, der auf einem Vektor a senkrecht steht, heifst Normalvektor von a.

Wir wollen im Folgenden zwei Fragestellungen nachgehen:

e Frage 1: Wie lauten die Normalvektoren zu einem vorgegebenen Vektor?
o Frage 2: Wie lauten die Normalvektoren zu zwei vorgegebenen Vektoren?

Frage 1: Wie lauten die Normalvektoren zu einem vorgegebenen Vektor?

1 0 -3 2
Zum Beispiel hat der Vektor @ = (2) die Normalvektoren n; = (—3), n, = ( 0 ) oderng = (—1),
3 2 1 0

dadon; =deon, =donz = 0.

Die Aufgabe ist nicht eindeutig zu 16sen, da unendliche viele Vektoren 1l die Gleichung @aeni =0
16sen. Dies ist anschaulich klar, da es unendlich viele Vektoren gibt, die senkrecht auf einem vorge-
gebenen Vektor stehen (vgl. folgende Abbildung). Dabei konnen die unterschiedlichen Normalvek-
toren in Richtung und Lange variieren.

i
1, ... B; sind Normalvektoren von E\%! i
- n, =
na=0 ! (Ezsj

ny 1

Aber auch rechnerisch l4sst sich dies einfach zeigen. Setzt man i = <n2) undd = (2) so ergibt sich
N3 3

aus @ o 1 = 0 die Gleichung n; + 2n; + 3n3 = 0. Hier kénnen ndmlich zwei Parameter frei gew&hlt

werden, was zu unendlichen vielen Losungen fiihrt. Diese beiden Freiheitsgrade entsprechen einer
Variation der Normalvektoren in Richtung und Lange.

52 Alle Abbildungen sind aus Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene [RRZ

Frage 2: Wie lauten die Normalvektoren zu zwei vorgegebenen Vektoren?

Sind die beiden vorgegebenen Vektoren d und b nicht kollinear, dann ist der Normalvektor bis auf
einen Faktor eindeutig bestimmt (vgl. folgenden Abbildung).

n = s['ﬂ
s~ P4

n-a=0
Der Normalvektor & steht senkrecht auf den Vektoren 3 und b. Daher gilt: iod =0 und o b = 0

ny 1 -1
Setzt man ol = <nz> ,a= (2), b= < 3 ), erhilt man das 2x3-LGS mit co-vielen Losungen:
n3 3 2

n1+2n2+3n3=0und—n1+3n2+2n3=0

S5l

Mit dem Gaufiverfahren ldsst sich die Ausgangsform durch Addition der beiden Zeilen in die fol-
gende Stufenform tiberfiihren:

Dieses LGS entspricht der folgenden Koeffizientenmatrix: (

(1 2 3 0)
0 5510
Wiéhlt man s = nj3 beliebig aber fest, erhdlt man n, = —s und n; = —2n, — 3n; = —s. Insgesamt ldsst

—S -1
sich folgender Lésungsvektor ermitteln: o = (—s) =s (—1)
S 1

X

Aufgabe 3: Normalvektor zu einem Vektor bestimmen

. . —_ . .
Bestimme drei Normalvektoren von a, von denen jeder zu einer
Koordinatenebene parallel ist:

a) ?:[2} b) “é“‘:(_oJ V) E‘:[gj [“][ONO} )

Bestimme einen Normalvektor von a und b mit teilerfremden,
ganzzahligen Koordinaten:

6\ _a 3 1y s -3 19y 13
i) we ) on(i)ig)
3 6 -2 R =7 9

Aufgabe 4: Normalvektor zu zwei Vektoren bestimmen
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5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene

Lies den Informationstext und notiere die wichtigsten Aussagen mit Beispiel und Skizze im Heft.

Aufgabe 5: Normal- und Koordinatenform einer Ebene>3

Bisher haben wir eine Ebene unter anderem mithilfe eines Stiitzvektors und zweier nicht kollineare
Richtungsvektoren dargestellt. Dies fiihrte uns zur Parametergleichung einer Ebene.

Problem 1: Ist es moglich, die Lage einer Ebene durch einen Punkt und genau einen Vektor fest-
zulegen?

Die Beantwortung dieser Frage fithrt uns zum Normalvektor i, der senkrecht zur Ebene E steht. In
der folgenden Abbildung ist die Situation dargestellt.

n

Verbindet man einen beliebigen Ebenenpunkt X mit dem Aufpunkt A, steht der Normalvek-
tor ii senkrecht auf dem Vektor AX. Daher gilt:

—

HocAX=0=Tc(X—A) =0 HcX-NcA=0

n, X1
Setzt mann = <n2> und X = (Xz) so ergibt sich: nyxy + nyx; + n3x3 —d =0mitd =no A
ng X3

Merkregel: Ist A der Aufpunkt und i Normalvektor der Ebene. Dann wird festgelegt:

Normalform von E: o X —HoA = 0 bzw. R o ()_()—_A)) =0
Koordinatenform von E: nyX; + nyx, + ngx3 —d=0undd =10 A
Beispiele:

2

a) P(4/1/3)undn = <—1). Bestimme die Normal- und Koordinatenform von E.
5

2 2 4 2
Normalform: <—1) oX — <—1) o (1) =0¢& <—1) oX—22=

5 5 3 5
Koordinatenform: 2x; - xo + 5x3 =22 =0

b) Untersuche, obQ (1/0/4) und R (1/1/4) in E liegen und gib weitere Punkte an, die in E liegen.

Die Koordinaten von Q erfiillen die Koordinatenform, die von R nicht, 2.1 -0+ 54 -22=0
(fur Q). Daher liegt Q in E, nicht aber R. Z. B. liegen (0/0/4,4), (0/-22/0) und (11/0/0) in E.

5 Alle Abbildungen sind aus Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene K

Problem 2: Wie kann man eine Normal- bzw. Koordinatenform einer Ebene bestimmen, wenn
drei Punkte bzw. ein Punkt und zwei nichtkollineare Richtungen bzw. die Parameterform einer
Ebene vorgegeben sind?

Wir lernen nun ein allgemeines Standardverfahren kennen, den Normalvektor einer Ebene zu be-
rechnen, wenn z. B. drei Punkte vorgegeben sind. AnschliefSend l&sst sich wie bei Problem 1 die
Normal- und Koordinatenform bestimmen.

Der Normalvektor fi steht senkrecht auf den Vektoren @ = AB und b = AC. Daher gilt:

=

Hoa=0undniob=0
ng a b,
Setzt man n = <nz> unda = AB = <az>,b =AC= (b2> erhilt man:
nz a3 b3
nl-al+n2-az+n3-a3=Oundn1-b1+n2-b2+n3-b3=0

Die beiden Gleichungen lassen sich als 2x3-LGS mit den Unbekannten nj, n; und ns auffassen. Man
erhdlt die folgende Koeffizientenmatrix:

by b; v |0)

Mit dem Gaufiverfahren ldsst sich die Ausgangsform durch Multiplizieren der ersten Zeile mit -b;
und der zweiten Zeile mit a; und anschlieffenden Addieren in folgende Stufenform tiberfiihren:

aq daz az 0
(0 a;-b,—a; by a;-by—az-by |0)

Da uns nur eine von Null verschiedene Losung des LGS interessiert, nimmt man folgende Festle-
gung fiir n3 vor: n3 = a; - b, — a, - by. Damit erhilt man fiir die Unbekannten n» und n; offenbar
(rechne es nach!):

nz=a3'b1—a1'b3undn1=a2'b3—a3'b2.

a b, a; bz —az- b,
Definition: Fiir die Vektoren d = <a2) und b = <b2> heifit @ x b = <a3 by —ay - b3> (lies: ,a
as b, a; b, —a, by
Kreuz b“) das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) von a und b.

Satz: 3 x b ist orthogonal zu 3 und 3 x b ist orthogonal zu b. Damit ist 3 x b ein Normalvektor zur

Ebene E mit den beiden nicht kollinearen Richtungsvektoren a und b.

Die Koordinaten des Vektorprodukts d x b sehen etwas kompliziert aus, lassen sich aber tiber eine
einfache Eselsbriicke leicht berechnen. Man schreibt die ersten beiden Zeilen noch einmal unter das
Produkt.
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5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene

B
1 4
CrossP[[2],[5]]
3 6

1 -3
WATIVCT) Logab | Abs | d/docld%/do2

Mithilfe des GTR (vgl. Abbildung oben rechts) l4sst sich das Vektorprodukts @ x b ebenfalls berech-

nen. Uber [OPTN] [F2 (MAT/VCT), [Fé| (»), [Fé| (»), [F3| (CrossP), [F1| (VCT), [EXIT}, [EXTT], [F4] (MATH),

(MAT/VCT), F5 (3x1), Koordinaten eingeben und Komma (H) setzen, zweiten Vektor analog ein-
geben und (wer mag) Klammer zu setzen ()

Beispiele:
1 /4
a) A(1/0/-8),d = <2> und b = <5> Bestimme Normal- und Koordinatenform von E.
3 6
/-3 1 1
axb= < 6 > =-3- (—2) >n= <—2) ist ein Normalvektor von E.
-3

s ([ (o= (3 -

Koordinatenform: x -2y + z+ 7 =

b) A(1/0/1),B(1/1/0),C(0/1/1). Bestimme Normal- und Koordinatenform von E.

L 0 N . -1 . 1 1
3=AB=B—A=<1>undb=AC=C—A=(1>und§xb=<1>=>ﬁ’=<1>
-1 0 1 1
n o/ /1 1
Normalform: <1>0X—<1>°<0> = O@(I)OX—Z =0
1 1 1 1

Koordinatenform: x +y+z-2=0

Ubungsaufgaben zur Koordinaten- und Normalform>5

i

Aufgabe 6 (Normalform in Koordinatenform umwandeln)

Gib eine Koordinatenform an.

% Aus: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000), S. 258-260.
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5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene [kis

Aufgabe

Gib eine Koordinatenform an, von der man weifs:

7 (Koordinatenform anhand von Eigenschaften bestimmen)

2
0} E enthiilt A1 0]-3) und hat dic Normalrichtung [-2

3
I Eenthadlt Al1] 10=2), Bi=2| 1] 0) und C(0| 1] 2)

— [ 1
) Eenthilt ALl 1] -4) und die Gernde g X = [3 ]+ ;L[ | ]
=4

— % 12 1
d) Eenthalt Al11=1]=4) und steht sonkrecht auf g X = [4 ]hx[] ]
i} -

. I 2 - 2
¢ Eenthalt =X = (-I}l]+.'-l.[r-l] und h: X =}L[«I]
I | d
_— 4

g - 5
fy Ecnthalt - X =[;I-]+.‘-.[—l]mbd b X =[—E]+u(2)
1 3 I =B

E: 3x, + xy—6=0 enthalt P(1|7]3), aber nicht Q2| 2| 1),
a} nseidas Lot von E in P, Gib eine Gleichung von noan.
by m sei das Lot von E durch @, Gib cine Gleichung von m an,

Stelle eine Normalform der Ebene F auf, die auf E: 3x; —x + 82, -3 =0
senkrecht steht und g enthilt

—n 4 2 — 4 3
a) g X =[1]+|4[-l] b X 2[]]4-[1[—1]
K| 1 =+ 2

Aufgabe 10 (Symmetrieebene aufstellen)

Aufgabe 8 (Lotgerade bestimmen)

Aufgabe 9 (Normalform aufstellen)

a) Bestimme cine Normalform dor Symmetriccbene von A3 | =11 4) und BIT| =5 =2).

b) Bestimme cine Normalform der Symmetriechens von

s rl 1 3 1
X = [u]+ JL[E] und X = [4]+u[2].
1 4 -1 4
c) Bestimme eine Normalform der Symmetriechene von

E: 2% -2+ 2x%-3=0 und F: 2x%, —x, + 4%, - 8=0,
die durch den Ursprung geht.

Aufgabe 11 (Punktspiegelung an einer Ebene)

Spicgle den Punkt P an der Ebene E:

a
a) P14]2]1), Efy—%=0 W P1rlala, E:[3]+[:~:~[-=]]-u
2
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5.3 Lagebeziehungen

5.3 Lagebeziehungen>5

Wir haben bisher die Parameterform sowie die Normal- und Koordinatenform einer Ebene ken-
nengelernt. Im Folgenden sollen spezielle Ebenen mithilfe dieser Formen dargestellt werden. Zur
grafischen Veranschaulichung einer Ebenen leiten wir noch eine Variante der Koordinatenform her,
die sogenannte Achsenabschnittform.

Des Weiteren werden Lagebeziehungen von Ebene und Gerade sowie Ebene und Ebene unter
Berticksichtigung der Koordinatenform und dem Losen LGS diskutiert.

Besondere Lagen von Ebenen im Raum

B

Aufgabe 1 (Zu den Koordinatenebenen und -achsen parallele Ebenen)

a) Im Folgenden sind Darstellungen spezieller Ebenen angegeben. Gib zu den Ebenen E, F und G
eine Normal- und Parameterform an. Erortere Vor- und Nachteile der Darstellungen.

E F G
PF
NF
KF X3_4= X1+5=0 X2+6=0

% Abbildungen des Kapitels aus Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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5.3 Lagebeziehungen

b) Im Folgenden sind Darstellungen spezieller zu den Koordinatenachsen paralleler Ebenen ange-
geben. Gib zu den Ebenen E, F und G eine Normal- und Parameterform an. Erortere Vor- und
Nachteile der jeweiligen Darstellungen.

E F G
PF
NF
KF 2X1—X2+0'X3+6:0 3X1+0'X2+4X3—12=0 0'X1+2X2+X3+4‘=0

¢) Untersuche, welche besondere Lage die Ebenen A bis F bzw. A bis E haben.
(1) Az x4 2y +3x,=0 B: x.+2::2=ﬂ. C:xy=0 Dnwy—-2=0 E:x+2x-4d=0 F:x=x

o wX-(ailafi] 2FLolefl) TG
oxa(ioll) =P

d) Bestimme eine Koordinatenform der Ebenen A bis E:

A ist parallel zur x;x,-Ebene und geht durch den Punkt P(1] 2] -3)
B ist parallel zur x,-Achse und geht durch P(1| 0] 0) und GOl 0] 1)
C ist senkrecht zur x,x;-Ebene und geht durch O und B0l 1] 1)

—_ 1 1
I ist parallel zur Xg-Achse und hat die Spurgerade 5; 0 X = [g]-l'-[.l [1.:]

E ist senkrecht zur xp-Achse und geht und Pin |4 17| 4)
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5.3 Lagebeziehungen

Definition: Die Schnittstellen einer Ebene mit den Koordinatenachsen heifien Achsenabschnitte
der Ebene.

Aufgabe 2 (Achsenpunkte - Achsenabschnittsform - Spurgeraden und Spurdreieck)

Beispiel: Die Ebene H (siehe Abb. unten) ist gegeben durch H: 2x; + 3x2 + 6x3 - 6 = 0. Fiir die
Schnittstelle von H mit der xi-Achse gilt x, = x3 = 0. Esfolgt: 2x; —6 = 0 = x; = 3 = 5,3(3/0/0)
(x2 =x3=0).

a) Berechne wie oben die Schnittpunkte S13 und Si2 von H mit der x»- und xs-Achse.

b) Erldutere die folgende Herleitung.

Die Koordinatengleichung lédsst sich schnell so umformen, dass die Achsenabschnitte direkt ab-
lesbar sind:

2X; +3X, +6x3 —6 =0 & 2x; +3x, + 6X3 =6 @%+X2—Z+XT3= 1=>H hat die Achsenab-
schnittea; =3,a,=2und as = 1.

Die Achsenabschnittform Z—l + z_z + = = 1 hat die Achsenpunkte (a1/0/0), (0/a>/0) und (0/0/as).
1 2

az

Beispiel:2x1+3x2+6x3—6=0(:)"?1_{_"2_2_{_"?3:1

Nun kann die Ebene gut mithilfe des sogenannten Spurdreiecks gezeichnet werden, dass durch
die drei Spurgeraden der Ebene H (= Schnittgeraden der Ebene H mit den Koordinatenebenen)
begrenzt wird.

Beispiel: Die Spurgerade s; (x1 = 0: Schnittgerade von H mit der xxs-Ebenen) hat z. B. den Auf-

0 0 0
punkt S13(0/2/0) und als Richtungsvektor den Vektor S13S;, = (—2) = s;: X= (2) +A- (—2).
1 0 1

c) Ermittle wie oben im Beispiel die Spurgeraden s, und ss.

d) Bestimme die Achsenschnittpunkte und Spurgeraden der Ebenen A bis F und stelle sie mithilfe
des Spurdreiecks grafisch dar (Bei C bis E vergleiche die folgende Uberblicksseite).

Al Txy— 1du, —6x3—42=0 B: x; +3x,—-5%;+15=0
C: D +x—u3=0 D: 2%, —x+4=0
E: 2x=x, F: %;+2=0
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Spurgeraden bei besonderen Ebenen

5.3 Lagebeziehungen

Die Ebene F hat die Koordinatenglei-
chung 3x1 + 4x2 - 12 = 0 und ist parallel zur
x2-Achse. Da es nur zwei Achsenpunkte
S» und Si2 gib, sind die Spurgeraden s;
und s; parallel und stehen senkrecht auf s».
Die Berechnung erfolgt iiber die Achsen-
punkte und die Koordinatenrichtungen
sowie bei s; liber den Verbindungsvek-

tor S;3S15.

v X-g o)

Die Ebene L ist parallel zur xixs-Ebene
und besitzt nur einen Spurpunkt Sis. Die
beiden Spurgerade s; und s; verlaufen
durch den Achsenpunkt Si3 und haben die
Richtungen der xs- und x;-Achse.

£

Die Ebenen K und U verlaufen durch de
Ursprung und besitzen zwei (die x2>-Achsg
s13 ist bei K eine ,doppelte” Spurgerade
bzw. drei Spurgeraden.

A Ursprungsebhene

X

Bestimmung von s; bei U:
x1=0:

Also x2 - 2x3 =0 = x2 = 2x3

X1 0 0
X3 X3 1

(=]

~—
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5.3 Lagebeziehungen

Lagebeziehung von Gerade und Ebene im Kontext von LGS

30 S
l’é*’ Aufgabe 3 (Moglichkeiten der Lagebeziehung)

Bei der Lagebeziehung von Gerade und Ebene sind drei Félle zu unterscheiden: Gerade und Ebene
haben eine Schnittpunkt S, Gerade liegt in der Ebene, Gerade ist echt parallel zur Ebene. Folgende
Abbildung stellt die drei Falle bildlich dar.

Gib Parametergleichungen fiir die Geraden f, g und h sowie Parameter-, Achsenabschnitt-, Normal-
und Koordinatenform fiir die Ebene E an. Notiere die Lagebeziehung von f, g und h zu E. Stelle die
Situation mit dem 3D-Modell dar.

(o)}

w
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\

(8N ]
1
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5.3 Lagebeziehungen
Aufgabe 4 (

Arbeite die folgenden Beispiele durch und notiere sie in Deinem Heft.

Gerade und Ebene sind in Parameterform gegeben)5¢

Bei der Lagebeziehung von Gerade und Ebene sind drei Félle zu unterscheiden:

1. Fall: Gerade g und Ebene E haben eine Schnittpunkt S.
2. Fall: Gerade h liegt in E.
3. Fall: Gerade f ist echt parallel zu E.

1. Fall: g und E haben eine Schnittpunkt S:

- 1 1 - 4 -1 ~2
g:X(r)=(0>+l‘-(1>undE:X(s;t)=(O)+s-(3 >+t-<1).
4 -1 2 -2 1

Ein Gleichsetzen der Terme fiir den Geraden- und Ebenenvektor liefert ein System von drei Glei-
chungen mit den Unbekannten r, s und t, die mit dem GTR gelost werden konnen:

3

0

1 1 4 -1 -2 1 1 2
(o) #r-(1)=(o) () re(7 )1 =5 =
4 -1 2 -2 1 -1 2 -11-=2

1 2
Setzt man z. B. r = 1 in g ein, folgt fiir den Schnittpunkt: S = X(1) = (0 | + 1~ < 1 ) = (1)
4 -1 3

—r=1s=0,t=1.
GTR

Also:S (2/1/3).

2. Fall: h liegt in E

0 3 4 -1 -2
h:i(r)=<4)+r-<—4)undE:i(s;t)=(0)+s-< 3 )+t-< 1 )
2 1 2 -2 1

Gleichsetzen der Terme fiir den Geraden- und Ebenenvektor liefert:

0 3 4 -1 -2 3 1 2 4
4)1+r-|—-4)=(0)+s| 3 |+t {1 | -4 -3 -1 —4
2 1 2 -2 1 1 2 -1 0

= 3x3 LGS hat unendlich viele Losungen. Also liegt die Gerade h in E.

3. Fall: f verlduft parallel zu E

B 4 -1 . 4 -1 -2
f:X(r)=<0>+r-< 1>undE:X(s;t)=(0>+s-(3 >+t-<1).
4 0 2 -2 1

Gleichsetzen der Terme fiir den Geraden- und Ebenenvektor liefert:

4 -1 4 -1 -2 -1 1 2
(o) +r-(1)=(0)#s(3 )+ (1)1 = -
4 0 2 =2 1 0 2 -1

= 3x3 LGS hat keine Losungen. Also liegt die Gerade h parallel zu E.

0
0
-2

% Wiederholung aus der Q1
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5.3 Lagebeziehungen

Hinweis zur Nutzung des GTR: Alle drei Félle lassen sich durch Eingabe der entsprechenden Ko-
effizientenmatrix in MENU A (Gleichung) mit dem GTR l6sen:

1. Fall: 2. Fall: 3. Fall:
B B B

an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d c d c d

1 1 1 2 3 1 3 1 2 4 1 -1 1 2 0
2 1 -3 -1 0 2 -4 -3 -1 -4 2 1 -3 -1 0
3 -1 2 -1 3 1 2 -1 3 0 2 -1

an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b a b

-9 0 -2
SOLVE MR CLEARI[ EDIT SOLVE|[MARFIF|CLEAR]| EDIT SOLVE||MARJIF|CLEAR]_EDIT
B B B
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dx
X Unendlich viele . )
Y[ 0 Loésungen Keine Lé6sung
z 1

_8_
X=g-Z

y=-2,7

REPEAT REPEAT REPEAT

%

Arbeite die folgenden Beispiele durch und notiere sie in Deinem Heft. Erldutere das Vorgehen, falls
1

die Ebene E in Normalform (1) oX — 6 = 0 gegeben wire.
1

Aufgabe 5 (Gerade ist in Parameterform und Ebene ist in Koordinatenform gegeben)

1. Fall: g und E haben eine Schnittpunkt S:

B Xq 1 1 1+r
f: X(r) = X2>= 0)+r- 1)=( r und E:x; + X, + X3 =6.
X3 4 -1 4—r

Durch Einsetzen der drei Koordinatengleichungen der Geraden in die Koordinatengleichung der
Ebene erhdltman:1+r+r+4—r =6 & r = 1.Setzt man z. B. r =1 in g ein, folgt fiir den Schnitt-

1 1 2

punkt: S = X(1) = <o> +1- < 1 ) = (1) Also: S (2/1/3).
4 -1 3

2. Fall: h liegt in E

. X1 0 3 3r
h: X(r) = <X2> = (4) +r- (—4) = (4—4r> und E:x; + X, + X3 =6
X3 2 1 24+r

Durch Einsetzen der drei Koordinatengleichungen der Geraden in die Koordinatengleichung der
Ebene erhilt man:3r+4 —4r+2+r =6 < 0-r = 0. Die Gleichung ist fiir jedes r erfullt. Also
liegt die Gerade h in E.

3. Fall: f verlduft parallel zu E

. X1 4 -1 4—-r
f:X(r)=<X2>=<O>+r-(1>=< r >undE:E:x1+x2+x3=6.
X3 4 0 4

Durch Einsetzen der drei Koordinatengleichungen der Geraden in die Koordinatengleichung der
Ebene erhélt man: 4 —r+r+4 = 6 © 0-r = 6. Die Gleichung ist unldsbar: h ist parallel zu E.
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5.3 Lagebeziehungen

Aufgabe 6 (Uberblicksblatt)

Fiille die Uberblicksblatt zur Lagebeziehung von Gerade und Ebene aus und klebe es in Dein
Heft ein.

Erldutere die folgenden Ausfiithrungen.

Exkurs: Lagebeziehung von Gerade und Ebene im Kontext von LGS und GTR.

X1 1 1
1.Fall (g und E schneiden sich): g: X(r) = (Xz) = ( ) +r: < 1 ); Exi+X,+X3=6
X3 4 -1

X1 0 3
2.Fall (hliegtinE): h: X(r) = (Xz) = (4—) +r- <—4); Exi+X,+X3=6
X3 2 1

X1 4 -1
3.Fall (f ist echt parallel zu E): f: X(r) = (Xz) = (0) +r- < 1 ); E:x;+x;+x3=6
X3 4 0

Man kann fiir jeden Fall ein 4x4-LGS aufstellen mit den Unbekannten x1, x2, X3 und r. Es besteht
aus den Koordinatengleichungen der Geraden g und der Koordinatengleichung der Ebene. In
MENU A (Gleichung) erhélt man folgende Darstellungen:

1. Fall: g und E schneiden sich

E B
An X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en
« b c d e X
1 0 0 -1 1 ¥ 1
2 1 0 -1 0 z 3
3 0 1 1 4 T 1
1 1 1 0
6 2
SOLVE | (MARRE3|CLEAR| EDIT REPEAT
2. Fall: hliegtin E
E E]
An X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en
a b c d -+ Unendlich viele
1 1 0 0 -3 Loésungen
2 0 1 0 4
3 0 0 1 -1 Y=4-4T
4 1 1 1 -8 Z=2+T
T=T
SOLVE | (MARRE3|CLEAR| EDIT REPEAT]
3. Fall: f ist echt parallel zu E
El E
an X+bn Y+CE Z+dn T=en g an X+bn Y+Cn Z+dn T=en
a C b4
1 1 0 0 1 Keine Lésung
2 0 1 0 -1
3 0 0 1 0
4 1 1 1 I
0
SOLVE |MSRRISCLEAR]| EDIT REPEAT
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5.3 Lagebeziehungen

Uberblickstabelle: Lagebeziehung von Gerade und Ebene

E und f haben eine Schnittpunkt S: f N E = {S}

E und g sind echt parallel S:gnE ={ }

hliegtin E:gNE =h

PR ‘Zn‘!-a"'?‘i‘_‘%—

b

X

W

g und E in Parameterformgegeben (,g = E*)

0 A -3

Jzl)-(o)

6/ GauR \O —6

. (8 1 2

s=<3 —6-<0)=<3)=>S(2/3/0)
6 1 0

U

8 2 0 8 2
)+ () ()0 ()
0 0 1 6 1
2\ — 20 0
S <—7\ —u+ 20) = (3) <= LGS ist unlésbar

TR
uH—o 6/ GauR

= g und E haben keine gemeinsame Punkte = g || E

B+ (-6

20— 20 6

=3 ( —A—p+ 20) = (3) — LGS hat oo Losungen
H—o 0/ GauR

= g und E haben oo gemeinsame Punkte = gin E

g in Parameterform und E in Koordinaten- bzw. Normalform (,,g in E“)

. X1 8+o0
X=(X2|= 3 ),E:X1+2X2+2X3—8=0

X3 6+o0
8+0+2-3+2:-(6+0)—-8=00=-6

/8 1 2
>S= (3) —6- (0) = (3) = 5(2/3/0)
6 1 0

X1 8+ 20

gX= <x2> =<3—20>,E:X1+2x2+2x3—8=0
X3 6+o

84+20+2-3-20)+2-(6+0)—8=0

© 00 = —18(f)

= g und E haben keine gemeinsame Punkte = g || E

. Xq 2+ 20
g:X=<X2>=<3—20>,E:X1+2x2+2x3—8=0

X3 o]
2+20+2:-(3-20)+20-8=0
& 0o = 0 (fuir jedes o erfiillt)
= g und E haben oo gemeinsame Punkte = gin E
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5.3 Lagebeziehungen

i

a)

Aufgabe 7 (Lagebeziehung von Ebene und Ebene)

Erldutere die folgenden Uberlegungen und mathematischen Umformungen und notiere die we-
sentlichen Aussagen in Deinem Heft.

E und F sind echt parallel E und F sind identisch E und F schneiden sich in s
VAV TS
[ \\ \\ \\ ‘\\ \\ \\ \\\ \\\ \\\i\\_\\\
LV W W O W W O W W W
LV L W W W W LV O W WL W WL L W
_L\\\\\\\\JV = A —————
W W W w w
L W W L A E=F
R L S T
L L W IR ERERELEEE P

la.nd F schneiden sich in s |

Zwei Ebenen E und F ergeben zusammen ein 2x3-LGS. Dieses LGS hat entweder keine oder
unendlich viele Losungen mit einem Freiheitsgrad im Losungsvektor (oo! — 16sbar)5” oder un-
endliche viele Losungen mit zwei Freiheitsgraden im Losungsvektor (c0? — 1sbar)ss.

E und F schneiden sich in einer Geraden (! — Lésbarkeit):

(I) Xq + 2X2 + 4X3 =12 = X3 = 3 - 0,5X2 - 0,25X1

(II) 6X1 - 3X2 + 4X3 =12
(IT) + (-1) - (I) ergibt 5x; — 5%, = 0 © X, = X4

X, in (I) einsetzen und nach x3 aufldsen:

X3 =3 — 0,5%, — 0,25%; = 3 — 0, 75%;

X1 X1 0 1 $i
i)—()=<x2>=< X1 )=(0)+X1'< 1 >
X3 3 — 0,75, 3 —0,75

Gegeben sind nun die Ebenen E mit E: x; — x, + x3 = 1, FmitF: x; — x, — x3 = 1 und die Ebene
G mit G: 6x; — 6X, — 6x3 = 12. Untersuche die Lagebeziehungen und fertige eine Skizze an.

Die Fille F = H (c0? — Lésbarkeit) und F ist echt parallel zu H (Unlésbarkeit) sind leicht abge-
handelt, da man am Normalvektor erkennen kann, ob die Ebenen parallel sind. Denn es gilt
folgender Merksatz:

" oo! — Losbarkeit bedeutet, dass ein LGS einen Losungsvektor mit einem Freiheitsgrad hat. Geometrisch be-
deutet der Losungsvektor eine Gerade.

% 02 — Losbarkeit bedeutet, dass ein LGS einen Losungsvektor mit zwei Freiheitsgraden hat. Geometrisch
bedeutet der Losungsvektor eine Ebene.
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5.3 Lagebeziehungen

Merksatz: Sind die beiden Normalvektoren zweier Ebenen
kollinear, sind beide Ebenen parallel oder identisch. Bringt
man beide Koordinatenformen durch Multiplikation mit ei-
nem geeigneten Faktor links von der Koordinatengleichung
auf die gleiche Form, erkennt man am Skalar rechts, ob die
Ebenen identisch oder echt parallel sind.

Beispiel: F: 6x; — 3x, +4x3 = 12, H: 6 x4 — 3x, + 4x3 = —18,
G: —3 X1 + 1,5X2 - 2X3 = -6

Alle drei Ebenen haben kollineare Normalvektoren. Wegen (-
2)-G=F: 6x; — 3x, + 4x3 = 12 und der Tatsache, dass F und H den gleichen Normalvektor haben,
aber das skalar rechts der Gleichung ungleich ist, gilt F || Hund F = G.

)

Aufgabe 8 (

a)

Gib Beispiele zweier Ebenen E und F an, die echt parallel, identisch mit nicht identischem Nor-
malvektor bzw. sich in einer Geraden schneiden. Begriinde Deine jeweilige Angabe.

Geometrische Deutung von LGS)>

Ordne folgende drei Gleichungssysteme den drei Abbildungen zu. Begriinde Deine Entschei-
dung. [Tipp: Betrachte die Normalvektoren.]

(D 2%+ X%, +3%x3=5 (2) 2X1+ % - 2%x3=5 (3) 2X1+xy—2%3 =2
—4x1— 2%y — 6X%3 =18 5x1—2x) tx3=1 Xq— 2%y =1
Fig.1 I
Fig. 2 Fig.3

Berechne fiir die Ebenen in Fig. 1 und Fig. 3 die Schnittgerade. Uberpriife mit dem GTR.

Gegeben sind zwei 3x3-LGS und die fiinf denkbaren Lagebeziehungen dreier Ebenen.

3X1 + 6X2 - 2X3 = -4 _4X1 - 8X2 + 12X3 =24
(4) - 5X2 + 5X3 = 1 (5) - 5X2 + 10X3 = —10
5X2 - 5X3 =1 4‘X1 + 3X2 - 2X3 = 14
5 A A
. V
Fig. 4 Fig. 5 Fig. 6 Fig.7 Fig. 8

Entscheide begriindend, zu welcher Fig. die LGS (4) und (5) gehoren. [Tipp: Betrachte auch
hier die Normalvektoren.]

% Modifiziert nach einer Aufgabe aus Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW 2017.
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5.3 Lagebeziehungen

Arbeite mit dem GTR und den folgenden Uberlegungen entsprechende Schnittaufgaben der Auf-
gabe 7 und 8 durch. Entwickle eigene Beispiele fiir jeden der drei Falle und 16se sie. Ubertrage
die Uberlegungen auf die Lagebeziehungen von Geraden.

Exkurs: Schnitt zweier nicht paralleler Ebenen mit dem GTR lésen

Es werden drei Fdlle beziiglich der Darstellungsmoglichkeiten der Ebenen betrachtet:

¢ Beide Ebenen sind in Koordinatenform gegeben.
¢ Beide Ebenen sind in Parameterform gegeben.
¢ Eine Ebene ist in Parameter-, eine Ebene in Koordinatenform gegeben.

Beide Ebenen sind in Koordinatenform gegeben
E1:X1 + ZXZ + 3X3 = 6, E2: 4X1 + 5X2 + 6X3 = 120.

Da beide Ebenen E; und E; nicht kollineare Normalvektoren haben, besitzen sie eine Schnittge-
rade s. Wurde bisher das 2x3-LGS aus den beiden Koordinatengleichungen der Ebenen E; und Ex
handisch gelost, kann durch einen kleinen , Trick” der GTR verwendet werden. Man erganzt das
2x3-LGS aus den beiden Ebenengleichungen durch eine dritten Gleichung 0x; + 0x, + 0x3 = 0.
Dies ist moglich, da beim 2x3-LGS der beiden (nicht parallelen) Ebenengleichungen eine Unbe-
kannte immer frei wéhlbar ist (z. B x3 = t).

Nun notiert man in MENU A (Gleichung) die Koeffizienten des 3x3-LGS:

B E]
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b < d Unendlich viele

1 1 2 3 B8 Losungen

2 4 5 6 120} X=T0+7Z

sl I 0 0 0 Y=-32-27

0 =7

REPEAT

70 + x5 70 1
2_2x3) ( 32)+X3.(_2).
0 1

Das LGS ist co!-16sbar mit dem Losungsvektor: < > <
Dies entspricht mit x; = t der Schnittgeraden: s: X(t) = ( ) ( 2).
0

Beide Ebenen sind in Parameterform gegeben

. 6 -2 -3 . 30 -5 -3
E1:X(x;y)=<0)+x-< 1)+y-(0>; E,: X(z;t)=(0)+z-<4)+t-<0).
0 0 1 0 0 2

Durch Gleichsetzten der beiden Parametergleichungen der Ebenen E; und E» erhélt man ein 3x4-
LGS, das co!-1sbar ist. Man ergénzt das 3x4-LGS durch eine vierten Gleichung 0 - t = 0. Dies ist
ohne Anderung der Losungsmenge moglich, da beim 3x4-LGS wegen der Nicht-Parallelitdt der
Ebenen E; und E; stets ein Parameter frei ist wéahlbar ist (z. B t = p). Zur Bestimmung der Schnitt-
geraden 16st man das 4x4-LGS in MENU A (Gleichung):
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5.3 Lagebeziehungen

B B
an X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en
a b c d > Unendlich viele
1 - -3 5 3 Losungen
2 1 0 -4 0 X=—32-4T
3 0 1 0 -2 Y=SF
4| I 0 0 8 Z=—8-T
REPERT

Die Gleichung der Schnittgeraden ldsst sich fiir das frei wahlbare t = p z. B. berechnen durch
Einsetzen des Parameters fiir z in die Parametergleichung der Ebene Ea:

B 30 -5 -3 70 2
%= (0 )z} (¢)ue(0)=(-s2) +u(=4)
0 0 2 0 2

Eine Ebene ist in Parameter-, eine Ebene in Koordinatenform gegeben

X1 6 -2 -3
Gegeben sind E;: X(t;u) = (Xz) = (0) +t- ( 1 ) + u-( 0 >; E;:4x, + 5%, + 6x3 = 120.
X3 0 0 1

Zur Bestimmung der Schnittgeraden 16st man in Analogie zu oben das 5x5-LGS, das aus den drei
Koordinatengleichungen der Parameterform von E; und der Koordinatengleichung E: besteht so-
wie der fiinften Zeile 0 - u = 0. Denn beim 4x5-LGS der beiden (nicht parallelen) Ebenengleichun-
gen ist eine Unbekannte immer frei wahlbar (z. B u = p). Dazu notiert man in MENU A (Glei-
chung) die Koeffizienten des 5x5-LGS:

E HathRadMorml [(dic)Rea) B [FetRadMorml [d7c)Red
an X+bn Y+ -+enU=fn an X+bn Y+ -+enlU=fn
a b c d - Losungen

1 0 0 2 X=70+U

2 0 1 0 -1 ¥Y=-32-2U

3 0 0 1 0 =Y

a a 5 6 g T=-32-2U
SOLVE|M3N3y3CLEAR]| EDIT REPEAT

Die Gleichung der Schnittgeraden ldsst sich fiir das frei wéhlbare u = 1 berechnen durch Einsetzen
des Parameters fiir t in die Parametergleichung der Ebene Ei:

B 6 —2 -3 70 1
S: X(u)=<0>+ (—32—2u)-( 1 >+u-( 0>=(—32)+u'(—2>
0 0 1 0 1

Die Situation ldsst sich mit entsprechender Fenstereinstellung unter MENU ] (3D-Grafik) aus un-
terschiedlichen Perspektiven veranschaulichen. Dort wird auch {iber GSolve und Intsec die
Schnittgerade angegeben.

B
] 8 o S
3D-Grafik 2: Ebene
X=70-3T ~
Y=-32+6T
+ 6 Z+ -120 =0 =-3T
SalZ0l]| DELETE] TYPE J3D-GMEM]

201

201




5.4 Abstande von Objekten - Lotfufipunktverfahren

5.4 Abstinde von Objekten - Lotfufspunktverfahren®

In der Analytischen Geometrie interessieren Losungen zu folgenden Abstandproblemen:

e Abstand zweier Punkte

e Abstand von Punkt und Ebene - Abstand paralleler Ebenen

e Abstand von Punkt und Gerade - Abstand paralleler Geraden
e Abstand windschiefer Geraden

Abstand zweier Punkte

a by
Fiir die Punkte A und B mit den dazugehorigen Ortsvektoren A = (az), B = (bz) sowie dem Vek-

a3 b3
b; —a;
torAB= B—A = <b2 - a2> gilt:d(A,B) = AB = |AB| = /(b; —a;)2 + (b — a;)2 + (b3 — a3)?
bs —aj

1 —4
Beispiel: A = <—2>,§ = ( 5 ) > |ﬁ| = \/(_4 ~1)2+(5- (_2))2 +(—6—3)2 =155
3 —6

Abstand von Punkt und Ebene - Abstand paralleler Ebenen

Lotfuf$punktverfahren

Man legt durch P eine Normale der Ebene. Diese hat als Richtungsvektor den Normalvektor il der
Ebene E. Diese Lotgerade h schneidet die Ebene E im Lotfufipunkt F (Parameter pg). Als Abstand
von P und E erhilt man d(P, E) = PF.

Beispiel: E: 2x; + x, + 3x3 + 32 =0,P(1/0/-2)

N 1 2 14+ 2u
Lotgerade h: X=<0)+u-(1)=( 1 )
-2 3 -2+ 3u
hinE: 2(1 4+ 2pp) + up +3(—2+3up) +32=0
/1 2\ /(-3
-2 3 -8
L —4
-6

= PF

Hinweis: Mit dem Lotfuffpunktverfahren ldsst sich auch der an E gespiegelte Punkt P berechnen
1 —4 -7

durch P’ = P + 2 - PF. Also gilt fiir P:P’ = ( 0 > +2 (—2) = < —4 )

-2 -6 -14

=V56 = 2V14 =~ 7,48

60 Alle Abbildungen sind aus: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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5.4 Abstande von Objekten - Lotfufipunktverfahren

Aufgabe 1

Bestimme den Abstand des Ursprungs von der Ebene E: x; + 3x, — 5x3 = 15.

Aufgabe 2

Gegeben sind die Ebenen F und H mit F: 6x; — 3x, + 4x3 = 12,
und H: 6 x; — 3x, + 4x3 = —18.

a) Zeige, dass beide Ebenen echt parallel sind.

b) Berechne den Abstand d (F, H) der parallelen Ebenen F und
H mithilfe des LotfufSpunktverfahrens. [Hinweis: Der Ab-
stand paralleler Ebenen ldsst sich berechnen, indem man
eine Ebene und einen Punkt der zweiten Ebene wéhlt und
darauf das obige LotfuSpunktverfahren anwendet.]

c) Der Ursprung wird an beiden Ebenen gespiegelt. Ermittle die Spiegelpunkte M” bz

Aufgabe 3

Die Gerade g ist orthogonal zur Ebene E: 2x; + 6x; — 9x3 = —6 und durchstoft die Ebene im Punkt
P (0/2/2). Bestimme alle Punkte auf der Geraden g, die von der Ebene E den Abstand 11 haben.

Abstand von Punkt und Gerade - Abstand paralleler Geraden

LotfuSpunktverfahren iiber den allgemeinen Geradenpunkt

punkt der Geraden g, also X=GC+ - u, dann bestimmt PX

Der Abstand d eines Punkte P von einer Geraden g ist X
(22

die Lénge des Lots auf g. Ist X ein allgemeiner Geraden-
Ln%'.‘.) AP,y =PF=7

man den Lotfuipunkt F aus der Gleichung PF o1 = 0.
Der Abstand ist dann d(P, g) = PF.

P!

P
5 2 5+ 2Up
Beispiel: Sei nun g: X = <2> +pu- (—2) und P(0/-2/1). Dann gilt: PF=F-P= (4 - Zup>
PFol = (4—2pp)o(—z>=0@(5+2uF)-2+(4—2uF)-(—2)+(5+3uF)-3=0

3 5 2 3
= PF = <6> =>d= |Fl_5| = /49 = 7. Ferner gilt: F= <2> +(-1)- <—2) = (4)
2 6 3 3
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5.4 Abstande von Objekten - Lotfufipunktverfahren

Aufgabe 4

Untersuche, welcher Punkt auf der Geraden g vom Punkt R die kleinste Entfernung hat.

1 1 2 2
a) gX(®= (1) +t (—1>;R(—2/—1/1) b) g: X(t) = (3) +t-( 1 );R(l/Z/—3)
0 1 2 -1

Aufgabe 5

a) Zeige, dass die beiden Geraden g und h unten parallel sind.

b) Berechne den Abstand d (g, h) der parallelen Geraden g und h aus der folgenden Abbildung
mithilfe des obigen Verfahrens. Bestitige rechnerisch den angegebenen Lotfufipunkt F. [Hin-
weis: Der Abstand paralleler Geraden ldsst sich berechnen, indem man eine Gerade und einen
Punkt der zweiten Gerade wahlt und darauf das obige Lotfufipunktverfahren anwendet.]

dig,h) = dig, ) = d(iG.h) = HF = §

Abstand windschiefer Geraden

Was ist der Abstand zweier windschiefer Geraden?

Der Abstand d (g, h) zweier windschiefer Geraden g und h ist die
Lange der kiirzesten Strecke, die ein Punkt von Punkt von h verbin-
det. Legt man durch jede der beiden Geraden eine Ebene, die paral-
lel ist zur anderen Geraden, dann haben diese beiden Ebenen den
Abstand d (g, h). Die Normalprojektion g” von g in F schneidet h im
Fufipunkt V des gemeinsamen Lots n. Ebenso schneidet die Normal-
projektion h” von h die Gerade g im FufSpunkt U.

Also gilt: Zu zwei windschiefen Geraden g
und h gibt es genau eine Gerade n, die beide
senkrecht schneidet. Die Entfernung der
beiden Schnittpunkte U und V ist der Ab-
stand von g und h. Die Gerade n heifst Nor-
male oder gemeinsames Lot von g und h.
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5.4 Abstinde von Objekten - LotfufSpunktverfahren

Methode: ,Allgemeiner Geradenpunkt”

Erldutere das folgende Verfahren und tibertrage die Ausfithrungen in Dein Heft.
N B OBt
0 8 4 4

. -3+ 4 - 8+4dp
Xe = 8-% | Xp =|4+3
82 4 +4p

\ 11+ dp—4h
Allgemeiner Verbindungsvektor X X, =| -5+3u+2
4+4p-84

.

p und A muB man so berechnen, daB X X, aufden Richtungsvektoren von gund h
senkrecht steht:

—l

XeXpouw =0 4(11+4p—43) - (-5+3p+1) +8(4 +4p-80)=0

X Xp oV =0 4(11+4p-40)+3-5+3u+M)+ 44 +4u-81)=0
Das Gleichungssystemn 81 + 450 -81A=0
45 + 41p - 454 = 0 hat die LosungenA=1,p=0.
A =11in g cingesetzt liefert U(1]818), p=0in h cingesetzt liefert V(8|4/4),

—_— ? —
Abstandvektor UV = [—4],ﬁhstand dighy =l UV | =9

— & -7
Gleichung der Normale n: X = [4]+v[ 4 ]
4

4

Grafische Darstellung der Situation
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5.4 Abstande von Objekten - Lotfufipunktverfahren

Aufgabe 661

Berechne den Abstand Geraden g und h.

4 0 3 6
a) g X() = <z>+r-<—3>;h:i(s)= (2)+s-<2)
25 1 5 -1
1 0 9 3
b) g X(@) = <4>+r-<3 );h:i(s)= (5>+s-<—1)
-1 -2 10 0

Aufgabe 762

0 0 7 4
Seien g: i(r) = <1> +r- (1) und h: f()(s) = (7) +s- <—5>.
2 1 0 2

Berechne den Punkt U auf der Geraden g und den Punkt V auf h, so dass die Strecke von U nach
V die kiirzeste Verbindungsstrecke der beiden Geraden g und h ist.

3D
fé\l Aufgabe 863

Eine Flugschule hat die Ausbildung ihrer neuen Flugschiiler abgeschlossen und ldsst diese das erste
Mal ohne jede Begleitung fliegen. Der erste Schiiler verliert plotzlich die Kontrolle. Sein Flugzeug
gerédt in einen 13-sekiindigen Sturzflug vom Punkt A (1000 |-600 | 1350) zum Punkt B (0400 | 100);
dann hat er wieder alles im Griff. Der zweite Flugschiiler setzt gerade zum Start an. Fiir den Startflug
von C (600 | 600 | 0) nach D (-600 | -200 | 400) benotigt er 27 Sekunden. (Alle Angaben in Metern.)

a) Zeige, dass die beiden Flugbahnen windschief sind, und bestimme den Abstand der windschie-
fen Flugbahnen.

b) Wenn der Abstand zwischen zwei Flugzeugen weniger als 100 Meter betrédgt, spricht man von
einem , Beinahezusammenstofs”“. Ware dies der Fall, miisste der erste Schiiler noch einmal Flug-
stunden nehmen.

Untersuche, ob der erste Schiiler erneut Flugstunden nehmen muss.

c) Die Fluglehrer befinden sich auf dem Flughafen im Punkt (600 | 600 | 0). Auf Grund von schlech-
ter Sicht konnen sie nur 800 Meter weit sehen.
Priife nach, ob die Fluglehrer das Vergehen des (ehemaligen) Flugschiilers {iberhaupt sehen
konnten.

d) Um den ganzen Zusammenhang im Detail rekonstruieren zu kénnen, werden noch die Ge-

schwindigkeiten der beiden Flugzeuge und die Steigung des zweiten Fliegers bendotigt.

Bestimme die Geschwindigkeiten und Steigung des zweiten Flugzeuges.

e) Stelle die Situation im 3D-Modell dar.

81 Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2017), S. 253.
62 Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2017), S. 253.
6 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 96.
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5.4 Abstande von Objekten - Lotfufipunktverfahren

Wenn man bei Abstandsproblemen nur den Abstand und nicht den bzw. die Lotfufspunkt(e) be-
notigt, kann es hilfreich sein, auf Formeln zurtickzugreifen. Alle Abstandsprobleme kénnen mit-
tels einfacher Formeln gelost.

Exkurs: Abstandsberechnung mittels Formeln

Formel fiir den Abstand Punkt - Ebenet4

Ebene in Normalform: Der Abstand eines Punktes P zu einer Ebene E: i o (X —A) = 0 betragt:

_ 5o (P-A)]
B

d

2 1
Beispiel: E: <—2) ol X - < 1 ) =0 und P (3/-2/2).

1 —6
2 3 1 ) 5
-G 26
o\ 2/ \-6/)| |\'q g /| _14+6+8 _|18] _
APE) = J2+(—2)2+12 Vo 3 3 0

Ebene in Koordinatenform: Fiir die Ebene E: n;x; + nyx; + n3x; = k und den Punkt P(p1 | p2 | ps)
ergibt sich der Abstand des Punktes P zur Ebene E:

_ Inyp; + nzp; + n3ps — K|
\/nlz + nzz + n32

d

Beispiel: E: 2x; — 2x, + X3 = —6 und P2 (-8/6/-5)

|2:(-8)—2:-6+1-(-5)—(-6)| |-16—12—-5+6| |-27| 27
d(P,;E) = = = =—=0.
V22 +(=2)2 + 12 Va+4+1 vo o3

Manchmal ist interessant, auf welcher Seite einer Ebene sich ein Punkt befindet. Man nennt die
Seite, in die der Normalvektor zeigt, positiven Halbraum, wohingegen der andere Halbraum ne-
gativer Halbraum heifdt. Man kann nachweisen®:

e Istno (ﬁ - K) = n;p; + nyp; + n3p3 — k > 0 zeigt der Nor- .
malvektor in die Richtung des Punktes P (P liegt im positi- | ~~~ "=~~~ ="~ 7~ P2 —
ver Halbraum). — — Negativer Halbraum — —

— —. E
o FﬁrdenFall,dassfio(P—A)=n1p1+n2p2+n3p3—k<0, ++PI++++II_1)+++++

zeigt der Normalvektor in den entgegengesetzte Richtung + + Positiver Halbraum + +
des Punktes P (P liegt im negativen Halbraum).

Wegen 1 o (F{ - K) = 18 und n;p; + nyp; + n3pz —k = —27 < 0 liegt der Punkt P; im positiven
Halbraum und P> im negativen Halbraum. Der Ursprung liegt hier im positiven Halbraum, weil
2:0-2-0+1-0—(—6)=—-k=6.

% Ein Nachweis der obigen Formeln kann z. B. unter http://www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/ab-
stand-punkt-ebene-formel.html (01.09.2017) betrachtet werden.

65 Vgl.: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000), S. 266-268
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5.4 Abstande von Objekten - Lotfufipunktverfahren

Formel fiir den Abstand Punkt - Gerade®6

Der Abstand eines Punktes P zu einer Geraden g: )_()(r) = G+r-4lautet:

_[ix(P-6)
B

5 2
Beispiel: g: X(r) = (2) +r- <—2> und P (0/-2/1).

6 3
(-6 [3-E) |
2 X212 —2|x[-4 -5
. 3 1 6/ /| _ (3) (—5) _ (—18) _\/222+(—5)2+(—18)2_7
22+ (2732 V17 V17 V17 -

Formel fiir den Abstand windschiefer Geraden$”

-

Der Abstand zweier windschiefer Geraden g: f()(r) =G+r-d und h: Y(s) = H+ sV lautet:

(i x ¥) o (G — H)|
[u x V|

-3 4 8 4
Beispiel: g: X(r) = < 9 ) +r- <—1) und h: X(s) = <4> +s- <3>
0 8 4 4
4 4 -3\ (8 -28\ /-11
(GGG -
8 4 0 4 16 —4 _ |308 + 80 — 64| _
4 4 —28 T B
(_1> y (3) < I ) J(=28)% + 162 + 162
8 4 16

d(g;h) =

% Ein Nachweis der obigen Formeln kann z. B. unter http:/ /www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/ab-
stand-punkt-gerade-formel.html (01.09.2017) betrachtet werden.

67 Ein Nachweis der obigen Formeln kann z. B. unter http:/ /www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/ab-
stand-gerade-ws-formel.html (01.09.2017) betrachtet werden.
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5.5 Winkelberechnung

5.5 Winkelberechnung®8

In der Analytischen Geometrie interessieren Losungen zu folgenden Winkelproblemen:

e Winkel zwischen zwei Vektoren

e Schnittwinkel zwischen zwei Geraden

e Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene
e Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen

%

Aufgabe 1 (Winkel zwischen zwei Vektoren)

Erldutere die Umformungsschritte fiir folgende Herleitung und notiere die Formel mit Skizze und
Beispiel in Deinem Heft.

Der Winkel zwischen den beiden Vektoren 3@ und b soll mit dem nicht tiberstumpfen Winkel ¢ be-
zeichnet werden (also ist ¢ < 180°). Aus der Mittelstufe kennen wir den wichtigen Kosinussatz, mit
dem wir eine Beziehung zwischen dem Winkel ¢ und den beiden Vektoren herstellen konnen.

a=[al b=[bl c=|a-bl
b c Kosinussatz

¢’ =a® + b*-2ab-.cos Y 'ﬁ_-ﬁla = |ﬁr + JEIQ— 2JE|J-I;J cos @

a a
a by a; — by
Mit a = <32>, b= <b2> unda—b = (az - bz) gilt fiir die linke Seite der obigen Formel:
L =2
|a— b| = (a; —by)? + (ay — by)* + (a3 — b3)?
== alz - Zalbl + blz + azz - Zazbz + b22 + 332 - Zagbg + b32
= alz + azz + 332 + blz + bZZ + b32 - 2(a1b1 + a1b1 + a1b1)
Fiir die rechte Seite der Formel zum Kosinussatz gilt:

—,2
| 3|2 + | b| — 2abcos(¢) = a;% + a2 +a3% + b;% + b,% + b3 — 2ab cos(¢)

Da die rechte und linke Seite der Formel zum Kosinussatz gleich sind, erkennt man, dass nach

Subtrahieren aller Quadrate und anschlieffendem Dividieren durch -2 folgende Beziehung ensteht:
S dob

a;b; +a;b; +a;b; = abcos(p) © aob =abcos(p) © cos(g) = b

- 2

Satz: Fiir zwei Vektoren 3 und b, die den Winkel ¢ einschliefen, gilt: cos(¢@) = %

-7 6

Beispiel: @ = <—6), b= (—3), Fob=(=7) 6+ (—6)(=3)+6-(—2) = —36, a =121 = 11,
6 -2

b=\/4_=7,cos((p)=_—36 —ﬁzup=cos‘1 (—%) ~ 117,9°

117 77

6 Abbildungen aus: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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Aufgabe 2 (Innenwinkel eines Vierecks)®’
Ein Viereck hat die Eckpunkte O (0/0/0), P (2/3/5), Q (5/5/6) und R (1/4/9).

Berechne die Langen der Seiten und die Grofie der Innenwinkel des Vierecks.

Aufgabe 3 (Schnittwinkelberechnung I)

Erldutere die Herleitungen der Formeln fiir die Schnittwinkelberechnung auf der folgenden Seite
und notiere die Formeln mit Skizze und Beispiel in Deinem Heft. Nutze dazu das Uberblicksblatt
zur Schnittwinkelberechnung, das in Dein Heft eingeklebt werden kann.

Aufgabe 4 (Schnittwinkelberechnung II)70

Gegeben sind die sich schneidenden Geraden g: X(r) = ( i > +r- (}), h: X(s) = ( ; > +s- <_32>
sowie die Ebenen E: x; — 2x, + 5x3 = 7und F: x, + x3 = 0_.5 ’

a) Berechne die Grofle des Schnittwinkels zwischen den Geraden g und h.

b) Berechne die Groe des Schnittwinkels zwischen den Ebenen E und F.

c) Berechne die Grofle des Schnittwinkels zwischen der Geraden g und der Ebene E.

% Lambacher Schweizer LK Mathematik (2017), S. 194.
70 Lambacher Schweizer LK Mathematik (2017), S. 256.
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5.5 Winkelberechnung

Schnittwinkel zwischen zwei Geraden, zwischen Gerade und Ebene sowie zwischen zwei Ebenen

Schnittwinkel zweier Geraden

Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen

Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene

u

cos(o) = %

cos(c*) = =
uv
Blick auf die Ebenen i Ueni| _ [uen]|
Richtllfng der Schni?:lt:.l;;'zl:les cos(90 — ¢) = :: = 111”111
cos(0”) = cos(180 — 0) = — cos(o) Die Betragsstriche berticksichtigen die zwei Fille,
cos(o) = — dov dass i und U den Winkel 90° — y bzw. 90 + y ein-
w Die Betragsstriche beriicksichtigen die beiden Fille, dass | schliefsen (y < 90°), denn es gilt der Zusammen-
Insgesamt gilt: cos(o) = uov| _ [uov| die beiden Normalvektoren den Winkel ¢ bzw. 180°- ¢ | hang cos(90 — §) = — cos(90 + ). Mit der Bezie-
vl inschlieRen, d ilt cos(180 — @) = — . ) = < o e
einschlieflen, denn es gilt cos( ) cos(¢) hung cos(90 — ) = sin(y) folgt sin(P) = —.
oV |t o V| Iny o 13| Iny ° 3| _ [d o m _ [ o 1
cos(o) = = 6 = cos ! cos(@) =————= = @ =cos! [ —= sin(y) = = = sin!
u'v n;-n, u-n u-n

1 -2
g: X(r) =G+r-<3>;h:X(s) =G +s-( 1 )
2 1
1\ /-2
sl
2/ \1
V12+32+422./(-2)2 +12+12

o =cos ! (l_\/z%_g\;gl) = cos~! (\/%) ~70,9°

1

0 = COS™

ng-n,
-3\ [ 1
E1:2X1+X2_X3=12; Ez:(l)o X_<5> =0
1 5
2 -3
L)
-1 1

V224+1+(-1)2-/(-3)2+12+12

1

@ = coS~

(p — COS_l <M = COS_l (L) ~ 42 4°
V6 -11 T

1
g:i(r)=§+r-(3>;E:2x1+x2—x3=12

e

V12+32+22./(-2)2+12+(-1)2

1

¥ =sin~

Y= sin~! (l\zfir_j_:/zgl) = sin~! (\/%) ~ 19,1°
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5.6 Hier geht es zum Abitur

Die Pyramiden von Gizeh sind das einzige noch heute erhaltene der Sieben Weltwunder der Antike.
Sie liegen ca. 15 Kilometer von der Innenstadt von Kairo entfernt direkt am Stadtrand des Vorortes
Gizeh in der Wiiste. Der quadratische Grundriss der Pyramiden sowie die Ausrichtung nach den
Himmelsrichtungen wurden beim Bau sehr exakt eingehalten. In Abbildung 1 ist die Situation ver-
einfacht in der Draufsicht dargestellt. Abbildung 2 zeigt die Einbettung im 3D-Koordinatensystem.

Chephren- und Cheops-Pyramide”

D C Cheops-Pyramide

6001

S N
5001
4001 A B w o
3001 |, & &

Chephren-Pyramide
2001 T
1001
E F
0 .
-300 -200 -100 0 100 200 300 400 500 600 700 Abbildung 1

Die nachstehend in Metern angegebenen Koordinaten (x |y | z) beziehen sich auf einen Koordina-
tenursprung O (0| 0]0) nahe der stidwestlichen Ecke der Chephren-Pyramide (siehe Abbildung 1).
Die Chephren-Pyramide steht auf der durch z = 10 festgelegten Ebene und liegt damit 10 m hoher
als die grofiere Cheops-Pyramide, so dass ihre Spitze die der Cheops-Pyramide noch tiberragt. Ab-
bildung 2 bietet eine perspektivische Ansicht, in der die Ebene z = 10 grau getont ist.

Abbildung 2
Es gelten folgende Koordinaten fur die _— e
Eckpunkte der Pyramide: e i

Cheops-Pyramide:

A (391]41010), B (616 |410]0),
C (616]635|0), D (391|635 0),
S (503,51522,5|139)
Pyramidenhohe 139 m

Chephren-Pyramide:

E (65]52]10), F (277]52]10),

G (2771264 ]10), H (65| 264 | 10),
T (171|158 ]146)
Pyramidenhohe 136 m R N

a) Diese Teilaufgabe bezieht sich ausschliefslich auf die Geometrie der Cheops-Pyramide.

71 Modifiziert nach einer Vorbereitungsaufgabe auf das NRW-Zentralabitur 2017 (LK Mathematik), die sich
anlehnt an eine Aufgabenidee aus Analytische Geometrie und lineare Algebra von Kroll, Reiffert, Vaupel
(Diimmler-Verlag 1997, S. 41-43)

212



5.6 Hier geht es zum Abitur

(1) Beschreibe, wie sich die Koordinaten der Eckpunkte D, C, S aus den Koordinaten der Eck-
punkte A, B sowie aus der Hohe der Cheops-Pyramide berechnen lassen.

(2) Berechne den (Boschungs-)Winkel, den die Seitenflichen der Cheops-Pyramide mit der
Grundebene einschliefsen.

(3) Um auf moglichst kurzem Wege von der Ecke B zur Ecke D zu gelangen, ohne die massive
Pyramide zu durchbohren, muss man einen Weg auf der Pyramidenoberfldche wihlen, der
durch einen Punkt der Kante AS oder CS fiihrt.

Bestimme die Linge dieser kiirzesten Verbindung, die auf der Cheops-Pyramide von der
Ecke B zur Ecke D fiihrt.

Am Morgen des 21. Mérz 2015 um 9:00 Uhr stand die Sonne im Stidosten. Der Richtungsvektor
der Sonnenstrahlen

a) Bestimme die Grofie der Schattenfliche der Chephren-Pyramide in der durch z = 10 defi-
nierten Ebene.

b) Erkldre durch plausible und realistische Uberlegungen, unter welchen Bedingungen kein
Schatten in der durch z = 10 definierten Ebene entsteht.

¢) Am Nachmittag des 21. Dezember 2014 um 15:15 Uhr stand die Sonne tief im Stidwesten.
Der Schatten der Pyramidenspitze T (171|158 |146) traf auf die Cheops-Pyramide in einem
Punkt T". Dabei verlief der gedachte Strahl entlang der Geraden vom Punkt T tiber T” nach
T (504|459 | 0).

Nenne mit Hilfe der Abbildung die Seitenfldche der Cheops-Pyramide, in welcher der Schat-
tenpunkt T” liegt, und berechnen Sie die Koordinaten von T".

Um die zum Bau benétigten Steinquader in die erforderliche Hohe zu bringen, wurden geradli-
nige Rampen entlang der Pyramide aufgeschiittet. Im Folgenden soll eine von Westen an die
Stidseite der Cheops-Pyramide fithrende Rampe durch eine Strecke betrachtet werden, welche
in einem Punkt P in der durch z = 0 definierten Ebene beginnt, die Kante AS in einem Punkt Q
zwischen A und S schneidet und in einem Punkt R auf der Kante BS endet. Dies ist in Abbildung
3 in Draufsicht dargestellt.

D C

P A B Abbildung 3
(1) Begriinde, weshalb die Punkte P, A, B auf einer Geraden liegen.

(2) Ermittele einen Losungsplan, wie sich der Startpunkt P der Rampe aus der Vorgabe von R
und dem Steigungswinkel der Rampe gegen die Horizontale bestimmen ldsst. Gib fiir jeden
Schritt die notwendigen Gleichungen an.

[Hinweis: Konkrete Rechenschritte sind nicht durchzufiihren.]
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5.7 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster

Hilfsmittelfreie Aufgaben

Ich kann ... ﬁ) E, g’
s | 2|2 % E
z | ¥|R| 8|9

begriinden, dass drei Punkte auf einer Geraden liegen la

den Punkt einer Schar mit rechtem Winkel in einem Dreieck bestimmen. 1b

eine Bedingung fiir Rechtwinkligkeit mittels Skalarprodukt angeben. 2a

ein Viereck auf seine Eigenschaften untersuchen. 2b

den Abstand Punkt - Gerade sowie den LotfuSpunkt berechnen. 3a,b

den Bildpunkt einer Spiegelung an einer Geraden berechnen. 3c

eine Lotgerade zu einer Ebene in Koordinatenform bestimmen. 4a

den Schnittpunkt von Gerade und Ebene in Koordinatenform berechnen. 4b

Abstand zweier Punkte berechnen. 4c

Lagebeziehung von Gerade und Ebene in Koordinatenform untersuchen 5a,b

Lagebeziehung von Ebenen auf der Basis von LGS untersuchen. 6

Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR
g .

Ich kann ... 'E) E g
REIEELE
= | E|R| 5|79

begriinden, dass ein Dreieck in einer Grundebene liegt. 7a

zeigen, dass ein Dreieck gleichseitig ist. 7a

zeigen, dass Dreiecksseiten gleich weit vom Ursprung entfernt liegen. 7a

eine Spitze einer Pyramide bestimmen (Kantenléingen sind bekannt). 7b

die Lagebeziehung von Gerade und Ebene beurteilen. 7c

den Schnittpunkt von Gerade und Ebene berechnen. 7d,8h

den Abstand zweier Punkte bestimmen. 7d,8h

einen Geradenpunkt bestimmen, der genau unterhalb einer Strecke liegen. | 7d

eine Streckenpunkt angeben, der genau oberhalb eines Punktes liegt. 7d

einen Schnittwinkel von Gerade und Ebene berechnen. 7d,e,8h

ein geometrisches Problem (Abstand Punkt - Gerade) l6sen. 7f

uberpriifen, ob eine Gerade oberhalb eines Punktes verlduft. 8a

Geschwindigkeiten bei Bewegungsaufgaben berechnen. 8b

Lagebeziehung von Geraden untersuchen und im Kontext deuten. 8c,g

den Unterschied zwischen Flugbahnen- und Flugzeuge-Abstand erldutern. | 8d

den geringsten Flugzeuge-Abstand sowie Flugbahnen-Abstand berechnen. | 8e,f

bestimmte Ortspunkte einer Flugbahnen bestimmen. 8h

einen Abstand eines Punktes von einer Ebene berechnen. 8h

uberpriifen, ob eine Gerade tiber einer Fliche verlduft. 8i

zeigen, dass eine Gerade Schnittgerade zweier nichtparalleler Ebenen ist. 9a

nichtparallele Ebenen bestimmen, die eine bestimmte Schnittgerade haben. | 9b
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Hilfsmittelfreie Aufgaben

Aufgabe 172

Gegeben sind die Punkte A (—2|1| — 2),B (1]|2] — 1) und C (1|1]4) sowie fiir eine reelle Zahl d der
Punkt D (d|1]|4).

a) Begriinde mithilfe der Vektoren AB und E, dass A, B und C nicht auf einer Geraden liegen, und
gib eine Gleichung der Ebene an, in der das Dreieck ABC liegt.

b) Ermittle den Wert von d, so dass das Dreieck ABD im Punkt B rechtwinklig ist.

Aufgabe 2

1 X
a) Die Vektoren <4> und <0> sollen senkrecht zueinander stehen.
z 5

Erldutere, welche Bedingung sich daraus fiir x, z € R ergibt. Bestimme ein konkretes Zahlenbei-
spiel fur x und z.

1 1
b) Die Vektoren < 4 ) und (0) spannen ein Viereck auf.
-3 5

Erldutere, um welches besondere Viereck es sich handelt.
Aufgabe 3

20 1
a) Berechne den Punkt F auf der Geraden g: )_()(t) = ( 1 > +t- (—4), der die kleinste Entfernung
12 3
vom Punkt P (4/8/—8) hat. [Zur Kontrolle: F (16/17/0).]

b) Ermittle den Abstand des Punktes P von der Geraden g.

c) Bestimme den Bildpunkt P’, der durch Spiegelung des Punktes P an der Geraden g entsteht.

Aufgabe 4 (LK)
Gegeben sind eine Ebene und ein Punkt durch E:2x+y —z =1 und P(5|3]0).

a) Bestimme die Gleichung einer Geraden g, die senkrecht auf E steht und durch P verlduft.
b) Ermittle die Koordinaten des Schnittpunktes von g und E.

c) Berechne den Abstand der Punkte P und F(1 |1] 2).

Aufgabe 5 (LK)

2 2
Gegeben sind eine Ebene E: 2x; — x, + 2x3 = 5 und eine Gerade g: X() = ( 1 > +t- <—1> (t e R).
-2 —4
a) Berechne die Koordinaten des Schnittpunktes von g und E.

b) Begriinde, dass g nicht senkrecht zu E verlduft.

2 Zentralabitur GK Mathematik NRW 2017
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Aufgabe 6 (LK)

a) Erklire, wie man anhand der Koordinatengleichungen von F: 6x; — 3x; + 4x3 = 12 und
H: 6x; — 3x, + 4x3 = —18 deren Lagebeziehung erkennen kann.

b) Untersuche, wie sich G: —12x; + 6x, — 8x3 = —24 zu F und H verhailt.

c) Fir die Lage dreier Ebenen gibt es fiinf charakteristische Fille. Sind die Ebenen durch Koordi-
natengleichungen gegeben, dann miissen gemeinsame Punkte das zugehorige 3x3-Gleichungs-
system erftillen.

(1) Gib zu jedem Fall an, ob das 3x3-Gleichungssystems der entsprechenden Koordinatenglei-
chungen der drei Ebenen eindeutig 16sbar, unlosbar oder oo!-16sbar ist.

(2) Entscheide, zu welchem Fall die drei folgenden LGS (A), (B) und (C) gehoren.

X1_3X2+2X3:2 X1—3X2+2X3=—2 3X1+3X2_2X3=18
(A) 3X2 - 2X3 = 1 (B) Xl + 3X2 - 2X3 = 5 (C) X1 + 3X2 - 2X3 = 5
_6X2 + 4X3 =3 _6X2 + 4‘X3 =3 _6X2 + 4’X3 =3

[Tipp: Betrachte zundchst die Normalvektoren der jeweiligen Ebenen.]
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Aufgabe 7 (Emscherblick?3)

Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln

In Bottrop im Ruhrgebiet steht auf einer Kohle-Abraumhalde das Kunstwerk ,, Haldenereignis Em-
scherblick” - im Folgenden kurz als Kunstwerk bezeichnet (siehe Abbildung 1 links). Das Kunst-
werk hat die Form einer Pyramide, die von vier gleichseitigen zueinander kongruenten Dreiecken
begrenzt wird (regelméfliges Tetraeder). Eines der Dreiecke bildet die Grundfldche der Pyramide.
Die Kantenldnge betrdgt jeweils 60 m. Das Kunstwerk steht auf vier 9 m hohen Betonpfeilern (vgl.
Abbildung 1 links). Um das Kunstwerk begehen zu kénnen, sind in die Konstruktion Treppen und
Aussichtsplattformen eingearbeitet.

X3

Abbildung 1

Das Kunstwerk wird in einem geeigneten Koordinatensystem durch eine regelméfiige Pyramide
(alle Seiten gleich lang) modelliert. Der Ursprung des Koordinatensystems befindet sich im Schwer-
punkt des Dreiecks ABC (siehe Abbildung 1 rechts), welches die Grundfldche 1 der Pyramide bildet
(Einheit: Meter [m]). Die Eckpunkte sind gegeben durch:

A (V1200 |0] 0) B (—V/300 |30] 0) C (=300 | - 30| 0)

a) (1) Begriinde, dass die Grundfliche ABC des Kunstwerkes in der xi1x.-Ebene liegt.
(2) Zeige, dass die Punkte A, B und C tatsédchlich die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks

mit der Kantenldnge 60 [m] sind und jeweils gleich weit vom Koordinatenursprung entfernt
liegen.
b) Die Spitze D liegt oberhalb des Koordinatenursprungs.
(1) Bestimme die Koordinaten der Spitze D des Kunstwerkes.

(2) Gib anschliefiend auch den Abstand der Spitze vom Erdboden gerundet auf zwei Nachkom-
mastellen an.

™ Modifiziert nach einer Aufgabe im Zentralabitur NRW LK und GK Mathematik 2017
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5.7 Kontrollaufgaben [wAke

Zur Vereinfachung wird das Kunstwerk im Folgenden durch eine Pyramide mit Eckpunkten mit
ganzzahligen Koordinaten modelliert. In dieser verdnderten Modellierung besitzt die Pyramide die
Eckpunkte A" (35 ]0] 0), B" (=17 [30] 0), C" (=17 | — 30| 0), D" (0 |0] 49).

[Hinweis: Die gesuchten Langen- und Winkelangaben sowie die Koordinaten der gesuchten Punkte
sollen im Folgenden jeweils auf 2 Nachkommastellen gerundet werden.]

Die Ebene Epcp- enthilt die Eckpunkte B, C” und D’. Eine Koordinatenform dieser Ebene lautet:

Escp: —49x, + 17x3 = 833 [Hinweis: Ebene Eg-cp- kann ohne Nachweis verwendet werden.]
c) Beurteile die Aussage, dass die Ebene Ep-cp parallel zur x>-Achse liegt. (LK)

d) Die Besuchertreppe vom Boden zur ersten Plattform wird im ersten Treppenstiick durch einen
Abschnitt der Geraden g modelliert, der in P (16 | — 20| — 9) beginnt und ins Innere der Pyra-
mide verlduft (vgl. Abbildung 1 links). Die Gerade g ist gegeben durch

- 16 -3
g: X(s) = (—20>+s-< 4 ) (s ER).
-9 2

Die Gerade g durchstofit die Grundfldche A"B°C” der Pyramide im Punkt T.

(1) Berechne die Koordinaten des Punktes T, und bestimme die Ldnge des Treppensttickes,
welches sich auflerhalb der Pyramide befindet.

[Hinweis: Ein Nachweis, dass der Punkt T innerhalb der Dreiecksfliche A"B°C" liegt, wird
nicht erwartet.]

(2) Bestimme die Koordinaten des Punktes auf der Geraden g, der sich genau unterhalb der
Kante AC” befindet, und ermittle den Abstand dieses Punktes vom vertikal dariiber liegen-
den Punkt auf der Kante A'C’".

(3) Um die Sicherheit der Besucher des Kunstwerkes zu gewdihrleisten, miissen Vorschriften
eingehalten werden. Dazu gehort auch, dass der Steigungswinkel der Treppe einen Wert von
30° nicht tiberschreiten sollte.

Zeige, dass fur den durch g modellierten Abschnitt der Besuchertreppe die obige Sicher-
heitsvorschrift eingehalten wurde.

e) Die Besuchertreppe soll erneuert werden. Die Planungen sehen vor, dass der Steigungswinkel
der neuen Treppe gegentiber der xix>-Ebene dabei 30° betragen soll. In einem ersten Vorschlag
wird die neue Treppe ausgehend vom Punkt Q (—8,5 [15] 9) auf der ersten Plattform (vgl. Ab-
bildung 1 links) als Teil einer Geraden der Schar g, modelliert:

-8,5 -3
g:i(s)=< 15 >+s-<4>(sER,aER).
9 a

Bestimme die zugehorigen Werte von a unter den vorgegebenen Bedingungen. (LK)
f) Die erste kreisformige Aussichtsplattform soll durch einen Kreis mit dem Mittelpunkt
Q (—8,5 15| 9) modelliert werden, der parallel zur Grundfliche A’B'C” liegt. Der mogliche

Durchmesser der Aussichtsplattform wird begrenzt durch einen Stahltréger, der im Modell vom
Mittelpunkt R der Kante A'B” zum Mittelpunkt S der Kante B'D” verlauft (vgl. Abbildung 1 links).

Berechne den maximal moglichen Durchmesser der Aussichtsplattform, wenn diese den Stahl-
trager direkt bertihren wiirde (ohne Berticksichtigung der Dicke des Stahltragers). (LK)

218



5.7 Kontrollaufgaben

Aufgabe 8 (Bewegungsaufgabe)74

Im Folgenden werden die Flugbewegungen In einem Koordinatensystem beschreibt die xi-x2-Ebene
eine ebene Landschaft, in der sich ein Flughafen und eine Stadt befinden. Das Zentrum der Stadt
liegt mit einer Kirche im Ursprung. Die xi-Achse weist in die Ostrichtung, die x,-Achse in die Nord-
richtung. Im Folgenden werden die Flugbewegungen vereinfacht dargestellt. Unmittelbar nach dem
Abheben des Flugzeuges F1 im Punkt P(—=3 | — 11 | 0) von der Startbahn geht das Flugzeug in eine
geradlinige Flugbahn f; tiber:

B _3 2,2
£,:X(s) = <—11>+s-< 4)(0 <s < 15)
0 0,6

Ein zweites Flugzeug F. bewegt sich lings der Geraden f, mit:

0 4
£,:X(0) = (15) +t- <—3) (0 <t<15)
4 0

Dabei geben s und t jeweils die Anzahl der Minuten an, die seit dem Start von F; vergangen sind.
Die Langeneinheit betragt 1 km. Zum Startzeitpunkt von F; befindet sich F, im Punkt (0|15 | 4).

a) Es giltin dieser Stadt fiir startende Flugzeuge die Bestimmung, dass die Kirche nicht tiberflogen
werden darf.
Uberpriife, ob diese Bestimmung von F; eingehalten wird.

b) Untersuche, welches der beiden Flugzeuge schneller fliegt, und gib die Geschwindigkeit des
schnelleren Flugzeuges in km/h an.

c) Weise nach, dass sich die Flugbahnen f; und f, nicht schneiden.

d) Erkldre anschaulich den Unterschied zwischen dem minimalen Abstand der beiden Flugzeuge
und dem kleinsten Abstand der Flugbahnen.

e) Ermittle unter Zuhilfenahme des GTR den Zeitpunkt, in dem die beiden Flugzeuge ihren ge-
ringsten Abstand haben, und gib den minimalen Abstand an. (LK)

[Zur Kontrolle: Die Abstandsfunktion d der beiden Flugzeuge nach der Zeit t betrdgt d(t) =
JB+18-9)2+(26—7-1)2+ (4—0,61)2]

f) Berechne den minimalen Abstand der Flugbahnen. (LK)

g) Wir nehmen an, dass Flugzeug F» genau 1 km tiefer fliegt.
(1) Begriinde, dass die Flugbahn des Flugzeuges F> nun lings der Geraden h mit der Parame-

0 4
tergleichung h: )?(r) = (15) +r- <—3) (0 <r < 15) verl4uft.
3 0

(2) Zeige, dass sich die Flugbahnen f; und h der beiden Flugzeuge F1 und F. im Punkt S(8/9/3)
schneiden.

(3) Beurteile, ob es zu einer Kollision der Flugzeuge kommt.

74 Modifiziert nach einer Abituraufgabe Zentralabitur NRW LK und GK Mathematik 2009
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5.7 Kontrollaufgaben [w#dl

(4) Bestimme eine Gleichung der Ebene E (Flugkorridor), in der die sich schneidenden Flugbah-
nen f; und h liegen.

h) Das Flugzeug F tiberfliegt in der Startphase (Abhebephase) die Spitze Q(12,4 |17|1,3) eines nahe
gelegenen Gebirges und taucht dann in eine Wolkenschicht W ein mit

~ 19 0 1
Wﬂ@uﬂ=<%0+ﬁ-0)+u-<O)GZSLuSZ)
6 0 -1

(1) Berechne, nach wie viel Minuten die Bergspitze Q iiberflogen wird und ermittle fiir diesen
Zeitpunkt den Abstand, den das Flugzeug F: von der Spitze Q hat.

(2) Bestimme den Punkt R, in dem das Flugzeug F1in die Wolkenschicht W eintaucht.
[Zur Kontrolle: R(19]2916). ]

(3) Berechne die Strecke, die das Flugzeug F1 vom Start bis zum Eintauchen in die Wolken-
schicht W zuriickgelegt hat.

(4) Ermittle den Steigungswinkel o von Flugzeug Fi beim Startvorgang.

(5) Berechne den Abstand des Punktes Q von der Wolkenschicht W. (LK)

i) Einin der xix>-Ebene liegendes militdrisches Sperrgebiet wird beschreiben durch die Parameter-

11 1 0
form einer Ebene E:i(k; m) = <—2) +k- <O> +m- (1) mit0 <k<2und0<m<7.
0 0 0

Priife rechnerisch nach, ob das Flugzeug F» das militdrische Sperrgebiet tiberfliegt.

Aufgabe 9 (Schnitt zweier nicht paralleler Ebenen im Kontext von LGS)

a) Bevor man Vektoren in der Analytischen Geometrie verwendete, beschrieb man eine Gerade mit
einem 2x3-Gleichungssystem (mit zwei Ebenen also). In der folgenden Abbildung werden zwei
Ebenen in Koordinatenform zu Schnitt gebracht.

Zeige, dass die beiden Koordinatengleichungen von der Ebene E: x; + 2x, + 4x3 = 12 und der
Ebene F: 6x; — 3x, + 4x3 = 12 die oben angegebene Schnittgerade s haben.

b) Ermittle zwei Koordinatengleichungen von Ebenen, die die Gerade s als Schnittgerade haben:

X1 0 1 B
s:X = <Xz) = (1) +u- <1> = <1 + ll). [Tipp: Eliminiere den Parameter .]
X3 1 1 1+n
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5.8 Losungen

5.2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene

Aufgabe 1

b) Man bildet jeweils das Skalarprodukt und erhélt genau dann Orthogonalitit, falls das Skalarpro-
dukt Null ist:

2 1 -7 6
(1)<5>°<2>=0 (2)(—6)0(—3>=—42+18—12=—36
-3 4 6 -2

3) (—11:7> 0 <—§223> =3-17-23 %0 @) (F)=0 ©(*)(¥)=18-18=0

2 _
(6) (Z;’) 0 ( ab) = —a’b? + a’b =a%(b—b?) =0, fallsa=0oderb=0oderb = 1.

¢) Zu zeigen ist, dass die Ortsvektoren paarweise senkrecht aufeinander stehen und deren Skalar-
produkt Null ergibt:

1 2 1 2 2 2
(1)(2)0(1)=2+2—4=0;<2>o<—2)=2—4+2=0;(1>o(—2>=4—2—2=0
2/ \-2 2 1 -2 1
10\ /-11 10 2
(2)(—5)0(—2)=—110+10+100=0;<—5)o<14)=20—70+50=0;
10 10 10 5
11 2
(—2)0(14>=—22—28+50=0
10 5

a a+1
(2)< a+t1 >o<—a-(a+1)>=—110+10+100=0;
a-(a+1) a

a a-(a+1)
a+1l Jo a =20—-70+50=0;
a-(a+1) —a—1

a+1 a-(a+1)
(—a-(a+1))°< a )=—22—28+50=0

a —a—1
d) Es gilt A L B, A L C und B L C, falls das Skalarprodukt der Vektoren Null ergibt:

1 —u
(1)<u>o<14>=—u+14u—2u2=0(:>—2u2+13u=0(:>u-(—2u+13)=0(:>u=OVu=6,5
2u —u

1 2u
u Jo|l—4|=2u—4u+ 2u =0 firjedesu.
2u 1

-u 2u
<14> 0 <—4) =-2u’-5—-u=0 —2u?—u—-56 =0 < u?+0,5u+ 28 = 0 (unldsbar)
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5.8 Losungen

u+1 u
@(2-u °<U+2>:u2+u+4—u2—u—4=Ofiirjedesu
-1 u+4

-1 2+ 2u

u 2—3u
<u+2>0< u )=2u—3u2+u2+2u+2u+2u2+8+8u=14u+8=0<:)u=—§
u+4 2+ 2u

Aufgabe 6
a)x; —2X, —7X3 +12 =0 b) 2x; + 5%, —x3 =0 c) 6x; +3x, +2x3—49=0
Aufgabe 7
a) Ez){f-[éﬁ]]:n 9%y — 2 + 3xg + T = 0
3

Do) (G -
o st (1) )
a [i]{?&[ﬁﬂ:n fy + g g~ 1620

—_— 1 2 1 1y =
e) gund hsind echt parallel, HG xT; = [0 ]x[—l] = [_1], [_1] X =0
1 3 =1 -1

b) ABxAC = [_c- ]x[
2

1 1

1

X —Xp—Xg=0
) gund h sind identisch, es gibt keine eindeutige Lésung.

Aufgabe 8
— 1 3 — 2 3
a) mX ={7J+p[ﬂ] b) m:X = [2]+p{ﬂ]
3 1 1 1

Aufgabe 9

F wird aufgespannt von ng und ?;, also my || mg xT,

I 2 1 1y [— (4
a) ngXr, =[-1|X|-1|=| 1], |1 a[}{— 1}:0 X +X—X—2=0
2 1 -1 -1 3 .
—_— —— 3 3 — - . " e
b) ngxr, = [—1 X -1]: o0, g ist Normale von E, keine eindeutige Lésung
2 2
Alle infrage kommenden Ebenen bilden ein Biischel mit g als Tréger-

gerade.

u+1 2 —3u
2—u]e u =2u—3uw?+2-3u+2u—u?—-2-2u=—-4u* -u=0 @u=0vu=-0,25.
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Aufgabe 10
a) Die Symmetrieebene hat die Normalrichtung AB und geht durch den Mit-

2y [— 5
telpunkt von [AB] : [— 2]o[X - [— 3]]=G 2%, — 2%, —-3%3-13=0
1 .

p) Die Symmetrieebene S zweier Parallelen enthélt deren Mittelparallele m
und steht senkrecht auf der Ebene E, in der die Parallelen liegen
oder enthélt das Parallelenpaar oder steht darauf senkrecht.

o (ofl) )
(=i

4\ [— (2
S:(B]n[x—[2]i|=0 4x, + 8xy = 6x3—24 =0
-5 0

¢) Die Schnittgerade s von E und F steht senkrecht auf der Symmetrieebene S.
.2y (2 -1 1y —
I's =[—1]><[—1]=2(-—2] S:[z]ox =0 Xy +2x,=0
2 4 0

0
Aufgabe 11
— 4 3
a) Projektionsgerade p: X =( ? ]-+- p[—l] schneidet E in P":

3(14 4+ 3w -2-W=0, = pu=-4, P'(2|6|1}

Spiegelpunkt S: 8 = P' + PP .-2P' -P, S(-10]10( 1)

._; 11
b) Projektionsgeradep: X =| 11 ]+ h 3 schneidet E; 3x, + 3x; + 2x3=6
3 2

in Pt 3(11+30) +3(11+ 31 +2(8 + 21) = 6, = pu=-3, P(2|2]-3)
Spiegelpunkt S: S=P + PP =27 - P, S71-71-9)
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5.3 Lagebeziehungen

Aufgabe 1
a) E F G
. 0 0 1 . 0 0 1 . -6 0 0
4 0 0 0 1 0 0 0 1
0\ _ 1\ 0
NF <O>°X—4=O <0>°X+5=0 <1>°X+6=0
1 0 0
KF X3—4=0 X, +5=0 X, +6=0
b) E F G
. 0 0 -3 4 0 -4 . 0 1 0
PF x=(6)+x. o)+u-(_6) X=<o>+x-<1>+u-<o X=<—z>+x-<o>+u-<z>
0 1 0 0 0 3 0 0 -4
NF (—1)0X+6=0 <0>°X—12=0 <2>0X+4=0
0 4 1
KF 2X1_X2+0'X3+6=0 3X1+0'X2+4’X3_12=0 0'X1+2X2+X3+4=0
c) (1) A geht durch den Urspruﬂg.

224

B geht durch den Ursprung und ist parallel zu x;-Achse,
enthdlt also die x;-Achse.

C ist die x,x3-Ebene.

D ist parallel zur x,x;-Ebene und schneidet die x;-Achse bei 2.

E ist parallel zur x;-Achse.

F enthilt x;-Achse und halbiert die Oktanten I, III, V und VII.

(2) Aist parallel zur x,x3-Ebene und schneidet die x,-Achse bei 2.
B ist die x,x;-Ebene.

C ist parallel zur x,;x,-Ebene und schneidet die xs-Achse bei 3.
D geht durch O.

E ist parallel zur x;x,-Ebene und schneidet die x;-Achse bei 3 , E = C.

d A xz+3=0 B: x,+x3—-1=0 C: x—x%3=0
D x-%3+1=0 E: x3-4=0
Aufgabe 2

a) x; = X, = 0. Daher folgt: 6x3 —6 = 0= x3 =1 = S;,(0/0/1)
X; = x3 = 0. Daher folgt: 3x, —6 =0 = x, = 2 = S,3(0/2/0)

b)2x1+3x2+6x3—6=0<+:gZX1+3x2+6x3=6<:=6>%+X72+XT3=1

- - > H hat die Achsenabschnitte a; =3, a; =2 und as = 1.
Setze zwei Koordinaten Null und

multpliziere mit dem Nenner unter
der dritten Koordinate
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-3 3 -3
c)523513=s_13’—573=<2):>s3:§=§+x-sz3sl3=<0>+A-<2)(X3=0!)
0 0 0
/3 () 3
512523=523—512=<o>:>sz:xzslz+x-slzszg=<0)+A-(0)(xZ=0!)
~1 1 ~1

d)
A 6l0lo),©l-310),©l0llD
T =[0)sof ] -2 TR 0 B 0
= = v = -+ :
wX=(sleofs) wX=(g)eels) =
A: 6loloy,©|-310),0l0l-7
S 6 23
X =10 1 s
wE=[s)of}] =
B: (-15]|0]0),©|-5]0),¢0]0]3)
— -15 73 —— ~15 5
%:X=[0J+o—1) sz:X=[0]+p[0] 8t

0 L0 0 1
c: ©loloy
: X =0|-2 s =p| 0 : B =71
weEaala] Rl ey
D: (-2|0l0),014]0)
— 0 1 ? -02\ g f g g
s =4 2 X = + A= +1
WX = (tec(s). wT=Gee(d) wT=(g]e<{s)
T % 1y — 0
E: (0l0l0) 5 X =0 % 85: X =p[2]
Y,

F: (0l-2]0) Syt

Aufgabe 3

. 4 -1 . 1 1 . 0 3
f:X(r)=<0>+r-< 1 ); g:X(r)=<0>+r-( 1 >; h:X(r)=<4>+r-(—4>
4 0 4 -1 2 1
. 4 -1 -2 1 X1 6
E:X(s;t)=(0)+s-( 3 >+t-< 1 ); E:%+%+X§=1;<1>o!(><z>—<o)]=0
2 -2 1 1 X3 0
Eixy +X,+x3—6=0

g und E haben eine Schnittpunkt S; h liegt in E; f verlduft parallel zu E

Aufgabe 5

1 X1 6
Setze den Geradenvektor i(r) in die Normalform (1) o [(Xz) - (0)] = 0 ein und 16se die entste-

hende Gleichung nach r auf.
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Aufgabe 7

b) E: x; —x, +x3 =1, F: x; — X, — X3 = 1 haben nichtkollineare Normalvektoren. Sie
schneiden sich daher in einer Geraden. G: 6x; — 6x, — 6X; = 12 und F haben zwar kol-
lineare Richtungsvektoren, allerdings gilt G: x; — x, — x3 = 2. G und F sind echt paral-
lel. Die Abbildung rechts beschreibt die Situation.

¢) Zum Beispiel: Echt parallel: E: x; + x, + x3 = 1, F: x; + x; + x3 = 0 (gleicher Normalvektor und
unterschiedliches Skalar auf der rechten Seite der Gleichung) identisch mit nicht identischem Nor-
malvektor: E: x; +X; +x3 = 1, F: —x; — X, — X3 + 1 = 0 (Multiplikation von F mit -1 liefert E); sich
schneidende Ebenen: E: x; +x, +x3 = 1, F: x; + X, — X3 = 1 (nicht kollineare Normalvektoren).

Aufgabe 8

a) (1) gehort zu Fig. 2, da Normalvektoren kollinear sind. (3) gehort zu Fig. 3, da das Skalarprodukt
der beiden Normalvektoren Null ergibt und die Ebenen senkrecht aufeinander stehen. (2) gehort zu
Fig. 1, da die Normalvektoren nicht kollinear mit einem Skalarprodukt ungleich Null sind.

b)
(I) 2X1 +X2 - 2X3 =2
()%, — 2%, =12 X; = —0,5+0,5%, =— 05+ 05 (1 +0,8x5) = 0,4%;

1’
2. () + () ergibt (II") 5x; — 4x3 = 5 © x4 = 1 + 0, 8x3 (x3 beliebig, aber fest)

B X1 1 + O,8X3 1 0,8 1 4
Man erhilt X(p) = <X2> = < 0,4x5 ) = <O> + x5 <0,4> = (0) +pu- <2>
X3 X3 0 1 0 5

GTR-Losung;:

B B

an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn

a b c d “U.\Jul&b LN W )
1 2 1 -2 2 X=1 +§Z
2{ 1 -2 0 1}
sl I 0 0 0 y=%
0
SOLVE|MINqE3|CLEAR]|_EDIT REPEAT

(I) 2X1 +X2 - 2X3 = 5

1 5

1,5 11 1 1 23 | 4
(II) 5%y — 2%, +x3=1= xz=—E+Ex1+0,5x3;——+—-(?+§x3)+5x3=

+-X3

2 2 9 3

(M) +2-(I)ergibt (1) 9%y —3x3 =11 & x4 = 19—1 + §x3 (x3 beliebig, aber fest)

1 1 11 1 11
. AN 3\ [ 3
Man erhilt X(p) = <X2> =B =B x| 2= 28]+ (4)
X3 9 373 9 3 9 1
X3 0 1 0

GTR-Losung;:
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5.8 Losungen [y

B B
an X+bn Y+Cg Z=dn g an X+bn Y+Cn Z=dn
a c LavF b FLALL Py Wl

1 2 1 -2 5 X=£+lZ
2 5 -2 1 1 9 3
LI 0 0 0 Y=§+iz
9 3
0 =7
REPEAT

¢) LGS (4) gehort zu Fig. 5 und LGS (5) zu Fig. 8. Begriindung: LGS (4) reprasentiert drei Koordina-
tengleichungen von Ebenen, von denen zwei echt parallel sind (Normalvektoren der zweiten und
dritten Gleichung unterscheiden sich nur um das Vorzeichen; rechts vom = stehen in beiden Fallen
die 1) und beide nicht parallel Ebene mit der ersten Koordinatengleichung sind (nicht kollineare
Normalvektoren). Dass LGS (5) zu Fig. 8 gehort (und nicht zu Fig. 6 bzw. Fig. 7, die auch zu LGS (5)
wegen der paarweise nicht kollinearen Normalvektoren passen konnten), erkennt man durch Ad-
dition von erster und dritter Gleichung; es entsteht die zweite Gleichung. Daher besitzt ist das LGS
unendlich viele Losungen.
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5.4 Abstinde von Objekten - LotfufSpunktverfahren

Aufgabe 1

E: x; + 3%, — 5x3 = 15, P(0/0/0)

. 1 B
Lotgerade h: X=u-<3 ):(3u)
-5 —5u

3
7
hinEip+3-3u—5-(-5p) =15=>p=2=F=| 2
_»
7
/ 3 \
7
_ 9 332 (9\? 15\ 3
a=0F=|| 2 ||=|G) +(3) +(-=) =5V ~254
7 J 7) T\7) F\T7) 77
7

Aufgabe 2

a) F und H sind echt parallel, da beide Ebenen den gleichen Normalvektor haben, aber rechts vom
»=" unterschiedliche Zahlenwerte stehen.

b) F: 6x; —3x, + 4x3 = 12 und H: 6x; — 3%, + 4x3 = —18

Betrachte den Abstand des Punktes (2/0/0), der auf F liegt, von H: 6x; — 3x, + 4x3 = —18.

. 2 6 2+ 6p
Lotgerade h: X = (0) +u- <—3) = < —3pu >
0 4 4u

hinH: 6-(2+61w) —3- (=3 +4-4u=—18= 12+ 36p + 9u + 16p = —18

6
¢) Betrachte die Schnittpunkte der Lotgeraden h: X = - (—3) mit den beiden Ebenen F und H
4
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hinF:6-6p—3-(-3p)+4-4u=12=p= 22 Damit erhélt man fiir den Spiegelpunkt M” des Ur-

144
6 /61\ 2,36
sprungs an der Ebene F: M=2- o (—3) = | _e_i | ~ <—1,18)
4 96 1,57
61

hinH:6-6p—3-(—3w)+4-4u=-18=>pu=— g. Damit erhélt man fiir den Spiegelpunkt M"” des

_ze
6 / 1on —3,54

Ursprungs an der Ebene H: M = 2 (— g) . (— o
4 \_ 14a | \—2,36
61
Aufgabe 3
. 0 2 21
Die Gerade g lautet X = <2> +u ( 6 ) <2 + 6u>. Sie ist Lotgerade zu E. Der Schnittpunkt (Lot-
2 -9 2-9u

fuSpunkt) berechnet sich als Schnittpunkt von g und E
2:20+6-(2+6W)—9-(2—90) =—6<4p+12+36p—18+8lp=—-6p=0
2
)

Daher ist P der Schnittpunkt von g und E. Von P geht man 11 Langeneinheiten in Richtung (

) Diese beiden Richtungsvektoren haben die Lange 11, da /22 + 62 + (—9)2 = 11. Man
fe folg

—2
bzw. (—6 . Di i
9
erhdlt daher fiir die Punkte A und B auf der Geraden g, die von P den Abstand 11 haben die folgen-
0 2 4 0 -2 -2
den Ansitze: A = <2>+ 11 ﬁ( 6 ) = ( 8 )und§= (2) + ll-ﬁ- (—6) = (—4).
2 -9 -7 2 9 11
Aufgabe 4
B 1 1 1+t
a) Es gilt: g: X(t) = (1) +t- (—1) = (1 — ) Sei F der gesuchte Punkt auf g mit dem Parameter t
0 t

3+t
< 2 - ) Da PF senkrecht steht zum Richtungsvektor
1+t
1

1
>—0<:>3+t—2+t—1+t—0(:>t—0=>F_()
0

1
L 1+t
Dann gilt: PF=F—-P=(1-t
+

t
der Geraden, gilt: PF o i = ( t )
-1+

2 2+ 2t
> = ( > Sei F der gesuchte Punkt auf g mit dem Parameter t

2
b) Es gilt: g: X(t) = (3)+t-( 1 3+t
2 -1 2—t
L [2+2ty (1 142t
Dann gilt: PF=F—P—<3+t)—( 2> (1+t> Da PF senkrecht steht zum Richtungsvektor
2-—t -3 5—-t

>F=

wl»—\
wlmwlgwlm

1+t
-1

. 1+2t\ /2
der Geraden, gilt: PF o U = 1 |=0©2+4t+1+t-5+t=0t=
5—-t
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Aufgabe 5

. 0 2 2t . —6 2 —6 + 2t
a) g X(t) = <2>+t-<—2) = <2—2t) und h: X(t) = (2 >+t-<—2) = < 2—12t ).DieGeradeng
2 1 2+t 5 1 5+t

und h sind parallel oder identisch, da sie dieselben Richtungsvektoren haben. Da es kein t gibt, dass
z. B. Punkt (-6/2/5) auf g liegt (nachrechnen!), sind beide Geraden parallel.

b) Sei F der gesuchte Lotfufspunkt auf g mit dem Parameter t. Dann gilt fiir den Verbindungsvektor

L 2t —6 6+2t\
von Hnach F: HF =F-H =12 — 2t =| —2t |.Da HF senkrecht steht zum Richtungs-
2+t -3+t

. 6+ Zt
vektor der Geraden g, gilt: HF o U = ( -2t )
3+t

-

-2
ﬁ,1:=<4>uncld(g, h)=d H; g) =
1

< )=0®12+4t+4t—3+t=0<:>t=—1
1

4

2

|,

J42 +2° + (42 =6.

Aufgabe 6
a)d=19

b)d =11

Aufgabe 7

G (0/3/4) und H (7/7/0)

Aufgabe 875

. 0 1000 1000
a) Richtung von Flugzeug 1: AB=B—-A = (400) - <—600> = ( 1000 ) Flugbahn von Flugzeug
100 1350 —1250
. 1000 1000 1000 —1000s
1: Fap: X(t) = <—600) +s- ( 1000 > = (—600 + 10005) (s = 0in 13 — Sekunden — Abschnitten)
1350 —1250 1350 — 1250s

R 600 600 1200
Richtung Flugzeug 2: CD =D —-C=| -200 | — [ 600 | = —800 |. Flugbahn von Flugzeug 2:
400 0 400

. 600 1200 600 — 1200t
Fep: X(t) = (600) +t- ( —800 ) = ( 600 — 800t> fiir (t = 0in 27 — Sekunden — Abschnitten)
0 400 400t

Da beide Richtungsvektoren nicht kollinear sind, sind die Flugbahnen entweder windschief, oder
sie besitzen einen Schnittpunkt. Setzt man die beiden Geradenvektoren gleich, erhilt man:

1000 — 1000s 600 — 1200t —1000s + 1200t —400
—600+ 1000s | =( 600—-800t | < | 1000s+800t |=| 1200
1350 — 1250s 400t —1250s — 400t —1350

Durch die ersten beiden Koordinatengleichungen erhilt man die Losungen s = 0,88 und t = 0,4. Diese
beiden Losungen erfiillen die dritte Gleichung nicht (-1260 # -1350). Daher sind beide Geraden wind-
schief.

® Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 96.
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5.8 Losungen

Der Abstand der beiden Flugbahnen betrdgt (z. B. mit der Formel fiir den Abstand windschiefer
Geraden): 63,76 m. Dieser Abstand ist kleiner oder gleich dem Abstand der Flugzeuge, da diese in
der Regel nicht zugleich an den Lotfufipunkten des gemeinsamen Lots auf die Flugbahnen befinden.

b) Man wandle die Parametergleichungen nun so um, dass fiir beide der gleiche Parameter s = t gilt:

1000
1000 —

Fap:X(t) =| —600 |+-—="-( 1000 | =] —600 + s | (t= 0inSekunden)

1350 —1250 \1350 1250/
13 °

S

600 1200t
27
27 B

Fep: X(t) = | 600 —800 600 — —t | (tiirt > 0 in Sekunden)
0 400 27
400t
27
Fiir den zeitabhiangigen Abstandsvektor beider Flugbahnen gilt:
600 —1200 1000 1OOOt 400+11400t
A 13 351
- o . 800 1000 37400
d=Xept) —X t=| _2= |— —_ = ddihad
co(® —Xap(®) = | 600 ———-¢ 600 +—=—t 1200 — ——t

\ 400t / \1350 1250t/ \1350+38950t
27 13 351

Fiir die Lange des Abstandsvektors gilt:

| 8| = ( 400 + 11400t)2 + (1200 37400t)2 + ( 1350 + 38950t)
N 351 351 351

Mithilfe des GTR erhilt man folgende globale Minimumstelle:

2

B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y12((-A00+(11400.351)x)2+{1200-(37

i

..........................................

d@rdx=05% 0T 15 0 55 MIN
X=E. 1.7570533b ¥Y=71.88010074

Nach ca. 12 Sekunden ist der Abstand mit ca. 72 m am geringsten. Es stehen also weitere Flugstun-
den an.

¢) Man berechne zunichst den Punkt des ersten Flugzeuges, an dem der Abstand zum zweiten Flug-
zeug am geringsten ist. Er hat den Ortsvektor:

B 1000 1176 —1000 95,38
X(11,76) = <—600> +—=—- ( 1000 > ~ <304,62). Der Verbindungsvektor von Flughafen zum
1350 —1250 219,23

600 —504,62
Ortspunkt des ersten Flugzeuges nach 11,76 Sekunden lautet: X(11,76) — (600) ~ (—295,38).
0 219,23

Seine Lange betragt,/(—504,62)2 + (—295,38)2 + 219,232 » 624,46 < 800
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Die Fluglehrer konnte den ,, Beinahezusammenstofs” sehen.

—-1000
( 1000 )
_112350 =~ 18?;'46 ~ 145,19 m pro Sekunde = 522,68 km

~1200
o
pro Stunde. Geschwindigkeit von Flugzeug 2: o] _ I 00

27 27

indiekei 128l _
d) Geschwindigkeit von Flugzeug 1: —— =

__ 1496,66

~ 55,43 m pro Sekunde =199,
56 km pro Stunde.

Die Steigung des zweiten Flugzeuges ist ca. 15,5 Grad. Beweis: Der senkrechte Projektionspunkt D"
von D in die xi-xo-Ebene ist D’(—600/—200/0). Er bildet mit den beiden Punkten C(600/600/0) und
D ein rechtwinkliges Dreieck mit der ldngsten Seite von C nach D. Daher gilt:

el (BB 1400\
a=tan”! (5) = tan”™! (Frgs) ~ 155
e) Zur Darstellung im Modell: 100 m pro Einheit Die Flugbahn des Flugzeuges 1 ldsst sich mit Punkt

P1(4|0|6) und Punkt P> (0]|4|1) darstellen. Die Flugbahn des Flugzeuges 2 ldsst sich mit Punkt
P3(6]6]0) und Punkt P4 (0|2 | 2) darstellen.
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5.5 Winkelberechnung
Aufgabe 2

OP = /38; PQ = V14; QR = v26; RO = 7v2;
JROP ~ 14,8% 40PQ = 137,5; ¥PQR ~ 54,8° %QRO ~ 67,9°

Aufgabe 4
a) 84,8°
b) 67,2°

¢) 7,4°
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5.6 Hier geht es zum Abitur

Chephren- und Cheops-Pyramide

a) (1) Die Kantenldnge der quadratischen Grundfldche der Cheops-Pyramide betrdgt 225 m. Daraus
ergeben sich die fehlenden Eckpunkte C (616|635 |0) und D (391|635|0) durch Addition von 225
zur y-Koordinate von B bzw. A. Der Mittelpunkt der Strecke ACistM (503,51522,5|0), zu berechnen
durch Mittelung der Koordinaten von A und C. Aus der Hohe ergibt sich die z-Koordinate von S
(503,51522,5|139).

(2) Fur die Cheops-Pyramide ist a = %(S,Mag, M) der gesuchte Winkel im Dreieck MMagS. Aus

tan(a) = %ergibt sich a = 51,0°

(3) Gesucht ist der doppelte Abstand zwischen B und der Kante AS. Dazu wird das Lot von B auf

. 391 112,5 391 4+ 112,51
die Gerade gags: X(A) = <410> +A- (112,5) = <410 + 112,5A> gefdllt. Sei F der LotfuSpunkt auf g

0 139 1391
. 391 + 112,54 616 —225+112,5\
mit dem Parameter \. Dann gilt fir BF =F — B = <410 + 112,57\> - (410) = < 112,52 ) Da
1397 0 1391

—225+ 112,51 112,5
BF senkrecht steht zum Richtungsvektor von g, gilt: BF o i = < 112,51 > ° (112,5) =0eoAx
139A 139
0,567. Da dieser Wert im Intervall [0;1] liegt, liegt der zugehorige LotfuSpunkt F auf der Kante AS

391 112,5
410 |+ 0,567 -( 112,5
0 139

kiirzesten Verbindung betrégt also ca. 381 m.

im Abstand d (B; gas) = |ﬁ=| = ~ 190,4 von B. Die gesuchte Linge der

b) (1) Zunichst ist der Schattenpunkt T” der Pyramidenspitze T (171|158 | 146) in der durch z =10
definierten Ebene zu berechnen. Dazu ist in der Gleichung der Geraden mit der Parameter-

171 —0,7154

form g: 2(7\) = (158) +A- ( 0,3468 ) die z-Koordinate gleich 10 zu setzen. Dies ergibt \ ~ 224,24
146 —0,6065

und damit den Schattenpunkt T” ~ (10,6 | 235,8 | 10). Dieser Punkt liegt 54,4 m westlich der 212 m

langen Kante EH, so dass die gesuchte Fldche ein Dreieck mit Fliacheninhalt A = % +212m-54,4m =

5766,4 m? ist.

(2) Zu einem spdteren Zeitpunkt wird die Sonne hoher stehen, wodurch der Schattenpunkt T auf
den Mittelpunkt der quadratischen Grundfldche zuwandert und auch in dieser Fldche liegen kann.
Dann wirft die Pyramide keinen Schatten mehr auf der Ebene z = 10.

(3) Der Sonnenstrahl durch T folgt der durch zwei Punkte T, T*" definierten Geraden h mit der Pa-

171 333

rametergleichung h: X() = (158) +A- ( 301 ) Anhand von Abb. 1 kann man aus der Lage des
146 —146

Punktes T"" und der Richtung von g schlussfolgern, dass der Schattenpunkt T” auf der Seitenfldche

ABS liegen muss. Die zugehorige Ebene kann mit der Ebenengleichung in Parameterform
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391 225 112,5
E:i(u; v) = <410> +u- ( 0 ) +v- (112,5) parametrisiert werden. Zur Berechnung des Schnitt-
0 0 139

punktes von h und E stellt man ein lineares Gleichungssystem fiir (\/p/v) auf, z. B. in Matrix-
—333 225 1125
form <—301 0 1125
146 0 139

gefahr T” (465/424/17).

171 - 391 A 0,8831
158 —410 | < | u | = | 0,2678 |. Dies fiithrt nach Einsetzen auf un-
146 — 0 v 0,1228

¢) (1) P liegt auf der Geraden durch die Punkte Q und R und in der durch z = 0 definierten Ebene. Die
Gerade durch Q und R und damit auch P liegen in der durch ABS definierten Ebene E. P liegt im
Schnitt der Ebene E mit der durch z = 0 definierten Ebene, also auf der Gerade durch die Punkte A
und B.

(2) Mit K, P und R werden die Ortsvektoren der Punkte A, P, R bezeichnet. Die moglichen Punkte P
1

liegen auf dem Hilfsstrahl gap:P(A) = A — A~ <0> mit A > 0. Die Steigung der zugehotrigen Rampe
0

wird durch die gegebene z-Koordinate zr von R sowie die Lange 1(A) = | R- 1_5(7\)| der Rampe be-

ZR

rechnet: sin(a) = o

Da der Steigungswinkel a gegeben ist, berechnet man zunichst 1(A) und dar-

— — 1
R—A+7\'<O>
0

aus den Wert von A aus I(A) = | R- 1_5(?\)| = Damit ist P durch ﬁ()x) bestimmt.

235

235




5.8 Losungen R[S

5.7 Kontrollaufgaben

Hilfsmittelfreie Aufgaben

Aufgabe 1
L 3 R, 3
a)AB=B—-A= <1) und AC=C—-A= (0) Da die beiden Vektoren nicht kollinear sind, liegen A,
1 6

B und C nicht auf einer Geraden und spannen daher eine Ebene auf. Ihre Gleichung in lautet

. 2 3 3 -2 3 1
E:X(\; V) =A+A-AB+v-AC=( 1 |+A-[1)+v-{o]=[ 1 |+r-[1])+n-[0)
-2 1 6 -2 1 2

d—1
b) Es gilt: BD =D — B =< -1 ).Das Dreieck ABD ist im Punkt B rechtwinklig genau dann, wenn
5
ABoBD=0&3-(d-1)-1+5=03d-3-1+5=0od=—.

Aufgabe 2

1 X

a) Die zwei Vektoren stehen senkrecht zueinander genau dann, wenn <4> ° <0> =0ex+5z2=0.
z 5

Fiir z = -1 ergibt sich zum Beispiel x = 5.

1 1
b) < 4 ) = \/12 +4% 4 (—3)2=+26=+ 12+ 0% +5% = (0) : Es handelt es sich um eine Raute.
-3 5
Aufgabe 3
o 20 +t
a) Sei t der Parameter zum LotfuSpunktF, d. h., P = X(t) = ( 1—4t ) Dann gilt fiir den Vektor von
12 + 3t

. [20+t—4 16+t .
Pnach F: PF=F—-P=| 1—-4t—8 |=(—-7 —4t ). Da der Vektor PF senkrecht auf g steht, gilt:
12+3t+8 20 + 3t

16 +t 1
(—7—4t)°<—4>=O(:>16+t+28+16t+60+9t=0<:)26t=—104<=t=—4. Also erhalt
20+ 3t 3

16
man insgesamt: F= X(—4) = (17).
0

=V12*2 +9* + 8% =17

b) Der gesuchte Abstand ist: |Fl_5| =

12
(2)
8
_ 4 12 28
c)P'=ﬁ+2-ﬁ’=<8)+2-<9)=(26>

-8 8 8
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Aufgabe 4

5 2 542\
a)g: )_()O\) =P+2A- ng = (3) +A- ( 1 ) = ( 3+A ) (Richtungsvektor von g ist Normalvektor von E)
0 -1 A

b) Koordinaten von g in E einsetzen: 2- (5 +2A) +3+A+A =1 & 6A = —12 & A = —2. Man erhilt
den Schnittpunkt F(1|1]2).

1 5 -4
c)ﬁ:ﬁ—ﬁ:<1)—<3>= (—2): |PF| =\/(—4)2+(—2)2+22 = V24 = 2/6.
2 0 2

Aufgabe 5

2 2 2+ 2t
a) Setze die Koordinaten von g: X(t) = < 1 ) +t- <—1) = ( 1-t ) in die Koordinatengleichung
-2 —4 —2—4t
vonEein:2-24+2t)—(1-t)+2-(-2—-4t)=544+4t—1+t—4—-8t=5t=—-2. Man er-
hilt als Schnittpunkt (-2/3/6).

2 2
b) Da der Richtungsvektor der Geraden g (—1) und der Normalvektor der Ebene (—1) offenbar
—4 2
nicht kollinear zueinander sind, verlduft g nicht senkrecht zu E.

Aufgabe 6 (LK)

a) Die beiden Ebenen F und H haben den gleichen Normalvektor aber ein unterschiedliches d. Daher
sind sie echt parallel.

b) Ebene G ist mit F identisch, daher ebenfalls echt parallel zu H.
¢) (1) Unlosbar: Fille 1, 2 und 3. Eindeutig 16sbar: Fall 4. co!-16sbar: Fall 5.

(2) (A) gehort zu Fall 2, da die Normalvektoren der zweiten und dritten Ebene kollinear sind und
beide offenbar nicht kollinear zum Normalvektor der ersten Ebene sind. Da bei (B) die Normalvek-
toren aller drei Ebenen untereinander nicht kollinear sind, kommen nur die Fille 3 bis 5 in Frage.
Das LGS ist allerdings unlosbar, denn I+(-1)-(I) liefert -6x> +4xs = -7 im Widerspruch zur dritten
Gleichung. Auch fiir (C) kommen zundchst die Fille 3 bis 5 in Frage. Allerdings liefert (I) + (-1)-(II)
die dritte Gleichung, so dass das LGS ool-16sbar ist. Daher handelt es sich um Fall 5.
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Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln

Aufgabe 7

a) (1) Die drei Eckpunkte A, B und C besitzen alle die x;-Koordinate Null und liegen somit in der
x1X2-Ebene.

= |AB| = 30
0

—v300 —+v1200
= 60, denn es gilt

) |AC| = ‘( ~30
0

J(—m — VIZ00)” + (£30)2 = 60.

. ‘(—\/W—\/lzoo)

Fiir die Lange der Ortsvektoren von A, B und C gilt: |K| = |§| = |E| =+/1200 = 20V3 ~ 34,64 [m]

b) Da die Spitze D iiber dem Koordinatenursprung liegt, hat sie die Darstellung D (0/0/h) und somit

0 0
ist sein Ortsvektor: D = (0) =h- (0), wobei h die Hohe des Kunstwerkes ist. Die Hohe h ldsst sich

h 1
zum Beispiel unter Verwendung des Satzes von Pythagoras im Dreieck COD bestimmen (mit dem

rechten Winkel beim Koordinatenursprung O):h = |C_D)|2 — |E|2 = /602 — (300 + 302) = 20V6 ~
48,99 [m]. Daher ist D (0/0/48,99), und die Entfernung der Pyramidenspitze D vom Erdboden be-
tragt 9 + 48,99 = 57,99 [m].

—49
¢) Ein Normalvektor der Ebene Epcp: —49x; + 17x3 = 833 istD = < 0 > Dieser liegt senkrecht
17
0
zum Vektor | 1 |. Damit liegt die Ebene Epcp- senkrecht zur x,-Achse.
0

d) (1) Die Ebene Ep-g'¢ liegt in der xix2-Ebene. Daher muss die xs-Koordinate des Punktes T auf der
Geraden g Null betragen: =9 +s-2 = 0 & s = 4,5. Einsetzen von s = 4,5 in die Geradengleichung

liefert die Koordinaten des gesuchten Schnittpunktes T (2,5 |-2 | 0). Fiir die Lange des gesuchten
-13,5
Treppenstticks gilt somit |P_T)| = < 18 ) ~ 24,23 [m].
9
(2) Es miissen die xi- und die x;-Koordinaten der Auflenkante A’C’mit der

R 35 —52 35— 52t
Parametergleichung X(t) = ( 0 |+t <—30> = ( —30t ) und der Geraden g mit der
0 0 0

16 -3 16 — 3s
Parametergleichung ~ X(t) = <—20> +s- ( 4 > = <—20 + 45) tibereinstimmen.  Daher  gilt:

-9 2 -9+ 2s
35-52t=16=3s _,  _ 25 _ 158 unds =2 ~ 0,46. Es ergibt sich fiir die Koordinaten des ge-
—30t=—20+4s 149 149

suchten Punktes auf der Treppe ndherungsweise: (11,27 | -13,69 | -5,85). Der dartiber liegende Punkt
auf der Kante hat die Koordinaten: (11,27 | -13,69 | 0). Der Abstand des gesuchten Punktes von der
Kante betrédgt somit ungefahr 5,85 [m].

(3) Der Steigungswinkel der Treppe entspricht dem Winkel zwischen der Geraden g und der xix2-
Ebene. Dieser kann z. B. elementargeometrisch in einem geeigneten rechtwinkligen Dreieck berech-
net werden.
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Die Koordinaten des Punktes P sind bekannt. Die Koordinaten eines -
Punktes N (13 |-16 |-7) auf der Geraden g ergeben sich z. B. durch Ein-

setzen von s = 1 in die Parametergleichung von g. (Auch die Koordinaten

des Punktes T konnten verwendet werden.) Die Koordinaten von M (13

|-16 |-9) ergeben sich durch senkrechte Projektion des Punktes N in die P M
zur xi1xo-Ebene parallele Ebene, die den Punkt P enthilt. Fiir den Stei-

gungswinkel gilt:

(5)
(2)

Die Sicherheitsvorschriften werden somit (21,80° < 30°) eingehalten.

2l

M
tan(a) = % =

=04 > a=2180°

e) Der Steigungswinkel der Treppe entspricht dem Winkel zwischen einer Geraden der Schar g. und
der xix>-Ebene. Es gilt in Abhédngigkeit vom Parameter a:

1) _
(e

(:>0,25-(25+a2)=a24:)25+a2=4a2<:>a2=§(:>a=\/??SVa=—\/2;5.

B 05=— 05vZ5Tal=al

sin(30°) = =
(30%) V25+a2-1 sin(30°)=0,5 V25+aZ

f) Berechnung des Schnittpunktes der zur xix>-Ebene parallelen Ebene, die den Punkt Q enthilt (Eq:
x3 = 9) und der Geraden, die den Stahltrager RS enthalt:

o ., (3\ , (52 9
R=A'+5-A’B’=<O>+E-<30>=(15>.
0 0 0
DY e VAN A v/ -85
S=B’+E-B’D'=<30>+5-(—30)=(15 )
0 49 24,5

9 -17,5
0 24,5
Fiir die Schnittpunktberechnung (Einsetzen der dritten Koordinate in Eq: x3 = 9) ergibt sich:

k-245=9k=2~037(0<k<1).

Der Punkt L auf dem Stahltrager in der Hohe der Plattform hat somit die Darstellung L (1—78 /15/9)
bzw. L (2,57/15/9).

Es ergibt sich ein Abstand von [BD’| = % ~ 11,07 [m]. Als maximalen Durchmesser der Aussichts-
plattform erhélt man einen Wert von etwa 22,14 [m].

Aufgabe 8
15

0 -3 2,2 S=11
a) <0> = <_11> +s- ( 4 ) © =1 . Es gibt kein eindeutiges s. Daher fliegt das Flugzeug

0,6 4
X3 0 x3=06"s

nicht tiber den Kirchturm im Zentrum (0/0/0).
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km
b) Flugzeug Fu: = V2,22 + 42+ 0.62 ~ 4,6

2,2
(4)
0,6
4 km km

— 2 _2)2 — g2 -~
(03> = 42+ (=3)2 =5 =300

Das zweite Flugzeug ist schneller als das erste Flugzeug,.

Flugzeug Fi:

¢) Da die Richtungsvektoren der beiden Flugbahnen nicht kollinear zueinander sind, schneiden sich
die Geraden oder sind windschief. Man setzt daher beide Terme fiir X¢ (s) und sz (t) gleich:

—-3422-s 4-t 22-s—4-t 3 s=5
(—11+4-S)=<15—3-t>(:)<4-s+3-t)= (26>ﬁt=2
06-s 4 0,6°s 4 s =6

Da es keine eindeutigen s und t gibt, die das LGS 16sen, besitzen die beiden Geraden keinen Schnitt-
punkt und sind daher windschief.

d) Im Falle der Windschiefheit wird der minimale Abstand der Flugbahnen durch das Lot auf beide
Geraden festgelegt. Dieser geringste Abstand entspricht nicht zwangsldufig dem geringsten Ab-
stand der Flugzeuge, da sich die beiden Flugzeuge in der Regel nicht zum gleichen Zeitpunkt an
den LotfufSpunkten befinden.

e) Sei d der Abstandsvektor der beiden Ortspunkte der Flugzeuge. Dann gilt:

. 4-t -3+22-t 3+18-t

d= )_()Flugzeugl(t) - )_()Flugzeugz(t) = <15 -3- t) - (—11 +4- t) = (26 -7 t). Damit gilt fiir den
4 0,6-t 4-06-t

Abstand d in Abhdngigkeit vom Zeitpunkt t:

d(t) = |H| =J(B+18-9)2+ (26 -7 12+ (4 — 0,6 - t)2. Mithilfe des GTR erhalt man fiir das glo-

bale Minimum (t = 0) d(3,40) =~ 9,58.

Also: Beide Flugzeuge haben nach ca. 3 Minuten und 24 Sekunden mit ca. 9600 m den geringsten
Abstand.

E [EXEl:Koordinaten anzeigen

dv/dX=0 MIN
¥=3.403041855 Oy=0.584128198 °

f) Formel fur den Abstand der Flugbahnen: d = %

EHCHEEN )
() (32

0 4
g) (1) hmith: X() = (15) +r- (—3) (0 < r < 15) verlduft genau 1 km tiefer als f,, da folgendes gilt:
3 0

wo-soo- (3 (3 (8- (-0

|-5,4—62,4+90,4|
V1,82+2,42+(~22,6)2

d(fl, fz) = =~ 0,99 [km].
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(2) Da die Richtungsvektoren der beiden Flugbahnen f; und h nicht kollinear zueinander sind,
schneiden sich die Geraden oder sind windschief. Man setzt daher beide Terme fiir: X; (s) und X, (1)

gleich:

—3+4+22"s 4-r 2,2's—4-r 3 s=5
(—11+4-s>:<15—3-r)®(4-s+3-r>= (26)&?{1‘:2.
0,6-s 3 0,6-s 3 s=5

Das LGS ist eindeutig 16sbar mit s = 5 und r = 2. Daher schneiden sich f; und h. Fiir den Schnittpunkt

o 4-2 8
S gilt: S = X, (2) = (15—3-2) = (9).
3 3

(3) Da die beiden Flugzeuge zu unterschiedlichen Zeiten am Schnittpunkt ankommen, besteht keine
unmittelbare Kollisionsgefahr.

(4) Fur die Ebenengleichung wahlt man die nicht kollinearen Richtungsvektoren der Geraden f; und
h sowie z. B. den Schnittpunkt oder einen den beiden Aufpunkte. Man erhilt fiir die entsprechende

. 8 2,2 4
Ebene: E¢ ;p: X(c; d) = <9> +c- < 4 ) +d- <—3) (c,d € R).
3 0,6 0

h) (1) Das Flugzeug fliegt tiber den Wolkenkratzer Q (12,4/17/1,3), wenn folgende Gleichung erfiillt

12,4 —34+2,2"s s=7
ist: ( 17 ) = (—11 +4- s) & s=7 . Damit befindet sich das Flugzeug nach 7 Minuten genau
X3 0,6-s X3 = 4,2
2900 m iiber dem Punkt Q.

(2) Man bestimme den Schnittpunkt R von f; und W:
—-3+22-s 19 0 1
X(s) =X p) © (—11+4-s) = (30)+7\-(1)+u-< 0 )(—2 <Apu<2)
0,6-s 6 0 -1
10

2,2s— 1 22 s
ol 4s=A |=(41|=(A]|=|-1] DasLGSist eindeutig losbar, so dass man fiir den Schnitt-
06-s—u 6/ \u 0

19
punkt R erhilt: R =X(10) = (29).
6

(2)-Cal-{e)

(4) Nach 10 Minuten befindet sich F; im Punkt R, dessen senkrechte Projektion in die x;-x>-Ebene
R*(19/29/0) lautet. Der Startpunkt von Fi, der Punkt R und der Projektionspunkt R* bilden ein
rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenusenldnge von 46,04 und der Gegenkathete zum Stei-

@) [R=X,(0)] =

= 46,04 km legt F; in den ersten 10 Minuten bis zum

Punkt R zurtick.

gungswinkel a mit der Lange 6. Daher gilt: sin(a) = ?‘04 = a=sin"! (?‘04) ~ 7,49°. Alternative

Losung moglich tiber die Formel fiir den Schnitt von Gerade F1 und xi-x2-Ebene:

i

2,22+4240,6%-1

1

P =sin~ ~ 7,49°
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19 0 1

(5) Gesucht: Abstand Q(12,417|1,3) von W:X(}; p) = (30) +A- (1) +pu- < 0 >(—2 SAu<2).
6 0 -1

Die Losung erfolgt tiber die Formel fiir den Abstand von Punkt und Ebene.

-GGG 1))
)) (2)

i) Man untersuche die Lagebeziehung der Projektionsgrade p und E:

0 4 11 1 0
(15)+r-<—3>=(—2)+k-<0>+m-(1)mit0£k§2und0SmS7
0 0 0 0 0

4r—k 11 11+k -17+m
| -3r—m|=|-17|er= 7 undr = —

64+47 11,1 7,85 [km]
= = = /, m
V2 V2

)

-3
0 0
Mit den obigen Einschrankungen fiir k und m gilt fiir r durch Abschédtzung mit k einerseits die
Ungleichung% <r= %_k < 1:3 =3,25 und andererseits durch Abschditzung mit m die

—-17+m

Ungleichung 3% = % <r= < 6;. Da sich beide Ungleichungen widersprechen, gibt es keine
Losung des obigen LGS und daher keine gemeinsame Punkte von p und E.
Dabher iiberfliegt F» das Militdrspeergebiet nicht. Die folgende Abbildung stellt die in die xi1x>-Ebene

projizierte Situation dar.

-
<,y’

} “_ Projektion p von f;

A Aol
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Aufgabe 9

a) Durch F + (-1)-E erhilt man die Gleichung 5x; — 5x, = 0 & x; = X, = . Formt man die Gleichung
zu E nachx; um, giltxz =3 —0,25x; — 0,5x, = 3 —0,75u. Mit 4A = p erhédlt man: x; = x, = 4A

. X1 4 0 4
undx3:3—3?\,also:XO\)=(Xz)=< 42 )=(0)+k-(4>.
X3 3—-3A 3 -3

b)x, = x,=X3=l+pe——m x,=14+x, x3=14+x1 X, +X=1,—x; +x3 =1
H=X11N X, =X3

Die erste Ebene hat z. B. die Koordinatengleichung —x; + x, = 1, die zweite —x; + x3 = 1.
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