AB9 - Volumen und Oberflicheninhalt einer Kugel

1) Volumen einer Kugel - Prinzip von Cavalieri

Francesco  Cavalieri
(1598-1647) war ein

alieri
il jeweils gleicher \ italienischer = Mathe-

Zwei Korper gleicher Hohe sind volumengleich, wenn sie in

matiker und Monch.
Hohe flichengleiche Querschnitte haben.

Begriinde mithilfe des Satzes von Cavalieri, dass eine Halbkugel dasselbe Volumen hat
wie ein gleichhoher Zylinder vom selben Durchmesser, aus dem, wie in der folgenden
Skizze dargestellt, ein Kegel ,, ausgehohlt” wurde.

Halbkugel Vergleichskorper Der Kreis im linken Bild hat den Fla-
cheninhalt:

(1) Fxreis =

Dabei gilt fiir s nach dem Satz des Py-
thagoras:

(2) s =

Setzt man (2) in (1) ein, erhélt man:

Fxreis =

Der letzte Term entspricht genau dem
Flacheninhalt des Kreisrings auf dem
rechten Bild, denn:

FKreisring = FgroRer Kreis — l;‘kleiner Kreis

Fiir das Volumen des Vergleichskorpers mit der Hohe h = gilt:
VVergleichk(")rper = valinder - VKegel =

Daher hat die Kugel das Volumen: Vgygel = 2 * Vyergieichkorper =



2) Oberfldacheninhalt einer Kugel - Naherung durch Pyramiden

Aus dem Kugelvolumen lésst sich der Oberfldcheninhalt der Kugel ableiten. Die Oberfla-
che wird (ndherungsweise) wird in moglichst viele kleine Vielecke (in der Abbildung sind
dies alle gleichseitige Dreiecke) aufgeteilt, und alle Eckpunkte werden mit dem Mittel-
punkt verbunden. Der Inhalt der Kugeloberfldche ergibt sich ungefdhr aus der Summe der
Flacheninhalte G1, Gy, G3, Gy, ... der Vielecke. Also:

OKugel =~ G1 + Gz + G3 + G4 + -

Das Volumen der Kugel ergibt sich Ndherungsweise aus der Summe der Pyramiden, die
G1, Gz, Gs, Gy, ... als Grundfldchen und M als Spitze haben. Die Hohe all dieser Pyramiden
ist ndherungsweise der Kugelradius r. Daraus folgt:

1
VKugel = §G1 T+

1
vKugelzg'r'( )zgr

Denkst du dir die Vielecke beliebig klein werdend, dann miisste sich letztlich die folgende
Gleichung ergeben:

VKugel =5

W] =

Also gilt mit der Volumenformel Viygel = % -1 - 13 fiir die Kugel:

VKugel =

W

0Kugel =
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Satz von Cavalieri

Zwei Korper gleicher Hohe sind volumengleich, wenn sie in jeweils gl

Hohe flichengleiche Querschnitte haben.
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eicher

Begriinde mithilfe des Satzes von Cavalieri, dass eine Halbkugel dasselbe Volumen hat
wie ein gleichhoher Zylinder vom selben Durchmesser, aus dem, wie in der folgenden
Skizze dargestellt, ein Kegel ,, ausgehohlt” wurde.

Halbkugel Vergleichskorper Der Kreis im linken Bild hat den Fla-
cheninhalt:

(1) Fireis = T s?

Dabei gilt fiir s nach dem Satz des Py-
thagoras:

(2) s? =r? — x?

Setzt man (2) in (1) ein, erhélt man:

Freis = T (r2 —x?) = m-r? — - x?

Der letzte Term entspricht genau dem
Flacheninhalt des Kreisrings auf dem
rechten Bild, denn:

FKreisring = FgrofSer Kreis — l;‘kleiner Kreis

2

= " rZ — mMm*X
Fiir das Volumen des Vergleichskorpers mit der Hohe h = gilt:
3

_ —mr2r—rmrir=2%nm-
VVergleichk(")rper _VZylinder_VKegel =T-'r I‘—g mwre-r —3 T r

Daher hat die Kugel das Volumen: Vgygel = 2 * Vyergieichkorper = g ‘-3



2) Oberfldacheninhalt einer Kugel - Ndaherung durch Pyramiden

Aus dem Kugelvolumen lésst sich der Oberfldcheninhalt der Kugel ableiten. Die Oberfla-
che wird (ndherungsweise) wird in moglichst viele kleine Vielecke (in der Abbildung sind
dies alle gleichseitige Dreiecke) aufgeteilt, und alle Eckpunkte werden mit dem Mittel-
punkt verbunden. Der Inhalt der Kugeloberfldche ergibt sich ungefdhr aus der Summe der
Flacheninhalte G1, Gy, G3, Gy, ... der Vielecke. Also:

OKugel =~ G1 + Gz + G3 + G4 + -

Das Volumen der Kugel ergibt sich Ndherungsweise aus der Summe der Pyramiden, die
G1, Gz, Gs, Gy, ... als Grundfldchen und M als Spitze haben. Die Hohe all dieser Pyramiden
ist ndherungsweise der Kugelradius r. Daraus folgt:

1 1 1 1
vKugelz§G1'r+§Gz'l‘+§G3'r+§G4-r+...

1 1
VKugelzg'r'(G1+Gz+G3+G4+”‘)%g'r'ol(ugel

Denkst du dir die Vielecke beliebig klein werdend, dann mdisste sich letztlich die folgende
Gleichung ergeben:

VKugel = § re OKugel

Also gilt mit der Volumenformel Viygel = g -1 - 13 fiir die Kugel:

4 3 1
VKugelzg'Tt'r =5'1"01(ugel

Okugel = 4T r2



