Ganzrationale Funktionen untersuchen

[E] [EXEl:Koordinaten anzeigen

4. Unterrichtsvorhaben
in der E-Phase

&’8:(1_|5)xx“(5)—(%_2|_3)x“(3)

A=-1

] MAX
“Iv=0.1333333333

Jorn Meyer

j-meyer@fals-solingen.de

www.maspole.de


mailto:j.meyer@fals-solingen.de
http://www.maspole.de/

Inhaltsverzeichnis

1 Ganzrationale Funktionen - Verhalten an den Rdndern und nahe Null............................... 2
2 Nullstellen und Symmetrie ganzrationaler Funktionen .............cccoccoiiiiiiiiiiniiiine, 6
3 Monotonie und Extremstellen ganzrationaler Funktionen............ccccccoeovviviiiiinniicnne, 11
4 Krummungsverhalten und Wendestellen ..o, 16
5 Ganzrationale Funktionen im Sachkontext untersuchen............ccccccoeiiiiiiiiiiiiiccne, 19
6 Kontrollaufgaben - Vorbereitung auf die Zentralklausur ............ccccoccvvviiiiiiiniinicinne. 23

LOSUNZEI ..ot 36



1 Ganzrationale Funktionen - Verhalten an den Rindern und nahe Null

a) Gegeben sind fiinf Funktionsgleichungen. Zu allen Funktionsgleichungen sind die passenden
Graphen 1 bis 3 angegeben. Ordne ohne GTR zu, welcher Graph zu welcher Funktionsgleichung
gehort. Erldutere Deine Gedanken.

Aufgabe 1: Graphen ganzrationaler Funktionen zuordnen!

f(x) = %x‘* + %x3 - sz - %x +3, g(x) = —0,25x3—0,5x% + 1,25x + 1,5, h(x) = —x? + 2x + 3
i) = —2(x+DE+Dx—-2), jx) =—x+1)(x—3)
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Funktionen mit den obigen Funktionsgleichungen nennt man ganzrationale Funktionen. Sie sind
folgendermafien definiert:

Definition:

Eine Funktion f mit einer Funktionsgleichung der Form f(x) = a,x" + a,_1x"" 1 + -+ a;x + ay
heifdt ganzrationale Funktion n-ten Grades. Dabei sind ag, ay, ..., a,_1, a, reelle Zahlen mit a, # 0.
Sie heifien Koeffizienten und ag heifst absolutes Glied. Die Zahl n ist eine natiirliche Zahl und
bezeichnet den Grad der Funktion bezeichnet.

Beispiel: Die Funktion f mit der Gleichung f(x) = 3x® — 9x? — 120x eine ganzrationale Funktion
3-ten Grades mit Absolutglied ao= 0.

b) Gib zu den obigen drei Funktionsgraphen den Grad und das absolute Glied an und zeige durch
Ausmultiplizieren, dass i(x) = g(x) und j(x) = h(x) gilt, so dass auch durch i(x) und j(x) ganzrati-
onale Funktionen beschrieben werden.

! Idee aus: Lambacher Schweizer, Einfithrungsphase, Klett-Verlag (2014)



Aufgabe 2: Verhalten des Graphen fiir x > oo (lies: , x gegen plus/minus unendlich”)

Gegeben seien die Graphen der beiden ganzrationalen Funktionen f und g 4, |
mit f(x) = 3x® — 9x? — 120x + 5 und g(x) = 3x> (vgl. rechts). 4000 gH ]
a) Fiille die Tabellen mithilfe des GTR (MENU 7) aus. I II
3000
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X 10 100 1000 10000 100000 !
20|00"
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X -10 -100 - 1000 -10000 -100000 | #00
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b) Beschreibe Deine Beobachtungen.
120

c) Begriinde, dass f(x) = 3x3 — 9x? — 120x + 5 = 3x3 - (1 -2

3x

3x2

+ %) gilt und sich die Funkti-

onswerte von f und g fiir betragsmifiig grofie x-Werte beliebig nahe kommen. Es gilt daher

f(x) = g(x) fiir x — oo,

Aufgabe 3: Verhalten des Graphen fiir x nahe Null

Gegeben seien die Graphen der beiden ganzrationalen Funktionen f und h
mit f(x) = 3x3 — 9x? — 120x + 5 und h(x) = —120x + 5 (vgl. rechts).

a) Fiille die Tabellen mithilfe des GTR (MENU 7) aus.

A Bal

X 0,5 0,1 0,01 0,001 0,0001
f(x)
8()
X -0,5 -01 -0,01 -0,001 -0,0001
f(x)
()
b) Beschreibe Deine Beobachtungen.
. _ a3 2 _ 3x? | 9x
c) Begriinde, dass f(x) = 3x° —9x“ —120x + 5 = —120x - (_FO-I_FO +1

)+ 5 gilt und sich die

Funktionswerte von f und h fiir betragsmafSig kleine x-Werte beliebig nahe kommen. Es gilt da-

her f(x) ~ h(x) fiir x nahe Null.



Gegeben ist die Funktion f.

Aufgabe 4: Graphen skizzieren?

a) Untersuche das Verhalten der Funktionswerte von f fiir x — +o0 und x nahe Null. Gib den Grad
von f und das absolute Glied an. Skizziere ohne GTR einen Verlauf des Graphen von f.

(1) f(x) = 3x° — 4x5> — x? (2) f(x) =1 —2x +x° + x3 (3) f(x) = 3x — 0,01x” + x° + 2

b) Uberpriife Deine Ergebnisse mit dem GTR.

a) Ordne begriindend den Funktionsgleichungen die Graphen 1 bis 4 zu. Es sind zwei Funktions-
gleichungen zu viel angegeben. Skizziere von diesen zunédchst ohne GTR die Graphen.

Aufgabe 5: Graphen zuordnen3

f(x) = —2x3 + 2x + 10 g(x) =x* —x*+10 h(x) = —2x3 —x*+ 10
i(x) = —2x3 — 5x + 10 jx) =x*+x*+10 k(x) = x* —10x + 10
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b) Uberpriife Deine Ergebnisse mit dem GTR.

Peter ldsst sich den Graphen der Funktion f mit | [E]
f(x) = %X‘* + 3x3 —x+ 1 mit dem GTR wie in af¥
der Abbildung rechts anzeigen. Peter ist mit der
Anzeige nicht zufrieden: ,Man kann den Gra-
phen gar nicht richtig erkennen.”

Aufgabe 6: Darstellungsbereich einstellen

a) Erldutere, was Peter gemeint haben konnte.

b) Korrigiere die Darstellung durch Angabe ei-
ner passenden Fenstereinstellung.

c) Bestimme iiber G-Solve alle Nullstellen und Extrempunkte des Graphen von f.

2 Lambacher Schweizer, Einfiihrungsphase, Klett-Verlag (2014)
3 Lambacher Schweizer, Einfiihrungsphase, Klett-Verlag (2014)



Aufgabe 7: GRF in Produktform untersuchen

a) Untersuche das Verhalten der Funktionswerte fiir x = 00 und x nahe Null zunédchst ohne GTR.
[Hinweis: Multipliziere die Funktionsterme aus.]
(1) () = (x—2)% ) f(x) = (2 +1,5) - 200x° (3) () = E2E20 (4 f(x) = (x — 1)2(x — 7)
b) Kontrolliere Deine Ergebnisse anschlieffend mit dem GTR unter Berticksichtigung eines passen-
den Darstellungsbereichs.

Zusammenfassung;

Sei f eine ganzrationale Funktion mit f(x) = a,x" + -+ + a,x¥ + ap. fhat den Grad nund 0 <k<n
bezeichnet die niedrigste Potenz von x.

Wir konnen folgende Eigenschaften ganzrationaler Funktionen und ihrer Graphen festhalten:

Verhalten fiir x & *wo (Verhalten an der Riandern, Verhalten im Unendlichen)
- Fur x— o0 wird das Verhalten einer ganzrationalen Funktion bestimmt vom
Summanden mit der hochsten Potenz n von x.

- Der Graph verhilt sich wie derjenige Graph mit der Gleichung g(x) = a,x"

Verhalten fiir x nahe bei 0

- Fir x>+ wird das Verhalten einer ganzrationalen Funktion bestimmt von den
Summanden mit der niedrigsten Potenz von x.

- Der Graph verhilt sich wie derjenige Graph mit der Gleichung h(x) = a;x* + a,.

Beispiel: f(x) = 3x® — 9x? — 120x + 5. f hat den Grad n = 3 und besitzt fiir x — *oo die ,Nihe-

rungsfunktion” g(x) = 3x> (Abb. links). Der Graph von f verhilt sich fiir x nahe Null wie der
Graph der Funktion h mit h(x) = —=120x + 5 (k =1, Abb. rechts).
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2 Nullstellen und Symmetrie ganzrationaler Funktionen

Aufgabe 1: Nullstellenbestimmung mit dem GTR

Zur Erinnerung: Nullstellen einer Funktion f sind diejenigen x-Werte, an denen der Graf der
Funktion die x Achse schneidet oder bertihrt.

Im Folgenden siehst Du einige Grafen von ganzrationalen Funktionen.
fi(x) =2x—4 f,(x) = 2x% — 10x + 12 f3(x) = x3 — x% — 6% f,(x) = —2x* + 4x* — 1,5

00/ 5 s | /N / /\(13 N

5 5 2 -1\y1 2
_5 -

0
; -10 -
0 5 2

a) Lies aus den Grafen ungefihr die Nullstellen ab.

b) Uberpriife Deine Ablesungen mit dem GTR im MENU 5 und im MENU A. [Hinweis im MENU
5: Funktionsterm eingeben — DRAW — G-Solv — ROOT; Hinweis im MENU A: F2 — Grad der
GRF eingeben — Koeffizienten der GRF eingeben]

X

Aufgabe 2: Nullstellen berechnen

Zur Erinnerung: Um Nullstellen einer Funktion f zu berechnen, muss folgende Gleichung gelost
werden: f(x) = 0.

a) Berechne die Nullstellen von f; und f; aus Aufgabe 1.

b) Der Funktionen k, 1 und m mit k(x) = (x—2)-(x+3), Ix) =x—1) (x+9)-(x+2) und
mx) =x%-(x+3) (2x—2) gehoren auch zu den ganzrationalen Funktionen. Sie wurden in
ihre sogenannten Linearfaktoren zerlegt. Man kann die Nullstellen nun Ablesen.

(1) Lies die Nullstellen der Funktionen k, 1 und m ab. [Hinweis: Ein Produkt mehrerer Faktoren
ist Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist.]

(2) Ermittle jeweils den Grad, das absolute Glied ao und die Vergleichsfunktion g fiir x —#oo.

¢) Um bei ganzrationalen Funktion mit einem Grad n > 2 die Nullstellen zu berechnen, kann man
im Falle ao = 0. d. h. f(x) = a,x™ + - + ayxX = 0, auf das Verfahren des Faktorisierens (Aus-
klammern) zurtickgreifen. Man geht dabei folgendermafsen vor:

1. Man faktorisiert mit x¥ die niedrigste Potenz von x und erhélt ein Produkt der Form xK- ().
2. DaxK = 0 fiir x = 0 ist, erhalt man als erste Nullstelle die (k-fache) Nullstelle x = 0.
3. Fir die Bestimmung der restlichen Nullstellen setzt man die Klammer Null: (... ) =0.

Berechne die Nullstellen von f3 mit dem Verfahren des Faktorisierens.
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d) Tauchen nur zwei Potenzen von x auf, von denen eine doppelt so grofs ist wie die andere, d.
h. f(x) = ayx?* + agxX + a = 0, wendet man das Verfahren der Substitution (Ersetzen) an. Da-

bei geht man folgendermafsen vor:
1. Substituiere die niedrigere Potenz von x: xX = z.
2. Man erhilt die quadratische Gleichung azz? + ayz + ao = 0, die zu 16sen ist.

3. Die Losungen von z werden nun riicksubstituiert: x* = z wir nach x aufgelost.

Berechne die Nullstellen von f4s mit dem Verfahren des Faktorisierens.

Aufgabe

Berechne die Nullstellen der Funktion f ohne GTR. Uberpriife die Ergebnisse im MENU 5 und
MENU A mit dem GTR.

3: Ablesen, Faktorisieren und Substitution

a)f(x) = (x—2)(x+3)(4x+ 2) b) f(x) = —x3 + 6x% — 9x ) f(x) = x* + 5x% + 4

Gib zwei ganzrationale Funktionen dritten Grades an, die nur die angegebenen Nullstellen besitzen.
Uberpriife Deine Ergebnisse mit dem GTR.

Aufgabe 4: Funktionsterme konstruieren

a) 0,28 b) -5, 10 c)-3,1 d)3
e) Konstruiere ein Polynom* 7. Grades, dessen Polynomfunktion 1, 2, 3, 4, 5 und 6 Nullstellen hat.

f) Begriinde, warum es keine ganzrationale Funktion 7. Grades ohne Nullstelle bzw. mit mehr als
sieben Nullstellen geben kann.

Bestimme mit dem GTR mogliche Nullstellen der Funktion f mit f(x) = x* + 3vx? + 1 und der

Funktion g mit g(x) = L _x2

X241

a) Lose die folgende Gleichung auf moglichst viele unterschiedliche Arten mit dem GTR und ver-
gleiche die Losungsverfahren.

Aufgabe 5: Nullstellen , gemischter” Funktionen

Aufgabe 6: Gleichungen l6sen und x- sowie y-Wert mit GTR bestimmen

(1) X2 —=5=—x3+6x>+2x—9 (2) 20x% — 5 = —x3 + 6x* + 2x — 9

b) Bestimme mit dem GTR alle Stellen x, an denen die Funktion f mit f(x) = —x3 + 6x* — 9x den
Wert 5 annimmt.

c) Berechne den Funktionswert an der Stelle -5.

4 Polynome sind Funktionsterme ganzrationaler Funktionen



a) Vergleiche mithilfe des GTR die Funktionswerte der Funktion f an den Stellen x =1 und x = -1,
x =2 und x = -2 sowie x = 3 und x = -3. Notiere Deine Beobachtungen.

Aufgabe 7: Wann ist der Graph einer GRF symmetrisch?>

(1) fx) =x*+x* -2 (2) g(x) =x3 —x (3) h(x) = x® + x? (4) k(x) = x8 — x?
b) Berechne nun die Funktionswerte an den Stellen x = a und x = -a fiir eine beliebige Zahl a.

c) Zeichne die Grafen mit dem GTR und untersuche, welche Bedeutung die bisherigen Ergebnisse
tir die dazugehorigen Graphen haben.

d) Formuliere Deine Entdeckungen und gib weitere Funktionsgleichungen an, fiir die Deine Ent-
deckung ebenfalls zutrifft.

Funktionen mit einem zur y-Achse achsensymmetrischen Grafen heifien gerade Funktionen. Hier
gilt fiir eine beliebige Stelle a: f(—a) = f(a). Funktionen, deren Grafen symmetrisch zum Ursprung
sind, heifsen ungerade Funktionen. Hier gilt fiir eine beliebige Stelle a: f(—a) = —f(a).

Aufgabe 8: Gerade oder ungerade Funktion?

a) Untersuche, ob folgende Funktionen gerade, ungerade oder weder gerade noch ungerade sind:

3

1) fx) = = (2 gkx) =

2
x2+4

X
x2-1

X

B)hx) =x— “4)k(x) =x—

x3-x

b) Uberpriife Deine Ergebnisse mit dem GTR.

a) Erstelle eine Skizze des Grafen der Funktion f. Beriicksichtige dabei das Verhalten an den Rén-
dern, das Verhalten nahe Null, Schnittstellen mit den Koordinatenachsen und eine mdogliche
Symmetrie des Funktionsgrafen.

Aufgabe 9: Kurvenuntersuchung mithilfe der bisherigen Kriterien

1) f(x) = x3 — x (2) g(x) = —x* + 2x2 (3) h(x) = 4x> +x

b) Im Bild rechts sind drei Grafen von ganzra- r'y l /
tionalen Funktionen angegeben. Die Grafen y /
1 und 2 haben den Grad 3, der Graf 3 besitzt I 14 - / -
den Grad 4. /1— 2

\ Aot

Sammle moglichst viele Informationen in 3 | 2 | /1 1 él
Bezug auf die bisherigen Kriterien zur / / \ l /
Funktionsuntersuchung und gib moglichst / 3 [ \\ ™ ._’/

genau Funktionsgleichungen fiir die Grafen / f
1 bis 3 an. Begriinde Deine Auswahl. / / / 24 \

S mnm

¢) Uberpriife Deine Ergebnisse mit dem GTR. f I

5 Modifiziert nach: Lambacher Schweizer, Einfithrungsphase, Klett-Verlag (2014)



Beurteile begriindend, ob folgende Aussagen ,,immer zutreffen”, ,nie zutreffen” oder , unter be-
stimmten Bedingungen zutreffen”. Gib die Bedingung gegebenenfalls an.

Aufgabe 10: Gilt immer - gilt nie - kommt darauf an®

a) Eine ungerade ganzrationale Funktion hat mindestens eine Nullstelle.
b) Eine gerade Funktion hat eine gerade Anzahl von Nullstellen.
c) Eine ganzrationale Funktion fiinften Grades hat genau 5 Nullstellen.

d) Wenn eine gerade Funktion die Nullstelle x = 2 besitzt, dann auch die Nullstelle x = -2.

Auf einem Blatt Papier sind die Gleichungen ganzrationaler Funktionen angegeben:

Aufgabe 11: Ganzrationale Funktionen besuchen die Stochastik”

fx) =x"4+2x3-8x | f(x)=x+4x—1 | fx)=—-x3+x% | fR) =6x*+2 | f(x) = —x?
fx)=—x*+33+x% | f®=x*+2x2-1| f(X=x>-2x | f(x)=x3—-x%* | f(x) =3x+1

Harald wihlt durch Tippen blind eine Gleichung aus. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass Harald
eine Funktion wahlt, ...

a) deren Graf symmetrisch zum Ursprung oder zur y-Achse ist.
b) deren Graf sich nahe Null wie h(x) = x? verhélt und bei der fiir x — +oo gilt: f(x) — +o0.
c) deren Graf durch den Ursprung geht oder symmetrisch zur y-Achse ist.

d) Beschreibe das Gegenereignis zum Ereignis aus c) und gib die Wahrscheinlichkeit an.

Durch die Gleichung f(x) = 2x3 — tx? + 8x ist fiir jeden Wert fiir t eine ganzrationale Funktion ge-
geben. Zum Beispiel erhilt man fiir t = 2 die Funktionsgleichung f, (x) = 2x3 — tx? + 8x.

Aufgabe 12: Funktionsscharen

a) Skizziere Grafen der Funktionsschar mit dem GTR fur t =-10,-9, ...,-2,-1,0,1, 2, ..., 9, 10 und
beschreibe wie sich die Grafen in Abhdngigkeit von t verdndern. [Hinweis: Wahle MENU 6 —
BUILTIN - Y=Ax"3+Bx"2+Cx+D — VAR — SELECT B und SET — etwas Geduld ©)]

b) Gib den Wert fiir t an, so dass f; eine ungerade Funktion ist.
c) Begriinde, fiir welche Werte von t die Funktion f; drei [zwei, eine] Nullstelle hat.
d) Berechne ohne GTR die Nullstellen der Funktionen f;, f;o und f_,,.

e) Bestimme t so, dass f; eine Nullstelle bei x = 2 hat.

¢ Lambacher Schweizer, Einfiihrungsphase, Klett-Verlag (2014)
" Lambacher Schweizer, Einfithrungsphase, Klett-Verlag (2014)
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Aufgabe 13: Merksitze iibertragen

Ubertrage die folgenden Merkstze des Kapitels in Dein Heft.

Nullstellen ganzrationaler Funktionen
Eine ganzrationale Funktion vom Grad n hat héchstens Nullstellen.

Beim Berechnen der Nullstellen ganzrationaler Funktionen konnen drei Verfahren hilfreich sein:
Ablesen, Faktorisieren und Substitution.

(1) Ablesen ist moglich, wenn die Funktion nur aus Linearfaktoren besteht.
Beispiel: f(x) = —0,5 - (x — 2)(x + 3)?(x + 2) hat die Nullstellen 2, -3, -2
(2) Faktorisieren ist moglich, wenn ao = 0. Man faktorisiert die niedrigste Potenz von x.

Beispiel: f(x) = x3 — 2x? = x? - (x — 2). f hat daher die Nullstellen 0 (doppelte Nullstelle), 2.

(3) Substitution ist moglich, wenn der Funktionsterm nur 2 Potenzen von x enthilt, von denen
eine doppelt so grofd wie die andere.

Beispiel: f(x) = x* — 2x? + 6 = z%2 — 2z + 6 = 0 mit der Substitution z = x?

Symmetrie ganzrationaler Funktionen
(1) Fiir eine {gerade/ungerade} ganzrationale Funktion f gilt:

f(x) hat nur Potenzen von x mit {geraden/ ungeraden} Hochzahlen.
(2) Fur den Grafen Gt einer {gerade/ungerade} Funktion gilt:

Gt ist symmetrisch {zur y-Achse /zum Ursprung}.

(3) Fiir eine {gerade/ungerade} Funktion f gilt fiir jedes a € D¢: { f(—a) = +f(a)/ f(—a) = — f(a)}

)
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3 Monotonie und Extremstellen ganzrationaler Funktionen

%

Aufgabe 1: Entwicklung der Schiileranteile auf weiterfithrenden Schulen

Prozent

Im Folgenden siehst Du die Entwicklung des An- 50 MIGH# -0

teils der Madchen und Jungen beim Ubergang |~ " sramasken

von der Grundschule an ausgewihlten Schulfor- S N
men in NRW von 1980 bis 2008.8 0 C— _gEEE e m—e s
Beschreibe die Entwicklung der verschiedenen | "™ e e g
Schulformen mit eigenen Worten. Vergleiche o e &7 Guamechule

die Entwicklung von Mddchen- und Jungenan- o L= sonstige Schulen

. . P P . . 1980 1983 1986 1989 1992 1995 1998 2001 2004 2007
teilen. Gib Griinde fiir die Entwicklung an. i

In der folgenden Abbildung ist der Graf einer , , /
Funktion f mit f(x) = gxs — x3 und der Graf seiner ) f y | /

Ableitung f” angegeben. . 05 . /
1 , 1

Aufgabe 2: Monotonie bei ganzrationalen Funktionen

a) Markiere im Graphen von f die Bereiche, in : :: %
den denen der Graf von f ansteigt (GRUN), fallt ‘ . ' >
(ROT) und die Steigung Null hat. Kenn- / ] /J_

zeichne die entsprechenden Bereiche auch im ) /. N

f

Grafen von f’. “-0,5

b) Bestimme f'(x) und ermittle rechnerisch die
Nullstellen von f".

c) Fiille die nachfolgende Vorzeichentabelle fiir f* aus. [Nutze die Symmetrie von f” aus.]

Intervall x<-1 -1<x<0 0<x<1 x>1
z. B. xq -2 -1 —0,5 0 0,5 1 2
f'(xo) -0,5625

Vorzeichen von {” +

Monotonie von f 1

d) Notiere Deine Beobachtungen in Form von Merksétzen.

e) Untersuche die Funktion g - wie in c) - mithilfe ihrer ersten Ableitung auf Monotonie, wenn:
Mg =x*+1 Qg =x>-9x @)g¥=x-2 @)gx=x*+x*> (5)gkx) =x*—x?
Uberpriife Deine Ergebnisse mit dem GTR.

8 https:/ /www.it.nrw.de/statistik /analysen/stat_studien/2009/band 59/venhaus 59.pdf (11.07.2016)



https://www.it.nrw.de/statistik/analysen/stat_studien/2009/band_59/venhaus_59.pdf

%

Aufgabe 3: Ablesen von Extrempunkten und Sattelpunkten

12

In der Abbildung ist der Graf einer ganzrationalen Funktion fiinften Grades angegeben.

A
Y

I

l

\\h__

I

I

Markiere alle lokalen Hochpunkte, lokalen Tiefpunkte, Wendepunkte (hier dndert der Graf sein
Kriimmungsverhalten), Sattelpunkte (Wendepunkte mit waagerechter Tangente) und Schnitt-
punkte mit den Koordinatenachsen, gib die Koordinaten der markanten Punkte an und skizziere

den Grafen der Ableitungsfunktion im obigen Koordinatensystem.

%

Aufgabe 4: Fliissigkeitsoberfliche in Abhingigkeit von der Fiillhohe®

Beim Fiillen verschiedener Gefédfse verdndert sich die Grofle der Fliissig-
keitsoberfldche mit zunehmender Fiillhche. Sei h die Funktion, die jeder
Fiillhohe eine Flussigkeitsoberfldche zuordnet. Wir betrachten 4 verschie-
dene Gefdfse (vgl. Abbildung rechts).

a) Begriinde, bei welchen Gefédfien die Funktion h tiber die gesamte Fiill-
hohe hinweg monoton zunehmend bzw. abnehmend ist.

b) Skizziere den Verlauf von h fiir die tibrigen Gefafse.

c) Skizziere jeweils zwei weitere Gefédfie, bei denen der Verlauf von h
tiber die gesamte Fiillhche hinweg ...

(1) streng monoton zunehmend bzw. abnehmend ist.

J e
T

(2) monoton zunehmend bzw. abnehmend, nicht aber streng monoton zunehmend bzw. abneh-

mend ist.

9 Modifiziert nach Lambacher Schweizer, Einfiihrungsphase, Klett-Verlag (2014)
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Aufgabe 5: Zusammenhang von f und f* — Grafenpunkte mit Steigung Null

a) Inden folgenden vier Abbildungen siehst Du Grafen von zwei Funktionen sowie der dazugeho-
rigen Ableitungsfunktionen.

\ 4y / by 4 ty ty
2 ] 2 2 ‘
\ / X | X | X | X |
o/ > 0 > | 0 2 0 2\ g
-2 f -2 -2 h -2

Begriinde, welche zwei Graphen jeweils zusammengehoren.

b) Nun wollen wir allgemein drei mogliche Félle von Grafen unterscheiden, bei denen die Steigung
an einer Stelle Null ist. Die folgenden drei Abbildungen verdeutlichten die drei Félle.

v

v

Skizziere in den drei freien Feldern jeweils den Grafen der Ableitungsfunktion.

¢) Formuliere Merksédtze in der Form:

(1) ,Wenn xo eine lokale Maximumstelle (lokale Minimumstelle, Sattelstelle) ist, dann ...”
(2) ,Wenn ..., dann ist xo eine lokale Maximumstelle (lokale Minimumstelle, Sattelstelle.”

Erldutere die Unterschiede zwischen den beiden Aussageformen (1) und (2) am Beispiel der
Aussagen ,, Die Strafie ist nass.” und , Es hat geregnet.”.
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& Aufgabe 6: Merksitze iibertragen

Ubertrage folgende Merksitze des Kapitels in Dein Heft.

Satz zur Monotonie
(1) Wenn f"(x) > O fiir alle x eines Intervalls ist,

dann ist der Graf von f {iber I streng monoton zunehmend (wachsend).

(2) Wenn f’(x) <0 fiir alle x eines Intervalls I ist,

dann ist der Graf von f {iber I streng monoton abnehmend (fallend).

Die Umkehrungen gelten nicht.

Notwendige Bedingung fiir lokale Extremstellen: £"(xo) = 0

Wenn an der Stelle xo eine lokale Extremstelle vorliegt, dann gilt: f"(xo) = 0.

Die Umkehrung gilt nicht.

Hinreichende Bedingung fiir lokale Extremstellen: f"(xo) = 0 A £~ hat bei xo einen VZW

A A /3

!

v
\ 4

Xo

Xo Xo

=
“-._\_\__H_

v

v

\ 4

1] Xo

I
I
I
'
I
I
I
1
1
1
1
1
i
1
1
1
1
1
[}
1
1
)
1
1
1
1

SR SR A e chee s i I N

Wenn f"(xo) = 0 und {" an der
Stelle xo einen Vorzeichen-

wechsel von - nach + hat,

dann ist x¢ eine lokale Mini-
mumstelle von {.

Wenn f"(xo) = 0 und " an der
Stelle xo einen Vorzeichen-

wechsel von + nach - hat,

dann ist xo eine lokale Mini-
mumstelle von f.

Wenn {'(x0) = 0 und {” an der
Stelle xo keinen = Vorzeichen-
wechsel hat,

dann ist x¢ eine Sattelstelle
von f.

Die Umkehrungen der hinreichenden Bedingungen fiir lokale Extremstellen gelten nicht.10

10 Es lassen sich Gegenbeispiele von Funktionen angeben mit einer Extremstelle ohne VZW von f.
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7: Anwenden der hinreichenden Bedingung fiir Extremstellen

Wende die hinreichende Bedingung fiir Extremstellen auf die Funktionen in Aufgabe 2e) an und
skizziere die Grafen ohne GTR. Uberpriife Deine Ergebnisse anschliefend mit dem GTR.

Aufgabe 8: Gegenbeispiele

Die Funktion f sei im Intervall I differenzierbar. Widerlege folgende Aussagen mithilfe des angege-
benen Gegenbeispiels.

a)

b)

<)

Wenn f iiber I streng monoton zunehmend ist, dann kann nie £"(x) = 0 sein, d. h. es gilt: f’(x) > 0
fiir alle x des Intervalls I. Gegenbeispiel: f(x) = x> und xo = 0.

Wenn {'(xq) = 0 fiir ein xo des Intervalls I, dann ist xo eine Extremstelle. Gegenbeispiel: f(x) = x>
und die Stelle xo = 0.

Wenn £(x) > 0 fiir alle x des Intervalls ist, dann ist f dort monoton wachsend, nicht aber streng
monoton wachsend. Gegenbeispiel: f(x) = x.

Aufgabe 9: Wahr oder falsch?

Priife begriindend, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Ist die Ableitungsfunktion f” eine quadratische Funktion mit zwei Nullstellen, so besitzt der
Graf von f genau einen Hochpunkt und einen Tiefpunkt.

Zu jeder Nullstelle der Ableitungsfunktion f* gehort eine Extremstelle von f.

Zwischen zwei benachbarten Extrempunkten auf dem Grafen von f liegt immer ein Schnitt-
punkt mit der x-Achse.

Besitzt eine ganzrationale Funktion vierten Grades genau zwei Hochpunkte und einen Tief-
punkt, so ist der Graf ihrer zweiten Ableitung eine nach oben gedffnete Parabel.

Der Grad der Funktion ist 3. Die Funktion ist ungerade und hat eine Minimumstelle bei x =1
und eine Maximumstelle bei x = 2.

Eine ganzrationale Funktion sechsten Grades kann hochstens fiinf Extremstellen besitzen.

Besitzt die Ableitung einer Funktion f genau drei Nullstellen, so besitzt die Funktion genau
drei Extremstellen.

Eine Funktion dritten Grades verlduft von links oben nach rechts unten. Der Graph der Ablei-
tung ist eine nach unten geoffnete Parabel.

Jede Funktion vierten Grades hat mindestens eine Extremstelle.
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4 Kritmmungsverhalten und Wendestellen

Aufgabe 1: Rechts- und Linkskurve - Wendepunkt

a) Lies den nachfolgenden Text und erldutere anhand des Beispiels, was man in der Mathematik
unter einer Links- und Rechtskriimmung bzw. einem Wendepunkt versteht.

Der Kurvenverlauf einer Strafie wird oft mit dem Begriff Rechts- oder Linkskurve
beschrieben. Die Abb. rechts zeigt eine Serpentine, auch Schlangenlinie genannt.
Je nach Fahrtrichtung liegt eine Rechts- oder Linkskurve vor. Wird ein Teil einer
Serpentine in ein Koordinatensystem tibertragen, so ist die ,Fahrtrichtung”
durch einen Ubergang von kleineren zu grofleren x-Werten gegeben. Damit wird
eindeutig zwischen Rechts- und Linkskurve unterschieden. In der Mathematik
wird in diesem Zusammenhang die Bezeichnung Rechts- oder Linkskrimmung
benutzt (vgl. Abb. links).

Rechtskriimmung
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Merke: Am Wendepunkt W liegt ein Kriimmungs- <0 #>0©
wechsel vor. Die Wendestelle von f ist Extremstelle f” ist monoton fallend f ist monoton wachsend
von f und Nullstelle von f ~". f ist rechtsgekrimmt f ist linksgekriimmt

In der Abb. rechts werden die Graphen einer Funktion f mit f(x) = 0,5x3 + 2,5%% 4+ 1,5x — 1 sowie
die die Grafen der ersten und zweiten Ableitung dargestellt. Man erkennt ein Kriterium fiir das
Kriimmungsverhalten von Grafen:

Ist £7(x) < 0 fiir alle x € I, so ist f auf I rechtsgekriimmt. Dabei ist £~ auf I streng monton fallend.
Ist £77(x) > O fiir alle x € I, so ist f auf I linksgekriimmt. Dabei ist £~ auf I streng monton wachsend.

Der Punkt W, in dem sich das Kriimmungsverhalten dndert, wird als Wendepunkt bezeichnet. Die
Wendestelle xw (= x-Wert des Wendepunktes) ist eine lokale Extremstelle der ersten Ableitung und
gleichzeitig eine Nullstelle der zweiten Ableitung.
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b) In der folgenden Beispielaufgabe wird erklért, wie man eine Funktion f auf ihr Krimmungsver-
halten untersuchen kann. Arbeite das Beispiel Schritt fiir Schritt durch.

Untersuche das Kriimmungsverhalten der Funktion f mit f(x) = 0,5x% + 2,5x% + 1,5x — 1.

1. Schritt

Bildung von f’(x) und £ (x):
f'(x) = 1,5x% +5x+ 1,5
f"(x) =3x+5

2. Schritt
Bestimmung der Nullstellen von £
f'(x) =3x+5=0x= —2: 1,6~ 1,67

3. Schritt

Vorzeichenwechseltabelle von f*” aufstellen:

Intervall x<-1,6 x>-1,6
z.B. %, -2 -1,6 0
£ (%) 1 0 5
VZ von - +
Kriimmung ® WP ©

Losungshinweise

— Die Ableitung {” einer Funktion f gibt den An-
stieg der Funktion an.

— Die Ableitung der Ableitungsfunktion f” ist
die zweite Ableitung f*” und gibt den Anstieg
der Ableitungsfunktion f” an.

Losungshinweise
— In den Nullstellen der zweiten Ableitungs-

funktion wechselt das Vorzeichen von f* und
damit auch die Kriimmung von f.

Losungshinweise

— Durch die berechnete Nullstelle ergeben sich
zwei Intervalle.

— Setze aus jedem Intervall einen beliebigen x-
Wert in die zweite Ableitung ein.

— Weitere Krimmungswechsel sind nicht mog-
lich, da sonst weitere Nullstellen existieren
miissten.

Antwort: Die Funktion f hat an der Stelle x = —g eine Rechts-Links-Wendestelle. Am Wendepunkt

61

W(— E/ f(-2) =2~ 1,13) dndert der Graf von f sein Kriimmungsverhalten von einer rechts- in
3 3/ 7 54 &

eine linksgekriimmte Kurve.

c) Untersuche die Funktion f wie im Beispiel unter b) auf ihr Kriimmungsverhalten und skizziere
mit dem GTR Grafen der Funktion sowie der ersten und zweiten Ableitung in ein Koordinaten-

system.

D fx) = —%)(3 —0,5%% + 2x

(2) f(x) = x* + 0,5x3 — 25x% — 12,5x

d) Ubertrage folgende Merkregeln fiir das Vorliegen von Wendestellen in Dein Heft.

dann ist xo eine {

Notwendige Bedingung fiir Wendestellen: f"(xo) = 0
Wenn an der Stelle x eine Wendestelle vorliegt, dann gilt £"(xo) = 0.
Hinreichende Bedingung fiir Wendestellen: £"(xo) = 0 und VZW von £ bei xo

Wenn f"(xo) = 0 und £~ an der Stelle xo einen Vorzeichenwechsel von {

Rechts — Links — Wendestelle
Links — Rechts — Wendestelle

—nach +
+ nach —} hat,

} Wendestelle von f
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Aufgabe 2: Hinreichende Bedingung fiir Extrem- und Wendestellen

Gib die notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine lokale Maximumstelle mittels f" an.

Begriinde die folgende Aussage:

Wenn f(x0) = 0 und f bei xo rechtsgekrtimmt ist, dann liegt bei xo eine Maximumstelle vor.

Erklire, wie sich aus b) folgern ldsst:

Wenn f”(xo) = 0 und £""(x0) < 0 ist, dann liegt bei xo eine Maximumstelle vor.
Formuliere nun analog die hinreichende Bedingung fiir eine lokale Minimumstelle.

In der letzten Aufgabe haben wir gesehen, dass die Wendestelle mehrere , Gesichter” haben
kann. Eine Wendestelle ist gleichzeitig Extremstelle der ersten Ableitung und Nullstelle der
zweiten Ableitung. Formuliere nun - wie in den Aufgaben c) und d) fiir die Funktion f gesche-
hen - eine hinreichende Bedingung fiir die Ableitungsfunktion {” mittels zweiter und dritter Ab-
leitung.

Begriinde folgende Aussage:

Rechts — Links — Wendestelle} f

» _ >Yn . .
Wenn £(xo) = 0 und f""(x,) {>} 0 ist, dann ist xo eine {Links _ Rechts — Wendestelle VO™

Aufgabe 3: Vollstindige Kurvenuntersuchung ganzrationaler Funktionen

Gegeben sei die ganzrationale Funktion dritten Grades mit f(x) = %X3 — 4x% + 8x.

a)

Untersuche den Grafen der Funktion f auf Symmetrie.

Beschreibe das Verhalten im Unendlichen und nahe Null.

Berechne ohne GTR alle Schnittpunkte des Grafen von f mit den Koordinatenachsen.
Ermittle alle lokalen Hoch- und Tiefpunkte des Grafen von f.

Untersuche den Grafen von f auf sein Kriimmungsverhalten.

Skizziere den Grafen von f zundchst ohne GTR und iiberpriife anschlieflend Deine Ergebnisse
mit dem GTR.

Fiihre eine vollstandige Kurvenuntersuchung auch fiir die nachfolgenden Funktionen durch.
1) f(x) = §x5 - §x3 2) f(x) = x* — x3 (3) f(x) = x° +x3 +x

Uberpriife anschliefend mit dem GTR.
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5 Ganzrationale Funktionen im Sachkontext untersuchen

X

Aufgabe 1: Begriffe der Differentialrechnung im Sachkontext deuten

a) Interpretiere den Begriff der Anderungsrate in den folgenden Sachkontexten. f(t) beschreibt ...

1 die Anzahl der Personen, die ein Gerticht nach der Zeit t zum ersten Mal gehort haben.
2 die Anzahl der Autos, die nach t Minuten eine Messstelle passiert haben.

3 die Produktionskosten, die bei t produzierten Artikeln anfallen.

4 die zugeflossene Wassermenge in einen Stausee nach der Zeit t.

5 die Anzahl der Bakterien in einer Kultur nach t Stunden.

6 die Schadstoffkonzentration eines Autos bei einer Geschwindigkeit t.

7 die Temperatur eines Brandherdes nach einer bestimmten Zeit t.

8 die Anzahl der Deutschen [Afghanen], die hochstens t Jahre alt sind.

9 das Wasserstoffvolumen einer Losung aus Zink und Salzsdure nach der Zeit t.11

10 die Anzahl der radioaktiven Teilchen Caesium 137 nach einer bestimmten Zeit t.

b) Erldutere, was Monotonie und Kriimmung des Graphen von f im Sachkontext bedeuten.

c) Begriinde, zu welchen realen Situationen die drei Diagramme passen konnten.

Losungen:
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-USIA] J93TUIM DI[INSP U3UNIeMISSUS( | USSIIPIIU 9P punidjne pun Uaydsusy a3un/ afora
s3 1q13 urapugsSuNpPIMIUY U]) §D *(‘FUIWOoY pueIsNZsiydIma3ydIsa[D) WU NZ JIIIPUIMYDS
-93suoneay IopuaWIauqe 19q S9 SIq SIe)S IUas Uryz }ardear uurdag nz) 01D ‘(qe [[enuauod
-X9 JUIWUTU JejIATeorpey]) 0Td “(SI9I]V USIS[)IW USYDISUSJA] USISIoW We PUueydsina(] ur 3qis3 syg)
gV ‘“('uauuay S31aIaq JYONISD) Sep I[[e ep ‘UdWyaunzqe I9paIm Uuuep wn “I[[aulds uuep ‘wes
-3uel 3syoeunz 33193s PITPUIMYDSIZSIUNIIBIqISA) TV (2 "qe djersduniapuy a1p jurwru unu
~WINID{SPYORY IOUId 19 “FWUWITUNZ 2}eIsSUNISPUY SIp ssep 49napaq j uoa uayderry 1op Sunw
-wmysyury aurg *(3)y 25/Q18sSueSsny Jop SWIRUqy PUn -y TP 1qIOIYDSAq ATUOJOUON 31(] (q
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1 Esqilt Zn + 2H* - Zn?* + H,
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Aufgabe 2: Funktionsuntersuchung im Sachzusammenhang

Gegeben seien drei Bestandsfunktionen A, B und C, die alle einen zeitlichen Verlauf beschreiben.
Die Graphen der Bestandfunktionen sind in den folgenden Abbildungen dargestellt.

Mit Bakterien bedeckte Fliche

A ordnet der Zeit t (t in Stunden; 0 Uhr < t < 8 Uhr) die an Bakterien bedeckte Flache A(t) (in cm?)
zu. Fiir die Funktionsgleichung gilt: A(t) = —8t3 + 100t? + 400

4000 -

2000 1

Besucheranzahl bei einem Schulfest

B ordnet der Zeit t (t in Stunden; 7:30 Uhr < t < 14 Uhr) die Anzahl der Besucher B(t) auf einem
Schulfest zu. Fiir die Funktionsgleichung gilt: B(t) = —t3 + 24t% — 117t + 182

600 5
00 4

20

o 2 4 6 8 10 12 14
Sauerstoffabgabe eines Baums

C ordnet der Zeit t (t in Stunden; 6 Uhr < t < 20 Uhr) die Menge an Sauerstoff C(t) (in Liter) zu, die
ein Baum abgibt. Die Funktionsgleichung lautet: C(t) = —it* + 14t? — 132t + 360

200 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

a) Beschrifte die Achsen der drei Diagramme und markiere in GRUN den jeweiligen Bereich des
Graphen, der zu den obigen Bestdnden passt.

b) Entwickle mindestens drei Fragestellungen zu jeder Bestandsfunktion und lose sie.
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c) Die unten befindliche Tabelle gibt typische Aufgabenstellungen an und nennt dazugehorige Re-

chenansitze. Dabei ist die Reihenfolge durcheinandergeraten. Ordne zu.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Typische Aufgabenstellung Rechenansatz

Berechne die Grofie der um 5 Uhr von Bakte-
rien bedeckten Flache.

1 A Berechne B(11).

Berechne die Anzahl der Besucher, die

2 um 11 Uhr auf dem Schulfest sind. B | Bestimme C’(6) und gib seine Bedeutung an.
Zeige, dass der Baum bis 10 Uhr Bestlmm_e d.le lokale Maximumstelle von A
3 insgesamt etwa 107 1 Sauerstoff produziert hat c (= Li-Re-Wendestelle von A). Es gilt:
& p ' A”(t)=0und A" (t) <0
Bestimme die durchschnittliche Wachstumsge- B die lokale M . A
. i . . ¢
4 schwindigkeit der Bakterien in —— zwischen | D eotimime die foka'e Vaximumsie e von
h (denn vorher steigt A an.)
Beobachtungsbeginn und 5 Uhr.
5 Bestimme, wie viel O, der Baum zwischen 13 E Bestlmr?:e]il-(;{leo-ﬁiil(\i/lez;rlrll;‘%sr’:eél)e Esozllli
Uhr und 17 Uhr durchschnittlich abgibt. B~“(§) = 0 und B"*(§) < 0
Untersuche, wann der Besucherandrang ge- . ~
6 nauso grof3 ist wie zu Beobachtungsbeginn. F Zeige: C(10) ~ 1071,
Bestimme die Steigung von C an der Stelle 6. Berechne die lokale Maximumstelle
7 | Erldutere die Bedeutung des Wertes im darge- | G und das lokale Maximum der Ausgangs-
stellten Sachzusammenhang,. funktion B.
Untersuche, bis zu welchem Wert im vorgege- C(17)-C(13)
8 benen Modell die bedeckte Fliche wéchst. H Berechne =273

Bestimme der Zeitpunkt, an dem der Baum

diesen Zeitpunkt rechnerisch bestimmen kann.

9 | denmeisten O, produziert. Erldutere, wieman | [ | Berechne den Zeitpunkt t mit B(t) = B*(7,5).

der grofite Besucherandrang besteht.

10 Berechne den Zeitpunkt, an dem die Besucher- ] B hn A(5)—-A(0)
zahl maximal ist. Bestimme den Maximalwert. crechne — = -
1 Ermittle den Zeitpunkt, zu dem die K Bestimme die lokale Maximumstelle der
Bakterienkultur am schnellsten wachst. Funktion C. Es gilt: C*(t) =0 und C’(t) <0.
12 Bestimme den Zeitpunkt, an dem L Berechne A(5).

d) Lose alle zwolf Aufgabenstellungen und iiberpriife Deine Ergebnisse am Graphen.

e) Begriinde fiir alle Bestandsfunktionen, warum die Modellierung nicht auf den gesamten Defi-

nitionsbereich der jeweiligen Funktion ausgedehnt werden kann.

f) Prdsentiert als Tischgruppe Eure Ergebnisse zu den Aufgaben a) bis e) fiir eine Bestandsfunk-

tion. Die Prasentation muss von der gesamten Tischgruppe getragen werden.

Losungen zu den Aufgabenteilen a) und e):

“UapIoM ATje3aU UUeMPUSSII pue)s
-3¢ Iop 9)SSNW “USJNELIDA USJUN SIS YOeU U0 SYUI] UOA €8 UdAe3au saure uaSom uaydern)
U3SSap pun puls ¢ peIs) WOA 3[[e Usuonunjspue)sag a1p e (3 ‘ue pueisag usap 1q13 asydy aexn
-I9A (] ‘PIUYDSeUdJeID) UaSLIQUaSnzep Usp SIMOS UIIaIaqsUonIuga(] Usuada3a3ue uIauwuey
USp UL Usp N[O UI URW JdDIeW JO(] "9SYdy-} US[RIUOZLIOY Iop NdHdsius asydedy a1 (e
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Typische Aufgabenstellung

Rechenansatz

Berechne die Grofse der um 5 Uhr

= 2
1 von Bakterien bedeckten Fléche. Berechne A(5). A(5) =1900 cm
Berechne die Anzahl der Besucher, die B
2 um 11 Uhr auf dem Schulfest sind. Berechne B(11). B(11) = 468 Besucher
Zeige, dass der Baum bis 10 Uhr insgesamt . ~ 10621 -
3 etwa 107 1 Sauerstoff produziert hat. Zeige: C(13) ~ 1071 C(10) = 1065 1~ 1071
Bestimme die durchschnittliche Wachstums-
2 — —
4 geschwindigkeit der Bakterien in % ZwWi- Berechne A(Sé _1;(0) . 19050_0400 = 300 %
schen Beobachtungsbeginn und 5 Uhr.
Bestimme, wie viel O, der Baum zwischen 13 C(17)-C(13) 524i-1062 .
°| " Uhrund 17 Uhr durchschnittlich abgibt. Berechne ==7=— =0 = 10455
Berechne den Zeitpunkt t mit B(t) = B'(7,5).
6 Untersuche, wann der Besucherandrang ge- B'(t) = —3t? +48t— 117 = 74,25 = B'(7,5)
nauso grof$ ist wie zu Beobachtungsbeginn. & —3t* +48t— 191,25 =0
< t=75(7:30) odert = 8,5 (8:30)
Bestimme die Steigung von C an der Stelle 6 Bestimme C’(6) und gib seine Bedeutung an. C’(6)
7 und erldutere die Bedeutung dieses Wertes =0 % beschreibt die momentane Geschwindigkeit
im Sachzusammenhang, der Sauerstoffabgabe um 6 Uhr.
Besti die lokale Maxi tell A
Untersuche, bis zu welchem Wert im estimme cie foka’e viaxumumstetie von
. B (denn vorher steigt A an.)
8 vorgegebenen Modell die bedeckte I?a}clhte A() = —24t +200t =0 <> t=0<6; t = 8!
wachst. A”"(85) =-380 <0 . Bis 8:20 wichst die Fliche.
Bestimme die lokale Maximumstelle der Funktion
C: C’(t) =0 und C(t) < 0.
Bestimme der Zeitpunkt, an dem der Baum Cl)=—-t>+28t—132=0 t=6;t=22> 20
9 den meisten Sauerstoff produziert. Erldutere, C”(6) =16 > 0: 6 ist lokale Minimumstelle,
wie man diesen Zeitpunkt rechnerisch be- C”(22) = -16 < 0: 22 ist lokale Maximumstelle, liegt
stimmen kann. aber au8erhalb des Beobachtungszeitraums, der
bis 20 Uhr geht. Der Graph von C steigt ab t = 6 bis
t =20 an. C hat daher bei t = 20 sein Maximum.
Berechne die lokale Maximumstelle und das lokale
Berechne die den Zeitpunkt, an dem die Be- , 2Max1mum der Ausgangsfunktion B.
. . . B'(t)= —3t*+48t—117=0=t=3;t =13
10 sucherzahl maximal ist, und bestimme den L, . .
imalen Wert B”(13) = —30 < 0: 13 ist lokale Maximumstelle.
maxumaien Yyert. B(13) = 520 ist das lokale Maximum.
Dir grofite Besucherzahl betragt um 13 Uhr 520.
Bestimme die lokale Maximumstelle von A", d. h.
die Wendestelle von A, A”’(t) =0und A""(t) <0
1 Ermittle den Zeitpunkt, zu dem die A7(D) = —48t+200=0 <=t =45
Bakterienkultur am schnellsten wéchst. A(4§) = —48 < 0: 4: ist lokale Maximumstelle
von A’ bzw. Wendestelle von A. Die Bakterienkul-
tur wichst am schnellsten um 4:10.
Bestimme die lokale Maximumstelle von B, d. h.
die Wendestelle von B, B”(t) =0 und B"""(t) <0
12 Bestimme den Zeitpunkt, an dem B'(t)= -6t+48=0<=t=8§;

der grofste Besucherandrang besteht.

B”’(8) = —8 < 0: 6 ist lokale Maximumstelle
von B” bzw. Wendestelle von B.
Der Besucherandrang ist um 8:00 am grofsten.




6 Kontrollaufgaben - Vorbereitung auf die Zentralklausur

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben

Funktionsuntersuchung ohne Sachkontext
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Die Kompetenzen bezie- 8 %
Ich kann ... hen sich auf folgende <| B|E
Aufgaben ... 5 Tg 'ﬁ) s
S| 8| 2| <
BN 3| &
den Funktionswert berechnen. la)
uadratische Funktionen (auch Scharen) rechne-
?isch ohne GTR auf Nullstéllen untersud‘?en. 1b), 1m), 1n), 10), 3b)
eine Geradengleichung durch 2 Punkte (z. B. Glei- 4¢), 52)
chung einer Sekante) bestimmen. ’
Néherungsverfahren zur Bestimmung der mo- 4d), 5d)
mentanen Steigung an einer Stelle beschreiben. ’
rechnerisch die Gleichung einer Tangenten an ei- 10)
nen Grafen in einem Punkt P bestimmen.
eine Gerade in ein Koordinatensystem einzeich- 1d
. P )
nen und als Tangente identifizieren.
eine Tangente an den Grafen in einem Punkt P
einzeichnen und damit die Ableitung an einer le)
Stelle bestimmen (zeichnerisches Ableiten).
eine Tangentensteigung berechnen. 1c), le)
rechnerisch Stellen eines Grafens mit einer be- 5b)
stimmten Steigung berechnen.
begriinden, ob der Graf einer Funktion und der 1), 1h)
Graf der Ableitungsfunktion zusammengehoren. ’
den Grafen der Ableitungsfunktion skizzieren. 1g)
rechnerisch nachweisen, dass bestimmte Punkte
(Stellen) lokale Hoch- bzw. Tiefpunkte (Maxi- | 1i), 3a)
mum- bzw. Minimumstellen) sind.
lokale Hoch- bzw. Tiefpunkte (Maximum- bzw. 10), 4b)
Minimumstellen) rechnerisch bestimmen. ’
Gleichungen fiir einfach Transformationen ange- .
ben und }:%eschreiben. i 1j), k), 3¢), 4e)
nachweisen, dass sich ein Funktionsterm als 4f)
transformierter Funktionsterm darstellen ldsst.
begriindend entscheiden, ob Aussagen zum Stei-
) 3d)
gungs- und Kriimmungsverhalten? zutreffen.
rechnerisch nachweisen, dass bestimmte Punkte (Stel- 11), 3¢)
len) Wendepunkte (Wendestellen) sind. !
rechnerisch eine Funktion auf ihr Kriimmungsverhal- 10)

ten bzw. Wendepunkte untersuchen.

12 Die kursiv markierten Aufgaben benttigen Kenntnisse zur zweiten Ableitung



Funktionsuntersuchung mit Sachkontext

24

2 s
Die Kompetenzen bezie- & 5
Ich kann ... hen sich auf folgende S| 8| &
R 5
Aufgaben ... ) € 9| ¢
o3| E| %
B N| B @
der} Bestand, Anderupgsraten, Monotonie und 2¢), 2g), 1a), 6d), 6¢), 7c),
Krimmungsverhalten im Sachkontext deuten und 7d), 8d)
die Deutungen ggf. fiir Problemstellungen nutzen. ’
den Bestand und momentane Bestandsande-
rungsraten zu einem bestimmten Zeitpunkt mit- | 2a), 2c), 6a), 6e), 7a), 8a),
tels Modellfunktion rechnerisch und durch Able- | 8b), 8d)
sung bestimmen.
Zeitraume rechnerisch und durch Ablesung be-
stimmen, bei denen ein bestimmter Bestand er- 7a), 8a)
reicht wird.
mittlere bzw. momentane Anderungsraten unter
Zuhilfenahme der Modellfunktion bzw. ihre Ab- | 2e), 6¢), 7¢)
leitungsfunktion berechnen.
den maximalen Bestand und Bereiche mit zu- bzw.
abnehmenden Bes'tanfi unter Zuhﬂfenahme nc?‘t— 2d), 6b), 7b), 8¢)
wendiger und hinreichender Bedingungen fiir
Extrema sowie Randwertvergleich bestimmen.
die maximale Anderung des Bestands und Bereiche mit
zu- bzw. abnehmender Bestandsinderung unter Zuhil- 20, 64)
fenahme notwendiger und hinreichender Bedingungen ’
fiir Wendestellen sowie Randwertvergleich bestimmen.
im Grafen Bereich mit Links- und Rechtskriimmung 29)
markieren und im Sachkontext deuten. 8
Grafen von transformierten Bestandsfunktionen
skizzieren und dazu eine passende Modellfunk- | 2h), 7d), 8e)
tion angeben.
begriinden, wie sich eine Bestandsdnderung auf 2b), 2h)
den Bestand auswirkt. ’
Modellfunktionen fiir Sachprobleme ermitteln. 6e)
Nutzung des GTR
-
< 3
Die Kompetenzen bezie- & 9
Ich kann ... hen sich auf folgende S| B &
2| e 5
Aufgaben ... g g9
Sl &l 2|5
w| N| B @

mithilfe des GTR Nullstellen GRF bestimmen

bzw. Polynomgleichungen losen (iiber MENU 5 4a), 4b), 5b)
oder MENU A).
mithilfe des GTR einen Grafen einer Funktion 50), 7d), 8¢)

skizzieren und zeichnen (Menu 5).
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%

Teil I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1: Funktionsuntersuchung ohne Sachkontext!3

Die unten befindliche Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f mit f(x) = % X3 —2-x% + %.

A

y

AN j

\--'—-_
(@)]
\ Aot

a) Zeige mithilfe des Funktionsterms f(x), dass 2 eine Nullstelle von f ist.

b) Die Funktion f kann faktorisiert werden durch f(x) = (x — 2) - G x?% — % "X — S)

Bestimme mit der faktorisierten Form alle Nullstellen von f und gib den exakten Abstand der
drei Nullstellen an.

c) Bestimme eine Gleichung der Tangente t an den Graphen von f im Punkt P (2/0).

d) Untersuche mit einer Zeichnung, ob die Gerade g mit g(x) = —% x + 1 Tangente an den Gra-
phen von f ist.

e) Zeichne in Q(5/-3) eine Tangente an den Graphen von f ein und bestimme damit ndherungs-
weise £°(5).

Uberpriife die Naherung durch eine Rechnung.

f) Entscheide unter der Angabe einer geeigneten Begriindung, ob der Graph der Ableitungsfunk-
tion eine nach oben oder nach unten gedffnete Parabel ist.

3 Diese Aufgabe wurde vom Ministerium zur Vorbereitung auf die NRW-Zentralklausur in der E-Phase 2015
vorgelegt und durch die Aufgabenteile c) bis h) ergénzt (Bearbeitungsdauer: ca. 45 Minuten).
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g) Skizziere den Graphen von f” in die obige Abbildung.
h) Fiir eine Funktion F gilt F*(x) = f(x).

Begriinde unter Angabe von einem Gegenargument, dass die folgenden Grafen zu den Funkti-
onen g und h nicht den Graphen von F darstellt.

A A
Yy Yy

i) Zeige rechnerisch, dass 0 eine lokale Maximum- und ein 4 lokale Minimumstelle von f ist.

i) H(©/ ?) und T(4/— ?) sind die beiden lokalen Extrempunkte des Graphen.

Gib alle Werte fiir d an, so dass Funktion hg mit der Gleichung hq(x) = f(x) + d genau zwei
Nullstellen besitzt.

Begriinde Deine Angabe.

k) Gegeben ist eine Funktion i, mit der Gleichung i.(x) = f(x — c).

(1) Gib an, wie sich der Graph von i, verdndert, wenn man immer grofiere Zahlen fiir ¢ einsetzt.

(2) Nenne einen Wert fiir ¢, so dass der Ursprung eine Nullstelle von i ist.

(3) Begriinde mit der faktorisierten Darstellung aus Aufgabe b), dass der Graph zu i_, punkt-
symmetrisch zum Ursprung ist. (Expertenaufgabe)

1) Weise nach, dass P (2/0) ein Rechts-Links-Wendepunkt des Graphen von f ist.

m) Berechne alle Nullstellen der Funktion u mit u(x) = —x? + 6x — 5.
n) Untersuche fiir welche a-Werte die Funktion v, mit v,(x) = —x? + 6x + a keine Nullstellen hat.

0) Untersuche die Funktion v mit v(x) = § x3 — 5-x? + 16x — 2 auf Extrem- und Wendestellen.



Aufgabe 2: Funktionsuntersuchung im Sachkontext!4

Die Funktion f mit der dazugehorigen Funktions-

%-t3 —3-t249-t beschreibt

ndherungsweise die Wachstumsgeschwindigkeit

gleichung f(t) =

27

(1)

O

einer Pflanze in der Einheit cm pro Woche. Da- 8
bei gibt t die Zeit in Wochen seit Beobachtungsbe-
ginn an, es gilt: 0 <t < 6. Der Graph der Funktion 71 / \
f ist in der Abbildung rechts dargestellt. \
a) Berechne die Wachstumsgeschwindigkeit der /

Pflanze nach 2 Wochen. 15 /
b) Nimm an, die Pflanze hétte nach vier Wochen 4 /

eine Hohe von 70 cm. |

Entscheide, welche der drei nachfolgenden

Aussagen stimmt. Kreuze dazu auf dem Ar- Sl

beitsblatt an. Begriinde Deine Entscheidung.

Nach fiinf Wochen ist die Pflanze Nk \

O Kkleiner als 74 cm oder .t;

O gleich 74 cm oder of |1 23 4[5 6
O grofser als 74 cm. | | | | |

Begriinde anhand des Funktionsterms, dass die Wachstumsgeschwindigkeit zu Beginn und am
Ende des Beobachtungszeitraums Null ist.

d) Zeige, dass die Wachstumsgeschwindigkeit nach 2 Wochen maximal ist.

e) Berechne f(1i:0(0) und £"(1) und deute die Werte im Sachzusammenhang.

f) Weise nach, dass die Wachstumsgeschwindigkeit nach 4 Wochen am schnellsten abnimmt und
zu Beginn am schnellsten zunimmt.

g) Markiere im Graphen die Bereiche, fiir die f* > 0 und £ > 0 gilt. Interpretiere die Bereiche im
Sachkontext.

h) Eine ganzrationale Funktion dritten Grades beschreibt die Wachstumsgeschwindigkeit einer

zweiten Pflanze in cm pro Woche. Sie besitzt die folgenden Eigenschaften:

(1) Beit=0und t =6 betrdgt die Wachstumsgeschwindigkeit 0 cm pro Woche.
(2) Beit =2 betragt die maximale Wachstumsgeschwindigkeit 2 cm pro Woche.

Skizziere den Graphen von g und gib eine Funktionsgleichung fiir g an.

Begriinde, dass der Langenzuwachs der ersten Pflanze in cm fiir jedes 0 < t < 6 nach t Wochen
viermal so grof3 ist wie bei der zweiten Pflanze.

! Diese Aufgabe wurde vom Ministerium zur Vorbereitung auf die NRW-Zentralklausur in der E-Phase 2015
vorgelegt und durch die Aufgabenteile c) bis h) ergénzt (Bearbeitungsdauer: ca. 45 Minuten).



28

Teil II: Aufgaben unter Nutzung des GTR

Aufgabe 3: Innermathematische Aufgabe aus der Zentralklausur 201075

Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung f(x) = 0,5x* — 4,5x* + 12x — 9. Die folgende
Abbildung zeigt den Grafen von f{.

4 /
' [f

/
-2 l
|

Weise rechnerisch nach, dass der Graf von f im Punkt H(2/1) einen lokalen Hochpunkt und im
Punkt T(4/-1) einen lokalen Tiefpunkt besitzt.

Die Funktion f ldsst sich auch in der folgenden Form darstellen: f(x) = (x — 3) - (0,5x? — 3x + 3)

Ermittle alle Nullstelen von f und gib diese nicht als Ndherungswerte, sondern exakt an.
Zeige, dass der Graf von f den Wendepunkt W(3/0) besitzt.

Entscheide begriindend, ob die Aussagen A bis C jeweils wahr oder falsch sind:

A Die Steigung der Geraden durch die Punkte T(4/-1) und A(6/£(6)) betragt 5.
B Der Graf der Ableitungsfunktion f” fdllt fiir x > 3 streng monoton.

C Die Funktionswerte der Ableitung von f sind nie kleiner als - 1,5.

Der Graf der Funktion f wird drei einfachen Verdnderungen unterzogen. Dabei entstehen jeweils
die Graphen zu g, h und k (vgl. Abbildungen auf der nidchsten Seite).

(1) Beschreibe, wie die Grafen von g, h und k jeweils aus dem Grafen von f hervorgehen.

(2) Gib jeweils eine Funktionsgleichung an.

15 Modifiziert nach der Zentralklausur NRW aus dem Jahr 2010 unter Einbeziehung der zweiten Ableitung
und dem Kriimmungsverhalten von Grafen (Bearbeitungszeit: 55 Minuten)



29

19

,X»

,X’

N/

4

v 4

0




30

Aufgabe 4: Innermathematische Aufgabe aus der Zentralklausur 201516

Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung f(x) = x> — 6x? + 9x + 1. Die Abbildung
zeigt den Grafen der Funktion f.

\ Ko

Ermittle auf drei Nachkommastellen genau die Nullstelle der Funktion f.
Ermittle rechnerisch den lokalen Hochpunkt und den lokalen Tiefpunkt des Grafen von f.

Zeichne in die Abbildung die Sekante s durch die Punkte P(2/3) und Q(3/1) ein und ermittle
rechnerisch eine Gleichung dieser Sekante s.

Ein Schiiler mochte am Beispiel der Funktion f in einem Referat erkldren, wie deren Ableitung
t’(a) an einer Stelle a ndherungsweise ermittelt werden kann. Dazu hat er eine Tabelle angelegt.

f(2,4) — 3 £(2,3) — 3 £(2,2) — 3 f(2,1) — 3
Term _— _— _— _—
2,4—2 2,3—2 2,2 -2 2,1-2
Wert 2,84 2,91 2,96 2,99

Gib an, um welche Stelle a es sich handelt und erklire, warum die Tabellenwerte sich immer
mehr der Ableitung f’(a) ndhern.

Gegeben ist nun zusétzlich die Funktion g mit der Gleichung g(x) = x3 — 9x% + 24x — 18.

Ermittle, durch welche Transformationen der Graf von g aus dem Grafen von f hervorgeht. Be-
schreibe Dein Vorgehen.

Beweise, dass gilt: g(x) =f(x + 1) + 3.17

16 Modifiziert nach der Zentralklausur NRW aus dem Jahr 2015 (Bearbeitungszeit: 40 Minuten)
17 Zusatzaufgabe (5 Minuten)
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Aufgabe 5: Innermathematische Aufgabe aus der Zentralklausur 20168

1

Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung f(x) = —x3 — SXZ + %X + 1. Die Abbildung

48

zeigt den Grafen der Funktion f.

40 £/
4 /
//
/ S~
Ny SN )
/ N
~_

1

/ - - >

b)

Ermittle rechnerisch eine Gleichung der Geraden s durch die Punkte H(3/ ?) und T(9/1).

[Zwischenergebnis: Die Gerade s hat die Steigung — Z.])

Es gibt zwei stellen, an denen der Graf von f Tangenten hat, die parallel zur Geraden s verlaufen.
Ermittle diese Stellen auf zwei Nachkommastellen genau.

Gegeben ist zusitzlich die Funktion g mit g(x) = 4—18x3 - %XZ + %.

(1) Zeichne den Grafen von g in die obige Abbildung ein.
(2) Der Graf von g geht durch Transformation aus dem Grafen von f hervor.

Gib diese Transformation und eine Funktionsgleichung von g an.

Die folgenden Abbildungen A bis D auf der ndchsten Seite veranschaulichen, wie man die Ab-
leitung £"(2) ndherungsweise bestimmen kann.

£(2)—£(0,8)

(1) Gib an, welche Abbildung zum Differenzenquotient —=—=

gehort.
(2) Gib an, welche geometrische Bedeutung der Wert £'(2) hat.

(3) Erkldre, warum in den Abbildungen A bis E veranschaulicht wird, wie dieser Wert immer
genauer ermittelt werden kann.

18 Modifiziert nach der Zentralklausur NRW aus dem Jahr 2016 (Bearbeitungszeit: 40 Minuten)
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Aufgabe 6: Kontextgebundene Aufgabe aus der Zentralklausur 201417

An einer Autobahnbaustelle wurde tiber einen langeren Zeitraum die Stauentwicklung untersucht.
Fiir 12 < t <19 stellt der Graph der Funktion f modellhaft die Stauldnge wiahrend eines bestimmten
Tages in der Zeit von 12:00 Uhr bis 19:00 Uhr dar (siehe Abbildung).

A f(t‘)

(03]

\ 4 ”J

0 2 4 6 8 10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 20 | 22 | 24

HEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEn

Es gilt: f(t) = —0,1-t3 +4,5-t2 — 66,3 - t + 322,7. Dabei ist t die Uhrzeit (z. B. 14:00 Uhr entspricht t
=14) und f (t) die Stauldnge zum Zeitpunkt t in Kilometern. Mit dieser Funktion f ist es moglich, die
folgenden Aufgabenstellungen zu bearbeiten.

a)

Berechne die Lange des Staus um 13:00 Uhr.

Um abzuschitzen, wie viele Fahrzeuge um 13:00 Uhr im Stau stehen, miissen Annahmen getrof-
fen werden.

Berechne mit Hilfe von zwei plausiblen Annahmen einen Schitzwert fiir die Anzahl der Fahr-
zeuge, die um 13:00 Uhr in diesem Stau stehen.

Ermittle rechnerisch die Uhrzeit, zu der die Stauldnge im betrachteten Zeitraum maximal ist,
und gib die maximale Lange des Staus an.

Bestimme, um wie viele Kilometer die Stauldnge in der Zeit von 13:00 Uhr bis 17:00 Uhr pro
Stunde im Durchschnitt zunimmt.

Fiir die Funktion f gelten fiir 15 < t <17 die beiden Ungleichungen: f “(t) > 0 und £’(t) <O0.
Interpretiere, welche Bedeutung diese beiden Ungleichungen im Sachkontext haben.

Berechne den Zeitpunkt, bei dem die Staulénge am schnellsten zu- und abnimmt.

Es kann davon ausgegangen werden, dass sich der Stau ab 19:00 Uhr gleichméfSig um 3,6 Kilo-
meter pro Stunde verringert.

Bestimme die Uhrzeit, zu der sich der Stau vollstandig aufgelost hat.
Die Stauldnge ab 19:00 Uhr soll mit einer geeigneten Funktion g modelliert werden.

Ermittle eine Funktionsgleichung der Funktion g.

1 Diese leicht modifizierte Aufgabe stammt aus der zentralen Vergleichsklausur des Jahres 2014 und bertick-
sichtigt Uberlegungen zur zweiten Ableitung (Bearbeitungsdauer: ca. 50 Minuten).



Aufgabe 7: Kontextbezogene Aufgabe aus der Zentralklausur 201520
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Frither wurden in den Stadten auf Hiigeln oder kleineren Bergen Wassertiirme gebaut. Durch das
in den Tiirmen gespeicherte Wasser konnte ein ausreichender Wasserdruck fiir die Versorgung der
Wohnungen mit Trinkwasser sichergestellt werden. Im Folgenden soll die Wassermenge im Spei-
cher eines Wasserturms untersucht werden. Um den nétigen Wasserdruck zu gewéhrleisten, soll
daftir gesorgt werden, dass standig mindestens 1000 m? Wasser (Sollwert) im Speicher des Turmes
vorhanden sind. Die maximale Fiillmenge betragt 2000 m?. Fiir einen bestimmten Tag wird die Was-
sermenge im Speicher des Turmes im Zeitraum von 6:00 Uhr bis 7:30 Uhr fiir 0 <t < 1,5 durch die
Funktion f mit der folgenden Gleichung modelliert: f(t) = 1000 - t> — 1000 - t* — 687 - t + 1467. Da-
bei bezeichnet t die Zeit in Stunden, die seit 6:00 Uhr vergangen ist, und die Wassermenge im Spei-

cher des Turmes in m3. Der Graph der Funktion f ist in der folgenden Abbildung dargestellt.

A f(’lc)

*20|00

|
1800

1600

—200

A A

0 0,1

0,2

0,3

04 | 0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

a) Zeige, dass um 7:00 Uhr nur noch 780 m3 Wasser im Speicher des Turms sind.

Ermittle ndherungsweise Zeitraume, in denen die Wassermenge iiber dem Sollwert liegt.

b) Berechne den Zeitpunkt, zu dem die Wassermenge im Speicher des Turmes minimal ist.

Untersuche, um wie viel m? Wasser der Sollwert zu diesem Zeitpunkt unterschritten wird.

c) Berechne

f(1)—£(0)
0

und (1) und interpretiere die Werte im Sachzusammenhang.

d) Gegeben ist nun zusitzlich die Funktion g(t) = —1000 - t3 + 1000 - t> + 687 - t + 533.

Zeichne den Graphen von g in die obige Abbildung ein und erklire, welche Bedeutung die

Funktionswerte g(t) mit 0 < t < 1,5 im Sachkotext haben.

20 Die Aufgabe wurde im Rahmen der zentralen Klausur der E-Phase im Jahr 2015 gestellt und benétigt keine

Uberlegungen zur zweiten Ableitung (Bearbeitungsdauer: ca. 40 Minuten).
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Aufgabe 8: Kontextbezogene Aufgabe aus der Zentralklausur 201621

Wiihrend seines Urlaubs im norwegischen Varde beobachtet Heinz an einem Tag L
Anfang August die Sonne. Dabei misst er zu jeder vollen Stunde den Sonnen- ‘, ~
hohenwinkel o (vgl. Abb. rechts), um so zu bestimmen, wie hoch die Sonne a

tiber dem Horizont steht. Heinz trégt seine Winkelmessung in ein Koordina-
tensystem ein (vgl. Abb. unten). Dabei entspricht t = 0 der Uhrzeit 12:00 Uhr

mittags, t = 1 entspricht 13:00 Uhr und t = -1 11:00 Uhr usw.

a)

40
I Sonnenhohenwinkel a [in ]

¥ %
32 L]
28
24
° 20
16 °
12
8
4
° °

—@ & o>t
-11-109 -8 -7 6 -5-4-3-2-101 2 3 45 6 7 8 91011

Gib den Sonnenhshenwinkel an, den Heinz um 7 Uhr morgens misst und nenne den Zeitraum,
in dem die gemessenen Sonnenhhenwinkel mindestens 30 Grad betragen.

Heinz modelliert den Sonnenhéhenwinkel fiir den Zeitraum -10 < t < 10 mit einer ganzrationalen
Funktion f vierten Grades mit der Gleichung f(¢) = 0,0031¢t* — 0,671¢t% + 36,1. f(t) beschreibt den
Sonnenscheinwinkel in Grad zu der durch t gegeben Uhrzeit.

b)

Die Werte, die sich bei der Modellierung mit der Funktion f ergeben, weichen etwas von den
Werten aus der obigen Abbildung ab.

Berechne die Abweichung zwischen dem um 7:00 Uhr morgens gemessenen Wert und dem ent-
sprechenden Funktionswert.

Bei der Messung von Heinz erreicht die Sonne ihren hochsten Stand um 12:00 Uhr mittags.

Weise rechnerisch nach, dass auch bei der Modellierung mit der Funktion f die Sonne zu diesem
Zeitpunkt seinen hochsten Stand erreicht.

(1) Weise rechnerisch nach, dass gilt: f'(=9) > f'(—2).
(2) Interpretiere diese Ungleichung im Sachkontext.

An einem Tag Ende August beobachtet Heinz noch einmal die Sonne in Varde. Um 4:00 Uhr
morgens wihrend des Sonnenaufgangs misst er den Sonnenwinkel 0 Grad, um 12:00 Uhr mit-
tags ist der Sonnenhshenwinkel mit 29 Grad maximal. Heinz mochte fiir diesen Tag den Son-
nenhdhenwinkel mit einer ganzrationalen Funktion modellieren.

(1) Skizziere in die obige Abbildung den Verlauf eines moglichen Grafen von g.
(2) Ermittle fiir einen Ansatz g(t) = a - f(b - t) zu seiner Messung passende Werte fiir a und b.

2 Die Aufgabe stammt aus der zentralen Klausur des Jahres 2016 (Bearbeitungsdauer: ca. 40 Minuten).
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Losungen

1 Ganzrationale Funktionen - Verhalten an den Rindern und nahe Null

1a) Graph 1 gehort zu Funktionsgleichung f(x), Graph 2 zu h(x) und j(x) sowie Graph 3 zu g(x) und
i(x). Argumente konnten sein: Graph 1 und Graph 2 schneiden die y-Achse bei y = 3, so dass g fuir
beide Graphen auszuschliefien ist wegen g(0) = 1,5. Daher gehort Graph 3 zu g. Da Graph 1 nicht
der Graph einer Funktion zweiten Grades sein kann (darf nur einen Scheitelpunkt besitzen), ist die
Zuordnung klar. Anhand der Darstellungen i und j lassen sich die Nullstellen ablesen. Daher gehort
i zu Graph 3 und j zu Graph 2.

1b) Graph 1 hat den Grad 4, Graph 2 den Grad 2 und Graph 3 den Grad 3. Die absoluten Glieder
lauten 3 (Graph 1 und 2) und 1,5 (Graph 3). Durch Ausmultiplizieren ergibt sich fiir i(x) und j(x):

i(x) = =2 (x+3)E+Dx—2) = —; x+3) (&2 —x—2) = = (> + 2x2 — 5x — 6) = —0,25x> —
0,5x24+1,25x+ 1,5 =g(x) und j(x) = —(x+ 1)(x—3) = —-x%?—-2x—3) = —x?+2x+ 3 =h(®x)

2a) Y1 entspricht f und Y2 g (im MENU 7 wird der Darstellungsbereich durch SET eingestellt).

E El 5]
Y1=3%Xx"(3)-9%xx2-120x+ Y2=3xx"(3)
X ¥1 ¥2 X ¥1 ¥2 X ¥1 ¥2
-10 IR -3000 -100 -3e6 [EEES -39  -3e9
o 5 ] ] 5 0 { 0 5 0}
10 905 3000 100 2.89€e6 3eB 1000 2.99E9 3EQ
-2695 -3000000 -1000
B
Y1=3xx"(3)-9xx2-120x+
X ¥1 ve X ¥1 ¥2 X Y1 Y2
-3e12 -3el2 -3e15 -3el5 -1e6 -3el8 -3el8
0 5 0 |: o] 5 0} |: 0 5 0}
10000 2.9e12 3e12 100000 2.9e15  3elb 1E6 3e18
-10000 -100000 2.999991E+18
FORULA) (ENETR IETIP [ EDTT ] [GPH-CON] [GPA-PLY FORMULA) (TN IR ED T ([GPH-CON)[GPH-PLT FORMULA) DR WEE3 IR EDIT | [GPH-CONI[GPH-PLT

2b) Fiir betragsméfiig grofie Werte fiir x ndhern sich f(x) und g(x) immer weiter an. In unserem Fall
fiir negative Werte von x schneller als fiir positive Werte von x. Der Graph von f kann an den Rén-
dern durch den Graphen von g angendhert werden.

2c) Man faktorisiert 3x*, indem man innerhalb der Klammer jeden Summanden von f(x) durch 3x3

Vidiert: f(x) = 3x3 — 9x2 g3 (B _120x | 5 _ g3 (9 120, 5
dividiert: f(x) = 3x> —9x“ — 120x + 5 = 3x (3X3 e ae T 3x3) = 3x (1 w32t 3x3). In-
nerhalb der Klammer streben fiir betragsméfsiig grofie Werte von x die Briiche hinter der 1 alle gegen

Null. Daher bleibt fiir hinreichend grofie x nur noch die 1 stehen. Also gilt f(x) = g(x) fiir x — *oo.

3a) Y1 entspricht f und Y2 h (im MENU 7 wird der Darstellungsbereich durch SET eingestellt).

B E] B
Y1=3xx"(3)-9xx2-120x+ ¥2=-120xx+5
b4 v1 Vo X Y1 yo X ¥1 ¥2
[ -0.5 55} -0.1 18.907 EEEH 6.100 6.2
0.5 -56.87  -55 [ 0.1 -7.087 —7] 0 5 5
0.01 3.7091 3.8
62.375 17 FORMULA|IAN3 EDIT GPH—[;]NOGIJI'I(-)PE%
FORMUL) (TN WS DT GP-CON [GPHPLY DELETE] ROW JHaioTNl] im0 gk (FORMOLA) CIN13 WS (EDTT J EPH-CON|GPHEPLT)
E] B B
X Y1 Y2 X Y1 ¥2 X Y1 ¥2
IBEE 5.1199 5.12 BT 5.0119 5.012 —15—5 5.0011 5-0012}
0 5 5 0 5 5 1e-5 4.9987 4.9988
1e-3 4.8709  4.88 1e-4 4.9879 4.988
-1E-03 -1-04 -1-05
FORHULA) BENEE3 ISP [ E DT ] GPH-CON [GPH-PLT FORMULA) (W13 WETRETIP (EDIT | [GPH-CON](GPH-PLT FORMULA) (TNET3 ISTATTP [ EDI T 1(GPH-CON[GPH-FIT]
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3b) Fiir betragsmaflig kleine Werte fiir x ndhern sich f(x) und h(x) immer weiter an. Der Graph der
Funktion f kann nahe Null durch den Graphen von h beschrieben werden.

3c) Man faktorisiert —120x, indem man innerhalb der Klammer jeden Summanden von f(x) durch

—120x dividiert. Die 5 wird nicht mit faktorisiert. Es gilt daher fiir f(x):
3x3 9x? 120x

2
f(x) = 3x% — 9x — 120x + 5 = —120x - (=2 —— — 222 ) 45 = —120x- (- 2+ 2=+ 1) +5.
—120x —-120x —-120x 120 120

Innerhalb der Klammer streben fiir betragsmifiig kleine Werte von x die Briiche vor der 1 alle gegen
Null. Daher bleibt innerhalb der Klammer fiir hinreichend kleine x nur noch die 1 stehen. Also gilt

f(x) = g(x) fiir x nahe Null.

4a)

(1) f(x) = 3x3 — 4x5 — x% = —4x> 4 3x® — x? hat den Grad 5, ap = 0. Fiir betragsmiflig grole Werte
von x kann f durch g(x) = —4x> beschrieben werden. Der Graph verlduft also von rechts oben nach
links unten. Fiir x nahe Null lautet die Naherungsfunktion h(x) = —x2. Der Graph von f schmiegt
sich in der Ndhe der y-Achse einer nach unten getffneten Normalparabel an.

(2)f(x) =1—-2x+x°4+x3 =x°+x3—2x+1 hat den Grad n = 6, ap ist 1 und f besitzt die Nihe-
rungsfunktionen g(x) = x® und h(x) = —2x + 1. Daher verlauft der Graph von f wie der Graph von
g von rechts oben nach links oben und néher sich nahe Null der Geraden y = -2x + 1 an.

(3) f(x) = 3x — 0,01x” + x® + 2 = —0,01x” + x® + 3x + 2 hat den Grad 7 und besitzt das absolute
Glied 2. Die Ndherungsfunktionen lauten: g(x) = —0,01x” und h(x) = 3x + 2. Der Graph von f ver-
lauft wie der Graph von g von links oben nach rechts unten und schmiegt sich nahe Null der Gera-
deny =3x+2an.

4b) Blau (Fett) f: Griin (normal): g, Rot (gestrichelt): h (Links (1); Mitte: (2); Rechts: (3))

E] B E
¥ T v a¥
3
| X
ol o] b
"’ -1

5
Zuordnungen:

1 — k (gerader Grad, da Graph von links oben nach rechts oben verlduft= g,j oder k, Naherungs-
funktion nahe Null ist fallende Gerade = k)

2 — g (gerader Grad, da Graph von links oben nach rechts oben verlduft= g,j oder k, Ndherungs-
funktion nahe Null ist nach unten getffnete Normalparabel = g)

3 — i (ungerader Grad, da Graph von links oben nach rechts unten verlduft = f, h oder i, Ndherungs-
funktion nahe Null ist eine fallende Gerade = 1)

4 — h (ungerader Grad, da Graph von links oben nach rechts unten verlduft = f, h oder i, Ndherungs-
funktion nahe Null ist keine fallende bzw. steigende Gerade, sondern eine nach unten geotffnete
Parabel = h)



Graphen zu f und j:

f¥15

-L/

D"
\ Aol

6
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\s

\ Aol

Peter hat erkannt, dass der Graph einer ganzrationalen Funktion vierten Grades mit positivem a4
von links oben nach rechts oben verlaufen muss und daher die Darstellung am linken Rand fehlt.
Man vergrofiert daher den x- und y-Bereich im negativen Bereich entsprechend. Die Nullstellen
konnen tiber G-Solve und Root bestimmt werden, da sie nun beide im Darstellungsbereich liegen.
Nachteilig an dieser Darstellung ist, dass man das lokale Maximum und Minimum in der Néhe der
y-Achse als Sattelpunkt identifizieren konnte. Allerdings liefert G-Solve auch hier Gewissheit. In
Kirze werden wir verstehen, dass das globale Minimum bei ca. x = -56 (eine Funktion vierten Gra-
des kann maximal 3 Extremstellen besitzen). Insbesondere kann es daher auch keine weiteren Null-

stellen geben.

]

El [EXEl:Koordinaten anzeigen

-1.5€e5]

¥4=(1p 25)x“(4)+3xx‘(3)—x+FV/

X

B

[EXE]:Koordinaten anzeigen

YA=(1p2eix(A)+8xx " (3)—x+1¥y

~HSNULLSTELLE
X=-74.90649676 ¥=0

X=-0.85b236695 Y=0

LSNULLSTELLE

B [EXEl:Koordinaten anzeigen

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

YA=(1Q26)x~ (A)F3xx~ () —x+[v

X¥=0.3323529247 ¥=0.77852687015

[EXE]:Koordinaten anzeigen

¥4=(1n 25)x“(4)+3xx“(3)—x+£lv/

Ya=(1 _|\25)x“(4)+3xx“(3)—x-:tv‘/
b1
80y  s0 40 - ]

-1.5e5

MAX
X=-0.3343283799 ¥Y=1,222718999

X=-56.2480206

-80

X

0 20
50000
-1e5

—1.5e5

MIN

¥=-133426.6377

7a)

M) =x—2)2=x*—4x+4

(2) f(x) = —(x? + 1,5) - 200x3 = —200x° — 300x3

= —0,04x% 4+ 0,68x — 2,4

B FEfiRadfun]
2 1
1
z
£ 5 4 & 2 5 4 5 ©

E

¥
1

—5)(12 -
@60 = & )2(5 X _
W fx)=x—-12x—-7)=x3-9x?>+15x—7
B
2

X
Gy 04 06 0.8

0.8 06 04 02

3
o/ SEARRERI
2 \
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2 Nullstellen und Symmetrie ganzrationaler Funktionen

6 2
1) x=2; x=2;3; x=-2;3; X=\/2——z +1,2; g’z 0,7
B [EXEl:Koordinaten anzeigen [E] [E]

Y2=x"(3)-x2-0x ¢ aoXt+a1 X3+ -+as=0 aoX4+a1 X3+ - -+a2=0
¢« al a? a3 ad X1
C o 4 o x2(0.7071
. E %3| -0.707
5 & 3
J6
p(] NULLSTELLE -1.5 2
P 3

X=- sy¥=0 SOLVE|pARIFCLEARI[ EDIT REPEAT]

2a)

fix)=2x—4=02x=4x=2

2
f,(x) = 2x%2 — 10x + 12=0?x2—5x+6=0; Diskriminante D = (g) —q=(-25)?%-6=0,25.
Daher ergeben sich die Losungen— g +VD=254+vD=25405
2b)
kx)=x—-2)x+3)=0ex=2Vx=-3
Ix)=x—1)x+9) - x+2)=0x=1Vvx=-9Vvx=-2

mix) =x%-(x+3)-2x-2)ex*=0vx=-3Vv2x—2=0ox=0Vx=-3Vvx=1

Durch Ausmultiplizieren erhielte man die exakten Terme. Fiir die gestellte Frage reicht es aus, je-
weils den ersten und letzten Summanden jeder Klammer miteinander zu multiplizieren. Man erhalt:

k) =(x—2)x+3) |[1®0=—-1"®+9) - ®+2) mE=x* x+3)2x-2)
=x2+ -+ (-6) =x3 4 -+ (—18) =2xt+ -+ (—6)x?

ao -6 -18 0

grad | 2 3 4

g(x) | x? x3 25k

2¢)

f;0)=x>—x*—6x=x"(x2—x—6) =0 x=0Vx?—x—6 =0.Die quadratische Gleichung in
2

Normalform hat die Diskriminante D = (g) —q=0,5%2+6 = 6,25. Daher ergeben sich die weiteren

Losungen bzw. Nullstellen—g ++vD =0,5+./6,25= 0,5+ 2,5, also x = 3 oder x = -2.

f,(x) = —2x*+4x*-15=0 = —27224+4z—-15=0 <=3 z>—22+0,75=0. Die quadratische

Z=X (-2

2
Gleichung in Normalform hat die Diskriminante D = (g) —q=(-1)? = 0,75 = 0,25. Daher ergeben

sich als Losungen fiir z: z = — g +vVD=14,/0,25=140,5,also z = 1,5 oder z = 0,5. Die Riicksub-

stitution z = x? liefert 1,5 = x% oder 0,5 = x%. Man erhalt insgesamt x = +4/1,5 = %+ \/2_3 ~+1,2 o-

derx = +./0,5 = i\/z—iz +0,7

3a) f(x) = (x—2)(x+3)4x+2)=0ex=2Vvx=-3Vx=—0,5(Ablesen)
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3b) f(x) = —x3 + 6x*> —9x = —x- (x> —6x+ 9) =x = 0V (x — 3)? = 0 & x = 3 (Faktorisieren)

3¢) f(x)=X4+5X2+4:0<=522+52+4:(z+1)-(z+4)=0@z=1Vz=4. Die Riicksubsti-

Z=X
tution z = x? liefert 1 = x% oder 4 = x%. Man erhilt insgesamt x = +1 oder x = +2 (Substitution)

4a) f(x) = (x — 0)(x — 2)(x — 8) oder f(x) = 2+ (x — 0)(x — 2)(x — 8)
4b)f(x) = (x + 5)(x — 10)2 oder f(x) = (x + 5)2(x — 10)

40) f(x) = (x + 3)(x — 1)2 oder f(x) = (x + 3)%(x — 1)

4d) f(x) = (x — 3) oder f(x) = (x + 5)(x* + 1)

4e)

fx) = x—1D*E-2)x—3)x—4)E—-5)(x—6)
fx) =(x—1)3x-2)x—-3)x—4)(x—-5)

f(x) = x—1D*E-4)(x—-5)(x—6)

f(x) = (x—1)°(x—5)(x — 6)

fx) = x-1)°x~-2)

f(x) = (x—1)7

4f) Eine Funktion siebten Grades verlduft immer von rechts oben nach links unten oder umge-
kehrt, besitzt daher mindestens eine Nullstelle. Hitte eine Funktion siebten Grades mehr als sieben
Nullstellen, miisste es sich als Produkt von mehr als sieben Linearfaktoren schreiben lassen.
Wiirde man dieses Ausmultiplizieren erhielte man als Summand mit dem grofsten Exponenten ein
Polynom mit hoherem Grad als sieben.

5

Losungsstrategie mit dem GTR tiber MENU 5: Betrachte den Term als Funktionsterm und suche die
Nullstellen. Beachte: Die Nullstellen miissen alle im Darstellungsbereich liegen. Dies bedarf unter
Umstiénden weiterer Uberlegungen. Alternativ kann man im MENU A (allgemeine Gleichung) die
Ausgangsgleichung eingeben. Dann muss man einen Schiatzwert angeben sowie die Grenzen. Aller-
dings miissen die Grenzen so gewdhlt sein, dass die Losung auch zwischen den Grenzen liegt. Die
folgenden Abbildungen geben die GTR-Losung an:

El [EXEl:Koordinaten anzeigen E]
Yi=(1a(x24+1))—x2 t¥ E 1 2
. —X
2 q x2 +1
\ x=-0.7861513

I I D R . Lower=-10
£ + 4 8 -2 Jp T 3 4 5 & _

i Upper=0

-2r NULLSTELLE
X=-0.7861514778 ¥=0 RECALLJDELETE SOLVE
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B

Y1=x“(7)+3><(«r(x2+31?1) Eq: x’ +3><Jx2+1
: x=-1.2513894

- Lower=-10
e e 4= Upper=0

¥=-1.25138948¢ -9%{:0 RECALL/DELETE SOLVE
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6a)

Hier kénnen mehrere Moglichkeiten gewdhlt werden. Die Gleichung kann als Schnittwertberech-
nungsproblem (GSolve — INTSEC) zweier Funktionen aufgefasst werden (MENU 5). Die Gleichun-
gen konnen auch erst so umgeformt werden, dass auf der rechten Seite eine Null steht. Dann kann
man in MENU 5 tiber GSOLVE und ROOT die Nullstellen bestimmen. In beiden Féllen muss der
Darstellungsbereich u. U. angepasst werden. Als dritte Moglichkeit bietet sich bei Polynomgleichun-
gen MENU A an. Hier miissen die Koeffizienten nach Umformen in eine Polynomgleichung im GTR
eingetragen werden. Es kann auch in MENU A der Modus (allgemeine Gleichung) gewahlt werden.
Allerdings ist es oft aufwendig die Grenzen zu bestimmen. Exemplarisch werden die ersten 3 Ver-
fahren fiir die erste Gleichung durchgefiihrt (Abbildungen links und Mitte). Fur die zweite Glei-
chung ergibt sich analog die Losung -14,16. Es bietet sich hier eine Losung MENU A an, da eine
Umformung recht einfach von der Hand geht und der Darstellungsbereich in MENU 5 erst ange-
passt werden miisste (Abbildungen rechts)

El [EXE]:Koordinaten anzeigen B B
T1=x%35 y aX3 +bX2 +cX+d=0 aX3 +bX2 +eX+d=0
¥2=-x (3)+6X23+U'2x—9 a b c d a b c d
i, C -1 B 2 IR C -1 -14 2 I
\ 10
5 !\E%ABLHNLMIPUNK'I}} -4 -4
X=-1 ¥=-4 SOLVE)ENRI3(CLEARI EDIT SOLVE]DENRISCLEARI EDIT
B [EXEl:Koordinaten anzeigen [E] E
i aX? +bX2 +cX+d=0 aX3 +bX2 +cX+d=0
a0 X1 p4IN-14. 161
X2|:0.7639
0 X3 -1
10
52 ~on S ——HULLSTELLE 5.2368087977 -14.16117744
X=0.7639320225 ¥=0 REPEAT REPEAT
6b) und c)

Fiir die Aufgabenteile b und c bietet sich in MENU 5 nach Eingabe der Funktionsgleichung GSolve
und X-CAL und gibt den entsprechenden y-Wert ein. Analog gibt man Y-CAL ein, wenn man den
y-Wert bei gegebenen x-Wert bestimmen mochte. Beachte: Der Darstellungsbereich muss {iber
VWindow zu Beginn so eingestellt werden, dass die gesuchten x- und y-Werte im Darstellungsbe-
reich liegen. Bei gleichverteilten x- und y-Werten bietet sich daher die Tabellenfunktion an.

B B [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥ Y1=-x"(3)+8xx20x

Y-Wert eingeben Ll <
N T~
Y : 5l -1t

~20r Z=BEREJCH
%=-0.42b698870[74 ¥=b

Bl [EXEl:Kcordinaten anzeigen
Y1=‘-x"(3)+6xx2—99036:y
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7
Mf)=x*+x*-2 | (2Qgx) =x3-x (3) h(x) = x° + x? (4) k(x) = x8 — x?
f(—a) g(-a) _ k(=a)
= a4 (-2 | = (-2 - (-a) ARG = (-a)® + (~a)? — 2
=a*t+a%?-2 =-al+a=-(3-a) — keine S i =a+a%2-2
= f(a) = AS = —g(a) = PS eine syfmmetrie = k(a) = AS

Die Grafen zu f und k sind achsensymmetrisch zur y-Achse (AS). Der Graf zu g ist punktsymmet-
risch zum Ursprung (PS). Der Graf zu h weist keine besondere Symmetrie auf.

8
3 2 X X

M) =5 @) 8(x) == 3) h(x) =x— 5= @ h() =x— 5=
h(—a)

f(—a) g(=a) _ -

__3 __ 2 B G

“Cay “Carta R

B i 2 - a2 -1 keine Symmetrie

34 N az + 4 = — (a — a )

= f(a) =g(a) az—1

= f gerade = g gerade =~h(a)
= h ungerade

9a) f (duinn), g (gestrichelt), h (fett)

B
¥
Y Ir
¥ LY
I . | A X
-3 2 1 -1 5| ——1 ] 3
!
1
H -1}
L]
1
1
9b)

Uber die Nullstellen kann man die Funktionsgleichungen in ihre Linearfaktoren faktorisieren:

1:f(x) = ax(x — 3)(x + 3). Der Vorfaktor a ist positiv, da der Graf von rechts unten nach links oben

verlduft. Einsetzen von Koordinaten eines Grafenpunktes lieferte a. In unserem Fall ista = 2.

2:f(x) = ax?(x — 2). Da 0 doppelte Nullstelle ist und der Graf von unten links nach oben rechts ver-
lauft kann der Funktionsgleichung mit der weiteren Nullstelle x = 2 entsprechend faktorisiert wer-

den. Der Vorfaktor betrdgt in unserem Fall a = 2.

3:f(x) = a(x + 1)%(x — 1)%. Es handelt sich um zwei doppelte Nullstellen. Der Graf schneidet die y-
Achse bei y = -1. Der Parameter a muss den Wert -1 haben, da beim Ausmultiplizieren der beiden

quadratischen Terme fiir ap gilt: =1 =a, = a- 1.1 =a.
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10a)

Eine ungerade ganzrationale Funktion hat mindestens eine Nullstelle. Stimmt, da deren Graf immer
von unten nach oben oder von oben nach unten verlduft und die x-Achse mindestens einmal schnei-
den muss.

10b)

Eine gerade Funktion hat eine gerade Anzahl von Nullstellen. Falsch: Die Funktion der Normalpa-
rabel hat genau eine Nullstelle. Die Aussage wird richtig, wenn die Nullstelle ungleich Null ist.

10c)

Eine ganzrationale Funktion fiinften Grades hat genau 5 Nullstellen. Stimmt im Allgemeinen nicht,
da beispielsweise die Funktion f mit f(x) = (x - a)5 den Grad 5 hat und genau eine Nullstelle besitzt.

10d)

Wenn eine gerade Funktion die Nullstelle x = 2 besitzt, dann auch die Nullstelle x = -2. Richtig, da
fur alle a f(-a) = f(a) gilt, also auch fuir die Nullstelle x = 2.

. =243 -1

11a) E: Graf symmetrisch zum Ursprung oder zur y-Achse; P(E) = = + - =
fx) =x"+2x3-8x | f(X)=x4+4x—-1 | fx)=—x34x* | fX)=6x*+2 | f(x) = —x?
fx) =—x*+3x3+x% [fx)=x*+2x>-1| fx)=x>-2x | fx)=x3-x* |fx)=3x+1

11b) E: Graf verhilt sich nahe Null wie h(x) = x? und fiir x — +oo gilt: f(x) — +o0; P(E) = 1%

fx) =x"4+2x3-8x | f(x)=x+4x—1 | fx)=—-x3+x% | fR) =6x2+2 | f(x) = —x?
fx) = —x*+3x34+x% | fR)=x*+2x2-1| fx)=x3-2x fx) =x3—x* |f(x) =3x+1
11c) E: Graf geht durch den Ursprung oder ist symmetrisch zur y-Achse; P(E) = 16—0 + 12—0 = g
fx) =x"+2x3-8x | f(X)=x>+4x—-1 | fX)=—-x3+x% | fx)=6x*+2 | f(x) = — x>
fx) = —x*+3x3+x% [ fx)=x*+2x*—-1| fx)=x3-2x | fx)=x3-x% | fx)=3x+1
11d) E: Graf geht nicht durch den Ursprung und ist nicht symmetrisch zur y-Achse. P(E) =1 — g = %
fx)=x"4+2x3-8x | fX) =x4+4x—-1 | f{x)=-x3+x% |[fR) =6x>+2| f(x)=—x>
fx) = —x*+3x3+x% | fX)=x*+2x*-1] f(X=x3-2x [fx)=x>-x%|f(x)=3x+1
12a)
E 5] E
Dynamikfkt. :Y= Y1=Ax"(3)-Bx2 +Cx+D Y1=Ax"(3)-Bx2 +Cx+D
Y18Ax®-Bx2+Cx+D Dynamikvar. :B /Il Bynam. -Einstel lung
Y2: =
B=2
VEX C=38 En :10
%g D=0 Step 1
s3] SET JSPEED
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El Tasten [¢]/[2]oder eingeben. Bl Tasten [€]/[3]oder eingeben. El Tasten [¢]/[?]oder eingeben.

¥1=Ax"(3)-Bx2+Cx+ Y1=Ax"({3)—Bx2+CxH Y1=Ax"{3)-Bx2+CxH
mV [\IDV 10[ /
5 5 5 I = Ik
| v
BLO B=-10 B=10

12b) Fiir t = 0 ist f; ungerade, da der quadratische Summand in diesem Fall fehlt: f,(x) = 2x3 + 8x

Allgemeiner Ansatz:

fi(x) =2x3 —tx* +8x =x(2x* —x+8) =0 ©x=0V2x* —tx+ 8 = 0ex= Ovx:—ltx+4=0.
' 2

Die quadratische Gleichung in Normalform hat als Diskriminante D = (g) —-q= (—%t)z —4=

%tz — 4. Ist die Diskriminante negativ, gibt es keine weiteren Nullstellen, ist sie Null, gibt es eine

weitere Nullstelle und ist sie grofSer Null, kommen 2 Nullstellen dazu. Es gilt D = 1—16t2 -4<0e

%t2<4@t2<64@—8<t<8.

12¢)

e Im Falle -8 < t < 8 kommt keine Nullstelle dazu. Es gibt insgesamt 1 Nullstelle.
e Der Graf von f besitzt fiir t =8 und t = -8 genau 2 Nullstellen.
e Fiir t>8 oder t < -8 hat er 3 Nullstellen.

12d)

Fiir die weiteren Nullstellen erhélt man x; = ;t + /% t? — 4. Daher gilt:

e Fiir t = 2 erhilt man also nur die Nullstelle 0.

e Furt=10erhidlt manx,, = 2,5+ /% 102 -4 = 2,5+4/2,25 = 2,5 £ 1,5 und damit insgesamt die
Nullstellen 0; 1; 4.

e Fur t = -10 ergibt sichx_;o = —2,5+ /%6(—10)2 -4=-254,225=-25%1,5, also insge-

samt die Nullstellen 0; -4; -1.

12e) Fiir t = 8 liegt eine Nullstelle von fs bei x = 2.

E Tasten [¢]/[*]oder eingeben.
Y1=Ax"(3)-Bx2+Cx+[

10

Algebraischer Beweis: lt+ [~ —4=26olt-2=1+ [~ —d4e—(k-2)' =t -4 o
16 4 16 quadrieren “# 16

12 _t4+4=t?_4ot=38
16 16
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3 Monotonie und Extremstellen ganzrationaler Funktionen

1

Man erkennt im Bereich der Hauptschule eine kontinuierliche Anteilabnahme beider Geschlechter.
Dies konnte man auf die Etikettierung der Hauptschule als ,Resteschule” zurtickfithren sowie auf
die flichendeckende Umwandlung von Hauptschulen in Gesamtschulen in den 1970er und 1980er
Jahren. Dartiber hinaus werden in einigen Komunen Hauptschulen geschlossen, da die
Anmeldezahlen stark riickldufig sind. Daher sind eine Anteilzunahmen bei den Gesamtschulen und
Realschulen verstandlich.

Der Anteil der Gymnasiasten nimmt in beiden Geschlechtern zu. Dies konnte mit der politischen
Zielrichtung zusammenhdngen, dass aufgrund der stdndig sinkenden Schiilerzahlen die
Gesamtzahl der Abiturienten gleich bleiben soll. Der Anteilsunterschied zwischen Jungen und
Maddchen im Bereich des Gymnasiums konnte auf eine starke Madchenforderung im
Grundschulbereich zuriickgefiihrt werden.

2a) |
\c- y
\f

I

|

0,5 !

/\.' ~ |
/1 _l

[l -1 105,00 NOs | i/
sl N

f ’ \ /
N_ \

l
/

’-
N

I

2b) f(x) =3x*—-3x2 =0 3x?(x*-1)=3x*xx+1DE—-1)=0x=0vx=1vx=—1

2¢)
Intervall x<-1 -1<x<0 0<x<1 x>1
z. B. xq -2 -1 -0,5 0 0,5 1 2
f'(x0) 36 0 —-0,5625 0 -0,5625 0 36
Vorzeichen von {” + - -
Monotonie von f i - ! - | — 1

2d) Vergleiche Aufgabe 6

2e)

(1) g'(x) = 2x = 0 & x = 0 (0 Minimumstelle)
Intervall x<0 x>0
z. B. xq -1 0 1
g (x0) -2 0 2
VZvong’ - +
Monotonie von g ! — 1
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2Q)gx)=3x*-9 =0 x=4V3 (—\/§ ist lokale Maximumstelle; v/3 ist lokale Minimumstelle)

Intervall x < —/3 —/3<x<+3 x >3
z.B. X, 2 3 0 NG 0,5
g (Xq) 3 0 -9 0 3
VZ von g’ + - +
Monotonie von g 1 — ! - 1

(3) g'(x) = 1: Gerade ist iiberall streng monoton wachsend.

(4) g'(x) = 4x3 + 2x = 2x(2x% + 1) = 0 & x = 0 (0: globale Minimumstelle)

Intervall x<0 x>0
z.B. xq -1 0 1
g (Xo) -6 0 +6
VZvong’ - +
Monotonie von g ! — 1

(B)g'(x) =4x3 +2x = ZX(ZX2 +1)=0ox=0Vvx=%,/05 (+/0,5 Minimumstellen; 0: Maxi-

mumstelle)

Intervall x <—,/0,5 —/0,5<x<0 0<x<40,5 x>,/0,5

z. B. X, -1 —/0,5 —0,5 0 0,5 0,5 1

g (xo) -2 0 0,5 0 0,5 0 2

VZvong’ - + - +

Monotonie von g ! - 1 - ! - T
Grafen zu (1) bis (5) vgl. Losungen zu Aufgabe 7
’ \ ty I

‘ L
B(-2,96/1,79) 2
, /
/\ : C(-2,10]1,03)] /
[\ /1] _
¥ | T N / X
A(-3,76]0) || D(-1,14|0)
t i — T H(3,23|0)-9
-4 | - 2 | - ~1 12/ 3/ | 4
I E(0]-0,25) ™= g V' 7
/ \ | 4 M (1,691-0,81)
e
G(2,45|-1,21)
f Il 5

Schnittpunkte mit der x-Achse: A, D, H
lokaler Hochpunkt: B
Wendepunkte: C, E, F

Schnittpunkt mit der y-Achse: E
Lokaler Tiefpunkt: G
Sattelpunkt: E
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4a) Die Funktion h ist fiir Gefaf3 3 streng monoton zunehmend. Die Funktion h fiir Gefaf3 2 ist streng
monoton abnehmend. Damit die Funktion monoton abnehmend ist. Damit die Funktion monoton
zunehmend ist, muss die seitliche Begrenzungslinie des Profils durchgehend nach aufien oder ver-
tikal verlaufen. Damit sie monoton abnehmend ist, muss die Begrenzungslinie nach innen oder ver-
tikal verlaufen.

4b)
Grifie der

Fliissigkeitsoberfliche

Grifie der
Flissigkeitsoberflache

Fiillhthe Fiillhéhe

4¢)

monoton zunehmend, nicht aber
streng monoton zunehmend

VAV W AYA

5a) Zusammen gehoren f und g sowie k und h. Begriindung: Die Bereiche, in denen die Grafen von
f und k steigen bzw. fallen, liegt der Graf der jeweiligen Ableitungsfunktion {iber oder unterhalb
der x-Achse.

streng monoton zunehmend streng monoton abnehmend

5b) vgl. Aufgabe 6

5¢) Vgl. Aufgabe 6. Wenn es regnet, ist die der Boden nass. Allerdings gilt die Umkehrung nicht.
Denn der Boden kann auch durch Wasser aus einem Gartenschlauch nass geworden sein. Man sagt:
Ein nasser Boden ist notwendig fiir Regen, nicht aber hinreichend.

7

(1) g’(0) = 0 und VZW von g" bei 0 von — nach += 0 ist lokale Minimumstelle.

(2) g'(—\/§) = 0 und VZW von g’ bei — v/3 von + nach — = —/3 ist lokale Maximumstelle.
g'(—\/g) = 0 und VZW von g’ bei V3 von — nach + = V3 ist lokale Minimumstelle.

(3) g'(x) = 1 # 0 = g hat keine Extremstellen (notwendige Bedingung ist nicht erfiillt)
(4) g’(0) = 0 und VZW von g’ bei 0 von — nach+ = 0 ist eine lokale Minimumstelle.

(5) g’(0) = 0 und VZW von g’ bei 0 von + nach — = 0 ist eine lokale Maximumstelle.

g (— 0,5) = 0 und VZW von g’ bei — /0,5 von — nach + = —,/0,5 ist lokale Minimumstelle.
g’ ( 0,5) = 0 und VZW von g’ bei,/0,5 von — nach + = /0,5 ist lokale Minimumstelle.

Bl [EXEl:Kocordinaten anzeigen
Yl=x2+]
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B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Yo=x"(3)—-9O%x i
15}
= 6 4] -2 g z § 4 5 B

_ID_

_iel MAX
¥=-1.732050881 [¥=10.39230485
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

¥
1.
X

£ 5 4 8 ¢ 1p| L2 8 4 5 &

S0.123
_3.
X=0 - ==2
B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Yad=x"(A)+x2 ¥
| | b
R z 3
MIN
X=0
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
¥Yb=x*({4)—x2 ol ¥
5
4
3
2
1.
-4 -3 = —ﬁﬁ_ 2 3 QMIN
X==0.70710681732¥==-0.2b

8a) f'(x) = 3x?. Es gilt f'(0) = 0, obwohl der Graf iiberall streng monoton wachsend ist. Also gilt f ist
nicht tiberall grofler Null und gleichzeitig streng monoton wachsend. Daher gilt die Umkehrung
~+Wenn der Graph von f iiber I streng monoton zunehmend ist, dann ist f'(x) > O fiir alle x eines
Intervalls 1.” fiir die Stelle xo = 0 der Funktion f mit f(x) = x3 nicht.

8b) Es gilt f(0) = 0, obwohl der Graf bei xo = 0 keine Extremstelle, sondern eine Sattelstelle hat.

8¢) f'(x) = 1 > 0. Allerdings ist die Gerade f mit f(x) = x tiberall streng monoton wachsend.
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<
o
Aussage =S| 2 Begriindung
2| &
a) Ist die Ableitungsfunktion f” eine quad- Es gibt an den Nullstellen von f jeweils einen
ratische Funktion mit zwei Nullstellen, so N VZW von {” von + nach - bzw. von - nach +,
besitzt der Graf von f genau einen Hoch- was hinreichend fiir eine Minimum- bzw.
punkt und einen Tiefpunkt. Maximumstelle ist.
b) Zu jeder Nullstelle der Ableitungs- . .
fllnkti]on " gehort eine Extremstelleg von f. x | Sattelpunkte haben auch die Steigung Null.
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
V6=x"(3)—x+1 T
5_
c) Zwischen zwei benachbarten Extrem- ;
punkten auf dem Grafen von f liegt immer X ol
ein Schnittpunkt mit der x-Achse. : .
& 5 —éJ—'l o] [ 2 %-IAXI
X=-0.5773b0G26832Y=1.384900178
d) Besitzt eine ganzrationale Funktion 4. Eine QRF 4 Grades mit 2 IP und 1 TP muss
Grades genau zwei Hochpunkte und ei- von links unten nach rechts unten verlaufen.
nen Tiefpunkt, so ist der Graf ihrer zwei- X Daher ist der Koeffizient as vor dem x* nega-
ten Ableitung, eine nach oben gevffnete tiv. Also: f* hat als quadratischen Summan-
Parabel den 12a4x2 mit 12a4 < 0. Der Graf von {* ist
] somit eine nach unten geoffnete Parabel.
e) Der Grad der Funktion ist 3. Die Funk- Wenn 1 lokale Maximumstelle ist, musste -1
tion ist ungerade und hat eine Minimum- N eine lokale Minimumstelle sein. Da eine
stelle bei x =1 und eine Maximumstelle bei Funktion 3. Grades maximal 2 Extremstellen
x=2. hat, kann 2 keine weitere Extremstelle sein.
Hitte eine Funktion 6. Grades mehr als 6 Ext-
f) Eine ganzrationale Funktion 6. Grades N remstellen miisste die Ableitung der Funk-
kann hochstens 5 Extremstellen besitzen. tion f als Funktion 5. Grades mehr als 5 Null-
stellen haben, was nicht moglich ist.

Besitzt die Ableitung einer Funktion £ . . . .
g)enau drei Nulls telle;gl, o besitzt die N Es gibt GRF mit zwei Extremstellen und ei-
Funktion genau drei Extremstellen. ner Sattelstelle (vgl. Aufgabe 2)

h) Eine Funktion dritten Grades verlduft Der Koeffizient a; des Summanden axx von f

von links oben nach rechts unten. Der ist negativ. Daher gilt fiir den quadratischen

. . Y

Graph der Ableitung ist eine nach unten X Summande/:n. von f 3.2;13x mit 3a; < 0. Iﬂ)er
c6ffnete Parabel Graf von {” ist daher eine nach unten geoff-

& ] nete Parabel.

. . . . Denn die Ableitungsfunktion " hat als

i) Jede Funktion vierten Grades hat min- X Funktion dritten Grades mindestens eine

destens eine Extremstelle.

Nullstelle mit VZW von .




4 Krimmungsverhalten und Wendestellen

1c)
fX)=x?—x+2,f"x)=2x—1,f"x)=2x—-1=0x=0,5
Intervall x<0,5 x>0,5
z. B. X0 0 0,5 1
£ (%) 1 0 1
VZ von £~ - +
Krimmung ® WP ©

f(x) = 4x3 + 1,5%% — 50x — 12,5 f; f"(x) = 12x% 4 3x — 50;
f'(x) =12x>+3x—50=0 Sx~192vxx =217

Intervall x<-=2,17 -2,17<x<1,92 x>1,92
z.B. %, 0 —2,17 0 1,92 2
f(xq) 49 0 -50 0 4
VZ von £~ + - +
Krimmung © WP ® WP ©

50

Die Funktion f hat an der Stelle x = 0,5 eine Rechts-Links-Wendestelle (Abbildung unten links).

Die Funktion f hat an der Stelle x = —2,17 eine Links-Rechts-Wendestelle und bei x = 1,92 eine

Rechts-Links-Wendestelle. Am Wendepunkt W(0,5/ £f(0,5) = g ~ 0,83) dndert der Graf von f sein

Kriimmungsverhalten von einer rechts- in eine linksgekriimmte Kurve (Abbildung unten rechts)

100

|

|
|
|
|

|
i
BN
|
|

@0
Sx steigend
S{x) linksgelerimmt

F'x) fallend

Jix) rechtsgekrimmt

Fix) linksge-
Lertirrumt

F(x) rechtsge-
Lertirrumt

! i 50 |
1 A V I
Yy ; |
¥ \\ A a’ I
Iy v ¢
! \ .lf !
I
-6 -4 v J|: 2 | E
,r \ . !
N VAWt AN
o] % ) J
I
1 \
\ |
-100
! [f
;NS /
I -150
[
|
|l
[
| -200
J'(x)>0 S(x) <0 F'(x) =0
J'(x) steigend F'(x) fallend F'(x) steigend

Fix) linksge-
Lertirrumt
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2a) Die notwendige Bedingung fiir lokale Extrema lautet: f"(xg) = 0. Die hinreichende Bedingung fiir
lokale Extrema haben wir mithilfe eines VZW von £~ erledigt. Es gilt also: f'(xg) = 0 und " hat einen
VZW von + (-) nach - (+) = xg ist lokale Maximumstelle (Minimumstelle).

2b) Wenn f bei xo rechtsgekriimmt ist, ist f* in einer Umgebung von X, streng monoton abnehmend.
Wegen f(x0) = 0 liegt daher bei xo ein VZW von f” von + nach - vor. Somit ist die hinreichende
Bedingung mittels VZW von £~ erfiillt und bei xo liegt ein lokale Maximumstelle vor.

2¢) £'(x0) = 0 und £"(x0) <0 = f’(x0) =0 und f ist bei xo rechtsgekriimmt E; xo ist lokale Maximum-

stelle von f.
2d) Es gilt analog: £(xo) = 0 und £ (x0) > 0 = xo ist lokale Minimumstelle von f.

2e) Da eine Wendestelle von f auch gleichzeitig Extremstelle von £~ ist, lassen sich die hinreichenden
Bedingungen fiir lokale Extremstellen von f” auf die Wendestelle von f tibertragen. Es gilt somit:

. > . Minimumstelle ,
f(x0) =0 A7 (%) {<} 0 = x, ist lokale {Maximumstelle } von f" =
Rechts — Links —

Xg ist eine {Links _ Rechts _} Wendestelle von f

3
Ableitungen (f', f” und f*") bestimmen: f'(x) =1,5x* — 8x + 8; f"(x) =3x — 8; f "(x) = 3

3a) Symmetrie; Es liegt keine besondere Symmetrie vor, da in f(x) Potenzen von x mit geraden und
ungeraden Exponenten vorkommen

3b) Verhalten im Unendlichen/nahe Null: Das Verhalten im Unendlichen hangt von g(x) = %x3ab.

Der Graf verlduft von links unten nach rechts oben. Das Verhalten nahe Null wird durch h(x) = 8x
bestimmt. Der Graph nadhert sich in der Umgebung von Null der Geraden y = 8x an.

3c¢) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: Fiir x = 0 gilt £(0) = 0. Daher ist der Ursprung Schnitt-
punkt des Graphen mit der x- und y-Achse. Fiir die weiteren Schnittpunkte mit der x-Achse gilt:

f(x)=%x3—4x2+8x=O@X(%x2—4x+8) =0ex=0V %X2—4X+8=0@X=0 vV x?% —
8x+16=0x=0V (x—4)> =0 x=0 V x = 4. Der weitere Schnittpunkt lautet (4/0). Insbe-
sondere ist 4 eine doppelte Nullstelle.

3d) Extrempunkte:

1) Notwendige Bedingung: f'(x) = 0 2) Hinreichende Bedingung: £"(x) = 0 und £""(x) # 0
1,5x> —8x+8=0 < x% — %X + % =0 £ G) =3 -% —8=—4: % ist lokale Maximumstelle
& X = % oder x = 4 Mogliche Kandidaten 7(4) =3-4—-8=+4: % ist lokale Minimumstelle

fiir lokale Extremstellen sind% und 4. 3) y-Werte der Extrempunkte: f (i) =28 und f(4)=0
3 27

Insgesamt gilt: H (3i / %) lokaler Hochpunkt und T(4/0) lokaler Tiefpunkt.




3e) Wendepunkte:
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1) Notwendige Bedingung: £
3x—8=0& x= g. Moglicher Kandidat

(x)=0

2) Hinreichende Bedingung: {""(x) = 0 und f"""(x) # 0
£ (2) =3 >0: g ist Re-Li-Wendestelle (,, ReLiPo”)

. . .8 8\ _ 64
fiir eine Wendestelle ist ~ 3) y-Wertes des Wendepunktes: f(;) =_
. 8 , 64, . .
Insgesamt gilt: W (= / —) ist Rechts-Links-Wendepunkt
3/ 27
3f) Graph:
X -0,25 |0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
y -23 |0 3,06 |45 4,7 4 2,8 1,5 04 0 0,6 2,5
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen Bl [EXE]:Koordinaten anzeigen
Y7=(La2)¥x"(3)—Axx2+8xx ¥7=(112)Rx~(3)—4xx2+8xx ¥7=(112)%x*(3)—=Axx2+8xx
5
: :
2 3
2 ]
1 1
X b4 bid
1 (ZL 1 2 3 4 [H E l&Ax E hIN -1 1 2 3 4 SY_ghREECH
X=1.33B333368  Y=4.740740741 X=2.668666667  Y=2.37037037

3g)

_15_13
f(x)—sx $X

f(x) = x* —x3

fx) =x°+x3+x

Symmetrie

Punktsymmetrie

keine Symmetrie

Punktsymmetrie

Verhalten an den Randern

von links unten
nach rechts oben

von links oben
nach rechts oben

von links unten
nach rechts oben

i
MAX

X=-1 “¥=0.1333333333

a
N[\\\#f MIN
1 ¥=-0.10646875

X=0.76

Verhalten nahe Null wiey = — §x3 wiey = —x3 wiey = x
Extrempunkte H(-1/0,13), T(1/-0,13) T(0,75/-0,11)
Wendepunkte W(0/0) (Sattelpunkt) | W(0/0) (Sattelpunkt)
lEXE]:Koordin::?n anzeigen Q:E?AE)]EKE?;;:;'HM anzeigen Emfffsl.ififig;ff;" anzeigen
= T
Graf . : LN x

=0
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6 Kontrollaufgaben - Vorbereitung auf die Zentralklausur

Aufgabe 1

a)f(2)=3-2°-2-22+7=3-8+2=0

b)
fx) =x—-2)- G - x?% — % "X — g) = 0. Die erste Klammer ist Null, wenn x = 2 ist (vgl. Aufgabenteil
a)). Die zweite Klammer wird Null, wenn % -x% — g ‘X —g =0 x*—4-x—8=0. Fiir die Diskri-

2 _a\2
minante D gilt: D = (g) —-q= (74) — (—8) = 12. Daher ergeben sich die beiden Losungen (= Null-

stellen) — g + VD =2++12und — g — +/D = 2 — V12. Die Nullstellen haben also den Abstand v12.

¢) Es gilt: Mmrangente = £'(2) = 22 —4-2 = —4 mit f'(x) = x* — 4 - x. Also gilt fiir die Tangentenglei-
chungt(x) = —4-x + b. Setz man die Koordinaten vonPintein0 = —4-2 + b. Also: b =8. Ins-
gesamt: t(x) = —4-x + 8.

d) Offensichtlich ist g Sekante zum Graphen von f

e) Ablesung: Mrangente = 5; Rechnung: f'(5) = 252 —4-5 = 5.

f)
Der Graph der Ableitung muss eine nach oben geoff- V1A ] ’
nete Parabel sein, da f'(x) = x? — 4 - x die Funktions- Sek ! y } I
gleichung einer nach oben gedffneten Normalparabel € ante76 l
ist (alternativ kann auch mit dem Steigungsverhalten | /T / l l
des Graphen von f argumentiert werden, z. B.: bis zur - Wad \ / _
Extremstelle bei 0 und ab x = 4 steigt der Graph von f, \ \ "'
so dass der Graph von f” dort komplett oberhalb der x- \ y I /
) " R S A /
Achse liegt. Dies ist nur moglich fiir eine nach oben l \ [ ] /
geoffnete Parabel.) l § i V X_
. - 4 >
8 2[ 0 \ \A /A8
Der Graph ist rechts eingezeichnet der Tiefpunkt kann [! =215 \\ o
durch f(2) = -4 aus Aufgabenteil c) genau ermittelt \\ X Q(51-3)
werden. I 4 N4
[l N
h) f\/
-6+ |
Zu g: Die Funktion f als Ableitung der Funktion h |
miisste an der Maximumstelle das VZ von + nach -
wechseln. Zu h: Die Extremstellen von h stimmen l -8 )
nicht mit den Nullstellen von f tiberein. , / Tangentex
|

i)

f(x) =x*—4-x=0x-(x—4) =0 o x =0oderx = 4.0 und 4 sind also Kandidaten fiir Extrem-
stellen. Es giltf'(—1) = 5,f (1) = —3 und f'(5) = 5. Die Ableitung " wechselt bei 0 das VZ von +
nach - und bei 4 von - nach +. 0 ist daher lokale Maximumstelle und 4 lokale Minimumstelle.
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j)
Fird = — ? und d = % wird der Graph von f genau um das lokale Maximum — % nach unten bzw.

lokale Minimum ? nach oben verschoben, so dass 0 bzw. 4 doppelte Nullstellen von hy sind.

k)

(1) Bei Zunahme des Parameters c verschiebt sich der Graph von i, nach rechts; (2) Mogliche Werte
ftir ¢ sind ¢ = -2 (mittlere Nullstelle von f wird nach links in den Ursprung verschoben) oder c =

V12 — 2 (linke Nullstelle von f wird nach rechts in den Ursprung verschoben) oder ¢ = V12 + 2
(rechte Nullstelle von f wird nach links in den Ursprung verschoben). (3) i_,(x) = f(x — (—2)) =

fx+2) = (x+2-2) [5G +22 =3 G+2) =3 =3 % ( +4x+4—4x+8-8) =1-x* +7-
x!. Der Funktionsterm von i_, hat nur ungerade Potenzen von x, so dass der Graph zu i_, punkt-
symmetrisch zum Ursprung ist.

1)

f'(x) = 2x— 4,7 (x) = 2. Es gilt: {(2) =0, £7(2) = 0 und £°(2) > 0. Daher ist P(2/0) Rechts-Links-
Wendepunkt.

m)

u(x) = —x? 4+ 6x—5=0  x* — 6x+ 5 = 0. Die quadratische Gleichung in Normalform hat die

2
Diskriminante D = (g) —q = (—3)% — 5 = 4. Daher folgt: x = —gi VD=3++vV4=3+2alsox=5

oder x = 1. Die Nullstellen lauten: 1 und 5.
n)

va(x) = —x? 4+ 6x+a =0 & x* — 6x —a = 0. Die quadratische Gleichung in Normalform hat die

2
Diskriminante D = (g) —gq=(-3)?+a=9+a.Fiur9+a< 0© a< —9 hat die Funktion v, keine
Nullstellen.

0)
1
v(x) = §'X3 —5:x2+16x—2; vV(x) = x> —10x+ 16; v'(x) = 2x — 10; v (x) = 2
V() =x>-10x+16=0x=5+3;v(1) =7 >0; v/(3) = =5 < 0; v'(10) = 16 > 0: 2 ist lokale
Maximum-, 8 lokale Minimumstelle.

[Alternativ: v'(2) = —6 < 0: 2 lokale Maximumstelle; v"*(8) = +6 > 0: 8 lokale Minimumstelle; ]

vVx)=2x—10=0x=5v’(4) = -2 < 0;v’(6) = 2 > 0: 5 ist Rechts-Links-Wendestelle.
[Alternativ: v’(5) = 2 > 0:5 ReLiPo — Wendestelle]
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Aufgabe 2

a)

f(2) = %- 23 —3-2%24+9-2=2-12+ 18 = 8. Die Wachstumsgeschwindigkeit betrug zwei Wo-
chen nach Beobachtungsbeginn acht Zentimeter pro Woche.

b)

Aus dem Graphen kann man ablesen, dass die Wachstumsgeschwindigkeit nach vier Wochen 4 cm
pro Woche betrug und danach nur noch fillt. Also ist die Pflanze nach fiinf Wochen kleiner als 74
cm.

1 1

c)f(0)=--03-3-02+9-0=0undf(6) =--63—3:624+9-6 =54—108 + 54 = 0.
4 4

3

d) Fur ' und £~ gilt: f() =2-t2—6-t+9,f () =2-t—6. Mit f(2) =2-22-6-2+9 =0 und

f°(2) = % 2 — 6 = —3 lasst sich folgern, dass 2 lokale Maximumstelle ist. Wegen c) bzw. der Abbil-

dung gilt, dass 2 globale Maximumstelle von f ist. Die Wachstumsgeschwindigkeit wird als nach 2
Wochen maximal.

e)

f()-f(0) _ 57349
-0 1
ten Woche im Schnitt 6,25 cm pro Woche zu, die mittlere Wachstumsbeschleunigung betrégt in der

ersten Woche daher 6,25 &2 ‘1) =3,75 &2 beschreibt die momentane Wachstumsbeschleu-
Woche Woche

nigung der Pflanze nach 1 Woche.

= 6,25 cm pro Woche: Die Wachstumsgeschwindigkeit der Pflanze nimmt in der ers-

f)

f'(t) = % ‘t— 6 = 0 © t = 4. Da jede GRF dritten Grades eine Wendestelle hat, ist 4 Wendestelle des
Graphen von f. Wegen £"”(t) = 1,5 ist der Graph rechtslinksgekriimmt. Daher hat der Graph bei t =
4 lokal das grofste Gefdlle. Wegen £°(0) = 9 und £°(6) = %- 62 —6-6+9 =0 ist die Steigung des Gra-
phen bei t = 0 am grofiten (danach nehmen die Steigungen bis zur Wendestelle ab, um anschliefSend
bis t = 6 auf eine Steigung Null zu steigen). Bedeutung im Sachzusammenhang: Bei t = 4 ist die

Wachstumsbeschleunigung im Beobachtungsintervall am kleinsten. Zu Beginn ist die Wachstums-
beschleunigung am grofsten.

8)

f* > 0 gilt fiir den Bereich, in dem der Graph steigt. Dies ist im Intervall [0; 2] der Fall. Dort nimmt
die Wachstumsgeschwindigkeit zu. f"* > 0 beschreibt den Bereich, bei dem der Graph von f linksge-
krtimmt ist. Dies ist nach der Wendestelle bei t = 4 der Fall. Dort nimmt die Wachstumsbeschleuni-
gung zu.

h)

Die Funktionen f und g besitzen denselben Grad 3, die gleichen Nullstellen und jeweils eine Extrem-
stelle bei t = 2. Das globale Maximum ist bei f viermal so grofs wie bei g. Der Graph von g geht daher
aus dem Graphen von f durch Streckung von der t-Achse aus um den Faktor 0,25 hervor. Es gilt: g(t)
= 0,25 - f(t). Also: g(t) = i t3 — 0,75 t? + 2,25 - t. Der Langenzuwachs der ersten Pflanze ist zu je-

dem Zeitpunkt viermal so grofs wie das der zweiten Pflanze, da die Wachstumsgeschwindigkeit zu
jedem Zeitpunkt viermal so grof ist.
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Aufgabe 3

a)

f(x) =1,5x2 —9x + 12, f"(x) = 3x — 12
f(2Q)=0Af"(2)=-6<0Af(2) =1=H(2/1) ist lokaler Hochpunkt
f(4) =0Af"(4) =+6>0Af(4) = —1 = T(4/-1) ist lokaler Tiefpunkt

b)

f(x) = (x—3) - (0,5%* —3x + 3) = 0 & x = 3V 0,52 — 3x? + 3 = 0. Die quadratische Gleichung hat
2

die Normalform x? — 6x + 6 = 0. Die Diskriminante lautet D = (g) —q = (=3)? — 6 = 3. Daher

erhilt man neben der Nullstelle x = 3 die exakten Losungen —g +vVD =343

0)
f7(x) =3.Esgiltf"(3) = 0Af"7(3) =3 >0A f(3) = 0 = W(3/0) ist ein Rechts-Links-Wende-
punkt.

Es gilt ferner fiir die Steigung der Wendetangente m, = f(3) = 1,5:3° - 9-3+ 12 = —1,5.
Der Punkt W liegt auf der Tangenten: 0 = —1,5-3 +b & b = 4,5. Also t(x) = —1,5x + 4,5.
d)

fO-(1) _ ¢

A: Die Aussage ist wahr, da fiir die Steigung der Geraden gilt: m =
6-4

B: Die Aussage ist falsch, da bei der Wendestelle x = 3 ein lokal minimaler Anstieg vorliegt und da-
her fiir x > 3 eine Zunahme der Steigung erfolgen muss. Alternativ: Nach der Wendestelle ist der
Graf linksgekriimmt und damit £ > 0, also {” streng monoton zunehmend.

C: Die Aussage ist wahr, da an der Wendestelle x = 3 der Graf von f lokal am steilsten fdllt und die
Steigung an der Stelle 3 m; = {'(3) = —1,5ist

e)

g(x) = 2 - f(x): Streckung des Grafen von f von der x-Achse aus in y-Richtung um den Faktor 2.

h(x) = —0,5 - f(x): Spiegelung des Grafen von f an x-Achse und anschlieffende Streckung von der
x-Achse aus in y-Richtung um den Faktor 0,5.

k(x) = f(x — 1) + 1: Verschiebung des Grafen von f um 1 Einheit nach rechts und 1 Einheit nach
oben.
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Aufgabe 4

a)
Mithilfe des GTR (MENU A) erhlt man fiir die Gleichung f(x) = x> — 6x% + 9x + 1 = 0: x ~ 0,104.

b)

f'(x) = 3x? —12x+ 9 = 0 = x=1 oder x = 3.
MENU A

£0)=91(2) =-3,f(4) =9; {(1) = 5; £{(3) = 1: H(1/5) ist lokaler HP, T(3/1) ist lokaler TP (Hinrei-
chende Bedingung mittels VZW von £")

Alternativ: f"(x) = 6x —12; £(1) = -6; £ (3) = 6; f(1) = 5; £(3) = 1: H(1/5) ist lokaler HP, T(3/1) ist
lokaler TP (Hinreichende Bedingung mittels ).
<)

3-1

Fiir die Steigung der Sekanten s gilt: m = mpq = %3 = —2. Setzt man die Koordinaten des Punktes
P in die Gleichung y = -2x + b ein, erhilt man die Gleichung: 3 =-2-2 + b, also b = 7. Es gilt daher
sty =-2x+7.

kS P(2/3)

Q(/1)

d)

Es handelt sich um die Stelle a = 2. In der Tabelle werden Sekantensteigungen angegeben, die sich
der Steigung der Tangente an der Stelle a = 2, d. h. f’(a), ndhern. Die Sekanten verlaufen dabei alle
durch den Punkt P und einen Punkt Q des Grafen von f, der sich von rechts immer niher an den
Punkt P heranbewegt.

e)

Durch Zeichnen des Grafen mithilfe des GTR erkennt man: Wenn E'l ILEE'(E]’KWF““E““ anzeigen

der Graf von f um 1 Einheit nach rechts und 3 Einheiten nach unten :

verschoben wird, erhdlt man den Grafen von g. Dies erkennt man,

indem man zum Beispiel Hoch- und Tiefpunkte bzw. Wendepunkt

beider Graphen vergleicht. i }[ 7 i
x=3 [

=

f)

fx—1)—3=(x—-1)°-6x-1)24+9x—-1)+1-3
=x3—-3x*+3x—1-6(x*—2x+1)+9x—9—4
=x3—-3x2+3x—1-6x*4+12x—6+9x—9 — 4 = x> — 9x? + 24x — 18 = g(x)
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Aufgabe 5
a)
R
Fiir die Steigung der Sekanten s gilt: m = myy = -—- = - 5 Setzt man die Koordinaten des Punktes
T(9/1) in die Gleichung y = — Zx + b ein, erhélt man die Gleichung: 1 = —% -9+Db,alsob = 35. Es gilt
3,35
Siy = —gX + 5
b)
Ansatz: Gesucht sind die Stellen x mit f'(x) = —%
sen 1 .9 3 27 _ 3 1 5, 3 33 _ N _ N
f(X) _EX _ZX+E_ —E@EX —ZX+E— O?RX_ 6—\/§~4,27VX— 6+\/§~ 7,73
) ()
I
T / /
4 / /
* / /
/ PN ~—
/ A T Y , ,
/ / N ~.
1 >

T'(6/1) T(ill)

v

21 1/o] |1 2 345 6 7 89 10]11]1

(2) g(x) = f(x + 3): Wenn man den Grafen von f um 3 Einheiten nach links verschiebt, entsteht der
Graf von g.

d)

£(2)—£(0,8)

(1) Abbildung B gehort zum Differenzenquotient 208

(2) Der Wert £"(2) beschreibt die Steigung der Tangenten an der Stelle a = 2.

(3) Die Sekantensteigungen der 4 Abbildungen ndhern sich der Steigung der Tangenten im Punkt
P(2/1(2)) an. Die Sekanten verlaufen dabei alle durch den Punkt P und einen Punkt Q des Grafen
von £, der sich von links immer ndher an den Punkt P(2/£(2)) heranbewegt. Im Grenzfall gilt dann:
£(2)—£(x)

_

P f'(2). Alternativ kann auch mittels ,h-Methode” argumentiert werden.
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Aufgabe 6

a)

(1) £(13) =1,6. Um 13:00 Uhr ist der Stau 1,6 km lang,.

(2) Die Stauldnge wird durch eine abgeschétzte durchschnittliche Fahrzeuglange zuziiglich des
durchschnittlichen Fahrzeugabstandes dividiert. Bei der Berticksichtigung von mehreren Spuren
kann das Ergebnis fiir eine Spur mit der Anzahl der Spuren multipliziert werden.

b)

f'(t) =—-03-t*+9-t— 66,3 (und ggf. {'(t) = —0,6 - t + 9). Mit der notwendigen Bedingung f'(t) =
0 fir lokale Extremstellen ergeben sich aus—0,3 - t? + 9 -t — 66,3 = 0 die beiden Losungen t = 13
oder t =17. Wegen f(12) =-1,5 <0 und £'(15) =1,2 > 0 und £'(18) =-1,5 < 0 liegt bei t = 13 ein VZW
von f” von - nach + und bei 17 von + nach - statt. Daher ist 13 lokale Minimumstelle und 17 lokale
Maximumstelle (alternativ £°(13) =1,2> 0 und £/(17) = -1,2 < 0).

<)

% = 0,8. Die Stauldnge nimmt zwischen 13:00 Uhr und 17:00 Uhr pro Stunde im Durch-

schnitt um 0,8 km zu.
d)

t’(t) > 0: Der Graph von f hat fiir 15 < t < 17 eine positive Steigung, die Stauldnge nimmt daher
zwischen 15:00 Uhr und 17:00 Uhr.

£°(t) < 0: Der Graph von f ist rechtsgekriimmt, die Stauldnge nimmt daher zwischen 15:00 Uhr und
17:00 Uhr immer langsamer ab (alternative Argumentation: Die momentane Anderungsrate von f’
ist fur 15 < t <17 negativ).

f’(t) =—-0,6-t+9 =0 & t = 15. Mit £7(15) = -0,6 ergibt sich eine Links-Rechts-Wendestelle bei t =
15. Randwertvergleich: £(12) = -1,5, £(15) = 1,2, {'(19) = -3,6. Die im Intervall [12; 19] globale Maxi-
mumstelle von { liegt bei t = 15 (um 15:00 Uhr nimmt die Staulénge am schnellsten zu). Die dort
global kleinste Steigung liegt bei t = 19 (um 19:00 Uhr nimmt die Staulénge am schnellsten ab).

e)
4

(1) £(19) = 1,6. Die Stauldnge betrdagt um 19:00 Uhr 1,6 km. Der Stau hat sich % =5 = 0,44 Stunden

spéter, als ungefdhr um 19:27 Uhr vollstindig aufgelost.
(2) Da die Stauldnge gleichméfSiig abnimmt, wird zur Modellierung der Stauldnge eine lineare Funk-
tion g mit g(t) =m - t + b verwendet. Die Steigung betrdgt m = -3,6, da die Stauldnge pro Stunde um

3,6 km abnimmt. Mit g(19) =m -+ 19 + b = 1,6 folgt b = 70. Damit: g(t) =-3,6 - t + 70 fir 19< t < 193.
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Aufgabe 7

a)

(1) £(1) = 780. Um 7:00 Uhr sind 780 m3 Wasser im Speicher des Turmes vorhanden. (2) Aus der
Bedingung f(t) = 1000 ergeben sich drei Ndherungslésungen t; =~ -0,75, t ~ 0,5 und t3 = 1,25 (z. B.
Schnittpunktberechnung zweier Graphen y = f(x) und y = 1000 in MENU 5). t; befindet sich nicht
im betrachteten Intervall [0; 1,5]. Ferner gilt £f(0) = 1467 > 1000, f(1) = 780 <1000, £(0) = 1561,5 > 1000.
Etwa zwischen 6:00 Uhr und 6:30 Uhr sowie zwischen 7:15 Uhr und 7:30 Uhr liegt die Wassermenge
tiber 1000 m?3.

b)

f'(t) = 3000 -t — 2000 - t — 687. Aus der notwendigen Bedingung f'(t) = 0 ergeben sich mit dem
GTR die beiden Ndherungslosungen t; ~-0,25 und t2 ~ 0,92. t; befindet sich nicht im Intervall [0; 1.5].
Es gilt: £/(0,9) =-57 <0 und £'(1) = 313 > 0 weist auf einen VZW von f” von - nach + hin. Daher ist t>
lokale Minimumstelle von f. Ein Vergleich von £(0,92) =~ 767,25 mit den Randwerten f(0) = 1467 und
£(1,5) = 1561,5 beweist, dass um ca. 6:55 Uhr mit 767,25 m3 eine minimale Wassermenge vorliegt, die
ca. 232,75 m? unter dem Sollwert liegt.

<)

%_2@ = —687. Die Wassermenge im Speicher des Turmes nimmt zwischen 6:00 Uhr und 7:00 Uhr

durchschnittlich mit einer Rate von 687 m? ab. Es gilt £'(1) = 313. Die Wassermenge des Turmes
nimmt um 7:00 Uhr mit einer momentanen Anderungsrate von 313 m3 pro Stunde zu.

d)

(2) Es gilt f(t) + g(t) = 2000. Also gilt g(t) = 2000 - {(t). Die Funktionswerte der Funktion g zeigen
daher, wie viel m? Wasser noch im Speicher des Wasserturmes aufgenommen werden kénnen.

—200

\ An

ol o1 020304 05| 06/07 08 09| 1 | 1,112 13| 14/|15] 16
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Aufgabe 8

a)

Man liest an der Stelle t = -5 den Wert 20 Grad ab. Im Zeitraum von 9:00 Uhr bis 15:00 Uhr (t = -3 bis
t = 3) misst Heinz einen Sonnenhshenwinkel von mindestens 30 Grad.

b)

Der Funktionswert an der Stelle -5 betrédgt f(-5) = 21,2675. Daher betrédgt die Abweichung vom Mess-
wert 1,2625 Grad.

<)

f'(t) = 0,0124t3 — 1,342t = 0 St +10,4 (nicht im Definitonsbereich von f) v t = 0. Nun gilt:

(1) = —1,3296 < 0; f(—1) = 1,3296 > 0; f(—10) = f(10) = 0; f(0) = 36,1 = Die Funktion f nimmt
an der Stelle 0 sein globales Maximum an, q. e. d.

d)
(1) £(=9) = 0,0124 - (—9)® — 1,342 - (—9) = 3,0384 > 2,5848 = f'(—2)

(2) Der positive momentane Anderungsrate f'(—9) ist grofer als die positive momentane Ande-
rungsrate f'(—2). Der Sonnenhhenwinkel nimmt als um 3:00 Uhr morgens schneller zu als um
10:00 Uhr morgens.

e) (1)

40

I Sonnenhohenwinkel a [in ]

C

Berechnung von b: Da die Sonne bei der Modellierung mit der Funktion g um 4:00 Uhr morgens
aufgeht, gilt: g(—8) = a - f(b . (—8)) = 0. Wegen a # 0, folgt f(—8b) = 0. Da unter der Modell-
funktion f der Sonnenaufgang um 2:00 Uhr morgens war, folgt: —8b = —10 & b = 1,25.

1y £ (0) 29
Berechnung von a: Es gilt fiir t = 0: g(0) = a - f(0) ® a = % =31~ 0,8.



