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1 Noch fit? - Funktionsuntersuchung mit Steigung und Kriimmung

Wichtige Merksitze der E-Phase und Wichtiges zur Kriimmung

Satz zur Monotonie
(1) Wenn f'(x) > 0O fiir alle x eines Intervalls ist,

dann ist der Graf von f {iber I streng monoton zunehmend (wachsend).

(2) Wenn f'(x) <0 fiir alle x eines Intervalls I ist,

dann ist der Graf von f {iber I streng monoton abnehmend (fallend).

Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht.

Notwendige Bedingung fiir lokale Extremstellen: £"(xo) =0

Wenn an der Stelle xo eine lokale Extremstelle vorliegt, dann gilt: f"(xo) = 0.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Hinreichende Bedingung fiir lokale Extremstellen: f*(xo) = 0 A f” hat bei xo einen VZW
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Wenn {'(xo)) =0 und f"ander |Wenn {’(xo))=0und f ander |Wenn f(xo)=0und " an der
Stelle xo einen Vorzeichen- Stelle xo einen Vorzeichen- Stelle xo keinen Vorzeichen-
wechsel von - nach + hat, wechsel von + nach - hat, wechsel hat,
dann ist xo eine lokale Mini- dann ist xo eine lokale Mini- dann ist xo eine Sattelstelle
mumstelle von {. mumstelle von f. von f.

Die Umkehrungen der hinreichenden Bedingungen fiir lokale Extremstellen gelten nicht.!

1 Es lassen sich Gegenbeispiele von Funktionen angeben mit einer Extremstelle ohne VZW von f".



Es lasst sich folgende Variante fiir die hinreichende Bedingung fiir Extremstellen formulieren:

Hinreichende Bedingung fiir lokale Extremstellen: £(xo) = 0

Minimumstelle}
von f.

Wenn £ (xo) = 0 und £ (x,) {i} 0 ist, dann ist xo eine lokale {Maximu mstelle

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Kriimmung und Wendestelle

Ist £7(x) <0 fiir alle x € I, so ist f auf I rechtsgekriimmt. Dabei ist f” auf I streng monton fallend.
Die Steigungen des Grafen von f nehmen auf dem Intervall I also stetig ab.

Ist£(x) > O fiir alle x € I, so ist f auf I linksgekriimmt. Dabei ist f* auf I streng monton wachsend.
Die Steigungen des Grafen von f nehmen auf dem Intervall I also stetig zu.

Eine Wendestelle xw ist eine Stelle, an denen ein Kriimmungswechsel vorliegt. Dort wechselt
die Ableitung von {” sein Vorzeichen. Daher gilt dort: £ (xw) = 0.

Merke: Der Punkt W, in dem sich das Kriimmungsverhalten dndert, wird als Wendepunkt be-
zeichnet. Die Wendestelle xw (= x-Wert des Wendepunktes) ist eine lokale Extremstelle der ers-
ten Ableitung und gleichzeitig eine Nullstelle der zweiten Ableitung.

Folgende Abbildungen verdeutlichen den Sachverhalt:

;" / | |

Rechtskriimmung
—

\
AN \
f /@e i ,/ | /ﬂ

| i fll
V

.24 Linkskrimmung__|

J

=
1]
1
=
)]
~

™~
w

EZ/X
L
\

=

i
— |
—

w
—

—
!
[~

*\

[y

T ——

=

4/ <0 |
/

- =

——

v >
L
w
—

A Ba)

~
——
] il
\\

|
| N
l

T~

1
[95]
"T--
N
1
(93]
1
N
LT
»
—
—
N
1
(8]
-—I--
| A F
o
1
N
e e o —— g
=
e=a o
[
-

Ze

/s

! { _3-- !
| Y
I I
Merke: Am Wendepunkt W liegt ein Kriimmungs- F<0® >00

wechsel vor. Die Wendestelle von f ist Extremstelle f” ist monoton fallend £~ ist monoton steigend
von f” und Nullstelle von f . f ist rechtsgekriimmt  f ist linksgekrimmt
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Notwendige Bedingung fiir Wendestellen: £"(xo) = 0

Wenn an der Stelle xo eine Wendestelle vorliegt, dann gilt £ (xo) = 0.

Hinreichende Bedingung fiir Wendestellen: £"(xo) = 0 und VZW von £ bei xo

— nach +} hat,

Wenn " (xo) = 0 und £~ an der Stelle xo einen Vorzeichenwechsel von { + nach —

Rechts — Links — Wendestelle

Links — Rechts — Wendestelle } ML s L

dann ist xo eine {
Es gilt auch folgende Variante fiir die hinreichende Bedingung fiir Wendestellen:

Wenn " (xo) = 0 und """ (x) {i} 0 ist, dann ist xo eine {Rechts — Links — Wendestelle} f

Links — Rechts — Wendestelle

Gegeben sei die ganzrationale Funktion dritten Grades mit f(x) = %X?’ — 4x% + 8x.

Aufgabe 1: Vollstindige Kurvenuntersuchung ganzrationaler Funktionen

a) Untersuche den Grafen der Funktion f auf Symmetrie.

b) Beschreibe das Verhalten im Unendlichen und nahe Null.

c) Berechne ohne GTR alle Schnittpunkte des Grafen von f mit den Koordinatenachsen.
d) Ermittle alle lokalen Hoch- und Tiefpunkte des Grafen von f.

e) Untersuche den Grafen von f auf sein Kriimmungsverhalten.

f) Skizziere den Grafen von f zunédchst ohne GTR und iiberpriife anschliefiend Deine Ergebnisse
mit dem GTR.

g) Fiihre eine vollstindige Kurvenuntersuchung auch fiir die nachfolgenden Funktionen durch.
(1) f(x) = x5 — 23 (2) f(x) = x* — x3 (3) f(x) = x° +x3 +x

Uberpriife anschliefend mit dem GTR.



2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

%

Aufgabe 1: Funktionsbestimmung bei Vorgabe von 3 Punkten?

Im Folgenden sind drei Abbildungen gegeben, bei denen jeweils 3 Punkte eingezeichnet sind. Un-
tersuche, fiir welche Abbildungen ein Graph einer ganzrationalen Funktion ersten und zweiten Gra-
des gefunden werden kann, der durch die 3 Punkte verlduft. Gib - wenn moglich - die Funktions-
gleichung an.
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Der Begriff , Steckbriefaufgaben” beschreibt Aufgabentypen, bei denen Funktionsgleichungen
von Funktionen bestimmt werden sollen, tiber die bestimmte Informationen vorliegen. Die Zahl
der Informationen kann genau ausreichend sein (eindeutig bestimmter Steckbrief), es konnen zu
wenig Informationen angegeben sein (unterbestimmter Steckbrief) oder auch zu viele (iiberbe-
stimmter Steckbrief).

Aufgabe 2: Steckbriefe von Funktionen

Es sind folgende sechs Steckbriefe von Funktionen angegeben. Bestimmt moglichst viele Funktions-
gleichungen. Notiert eure Strategien.

1 Gerade: Eine Gerade verlduft durch die beiden Punkte A(7,5/5,5) und B(3,5/-4,5).

2 Parabel: Der Graf einer quadratischen Funktion hat bei A(0/2) einen Hochpunkt und verlduft
durch den Punkt B(6/-1).

3 Parabel durch 3 Punkte: Der Graf einer quadratischen Funktion verlduft durch die Punkte
A(0/2), B(6/-1) und C(1/4).

4 Funktion vom Grad 3: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat in T(0/0) ei-
nen Tiefpunkt und in H(4/4) einen Hochpunkt.

5 Symmetrischer Graf: Der Graf einer ganzrationalen Funktion vom Grad 4 ist symmetrisch zur
y-Achse, hat in H(2/-2) einen Hochpunkt und in T(0/-3) einen Tiefpunkt.

6 Wendepunkt im Ursprung: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat im Ur-
sprung einen Wendepunkt und in T(1/-1) einen Tiefpunkt.

2 Idee aus: Lambacher Schweizer, Q-Phase, Klett-Verlag (2014)



Der Weg-Zeit-Verlauf des 100 m Sprint eines Schiilers ist in folgender Abbildung dargestellt.

Aufgabe 3: Modellfunktion fiir den 100-m-Sprint bestimmen
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Es handelt sich dabei um den Graph einer Funktion 3. Grades mit f(x) = ax® +bx% 4+ cx+d (@ b, c
und d sind reelle Zahlen) und den folgenden Eigenschaften:

()  Der Graph verlduft durch (0/0)

(I)  0istlokale Minimumstelle.

(III) Der Graph ist bei x = 7 am steilsten.
(IV) Der Graph geht durch (12/100).

a) Begriinde, dass man 4 Bedingungen zur Bestimmung von f(x) benttigt und markiere im Gra-
phen die oben beschriebenen Eigenschaften (I) bis (IV).

b) Stelle mithilfe der Terme fur f(x), f'(x) und f"’(x) vier Bedingungen auf, die man aus den Eigen-
schaften (I) bis (IV) erhdlt. Fiille dazu die folgenden Liicken aus.

M f0) =[] M =] arCh=] @V _] =100

c) Leite nun f(x) zweimal ab. Fiille dazu die Liicken aus.

f(x) = ax3 + bx® + cx+d f'(x) = 3ax® + |:| + I:I fx) =|

d) Wende die Bedingungen (I) bis (IV) auf die Funktionsgleichungen fiir £(x), f'(x) und f*(x) an.
Mf=[ ] < a-03+b-0% +c-0+d=[ |od=[_]
amf( D=[]e 3al |+ _J+[ 1= ]ec=]
an ([ Hh=[ Jeo6a-[ |+2b=[ | <[ J-a+2b=[_|
(

V) f([ D=100 < a-[ J+b:[ J+c[ ]+d =100 = | | a+| |- b=100

e) Lose das LGS aus (III) und (IV)es hidndisch und mithilfe des GTR (MENU (fur 2
Unbekannte), dann: Koeffizienten von a und b sowie die Zahl rechts der Gleichung ein-
geben) und gib die Funktionsgleichung f(x) an.

f) Beschreibe die Losungsstrategie in eigenen Worten.



Im Folgenden sind Steckbriefe von 5 Funktionen und 6 Grafen angegeben. 5 Grafen entsprechen
dabei den vorgegebenen Steckbriefen. 1 Graf bleibt tibrig. Fiir Funktion 1 wurde bereits eine Zuord-
nung vorgenommen und es wurden die relevanten Informationen im Steckbrief markiert (kursiv ge-
druckt) und in ROT in den Grafen eingetragen.

Aufgabe 4: Relevante Informationen notieren

1 Eine Parabel 3. Ordnung? hat in (2/2) eine Tangente parallel zur 2. Winkelhalbierenden und in (0/2)
ein lokales Minimum.

2 Eine zum Ursprung symmetrische Parabel 3. Ordnung hat in (2/4) eine Tangente parallel zur 1.
Winkelhalbierenden.

3 Eine zur y-Achse symmetrische Parabel 4. Ordnung geht durch (0/2) und hat in (1/0) die Stei-
gung Null.

4 Eine zum Ursprung punktsymmetrische Parabel 5. Ordnung hat in (0/0) die Gerade t mit der
Gleichung t(x) = 7x als Tangente und in (1/0) einen Wendepunkt.

5 Eine Parabel 3. Ordnung bertihrt die x-Achse in (1/0) und hat in (0/-1,5) einen Wendepunkt.
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Ordne den Steckbriefen jeweils begriindend einen Funktionsgrafen zu. Markiere in den Steckbriefen
die relevanten Informationen und trage sie im jeweiligen Grafen mit ROT ein. Erstelle fiir den iibrig
gebliebenen Grafen einen geeigneten Steckbrief.

3 Mit Parabeln der Ordnung n werden Grafen ganzrationaler Funktionen vom Grad n bezeichnet.



Aufgabe 5: Steckbriefaufgabe in 4 Schritten 16sen

Ermittle fiir alle Steckbriefe aus den Aufgaben 2 und 4 die entsprechenden Funktionsgleichungen
und zeichne anschliefend mit dem GTR die Grafen. Markiere die relevanten Informationen im
Steckbrief und im Grafen. Die Vorgehensweise wird nun fiir Funktion 1 aus Aufgabe 4 erldutert.

(0/2) ein lokales Minimum.

Schritt 1: Welchen Grad hat die Funktion? Was sind die relevanten Informationen?

Die Funktion hat den Grad 3. Daher hat man den Ansatz: f(x) = ax> + bx? + cx + d. Fiir die Ablei-
tungsfunktion gilt f'(x) = 3ax* + 2bx + c.

Da der Grad der Funktion 3 ist, benétigen wir 4 relevante Informationen. Sie lauten:

1) Der Graf geht durch (2/2).

(
(
(3) Der Graf geht durch (0/2).
(

4) Der Graf hat in (0/2) ein lokales Minimum.

Schritt 2: Welche Gleichungen leiten sich aus den relevanten Informationen ab?

Durch die relevanten Informationen 1 bis 4 erhalten wir mithilfe von f und {” geeignete Gleichungen,
die zu Bestimmung der Parameter a, b, c und d notwendig sind:

M f2)=2oa-2°+b-2*+c-2+d=2o8a+4b+2c+d=2

@ f(2)=-1©3a-2"4+2b-2+c=-1o12a+4b+c=-1

@) f(0)=22a-0°+b-0°+c-0+d=20-a+0-b+0-c+d=2d=2
4) f(0)=0o3a-0°4+2b-0+c=0=0-a+0-b+c=0=c=0

Schritt 3: Wie lautet die Losung des linearen Gleichungssystems?

Mithilfe des GTR kann man in MENU A und F1 lineare Gleichungssysteme 16sen. Daftir muss man
zundchst die Anzahl der Unbekannten angeben (hier 4) und anschliefsend die Koeffizienten vor den
Unbekannten a, b, c und d sowie die Zahl rechts von Gleichheitszeichen eingeben. Man erhiilt:
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@n X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Yo T—n
a b c d = « b c d e X[ -0.25 —>a=-0,25
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2 12 4 1 0 2 4 1 0 -1 z o|| —c=0
3 0 0 0 1 3 0 0 1 2 T —d=2
4 0 0 1 g 4 0 1 0 g
2
REPEAT
Schritt 4: Wie lautet die Funktionsgleichung? Kann das Ergebnis stimmen?
. . . . . . Bl Ausfihrposition wihlen
Durch Einsetzen der Losungen in die allgemeine Funktionsglei- |¥I=-25"(3)+.5xx@2
chung erhilt man: f(x) = —0,2 5x3 4+ 0,5x% 4 2 und fiir die Ablei- \z
tung f'(x) = —0,75x? + x. Man rechnet nach, ob die Bedingungen ;
erfiillt sind: f(0) = 2;f(2) = 2;f'(0) = 0;f(2) = —1. Der dazugeho- v %)gem.e
rige Graf erfiillt den Steckbrief auch grafisch. 5T gEY/AK=13 \ 5
X=2 Y=2




Aufgabe 6: Formulierungshilfen

10

Im Folgenden findest Du eine Liste Textformen und Bedingungsgleichungen. Gib die fehlenden
Textformen bzw. Bedingungsgleichungen an, indem du sie in die zweite Tabelle eintrédgst. Fiir 6
Textformen bzw. 3 Bedingungsgleichungen sind die Eintragungen in der oberen Tabelle angegeben.
Du musst sie nur noch entsprechend eintragen. Erstelle fiir jede Zeile eine Skizze, in der die rele-

vanten Informationen ROT markiert sind.

£(0)=-2 Gt hat in (3/1) einen Sattelpunkt. f(1)=g1)=5A~g" (1) =g (1)
f1)=3A£(1)=0 Gt hat bei x = 3 die Steigung 2. f(-1)=g(-1) =1 Af'(-1) = g’(-1) =-10

f(7)=0 Gt beriihrt die x-Achse bei x =2. | f(-1) =g(-1) =-4 A f'(-1) =3 Af"(-1) =0
Textform Bedingungsgleichung(en)

(2/3) liegt auf dem Graphen von f.

Der Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

f(x) = - f(-x) oder bei GRF f(x) hat nur unge-
rade Potenzen von x.

£(3) =2

Bei (1/3) liegt eine horizontale Tangente.

f2)=1Af@2)=0

f(0)=3 A f7(0)=0

Gtschneidet Gg mit g(x) =2x2+ 3 in (1/y).

Der Graph von f schneidet die x-Achse bei x = 7.

Der Graph schneidet die y-Achse beiy = -2.

Gt hat in (-1/y) die Tangente g mit g(x) = -2x + 2.

f3)=1Af@)=0Af(3)=0

Gt hat in (-1/y) die Wendetangente y = 3x - 1.

f2)=0Af(2)=0

Gt bertihrt Gg mit g(x) =5x2-4in (-1/y).
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Aufgabe 7: Der Besucherstrom - Steckbriefaufgabe im Sachkontext?

Ein Festzelt auf einem Jahrmarkt 6ffnet um 20:00 Uhr. Die Besucher werden am Eingang gezihlt.
Um 21 Uhr sind 40 Besucher im Festzelt. Der grofste Besucherandrang besteht um 22 Uhr und betragt
80 Besucher pro Stunde. Um Mitternacht sind die meisten Besucher im Zelt.

Bestimme eine Gleichung einer ganzrationalen Funktion dritten Grades, welche die Besucherzahl
im Festzelt beschreibt. Stelle die Situation mit dem GTR in einem Koordinatensystem dar.

[Tipp: Wihle fiir die x-Achse als Einheit die Stunden nach Offnung und fiir die y-Achse die Anzahl
der Besucher in 100.]

Infoblock: Zeichnen von Funktionsscharen mit dem GTR

In Aufgabe 6 fithrt uns Steckbrief 3 zu unendlich vielen Losungsfunktionen. Diese Losungsfunk-
tionen hatten alle die Form f,(x) = ax? — 2ax, wobei der Parameter a frei wihlbar war. Durch Ver-
andern des Parameters a erhilt man eine jeweils andere Funktionsgleichung. Solchen Funktionen
nennt man Funktionsscharen ganzrationaler Funktionen. Mithilfe des GTR kénnen wir Grafen
von Funktionsscharen zeichnen.

Im Folgenden sind die Grafen der Schar fiir a =1, 2, 3 (Bild links) sowie eine Eingabemoglichkeit
in MENU 5 (Bild Mitte) sowie MENU 6 (Bild rechts) angegeben:

[EXE]:Koordinaten anzeigen [E R Math) Rad [Nornl) B
‘” Ax2-2hx;[A=1 2*31 Grafikfunkt.:Y= Dynamikfkt. :Y¥=
Y1=Ax?-2Ax,[A=]1, 2, 3] Y1BAx?-2Ax
Y2: [—] Y2:
5 5 4 -8 = —10 v4a: [—1 Y4:
Y] =
- : [—1 :
x=1 =-1 [ Y | r [ Xt [Vt ]| X |

Fiir die unterschiedlichen Darstellungsmdoglichkeiten von Funktionsscharen und deren Anwen-
dung bei der Losung von Abituraufgaben sei auf den Anhang verwiesen.

Zeichne mit dem GTR die Funktionsschar aus dem obigen Beispiel in MENU 6 und in MENU 5
fuira=-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5.

%

Aufgabe 8: Eindeutig bestimmte, iiber- und unterbestimmte Steckbriefe

Bestimme eine Funktionsgleichung fiir die die folgenden 3 Steckbriefe von Funktionen. Fertige
vorab eine Skizze fiir einen moglichen Grafenverlauf an. Beschreibe Deine Beobachtungen.

1 Der Graph einer ganzrationalen Funktion vom Grad 3 ist punktsymmetrisch zum Ursprung,
geht durch (1/2) und hat dort eine waagerechte Tangente.

2 Der Graph einer ganzrationalen Funktion zweiten Grades hat in (0/4) einen lokalen Hoch-
punkt und schneidet die die x-Achse bei x = 2 und geht durch (1/3).

3 Fiir eine ganzrationale Funktion 2. Grades gilt: £(0) = f(2) =0 und £'(1) = 0.

4 Fokus Mathematik in der Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015)
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Infoblock: Ortskurven charakteristische Punkte und Fixpunkte bei Funktionsscharen

Gegeben ist Funktionsschar f; mit fy(x) = x> — 2t-x? + t? - x. Fiir die Parameter t = -2, -1, 0, 1, 2
werden die Grafen im Folgenden angeben. Gesucht ist die Kurve (Ortslinie) der Wendepunkte
der Grafenschar (roter Graf in der Abbildung). Ferner wollen wir zeigen, dass der Punkt (0/0) der
einzige Punkt (= Fixpunkt) ist, der auf allen Grafen der Schar liegt.
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Bestimmung der Wendepunkte in Abhingigkeit von t: f,’(x) = 3x? — 4tx + t?; ;" (x) = 6x — 4t
fi'” (x) = 6 > 0. Also folgt: f;"”"(x) = 6x — 4t = 0 & x = 2%t Wegen ft"(ét) =0Af" (gt) =6>0
A fi(3t) = 2t3 folgt, dass die Schar der Wendepunkte W, (2t/2t3) ist.

Parameterdarstellung in Funktionsgleichung umwandeln: Setze nun x = 2t undy = 2t>. Funk-
tionsgrafen konnen sich auch durch eine solche Parameterdarstellung beschreiben lassen. Um
diese Form in eine Funktionsgleichung zu verwandeln, muss man den Parameter t eliminieren,
so dass aus 2 Gleichungen mit den 3 Unbekannten x, y und t eine Gleichung mit den beiden Un-
bekannten x und y wird. Dafiir formt man die erste Gleichung fiir x nach t um. Es folgt t = 1,5x.
Setzt man dieses t in die Gleichung fiir y ein, erhélt man: y = 0,25 - x3. Diese Gleichung beschreibt
die Kurve, auf der alle Wendepunkte der Funktionenschar liegen.

(0/0) ist einziger Fixpunkt der Schar: Zu zeigen, dass (0/0) auf jeder Schar liegt ist klar. Allerdings
konnte es weitere Fixpunkte geben. Zum Nachweis wihlt man zwei beliebige unterschiedliche
Funktionsgleichung mit den Parametern t; # t> uns setzt sie gleich:
x3 = 265x% + t12x =x3 — 2t,x%2 4+ t,2x e (2t, — 2t)x% + (2 — t,2)x=0
S x(2(t; — tx+ (62— ,2)) =0 x=0V2(t; — tx+ (2 — t,2) =0

2 2
- (thtz_tsl)) = (tlz(ttzl)fttlz) f2) (tlth) (Nenner 2(t, — t;) # 0 wegent; # ty).
Damit liegt der Punkt (0/0) auf allen Grafen der Schar und ein zweiter Schnittpunkt héngt von
der Wahl der t; und t; ab, liegt damit nicht auf jeder Schar.

©x=0vx=

Erldutere die Rechnungen und notiere die Uberlegungen im Heft.
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Aufgabe 9: Unterbestimmte Steckbriefe und Funktionsscharen

Gegeben sei nun eine nach oben gedffnete Normalparabel, die die x-Achse bei x = 4 schneidet.

a) Ermittle eine Funktionsgleichung der Schar der Normalparabeln. [Zur Kontrolle und zum Wei-
terarbeiten: f,(x) = x% + ax — 4a — 16].

b) Skizziere mit dem GTR wie im obigen Infoblock Parabeln fiir verschiedene Werte von a und
untersuche, auf welcher Kurve die Schar der Tiefpunkte liegt. [Hinweis: Betrachte z. B. die Pa-
rabeln fiir a = -16, -12, -8, -4, 0, 4]

c) Berechne den Wert fiir a, fiir den f. genau eine Nullstelle x = 4 besitzt. [Tipp: Diskriminante.]

d) Bestimme rechnerisch die Koordinaten des Tiefpunktes in Abhéngigkeit von a, ermittle die
Ortskurve der Tiefpunkte der Parabelschar und iiberpriife Deine zeichnerische Losung aus Auf-
gabenteil b). [Hinweis: Infoblock oben.]

e) Zeige rechnerisch, dass der Punkte (4/0) der einzige Punkt ist, der auf allen Graphen der Funk-
tionsschar liegt. Man nennt (4/0) auch einen Fixpunkt der Schar. [Hinweis: Infoblock oben.]
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3 Trassierungsaufgaben

Der Begriff Trassierung beschreibt das Entwerfen und Festlegen der Linienfiihrung eines Landver-
kehrsweges bzw. einer Trasse in Lage, Hohe und Querschnitt. Wir werden in diesem Kapitel Ver-
fahren kennenlernen, um die Trassierung von Strafien zu modellieren. Dabei greifen wir auf
Kenntnisse tiber ganzrationale Funktionen sowie Steckbriefaufgaben zurtick.

Aufgabe 1: Verbindungsstrafie

Zwei parallel verlaufende Strafien sollen miteinander verbunden werden. Die Situation ist unten
mithilfe des GTR dargestellt worden (Angaben in Meter). Ziel ist es, eine Verbindungsstrafie zwi-
schen den bestehenden Strafsen zu schaffen. Diese soll mit einer ganzrationalen Funktion modelliert
werden. Drei mogliche Losungen konnten die unten dargestellten Grafenstticke sein.

a)

b)

El B
¥ P’
bestehende .
Straf3e <0r
3at aak
20t oal
| bestehende I
1 Strafle % 18
=0 -0 g 10 =20 30 40 &0 40 20 -iog| 10 20 a0 40 &0 &0 70
Bl El
ki ¥
A 2 401
aar 30r
20t 20y
10} 14y
2 | | ] b4
0 20 -l0g| 10 20 &0 40 &0 &0 70 50 -20 -logy 1020 sS4 s s Y

Bestimme fiir die drei Verbindungsstraflen die jeweilige Funktionsgleichung und {iiberpriife
Deine Losung mithilfe des GTR.

Erortere Vor- und Nachteile der einzelnen Losungen und formuliere Mindestbedingungen fiir
eine geeignete Trassierung.

Ein Ingenieur ist mit allen drei Lésungen unzufrieden. Er moniert, dass bei allen drei Ubergan-
gen ein zu hohes Risiko bestehe, falls das Auto nicht rechtzeitig vor den Ubergéngen die Ge-
schwindigkeit reduziert. Er fordert daher, dass bei beiden Ubergangspunkten (0/50) und (30/0)
Wendepunkte vorliegen sollen.

(1) Begriinde die Forderung des Ingenieurs und leite daraus den Mindestgrad der GRF ab.

(2) Ermittle eine Modellfunktion, die den Ingenieur zufriedenstellt. Zeichne sie mit dem GTR.
Zeichne auch die Grafen der Ableitung und beschreibe deine Beobachtungen.
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Aufgabe 2: Sprung-, knick- und kriimmungssprungfrei>

Beim Ubergang von einer Trasse I in eine zweite Trasse II ist der Ubergangspunkt P von zentraler
Bedeutung. Aus nachvollziehbaren Griinden sollte sich Stiick II in A liickenlos an Sttick I anschlie-
en. Man nennt einen solchen Ubergang dann sprungfrei (bzw. stetig).

N T P(a/b
@)/
-

Trasse I rasse II

Zusitzlich fordert man, dass sich im Punkt P kein Steigungssprung ergeben soll, damit das Lenkrad
nicht plétzlich ,herumgerissen” werden muss. Die beiden sich treffenden Kurven sollen also im
Ubergangspunkt P die gleiche Steigung besitzen. Uberginge, die im Ubergangspunkt die gleiche
Steigung haben, nennt man knickfrei (oder glatt bzw. differenzierbar).

SchliefSlich verlangt man noch, dass sich im Ubergangspunkt P auch das Kriimmungsverhalten nicht
sprunghaft andert. Uberginge, die im Ubergangspunkt auch in der zweiten Ableitung {ibereinstim-
men, nennt man kritmmungssprungfrei (kriimmungsruckfrei bzw. zweimal differenzierbar).

Um einen kriimmungssprungfreien Ubergang besser zu verstehen, muss geklért werden, was man
unter der Kriimmung versteht. Um ein Mafs fiir die mittlere Kriimmung Ak¢ zu bekommen, be-
trachtet man die Richtungsanderung Aa (als Differenz zweier Steigungswinkel) im Verhdltnis zur
Lange As des Kurvenstticks, auf der sich die Richtung &ndert (vgl. folgende Abbildung). Wird As

nun unendlich klein, erhilt man als Grenzwert gim0 2—: die lokale Kriimmung. Kurz gefasst: Die
S—

Kriimmung gibt das Ausmaf$ der Richtungsinderung auf einer bestimmten Strecke an.

/ /
de

Definition der Kriimmung;:

Mittlere Krimmung Ak = Aa
As

] Lokale Kriimmungk = lim e
As—0 As
Oben ist die mittlere Kriimmung Ak stér-
[

ker, da bei etwa gleicher Strecke As die
grofiere Richtungsdanderung Ao besteht.

° Idee und Anregungen von Dr. A. Bornhoff, Dr. A. Rolf, Dr. J. Rolf unter http://www.langemathe-
nacht.de/autobahnkreuze/LMN %202012 %20-%20Modul %20Autobahnen.pdf (29.7.2016) sowie von G.
Roolfs unter http:/ /nibis.ni.schule.de/~Ibs-gym/jahrgang112pdf/Strassenbau.pdf (29.7.2016)

¢ Es handelt sich um den griechischen Buchstaben K (,,kappa”), der an Kriimmung erinnern soll.



http://www.langemathenacht.de/autobahnkreuze/LMN%202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf
http://www.langemathenacht.de/autobahnkreuze/LMN%202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf
http://nibis.ni.schule.de/~lbs-gym/jahrgang112pdf/Strassenbau.pdf
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Beispiel: Ubergang von einer Strecke in einen Viertelkreis

Eine gerade Strecke hat offenbar die Kriimmung Null. Ein Kreis besitzt eine
konstante Kriimmung, da sich die Richtung gleichmifiig dndert. Daher ist
der Ubergang A von einer geraden Strecke in eine viertelkreisférmige Kurve
nicht kriimmungssprungfrei. Dies spiirt man als Autofahrer, wenn im Uber- N }&
gangspunkt A eine plotzliche auftretende Zentrifugalbeschleunigung den ei- /
genen Korper in den Gurt driickt. Gleiches gilt in umgekehrter Reihenfolge r
im Ubergangspunkt B.

a) Skizziere jeweils ein Beispiel fiir einen nicht sprungfreien, einen sprungfreien aber nicht knick-
freien, einen sprung- und knickfreien aber nicht kriimmungsruckfreien sowie einen kriim-
mungsruckfreien Ubergang dar.

b) Begriinde mit der obigen Definition, warum die lokale Kriimmung einer Geraden tiberall Null
ist und beim Durchlaufen des Viertelkreises mit dem Radius r gegen den Uhrzeigersinn > betragt.

A \ Die obige Definition zur Krimmung ist zwar geometrisch
y / sehr anschaulich, als Rechenwerkzeug aber eher ungeeignet.
v
i kann wird klar, wenn man beispielsweise eine Normalpara-

‘ Dass die zweite Ableitung kein Maf3 fuir die Krimmung sein
>N / bel mit f(x) = x* betrachtet. Die zweite Ableitung betrégt
7

hier f”(x) = 2. Dies hiefle, dass die Normalparabel {iiberall

;
' / ] die gleiche Kriimmung hitte.
1 - ! |
d | Um eine Recheninstrumentarium zu bekommen, versucht
— P X| man einen Grafen einer Funktion f an jeder Stelle durch einen
'_1/ 1 > » Kreis k mit der Kriimmung < (vgl. Aufgabe b)) anzunéhern.

4' ‘ Dabei soll an jeder Stelle a gelten: k(a) = f(a) Ak'(a) = f'(a) A

k”(a) = f”(a). Im Beispiel rechts wurde der Graf von f sowie
der dazugehorige Kriimmungskreis an der Stelle a =1 dargestellt. Dieser Ansatz fithrt mit ein wenig
Rechenaufwand” zu einer Formel fiir den Kriimmungsradius r und als Kehrwert fiir die Kriim-
mung K:

W

£ (a)

_ (+r@PR)" _
r(a) = und k(a) = OB

F(a)

c) Bestimme die Krimmung x(a), falls a eine Extremstelle bzw. eine Wendestelle ist. Ermittle das
Vorzeichen der Kriimmung, falls der Graf von f rechts- bzw. linksgekriimmt ist.

Merke:
(1) Zwei Graphen von Funktionen f und g heiflen im Ubergangspunkt P(a/b) ...

o sprungfrei, falls f(a) = g(a).
o knickfrei, falls f'(a) = g’(a).
o krimmungsruckfrei, falls {(a) = g”’(a).

(2) Die Kritmmung ist ein Maf fiir die Richtungsanderung pro zurtickgelegter Strecke. Geraden
haben die Kriimmung Null, Kreise mit Radius r eine konstante Kriimmung =. In Wendepunk-
ten ist die Kriimmung immer Null, an Extremstellen entspricht sie dem Wert der zweiten Ab-
leitung an dieser Stelle.

7 Eine Herleitung findet man z. B. von G. Roolfs unter http://nibis.ni.schule.de/~Ibs-gym/Analy-
sisTeil4pdf/Kruemmungskreis.pdf (28.7.2016)



http://nibis.ni.schule.de/~lbs-gym/AnalysisTeil4pdf/Kruemmungskreis.pdf
http://nibis.ni.schule.de/~lbs-gym/AnalysisTeil4pdf/Kruemmungskreis.pdf
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Aufgabe 3: Straflenkuppe?

Beim Bau von Strafien gilt es Straflenkuppen oder -senken moglichst holperfrei zu tiberwinden.
Dazu konnen ganzrationale Funktionen verwendet werden. In der nachfolgenden Abbildung sind
die beiden Strafienstiicke angegeben, die es geeignet zu verbinden gilt [1 Kadstchen entspricht 1 LE].

c)

Zwei parallel verlaufende Strafien sollen wie in Aufgabe

Ubertrage die Situation in ein geeignetes Koordinatensystem und ermittle eine Funktion mog-
lichst niedrigen Grades, deren Graph zum Ausrunden der beiden Strafienstticke vor und nach
der Kuppe geeignet ist, so dass die Ubergéinge sprung- und knickfrei sind.

Zeige, dass die Uberginge nicht kriimmungsruckfrei sind und gib an, welchen Grad die Mo-
dellfunktion von zwei sprung-, knick- und kriimmungsruckfreien Ubergangen haben miisste.
Ermittle eine ganzrationale Funktion niedrigsten Grades, dessen Graf sprung-, knick- und
kriitmmungsruckfreien Ubergange garantiert.

Stelle die Situationen in a) und b) mithilfe des GTR dar.

Aufgabe 4: Trassierung der Verbindungsstrafie mit einer Funktionsschar?

A

1 miteinander verbunden werden. Die Funktion f}, 4 mit :Z?:E%ende Y
der Gleichung fy,q(x) = %- (d—x%)? (b, d > 0) soll die
neue Verbindungsstrafse beschreiben.
a) Bestimme die Parameter b und ¢ und gib den Grad ' ' f,

der Funktionenschar fy, 4 an. 50m| | \'
b) Berechnef}, 4°(x) und f, 4" (x) und zeige, dass die

Verbindungsstrafse knick- aber nicht kriimmungs- | | | \\ |

sprungfrei in die bestehenden Strafien einmiindet.

| | | \ bestehende

c) Bestimme den Wendepunkt der Verbindungsstrafse 30m StraBe | X

fur b = 16200 und d = 900 [fiir beliebige b und d]. ‘
d) Stelle die Situation mit dem GTR dar fiir unterschiedliche Werte fiir b und d in der Ndhe der

Werte b = 16200 und d =900 und untersuche, welchen Parameter man verdndern miisste, wenn
die beiden parallelen Straien statt 50 m einen anderen Abstand hitten, aber der horizontale Ab-
stand der beiden Strafien unverdndert bei 30 m bliebe.

8 Idee aus Fokus Mathematik fiir die Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015)
9 Idee aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2012).
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Aufgabe 5: Trassierung von Autobahnkreuzen?

Die folgenden Abbildungen zeigen vier verschiedene Bauformen von Autobahnkreuzen in verein-
fachter typisierter Darstellung?!.

Turbine Kleeblatt Malteser Windmiihle

a) Diskutiere innerhalb Deiner Tischgruppe die vier dargestellten Varianten hinsichtlich der Kri-
terien ,Platzbedarf”, ,mogliche Geschwindigkeiten beim Autobahnwechsel” und ,Kosten
durch aufwéndige oder viele Briicken". Nenne Beispiele fiir Dir bekannte Autobahnkreuze.

Die folgende Darstellung beschreibt die Linksabbiegung in einem Uberwurf-Kreuz. Vereinfachend
nehmen wir an, dass das Kreuz rechtwinklig ist und die gesamte Trasse in drei Teile zerlegt werden
kann, wobei der mittlere Teil ein Viertelkreis mit Radius r ist.

N T D,(0/t)

C.(r/0) x
-

A,(-t/0)
®

10 Jdee von Dr. A. Bornhoff, Dr. A. Rolf, Dr. ]J. Rolf unter http://www.langemathenacht.de/autobahn-
kreuze/LMN %202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf (29.7.2016).
1 https:/ /de.wikipedia.org/wiki/ Autobahnkreuz (29.7.2016)



http://www.langemathenacht.de/autobahnkreuze/LMN%202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf
http://www.langemathenacht.de/autobahnkreuze/LMN%202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf
https://de.wikipedia.org/wiki/Autobahnkreuz
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Ziel: Gesucht ist eine ganzrationale Funktion, die Trassensttick I beschreibt. Folgende Modellan-
nahmen wollen wir machen:

(1) In den Punkten A und B ist die gesuchte Kurve mit der Fahrbahn der Ausgangs-Autobahn (x-
Achse) und dem Kreisbogen II (Trassenstiick II) verbunden.

(2) Der Ubergangspunkt A ist knickfrei und kriimmungssprungfrei.

(3) Beim Ubergangspunkt B wird von einem knickfreien Ubergang ausgegangen.

Wir nehmen zunéchst an, dass r = 50 und t = 100 ist. Es gilt also: A(-100/0) und B(0/-50).

b) Skizziere die Situation in Deinem Heft und markiere die Bereiche, wo das Trassensttick I links-
bzw. rechtsgekriimmt ist: Begriinde, warum Trassensttick I durch eine ganzrationale Funktion
mindestens vierten Grades beschrieben wird.

c) Ermittle eine ganzrationale Funktion f vierten Grades, welche die Modellannahmen (1) bis (3)
erfiillt. [Kontrollergebnis: f(x) = 1,5-107¢ - x* + 4-107* - x> + 0,03 - x> — 50 (—50 < x < 0)]

d) Untersuche die Funktion f fiir —50 < x < 0 auf ihr Kriimmungsverhalten.

e) Zeige, dass der Ubergang B nicht kriimmungsruckfrei ist. [Tipp: Merksatz (2) in Aufgabe 2]

. . . 3 8 6
Gegeben sei eine Funktionsschar f,¢mit f..(x) = t—‘f x* + t—; -x3 4+ t—zr x2—r(-t<x<0,r,t=0).

Definition: Eine Funktion f., mit f, (x) = g xt + % -x3 + g x2—r(-t<x<0,r,t=>0) be-
schreibt in Abhingigkeit der beiden Parametern r und t eine Schar von Funktionen ganzrationa-
ler Funktionen vierten Grades. Die Parameter r und t heiflen Scharparameter der Funktionenschar
und sind beliebig aber feste Zahlen, wihrend die Zahl x als Variable standig variieren darf.

f) Weise nach, dass die Funktionsschar f.; die Bedingungen (1) bis (3) fiir die Ubergangspunkte
A(-t/0) und B(0/-r) erfiillt und somit Modellfunktion fiir die Trasse I ist.

g) In der folgenden Abbildung werden vier Grafen der Funktionsschar dargestellt.
A

y
-250 | -225 | -200 | -1757 T o\-7 -\_%'o‘\225 ol | 25 Jo 75
>\ S

|

Gib jeweils die Parameter r und t an und entscheide begriindend mithilfe von Aufgabe 2, welche
der vier Grafen zur Modellierung von Trassenstiick I am besten geeignet ist.

\ Aol

h) Untersuche mit dem GTR fiir verschiedene Werte fiir r und t, wie bei vorgegebenen Kurvenra-
dius r der Parameter t gewihlt werden muss, damit auch der Ubergangspunkt B: kriimmungs-
ruckfrei ist.

i) Ermittle rechnerisch eine Bedingung fiir r und t, so dass der Ubergangspunkt B kriimmungs-
ruckfrei ist. [Tipp: Merksatz (2) in Aufgabe 2]
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Zur Erinnerung: Ein krimmungsruckfreier Ubergang bedeutet anschaulich, dass es einen Kreis
gibt, der sich an beide Kurvenstticke gleichermafien , anschmiegt”. Dies ist in folgender Abbil-
dung fiir die rote Kurve der Fall.

A
y
//5cr ~
// 25 \\
A.ZSO ‘A173 }:IDC 5& '50 X’_
-250 | -225 | -200 - -1 0 -75~50 N\25 | 0 25 75
T~ ~ N N
~> N\ )4
"--..________\E //
BSO

E Zusatzaufgaben (ler-Aufgaben)
j) Begriinde, dass sich der Viertelkreis im Kurventeil IT durch die Funktion k; mit der Funktions-
gleichung k. (x) = —vVr2 — x? und 0 < x < r beschreiben ldsst. [Tipp: Satz des Pythagoras]

k) Leite die obige Gleichung der Funktionsschar f, her, indem Du allgemein fiir die Ubergangs-
punkte A(-t/0) und B(0/-r) fiinf Bedingungen fiir eine ganzrationale Funktion vierten Grades
aufstellst und dann das entstehende lineare Gleichungssystem in Abhdngigkeit von r und t mit
der Gauf3verfahren 16st.12

12 Aufgabe kann von den Schiilern erst gelost werden, wenn das Gaufiverfahren eingefiihrt wurde. Dies ge-
schieht in der Regel im zweiten Halbjahr der Q1 im Rahmen der analytischen Geometrie.
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4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen
In diesem Kapitel wollen wir erneut Modellfunktionen finden, die uns helfen Optimierungsprob-
leme zu 16sen. Dabei beschéftigen wir uns einerseits mit geometrischen Optimierungsaufgaben und
Aufgaben zur Gewinnmaximierung. Solche Aufgaben werden oft mit dem Begriff Extremwertauf-

gaben umschrieben. Abschliefsend fassen wir das in die Vorhaben Gelernte beztiglich des Modellie-
rens und der vier Stufen des Modellierungsprozesses (Modellierungskreislauf) zusammen.

Geometrische Optimierungsprobleme

Ein Holzbalken, wie er zum Beispiel in einem Dachstuhl %

verwendet wird, soll eine moglichst hohe Tragfdhigkeit §
B
Teite

Aufgabe 1: Zimmermannsregel und Tragfihigkeit eines Balkens3

aufweisen. Solche Balken sind meist nicht von quadrati-
schem Querschnitt, sondern hoher als breit. Das ist sinn-
voll, denn iiberlege Dir z. B., wie Du ein Lineal halten wiirdest, wenn es sich nicht durchbiegen oder
gar brechen soll. Die Tragfihigkeit des Balkens ist proportional zu seiner Breite b und zum Quad-
rat seiner Hohe h. Seine Tragfshigkeit kann deshalb durch den Term T(b,h) = b - h? beschrieben

werden. 14

b

a) Bestimme die optimalen Mafse eines Balkens, der aus Rundholz
mit dem Durchmesser 30 cm geschnitten wird und eine moglichst
hohe Tragfahigkeit aufweisen soll.

b) Aus Platzgriinden soll aus dem Rundholz mit einem Durchmesser -

von 30 cm ein Balken ausgeschnitten werden, der nicht breiter als
14 cm ist. Ermittle die optimalen Maf3e fiir die neue Situation.

c) Beurteile aufgrund des errechneten Wertes die Qualitdt der Zim- A
mermannsregel sowie der Faustregel. b

Zimmermannsregel Faustregel

Teile den Durchmesser eines
kreisformigen Querschnitts des
Baumstammes in 3 gleiche
Teile. Errichte in den Teilungs-
punkten jeweils das Lot. Damit
erhdltst du den Balkenquer-
schnitt.

Breite : Hohe=5:7

d) Lése die Aufgabe 1a mithilfe der Formel T(b,h) = k- b - h%, wobei k > 0 eine beliebige aber feste
Proportionalitdtskonstante ist. Der Baumstamm hat dabei einen Durchmesser von D cm.

13 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015).

1 Eigentlich miisste der Term T(b, h) wegen der Proportionalitdt zu b und h?mit einem Proportio-
nalitdtsfaktor k versehen werden, so dass T(b,h) = k- b - h*>. Warum kann aber zur Losung der Auf-
gabe k =1 gewéhlt werden?
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a) In einem Koordinatensystem fiir xe[0; 2] ist ein Parabelbogen mit der Gleichung f(x) = 4 — x*
gegeben. Zu jeder Stelle a mit 0 < a <2 gibt es ein Rechteck A, von dem eine Seite auf der x-Achse
liegt und sich zwei Ecken auf dem Parabelbogen befinden (vgl. Abbildung).

Aufgabe 2: Extremwertaufgaben im Koordinatensystem

Bestimme die Seitenldngen des Rechtecks mit dem grofiten Flacheninhalt [grofistem Umfang].
A

y

YP(a|f@))

\ Aol

-1

a) Lose folgende , Koordinatensystem-Extremwertaufgaben”:

(1) Ein moglichst grofies Rechteck soll bestimmt werden, das in einem Koordinatensystem nach
unten von der x-Achse, nach links von der y-Achse und nach oben und rechts vom Grafen
der Funktion f mit f(x) = 9 — x? begrenzt wird.

Bestimme die Breite und die Hohe des Rechtecks. Mache vorher eine Skizze.

(2) Ermittle den kleinste Abstand vom '} I
Punkt (3/0) zur Parabel f(x) = x2. [Tipp: ¥ /
Betrachte als Zielfunktion das Quadrat 4T f /

der Langenfunktion.]

(3) Gegeben ist die Funktion f mit der Glei- (affta)) B
chung f(x) = 1+ ;x3. Die vier Punkte 2 /

FamnY
7

A(3/0), B(3/f(a)), C(a/f(a)) D(a/0) legen /

fiir die Zahl a mit 0 < a < 3 ein Rechteck . /

fest. Die Situation ist in der Abbildung | / g A ]

rechts dargestellt. 2 /-1 0 1 |a2 ] 4 X
D | A g

Zeige, dass fiir den Fldacheninhalt des
Rechtecks A(a) = — a* + %a?’ —a+ 3 gilt / 14
und untersuche, fiir welches a der Fli-

cheninhalt maximal wird.
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Aufgabe 3: Werbeschilder!>

Herr Miiller mochte im parabelformigen Teil der Durchfahrt zu seinem Schrottplatz ein moglichst
grofles rechteckiges Werbeschild anbringen. Auch seine Konkurrenzfirma Schmitz mochte ein mog-
lichst grof3es rechteckiges Schild montieren. Allerdings hat der entsprechende Teil die Form eines
gleichschenkligen Dreiecks. Die beiden folgenden Abbildungen verdeutlichen die Situation.

2,50m 2,25 m
Schrottplatz Miiller Schrottplatz
Schmitz
> < >
6,30 m 6,00 m

Bestimme die Mafse der beiden , optimalen” Werbeschilder.

Eine Fertigsuppenfirma verkauft ihre Produkte in Konservendosen mit 750 ml Inhalt.
Um die Herstellungskosten minimal zu halten, muss fiir die Dose moglichst wenig
Material verbraucht werden.

a)
b)

Aufgabe 4: Die optimale Dose - Losungsstrategie bei Extremwertaufgaben

S =P

Bestimme den Durchmesser und die Hohe dieser , optimalen” Dose.

Eine Losung der gestellten Aufgabe kann in einer PPP eigesehen werden. Die PPP findest du
unter www.maspole.de. Ubertrage die Lésungsstrategie in Dein Heft und bearbeite mithilfe des
dargestellten Rasters die nachfolgenden , Volumen-Oberfldche-Aufgaben”.

(1) Ein Erfrischungsgetrank soll in zylindrischen Dosen aus Weifsblech angeboten werden. Das
Volumen einer Dose soll 0,33 1 betragen. Aus Kostengriinden soll der Materialbedarf pro
Dose durch giinstige Formgebung moglichst niedrig gehalten werden. Berechne den Radius
und Hohe einer solchen ,,optimalen” Dose.

(2) Eine Firma will fiir Hobbygértner zylinderféormige Regentonnen herstellen, die bei minima-
lem Materialbedarf maximales Volumen besitzen. Bestimme die Abmessungen, wenn 2 m?2
Material je Regentonne zur Verfiigung stehen. Lose die Aufgabe allgemein fiir a m2 Material.

(3) Gegeben ist ein Kegel, dessen Grundfldche den Radius 3 cm hat, und der 10 cm hoch ist. In
diesen Kegel soll ein Zylinder einbeschrieben werden, der das maximale Volumen hat. Be-
stimme die Hohe des Zylinders. [Tipp: Strahlensatz.]

ler-Aufgabe: Gegeben ist ein Kegel A, dessen Grundfldche den Radius 4 cm hat, und der 10 cm
hoch ist. In diesen Kegel A soll ein Kegel B einbeschrieben werden, der mit seiner Spitze auf der
Grundfldche des Kegels A steht. Ermittle die Hohe des Kegels B, wenn er (a) das maximale Vo-
lumen und (b) die minimale Oberfléche hat.

15 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015).
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Aufgaben zur Gewinnmaximierung

Die Bratwdiirste von Herrn Heinze sind beliebt: Im Durchschnitt verkauft er pro Tag 250 Bratw{irste
im Brotchen fiir 1,80 € pro Stiick. Aber die Kosten machen ihm Sorgen, sie steigen und steigen. Rech-
net er die festen Kosten fiir den Strom und die Standmiete auf einen Tag um, sind es nun schon 90
€ pro Tag. Und die Ausgaben pro Bratwurst fiir Wurst, Brotchen, Senf Currysauce und Serviette
betragen inzwischen 1,20 €. Herr Heinze wird nicht mehr um eine Preiserh6hung herumkommen
und tiberlegt sich deshalb: , Erhohe ich den Preis um 10 Cent, verkaufe ich pro Tag ein Brotchen
weniger, erhohe ich um 20 Cent, sind es schon vier Bratwiirste weniger, bei 30 Cent sogar neun, bei
40 Cent 16 Bratwiirste usw.”

Aufgabe 5: Kalkulation am Bratwurststand 16

a) Begriinde, dass es sich bei Herrn Heinzes Annahme eines nichtlinearen Zusammenhangs zwi-
schen Preiserh6hung und Absatzriickgang verniinftig ist.

b) Stelle fiir die Kostenfunktion K und die Gewinnfunktion G die Funktionsterme K(n) und G(n)
auf, wobei n die Anzahl der Erh6hungen des Preises jeweils um 0,10 € ist. Untersuche, bei wel-
chem Verkaufspreis der Gewinn maximal wird.

Eine Kaffeerosterei setzt bei einem Verkaufspreis von 10 € pro Kilogramm erfahrungsgemaf etwa
10000 kg pro Monat ab. Aufgrund seiner langjahrigen Erfahrung vermutet der Geschiftsfiihrer, dass
eine Verkaufspreisreduzierung um jeweils 25 Cent zu einem Mehrumsatz von 2000 kg pro Monat
fuhren wiirde. Die Selbstkosten betragen nahezu unabhéngig vom Absatz 5,50 € pro Kilogramm.

Aufgabe 6: Kaffeerosterei?”

a) Bestimme den Gewinn fiir die Verkaufspreise von 10 €, 9,50 € und 6 €.
b) Stelle allgemein die Gewinnfunktion auf und bestimme den fiir die Firma besten Preis.

c) Diskutiert anschlieflend den oben beschriebenen Ansatz und beschreibt einen realistischeren
Zusammenhang von Preissenkung und Gewinn.

Die Gesamtkosten fiir die Herstellung von x tausend Einheiten einer Ware lassen sich flir 0 < x <9
berechnen mit K(x) = 2x3 — 16x? + 48x + 100. Der Erl6s E fiir den Verkauf von x tausend Einheiten
dieser Ware betrdgt E(x) = 144x — 16x°.

Aufgabe 7: Kosten - Einnahmen - Gewinn18

a) Untersuche, bei welcher Produktionsmenge die durchschnittlichen Herstellungskosten % am
geringsten sind.

b) Bestimme die Produktionsmenge, die den grofsten G mit G(x) = E(x) - K(x) garantiert.

16 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015).
7 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015).
18 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015).
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Modellierungskreislauf

Die Idee des mathematischen Modellierens von Sachproblemen kann in dem abgebildeten Model-
lierungsprozess, der eventuell mehrfach durchlaufen werden muss, schematisch dargestellt werden.
Dabei wird das mathematische Modell durch eine Funktion beschrieben, die dem Sachproblem am
besten entspricht.

Aufgabe 8: Was haben wir gelernt?1°

Vereinfachen,
Reale ‘ Strukturieren ‘ Reales
Situation > Modell
Anwenden,
Interpretieren, Mathematisieren
Validieren
Mathematische . Mathematisches
Resultate k mathematische Modell
Uberlegungen

Das Ziel des Modellierungsprozesses ist das Anwenden, Interpretieren und Validieren der mathe-
matischen Losungen in der Praxis. Dies kann zur Bestédtigung der Modellannahmen, zu Aussagen
tiber Realsituationen oder zu sinnvollen Prognosen fiithren oder diese auch widerlegen.

a) Arbeitet als Tischgruppe heraus, welche Aspekte ihr innerhalb des Modellierungskreislaufs in
diesem Unterrichtsvorhaben kennengelernt habt. Gab es Bereiche, die besonders oft vorkamen
bzw. Prozesse, die nur sehr selten oder gar nicht angesprochen wurden?

b) Verdeutlicht die vier Stufen des Modellierungskreislaufes mit einem selbst gewéhlten Beispiel,
das ihr als Tischgruppe (PPP, Folie) vortragen sollt. Die Présentation muss von der gesamten
Gruppe gleichermafien getragen werden.

19 HENN, H.-W.: Mathematik und der Rest der Welt. In: mathematiklehren 113, 4-7 (2002).
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Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben
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gigkeit von der Stiickzahl statt der Preissenkung herleiten.

Ich kann ... S E 2
s | 2| E| %2
z | §|R|5|F
Nullstellen einer GRF dritten Grades ohne GTR berechnen. 1a)
die geometrische Bedeutung der ersten Ableitung angeben, eine Tan-
gente einzeichnen und deren Gleichung zeichnerisch und rechnerisch | 1b), 1c)
ermitteln.
einen Grafen einer GRF auf sein Kriimmungsverhalten untersuchen. | 1d)
begriindend entscheiden, ob Aussagen beziiglich des Kriimmungs- 5
verhaltens einer Funktion zutreffend sind.
einen Grafen einer Funktion skizzieren, wenn bestimmte Eigenschaf-
ten durch Funktionswerte der Funktion, der Ableitungsfunktion und | 3a)
der Funktion der zweiten Ableitung vorgegeben sind.
auf der Basis eines Grafen relevante Informationen fiir deren Bestim-
1 . . . 3b)
mung angeben und damit die Funktionsgleichung bestimmen.
eindeutig bestimmte Steckbriefaufgaben zu GRF l6sen. 4a), 4b)
eine unterbestimmte Steckbriefaufgabe einer GRF losen und die Glei- 4
: c)
chung der Funktionsschar angeben.
eine Parabelschar mittels Diskriminante auf Nullstellen untersuchen. | 4c)
Geradengleichungen anhand eines Schaubildes bestimmen. 5a)
erldutern, was ein sprung- und knickfreien Ubergang bedeutet. 5b)
einen Straflenstiick mit zwei knick- und sprungfreien Ubergingen
mittels einer GRF dritten Grades modellieren und die Gleichung der | 5¢)
Modellfunktion berechnen.
rechnerisch nachweisen, dass das Strafenstiick nicht durch eine Funk- 5d)
tion zweiten Grades modelliert werden kann.
rechnerisch zeigen, dass Ubergénge nicht kriimmungssprungfrei
sind und den Grad fiir eine mogliche Modellfunktion mit krtim- 5e)
mungssprungfreien Ubergingen begriindend angeben.
Extremwertaufgaben mit einer geometrischen Aufgabenstellung un-
ter Verwendung gebrochen rationaler Zielfunktionen und der 5- 6a), 6b)
Schritt-Vorgehensweise (Zielfunktion, Definitionsbereich, Nebenbe- !
dingung, Extremwertbestimmung, Antwort) 16sen.
eine Extremwertaufgabe mit einer geometrischen Problemstellung
unter Verwendung einer ganzrationalen Zielfunktion und der 5- 6¢)
Schritt-Vorgehensweise 16sen.
eine Extremwertaufgabe unter Einbeziehung der Koordinatengeo- 6d
: ; : N )
metrie und ganzrationaler Modellfunktionen Iosen.
eine Extremwertaufgabe zur Gewinnmaximierung unter Verwen-
dung einer ganzrationalen Zielfunktion und der 5-Schritt-Vorgehens- | 7a)
weise losen.
durch Transformation der Variablen eine Gewinnfunktion in Abhan- 7b)
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Teil I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1: Kurvenuntersuchung

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x3 + 6x* + 12x. Ein Ausschnitt des Grafen von f ist im Folgen-
den dargestellt.

A B

a) Bestimme alle Nullstellen von f.
b) Berechne f'(-1) und interpretiere diesen Wert geometrisch.

c) Zeichne die Tangente t an den Grafen von f im Punkt P(-1/-7) ein und ermittle zeichnerisch und
rechnerisch eine Funktionsgleichung t(x) der Tangente t.

d) Weise nach, dass W(-2/-8) ein Rechts-Links-Wendepunkt mit waagerechter Tangente ist.

Aufgabe 2: Wahr oder falsch?

Entscheide begriindend bei jeder der drei folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist.

a) Zwischen 2 Wendepunkten eines ganzrationalen Funktionsgrafen liegt immer 1 Extrempunkt.
b) Zwischen 2 Extrempunkten eines ganzrationalen Funktionsgrafen liegt immer 1 Wendepunkt.

c) Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat immer 1 Wendestelle.
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Aufgabe 3: Funktionseigenschaften?0

a) Skizziere im nachfolgenden Koordinatensystem den Grafen einer Funktion g, wobei die folgen-
den Eigenschaften deutlich werden sollen:

(1) g(0) = 4 2)g@)=0 (3) g'@>0

A

Y

i

\ Aol

b) Gegeben ist der Graf einer ganzrationalen Funktion f vierten Grades, der achsensymmetrisch
zur y-Achse ist.

(o]

-h

\ Kol

-2 -1 |0 1 2

(1) Gib Bedingungsgleichungen an, welche die Funktionsgleichung des Grafen eindeutig fest-
legen und markiere die Informationen in der obigen Abbildung.

(2) Ermittle die Funktionsgleichung der GRF.

20 modifiziert nach einem Vorschlag des Ministeriums als Vorbereitung auf Das Zentralabitur 2017
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Teil II: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 4: Steckbriefaufgaben

Skizziere mithilfe der Angaben den gesuchten Grafen und ermittle die dazugehorige Funktions-
gleichung. Uberpriife Deine Losung mit dem GTR.

a) Der Graf einer ganzrationalen Funktion 4. Grades ist zur y-Achse symmetrisch und hat in
W(1/3) einen Wendepunkt. Die Steigung an der Stelle x = 1 hat den Wert -2.

b) Der Graf einer ganzrationalen Funktion f vom Grad 3 ist punktsymmetrisch zum Ursprung, ver-
lauft durch A(1/2) und hat fiir x = 1 eine waagerechte Tangente.

c) Gegeben sei folgender Steckbrief, der zu einer Schar von Parabeln fiihrt: Eine nach unten geoff-
nete Normalparabel verlduft durch den Punkt (3/0).

Bestimme die Funktionsgleichung der Parabelschar und ermittle in Abhéngigkeit vom Schar-
parameter die zweite Nullstelle.

Aufgabe 5: Trassierung

Die Abbildung zeigt zwei geradlinig verlaufende Strafienstticke AC und BD. Es soll nun eine Kurve
gefunden werden, welche die Strafienstiicke miteinander verbindet. Die Ubergénge von A und B
sollen sprungfrei und knickfrei sein.

A ‘
y —'-%
N\
51 ‘r, N
f, AY
/ \
. 3y
¥i
/
37
!
11 h
2 I
1
1+
I
'}

a) Bestimme Gleichungen der Geraden durch die Punkte A und C bzw. B und D.
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Erklire, was ein sprung- und knickfreier Ubergang anschaulich bedeutet.
Ermittle eine Funktion dritten Grades, welche die vorgegebene Situation modelliert.
Untersuche, ob das Kurvenstiick auch durch eine Parabel modelliert werden konnte.

Zeige, dass f in beiden Ubergingen nicht kriimmungssprungfrei ist und begriinde, welchen
Grad eine Funktion haben miisste, damit beide Ubergange kriimmungssprungfrei sind.

Aufgabe 6: Extremwertaufgaben

a)

Ein Rechteck hat den Fldacheninhalt 900 cm?2. Bestimme die Seitenléngen des Rechtecks mit dem
kleinsten Umfang und gib den minimalen Umfang an. [Kontrollergebnis zum Weiterarbeiten:
U(x) = 2x + 1800x71]

Es sollen zylinderférmige Blechdosen mit einem Volumen von 500 cm? hergestellt werden. Be-
stimme den Radius r und Hohe h, damit der Blechverbrauch moglichst klein ist. (Die Blechstédrke
bleibt unberticksichtigt.)

Es soll ein nach oben offenes quaderférmiges Terrarium gebaut
werden, das doppelt so lang wie breit ist (vgl. Abb. rechts). Sta-
bilisiert wird es mithilfe von Winkeleisen. Zwei fortlaufende
Meter Winkeleisen sind vorhanden. Welche Maf3e hat unter die-
sen Bedingungen ein Terrarium mit maximalen Volumen?

Ermittle die ,,optimalen” Mafle des Terrariums. [Kontrollergeb-
nis zum Weiterarbeiten: V(x) = x? — 3x3] (10P)

Der Graf der Funktion f mit f(x) = % (x3 — 3x% — 9x + 43) schneidet die Gerade g mit g(x) =2 in
den Punkten A(-3/2) und D(3/2) (vgl. Abbildung). Fiir -3 < a < 3 bilden die Punkte A, B(a/2)
und C(a/f(a)) ein Dreieck. Bestimme a, so dass dieses Dreieck maximalen Fldcheninhalt hat.

y /

A

N\
\
/
\ ‘/cn

N\ /

C(alf(a)) /

\
\
w \4:
N
g

g _ B(al2) | D

¥y x

1
(8]
1
NN
1
w
1
N
1
[y
o
fa) [ SR P E—
—
N
W
.Y
(851
(@)
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Aufgabe 7 (Gewinnmaximierung)

Ein Chemiker aus den USA behauptet, dass man zukiinftig nicht mehr zu duschen brauche. Statt-
dessen konne man sich taglich mit seiner Bakterienlosung einspriihen. Die 250-ml-Flasche kostet 200
€. Die Herstellungskosten betragen 100 € pro 250-ml-Flasche. Im ersten Monat verkauft der Chemi-
ker nur 100 Flaschen. Nun mochte er den Gewinn maximieren und nimmt an, dass bei einer Preis-
senkung um x € monatlich x2 Kunden hinzugewonnen werden kénnen.

a) Untersuche, wie stark der Preis reduziert werden muss, damit der monatliche Gewinn maximal
wird. Bestimme die Anzahl der dabei monatlich verkauften Flaschen. [Kontrollergebnis zum
Weiterarbeiten: G(x) = —x3 + 100x% — 100x + 10000]

b) Sei N die Anzahl der monatlich verkauften Flaschen. Zeige: Fiir den monatlichen Gewinn G gilt:

G(N) = N- (100 — vVN — 100).



32

Losungen

1 Noch fit? - Funktionsuntersuchung mit Steigung und Kriimmung
Ableitungen (f*, f” und f"") bestimmen: f'(x) =1,5x* — 8x + 8; f"(x) =3x — 8; f "(x) = 3

3a) Symmetrie; Es liegt keine besondere Symmetrie vor, da in f(x) Potenzen von x mit geraden und
ungeraden Exponenten vorkommen

3b) Verhalten im Unendlichen/nahe Null: Das Verhalten im Unendlichen hangt von g(x) = %X3ab.

Der Graf verlduft von links unten nach rechts oben. Das Verhalten nahe Null wird durch h(x) = 8x
bestimmt. Der Graph néhert sich in der Umgebung von Null der Geraden y = 8x an.

3c) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: Fiir x = 0 gilt £(0) = 0. Daher ist der Ursprung Schnitt-
punkt des Graphen mit der x- und y-Achse. Fiir die weiteren Schnittpunkte mit der x-Achse gilt:

f(x)=%x3—4x2+8x=O@x(%x2—4x+8)=0(:>X=0 % %X2—4X+8=0(:>X=0 vV x?% —
8x+16=0©x=0V (x—4)2 =0 x=0 V x = 4. Der weitere Schnittpunkt lautet (4/0). Insbe-
sondere ist 4 eine doppelte Nullstelle.

3d) Extrempunkte:

2) Hinreichende Bedingung: £"(x) = 0 und f""(x) # 0

f (3) = 3.2 _8 = —4:¥ist lokale Maximumstelle
3 3 3

o x = g oder x = 4 Mogliche Kandidaten {(4) =3-4 -8 = +4: g ist lokale Minimumstelle

3) y-Werte der Extrempunkte: f (g) = % und f(4) =0

1) Notwendige Bedingung: f"(x) =0
15x2 —8x+8=0 & x2 —Zx+==0

fiir lokale Extremstellen sind% und 4.

Insgesamt gilt: H (g / %) lokaler Hochpunkt und T(4/0) lokaler Tiefpunkt.

3e) Wendepunkte:

1) Notwendige Bedingung: f/(x) =0
3x—8=0& x= g. Moglicher Kandidat

2) Hinreichende Bedingung: f""(x) = 0 und f"""(x) # 0

£ (g) =3 >0: g ist Re-Li-Wendestelle (,,ReLiP0”)

. . ., 8 8 64
fiir eine Wendestelle ist ~ 3) y-Wertes des Wendepunktes: f(g) =
. 8 , 64, . .
Insgesamt gilt: W (- / --) ist Rechts-Links-Wendepunkt
3f) Graph:
X -0,25 |0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 45 5
y 23 |0 3,06 |45 4,7 4 2,8 1,5 0,4 0 0,6 2,5
B [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y7=(112)%x"*(3)—4xx2+8xx Y7=(112)%x"(3)—4xx2+8xx Y7=(112)%x"(3)=4xx2+8xx
5 5
4 4
a 3
2 2
1 1
% % : =
) r e e ¥ ¢ % 7.0 ] 31 T2 5 e il S T N, S VO T
X=1.338B333368 Y=4.740740741 =4 ¥=0 X=2.66B666667 ¥=2.37037037
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_1,5_ 1.3
f(x)—sx $X

f(x) =x*—x3

fx) =x°+x3+x

Symmetrie

Punktsymmetrie

keine Symmetrie

Punktsymmetrie

Verhalten an den Randern

von links unten
nach rechts oben

von links oben
nach rechts oben

von links unten
nach rechts oben

-0
MAX
-0.2g
X=-1 ¥=0.1333333333

o -’—\J MIN
1 ¥=-0.10646875

X=0.76

Verhalten nahe Null wiey = — §X3 wiey = —x3 wiey = x
Extrempunkte H(-1/0,13), T(1/-0,13) T(0,75/-0,11)
Wendepunkte W(0/0) (Sattelpunkt) | W(0/0) (Sattelpunkt)
lEXE]:Koordin:::_n anzeigen Q:EE{AE)]—;KE?%Z‘;'HM anzeigen Emi?f(lasl.;fnzzig;fit;n anzeigen
T T
Graf . % LN -

=0
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2 Ganzrationale Funktionen bestimmen

Aufgabe 1
In Abbildung 1 ist nur eine Parabel moglich, in _1‘ ty _7' Ty
Abbildung 2 nur eine Gerade. In Abbildung drei B -
ist kein Graf einer Funktion méglich. //H\\ /l*B’ -

X X
Begriindung: Wiirden in 1 die 3 Punkte auf ei- _-Ajl/ 0 \1\(: > —:A_"'i/ 0 '
ner Geraden liegen wiére die Steigung zwischen / \
jeweils 2 Punkten immer eine andere. Die 3 -1 , 1
Punkte in 2 kdnnen nicht auf einer Parabel lie- / |Y =‘ -)l(:'\-l \ )‘/:-lo’?x-il-(),"j

gen, da die mittlere Steigung zwischen je zwei
Punkten immer konstant 1 ist. Dies ist bei einer Parabel nicht moglich. In 3 kann kein Graf einer
Funktion durch die 3 Punkt verlaufen, da dann fiir den x-Wert 0,5 2 Funktionswerte existierten.

Die Funktionsgleichung der Parabel in 1 lautet y = -x2 + 1, die der Geraden in 2 ist y = 0,5x + 0,5.

Aufgabe 2
A A A
Yy / y Yy
/
10 5 6
i A i Cr™N
X — X f
o P> 3
10 | 0 /B 10 5 |0 5®B A// _
X
10 /s A\ -
// / \ /b 3 E\B
Gerade Parabel Parabel durch 3 Punkte
f(x) = 2,5x — 13,25 f(x) = — X% + 2 f(x) = —0,5% + 2,5% + 2
\ A A A I
y Y . Y
\ X /
6 > 2
\\ H 2 10 2 ]
/&\ H X
3 / -2 W -
\ /1N | \,//‘\ 4 v 2
N X/ T \ T
T > |4 \ 2
of 13 \ // \\ /I
Funktion vom Grad 3 Symmetrischer Graf Wendepunkt im Ursprung
f(x) = =5 %3 + 2 x2 f() = —x*+2x? -3 f(x) = 2 x° — x
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Aufgabe 3
a) Zur Bestimmung der 4 Parameter a, b, ¢ A_! ‘ ] '
und d benétigt man 4 Informationen. Im Gra- (D) Laufstrecke in Metern o
phen werden bei (0/0) ein lokaler Tiefpunkt 1|00" 1 ' ' / 1
markiert, bei x =7 ein Wendepunkt sowie der | /’
Punkt (12/100) des Zieleinlaufes. —=80 /
b) (I)f(0) = 0; (II) £(0) = 0; (III) £'(7) = 0; LO ‘ ' ,/
(IV) f(12) = 100 | /WP
c) f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢, f(x) = 6ax + 2b ‘40 //
d) () d=0;()c=0; (M 42a+2b=0und |5 /
(IV) 1728a + 144b = 100 D ]
D GTR 1 f s A — 25 d b _ 175 / + 4 } )é‘
e) Der iefert: a =- 22 und b =15 Tl 2 4 | 6 | 8 10 12 14
S f(xX) = — 22 x% + 2 x? | | | | Zeit in Sekunden
324 108
Aufgabe 4
IREE DAl EEAG NG R
M,=1
\ 2 / S \
,_ Minimum \
4 X \ X
/ > >
2 0 2 2 0 2 )\ x 20 2
/ WP
\"/, BEEE VR )
Funktion Funktion 1 Funktion 5
\ Ay vA I Ay
m.=1 L\
4 2 %’\
\ A \ I
\ : ... i \ /1 \ l
4\ 2[ \of |[2 VAN
\ \VAIE
4 \ 10 T ]
\ [17
Funktion 2 Funktion 4 Funktion 3

Der Graf oben links besitzt noch keinen Steckbrief. Es kénnte sich um eine Parabel vierter Ordnung
handeln, die die y-Achse bei (0/0,5) schneidet (1. Information) und bei (2/1) und bei (-2/-3) jeweils
einen lokalen Tiefpunkt besitzt (fiir jeden Tiefpunkt jeweils 2 Informationen). Es wéren aber auch
andere Vorschldge denkbar. Insgesamt benétigt man 5 Informationen.
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Aufgabe 5
Steckbriefe von Aufgabe 2

Gerade: Eine Gerade verlduft durch die beiden Punkte A(7,5/5,5) und B(3,5/-4,5).
Ansatz: f(x) = ax+b; (1) f(7,5) =55 & 7,5a+b =5,5;(2) f(3,5) = —4,5 © 3,5a + b = —4,5;
Der GTR liefert a = 2,5 und b = -13,25. Also f(x) = 2,5x — 13,25

Parabel: Der Graf einer quadratischen Funktion hat bei A(0/2) einen Hochpunkt und verlduft durch
den Punkt B(6/-1).

Ansatz: f(x) = ax? + bx + ¢;f'(x) = 2ax+ b; f(0) =2 =¢c=2;2)f(0) =0 = b =0; (3)f(6) =1

& 36a + 6b + c = —1. Setzt man die Losungen fiir b und c in (1) ein und 16st man (3) nach a auf
ergibt sicha = — % Insgesamt ergibt sich f(x) = — %xz + 2.

Parabel durch 3 Punkte: Der Graf einer quadratischen Funktion verlduft durch die Punkte A(0/2),
B(6/-1) und C(1/4).

Ansatz: f(x) =ax? +bx+ (D) f(0) =2 = c=2;(2)f(6) =1 o 36a+6b+c=—-1; (3)f(1) =4

< a+ b+ ¢ = 4;. Insgesamt ergibt sich f(x) = —%XZ + 2.

Funktion vom Grad 3: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat in T(0/0) einen
Tiefpunkt und in H(4/4) einen Hochpunkt.

Ansatz: f(x) = ax® + bx? + cx + d; f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢; (1) f(0) =0 & d = 0; (2) ' (0) = 0
Sc=0;3)f(4) =4 < 256a+16b+c+d=4;(4)f(4) =0<48a+8b+c=0

Mithilfe des GTR erhdlt mana = —5b=2c=d =0 Also f(x) = —2x3 +2x%,

Symmetrischer Graf: Der Graf einer ganzrationalen Funktion vom Grad 4 ist symmetrisch zur y-
Achse, hat in H(2/-2) einen Hochpunkt und in T(0/-3) einen Tiefpunkt.

Ansatz: f(x) = ax* + bx? + ¢;f'(x) = 4ax® + 2bx (1) f(2) =2 & 16a+4b+c=2;(2)f(2) =0
©32a+4b=0;(3)f(0) =3 & c=3;(4)f(0) =0 & 0 = 0. Bedingung (4) ist immer erfiillt bei
geraden GRF, da sie im Ursprung immer eine Extremstelle haben. Dies wurde im Ansatz
bereits ausgenutzt. Der GTR lieferta = —1;b = % ¢ = 3. Also f(x) = —L x* + 1x* - 3,
Wendepunkt im Ursprung: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat im Ursprung
einen Wendepunkt und in T(1/-1) einen Tiefpunkt.

Ansatz: f(x) = ax? + bx; f(x) =3ax? +b;(Df(1)=-1eoa+b=-1;2)f(1)=0e3a+b=0;
Der GTR lieferta =>und b= —2. Also f(x) =3 X3 — >x. Die Tatsache, dass der Ursprung ein Wende-
punkt ist, der auf dem Grafen liegt wurde durch den Ansatz bereits ausgenutzt. Denn jede ungerade
GRF hat im Ursprung einen Wendepunkt.

Steckbriefe von Aufgabe 4

Funktion 2: Eine zum Ursprung symmetrische Parabel 3. Ordnung hat in (2/4) eine Tangente pa-
rallel zur 1. Winkelhalbierenden.

Ansatz: f(x) = ax® + bx; f(x) =3ax’ +b; (1) f(2) =4 & 8a+2b=4;(2)f(2) = -1

© 12a+b = —1. Der GTR oder der Kopf liefert a = —2 und b = 2. Also f(x) = —2 x3 + X.

Funktion 3: Eine zur x-Achse symmetrische Parabel 4. Ordnung geht durch (0/2) und hat in (1/0)
die Steigung Null.

Ansatz: f(x) = ax* + bx? + ¢;f'(x) = 4ax® + 2bx (1) f(0) =2 & c=2;(2)f(1) = 0
©a+b+c=0;3)f (1) =0 < 4a+ 2b = 0. Der GTR lieferta = 2;b = —4;c = 2.

Also f(x) = 2x* — 4x% + 2.
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Funktion 4: Eine zum Ursprung punktsymmetrische Parabel 5. Ordnung hat in (0/0) die Gerade t
mit der Gleichung t(x) = 7x als Tangente und in (1/0) einen Wendepunkt.

Ansatz: f(x) = ax® 4+ bx3 + cx; f'(x) = 5ax* + 3bx? + ¢; 7 (x) = 20ax> + 6bx; (1) ' (0) = 7
sc=72)f1)=0oa+b+c=0;(3)f" (1) =0 < 20a+6b=0.

Der GTR lieferta =3, b =-10 und ¢ = 7. Also f(x) = 3x> — 10x3 + 7x.

Funktion 5: Eine Parabel 3. Ordnung bertihrt die x-Achse in (1/0) und hat in (0/-1,5) einen Wende-
punkt.

Ansatz: f(x) = ax® + bx? + cx + d; f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢; f"(x) = 6ax + 2b; (1) f(0) = —1,5
©d=-152)f'0)=02b=0,3)f(1)=0=a+b+c+d=0,4)f(1)=0

< 3a+ 2b+ c = 0. Der GTR lieferta = —0,75;b = 0;c = 2,25 und d =-1,5.

Also f(x) = —0,75x3 4+ 2,25x — 1,5.

Funktion ohne Steckbrief: Es konnte sich um eine Parabel vierter Ordnung handeln, die die y-
Achse bei (0/0,5) schneidet und bei (2/1) und bei (-2/-3) jeweils einen lokalen Tiefpunkt besitzt.

Ansatz: f(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + ;' (x) = 4ax® + 3bx? + 2cx +d \ Ay l
(1)f(0)=0,5<¢e=0,5; \ /
(2)f(2) =1 16a+8b+4c+2d+e=1; 2 /‘
(3)f(2) =0 32a+12b+4c+d = 0; | /\4 ;
(4)f(-2)=-3=16a—8b+4c—2d+e=-3 P 5
(5)f(-2)=0& —32a+12b—4c+d = 0. -2/6 L2
Mit dem GTR folgt:a = —;b = —~;c=—>;d =>;e = 0,5 2
_ 3.4 1.3 3 3.1 * 2

ﬁf(X)—3—2X —§X _ZX +EX+E. ™
Aufgabe 6

Textform Bedingungsgleichung(en)

(2/3) liegt auf dem Graphen von f. f(2)=3

Der Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse. £(x) = f(x) oder bei GRF f(x) hat nur gerade

Potenzen von x.
Der Graph von f ist symmetrisch zum Ursprung. f(x) = - f(x) oder bei GRF f(x) hat nur unge-
rade Potenzen von x.

Der Graph von f hat bei x = 3 die Steigung 2. t'3)=2

Bei (1/3) liegt eine horizontale Tangente. f1)=3A£(1)=0

Der Punkt (2/1) ist ein lokaler Extrempunkt. f2)=1A£(2)=0

Der Punkt (0/3) ist ein Wendepunkt. f(0)=3A£7(0)=0

Gsschneidet Gg mit g(x) =2x2+ 3 in (1/y). f1)=g@)=5Af(1)=g(1)

Der Graph von f schneidet die x-Achse beix=7. | {(7) =0

Der Graph schneidet die y-Achse beiy = -2. £(0) =-2

Gt hat in (-1/y) die Tangente g mit g(x) = -2x + 2. | f(-1) = g(-1) =4 A f'(-1) =-2

Gt hat in (3/1) einen Sattelpunkt. f3)=1A£B)=0Af"(3)=0

Gt hatin (-1/y) die Wendetangente y = 3x - 1. f(-1)=g(-1)=-4Af'(-1)=3Af"(-1)=0

Der Graph von f beriihrt die x-Achse bei x = 2. f2)=0Af(2)=0

Gt beriihrt Gg mit g(x) =5x2-41in (-1/y). f(-1)=g(-1)=1Af(-1)=g'(-1) =-10
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I I | / /
. f‘ll \\ f,! /f 4 f
P(2/3 f()=F(x) R 4 frery
\ o i LN
| /| > N 2N S [ R
0 2 | 4 - 0 2 | 4
| / |

(2/3) liegt auf dem Graphen
von f.

Der Graph ist achsensymmet-
risch zur y-Achse.

Der Graph von f ist symmet-
risch zum Ursprung.

Der Graph von f hat bei x =3
die Steigung 2.

f(x) = f(-x); GRF f(x) haben nur

f(x) = - f(-x); GRF f(x) hat nur

f2)=3 gerade Potenzen von x. ungerade Potenzen von x. fe)=2
\ ¢ | ¢/ t ¢ \ /
[f g
\ [ \wep | p

/ d TP Hp /
/RN / f

[ / \ y
| / \ | >

Bei (1/3) liegt eine horizontale
Tangente.

Der Punkt (2/1) ist ein lokaler
Extrempunkt.

Der Punkt (0/3) ist ein Wen-
depunkt.

Gsschneidet Gg mit der Glei-
chung g(x) =2x2+3in (1/y).

f(1)=3AfF(1)=0

f2)=1AF@2) =0

£(0) =3 Af7(0)=0

f1)=gl)=5~g' M) =g (1)

le f// ny#‘f \ ﬂy__ Ay : |
7 / _ 2 f f 4 2 wp 7
Ak ARE AT
2 o]l /2 N ol /21 4

O | 7 | 14
4

W

A Aol

__2 /

fa 2 of\
[ \

[

Der Graph von f schneidet die
x-Achse bei x =7.

Der Graph schneidet die y-
Achse beiy = -2.

Gt hat in (-1/y) die Tangente g
mit g(x) = -2x + 2.

Gr hatin (3/1) einen Sattel-
punkt.

f3)=1AfB)=0Af"(3)=0

f(7)=0 £(0) = -2 f(-1) = g(-1) =4 A F(-1) =2
‘ * V) . y f IT c\\ 4 Y__
\ AR A / N\
4 2 o) | 2 /
f % "/ X | .
FAN G A
S X
WP-¢4 oA s 5 R\ >
VT R 2 | 1\l0
J HIEEE | \

Gt hat in (-1/y) die Wendetan-
gentey =3x - 1.

Der Graph von f beriihrt die x-
Achse bei x = 2.

Gt beriihrt Gg mit der Glei-
chung g(x) =5x2-4in (-1/y).

f(-1)=g(-1) =4 A f(-1)=3
AF(1)=0

f2)=0Af(2)=0

f(-1)=g(-1)=1
A1) =g (1) =-10
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Aufgabe 7

Ansatz: f(x) = ax® + bx? + cx + d; f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢; " (x) = 6ax + 2b;

Sei t = 0 der Zeitpunkt 20 Uhr. Dann erhilt man die folgenden Bedingungen:

(1) Um 21 Uhr sind 40 Besucher im Festzelt: f(1) =40 ©® a+b+c+d =40

(2) Der grofite Andrang besteht um 22 Uhr: f"(2) =0 & 12a+2b =0

(3) Um 22 Uhr betrédgt der Andrang 80 Besucher pro Stunde: f'(2) = 80 < 12a+4b +c =80
(4) Um Mitternacht sind die meisten Besucher im Zelt: f(4) =0 < 48a+8b+c =0

Man 16st das LGS mit dem GTR und erhilta = —23—0; b=40;c=0;d = 23—0

Also f(x) = —22%3 + 40x% + 22,

E] B B
8n X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en
a b [ d » « b c d e [ -6.666

1 1 1 1 1 1 1 1 1 40 v 40

2 12 2 ] 0 2 2 0 ] 0 z| I

3 12 4 1 0 3 4 1 0 80 TL 6.6666

4 T 8 1 0 4 8 1 0

48 0 0

REPEAT
Aufgabe 8

Beispiel 1: Ansatz: f(x) = ax? + bx (f ist ungerade). (1) {(1) =2 < a+b=2;(2)f(1)=0<=3a+b=0
ergibt mit dem GTR die Losungena =-1 und b =3, d. h. man erhilt f(x) = - x3 + 3x. Dieser Steckbrief
ist eindeutig bestimmt, da es genau eine Losung gibt. [Alternativ hitte man auch den Ansatz f(x) =
ax® + bx2 + cx + d bzw. f'(x) = 3ax2 + 2bx + c wahlen konnen. Die Bedingungen lauten wegen der
Symmetrie zum Ursprung: (1) f(1) =2 < a+b+c+d=2;,2)f(-1])=-2<-a+b-c+d=-2;,3) (1)
=0=3a+2b+c=0;(4) f(-1) =0« 3a-b+c=0. Diese vier Bedingungen hitten zu einem LGS
gefiihrt, bei demb=d =0 und a =-1 und ¢ =3 sind.]

Beispiel 2: Ansatz: f(x) = ax2 + b. Denn: Die Bedingung {"(0) = 0 bedeutet bei einer Parabel, dass der
Scheitelpunkt der Parabel bei (0/b) liegt, so dass mit der Scheitelpunktform f(x) = a(x - 0)2 + b folgt.
(1)f(0)=4<=b=4(2)f(1) =3« a+4=3 < a=-1.Esergibtsich f(x) = - x2 + 4. Die dritte Bedingung
f(2) = 0 ist offenbar auch erfiillt, denn die obige Parabel hat 2 als Nullstelle. Dieser Steckbrief ist
tiberbestimmt, da mehr Informationen als notwendig gegeben wurden. [Alternativ hétte man auch
den Ansatz f(x) = ax2 + bx + ¢ bzw. {’(x) = 2ax + b wahlen konnen. Mit den Bedingungen (1) £(0) = 4
<c=42){0)=0<b=0; (3)f(1) =3 < a+ b + c =3 erhdlt man fiir a = -1. Die Bedingung (4)
lautet f(2) =0 < 4a + 2b + ¢ = 0 & a = -1 und bestétigt nur noch einmal Bedingung (3).]

Beispiel 3: Ansatz: f(x) = a-(x - 1)2 + b. Denn: Die Bedingung (1) = 0 bedeutet bei einer Parabel, dass
der Scheitelpunkt der Parabel bei (1/b) liegt, so dass mit der Scheitelpunktform f(x) = a(x - 1)2+ b
folgt. Ferner gilt: (1) {(0) =0« a+b=0; (2) {(2) =0 < a + b = 0. In beiden Fillen erhilt man die
Bedingung a + b = 0. Bedingung (1) und (2) sind liefern also die gleiche Information. Dies ist klar,
da folgendes gilt: Der Ursprung liegt genau dann auf einer Parabel mit Scheitelpunkt (1/b), wenn
der Punkt (2/0) auf der Parabel liegt. Man hat unendlich viele Parabeln, fiir die a + b = 0 ist. Formt
man die Bedingung a + b = 0 etwa nach a um ergibt sich a = - b. Setzt man a in die allgemeine
Funktionsgleichung ein, gilt: fa(x) = a:(x - 1)2 - a = ax2 - 2ax. Dieser Steckbrief ist unterbestimmt und
erzeugt eine Parabelschar mit (vgl. Infoblock). [Alternativ hitte man auch den Ansatz f(x) = ax2 + bx
+ ¢ bzw. f'(x) = 2ax + b wihlen konnen. Mit den Bedingungen (1) f(0) =0 < c=0; (2) f'(1) =0 < 2a
+b=0; (3) f(2) =0 < 4a + 2b + c = 0 erhédlt man bei (2) als auch bei (3) dieselbe Gleichung 2a + b =0
oder b = - 2a. Daher folgt wie oben f,(x) = ax2 - 2ax.]
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Aufgabe 9

a) Ansatz f(x) =x2+ax +b.
Bedingung (1) f(4) =0 <16 +4a+b=0<b=-16-4a
Daher folgt wie oben f,(x) = x2 + ax - 16 - 4a.

b) Die Tiefpunkte scheinen auf einer Parabel zu liegen, wie die folgende Abbildungen zeigen zeigt.

El Tasten [¢]/[+]oder eingeben. B Tasten [¢]/[2]oder eingeben. B [EXE]:Kcordinaten anzeigen
Y8=x2+Ax—4A-1F Y8=xZ+Ax—4A-]
%
-10 -5 0 5 10 15 -0 5 o [ 10 jig
10 -10)
-15 -15
20 -20
25 -25
a0 -30

35 il
-40 -48
A=-20 e A=4 '“[

2 2
¢) fa(x) = x2 + ax - 16 - 4a = 0. Die Diskriminante lautet: D = (— g) +16 +4a = a: + 4a + 16. Die

2
Diskriminante ist Null genau dann, wenn a: +4a+16=0=a’+16a+64=0< (a+8)?=0.
Also fiir a = -8 ist die Diskriminante Null. Der Graph zu f-s hat daher genau eine Nullstelle.
2
d) Man rechnet nach f."(x) =2x +a=0<x = —% = f(—g) = (—%) + a(—%) — 16 —4a
a2 a

=T ; —4a—16=— a4—2 — 4a — 16 Man erhalt die Schar der lokalen Tiefpunkte:

2
T, (—% /—az— 4a — 16). Also gzﬂt fiir den x- und y-Wert
=—2oa=-2xundy=—->—-4a—16.
2 4

Setzt man a in die Gleichung fiir y ein ergibt sich:
2 w2
y=-%—4a-16=-"2% _4(-2x) - 16 = —x* + 8x — 16.
Alle Tiefpunkte liegen als auf der Parabel mit der Funktionsgleichungy = x* + 9x — 16

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
YO9==ix2+8x—16_[%
\

10 5

e) X% +a;x-4a; — 16 = X% + a,x-4a, — 16 © (a; —a,)x = 4(a, —az)ﬁx= 4.
Hd1—4dy)
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3 Trassierungsaufgaben

Aufgabe 1

a) Die erste Abbildung hat offenbar die Funktionsgleichung: f(x) = 50 — gx (Steigung und y-Ach-

senabschnitt ablesen). Die zweite Kurve ist der Ast einer Parabel mit der Funktionsgleichung: f(x) =

ax? 4+ 50. Setzt man den Punkt (30/0) in die Gleichung ein, erhilt man 0 = a-30% + 50. Also

50

folgta = — 00" " % = f(x) = — 1—18x2 + 50. Die dritte Parabel konnte der Ausschnitt einer Parabel

dritter Ordnung sein mit der Form f(x) = ax® + bx? + cx + 50; f'(x) = 3ax? + 2bx + c. Hier gelten die
Bedingungen: (1) f'(0) = 0 & ¢ = 0; (2) f(30) = 0 & 27000a + 900b + 30c + 50 = 0 & 27000a +

900b + 30c = —50 (3) £(30) = 0 & 2700a + 60b + ¢ = 0. Der GTR lieferta = %s;b = —%;c =0>

-1 3_1p2
f(x) = 50X Xt 50.
b) 1 und 2 sind ungeeignet, auch wenn fiir Lésung 1 der Materialbedarf am geringsten ist (kiirzeste
Verbindung der Uberginge). Denn in beiden Lésungen liegt bei mindestens einem Ubergang ein
Steigungssprung vor. 3 ist am besten geeignet. Hier stimmen bei den Ubergangspunkten Ubergan-
gen sowohl die Funktionswerte als auch die Funktionswerte der ersten Ableitung iberein.

<)

Da der Ingenieur fordert, dass in den Ubergangsstellen Wendestellen vorliegen sollen, miisste die
Funktion mindestens drei Wendestellen haben (im Intervall [0; 30] liegt ein Kriimmungswechsel
vor). Daher muss diese Modellfunktion mindestens den Grad 5 haben. Die Forderung des Ingeni-
eurs ist sinnvoll, da es durch die beiden Wendestellen zu keiner ruckhaften bzw. sprunghaften An-
derung der Fahrtrichtung kommt. Die Forderung, dass an beiden Ubergéngen Wendestellen vorlie-
gen miissen, ist gleichbedeutend mit den zusatzlichen Bedingungen f“(0) = f(30) = 0.

Ansatz: f(x) = ax® + bx* + cx3 + dx? + ex + 50; f'(x) = 5ax* + 4bx3 + 3cx? + 2dx + €;
f"(x) = 20ax> 4+ 12bx? + 6¢cx + 2d.

(DOf(0)=0=e=0

2)f"(0)=0d=0

(3) f(30) = 0 & 30°a + 30*b + 303c = —50;
(4)f(30)=0<5-30*a+4-303b+3-30%c=0

(5) £"(30) = 0 & 20-303a + 12 -30%b + 180c = 0.

Mit dem GTR folgt fiir die Gleichungen (3) bis (5):a = — — i b=——c=——;
) o, 81000 1080 54
- _ 5 4 _ s . ; ;
= f(x) = 51000 X T 10s0X — 52X+ 50. (griiner Graf; gestrichelter Graf ist der Graf 3)
E E
v v
" BT 10 15 20 25 4740 35
a0 B -
ao
% —2r . Y 4
20 . —F— L St
' |
10
| | | | N, | p:4 _al
-20  -10 0 10 an an 40 =[]

In dieser Abbildung ist erkennbar, dass die | Deutlicher wird dies, wenn man die Ablei-
Uberginge bei der GRF fiinften Grades ,ge- | tungsgrafen betrachtet. Hier erkennt man, dass
schmeidiger” sind als beim gestrichelten Graf 3 | die Uberginge beim gestrichelten Grafen nicht
einer GRF dritten Grades. knickfrei sind.
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Aufgabe 2
a)
I I I
| knickfrei und ‘
krimmungssprungfrei
. e
1/
nicht sprungfrei sprungfrei und / /
nicht knickfrei /
Py / knickfrei und
/ nicht krimmungsruckfrei
b)
Bei einer Geraden gibt es keine Richtungsdnderung. Daher gilt fiir die mittlere Kriimmung tiberall
_ Ao _ Aa _
Ax =— = — = 0. Es gilt folglich fiir die lokale Kriimmungk = lér_r)lo " Alé—>0 ~ =0

Fiir den Kreis betrachte man folgende Abbildung:

W’p

f=360"-2-90"-Aa = 180"-Aa

Mit As = Aa - r (o im Bogenmaf) folgt fiir die mittlere Krimmung Ak = == Daher folgt fiir die

A 1
lokale Krimmungk = lim — = lim = ==,
As—04s  As—»0or T

‘)

. e - £ ’o
Sei a Extremstelle. Dann gilt f"(a) = 0. Also: x(a) = (1+0(f))1,5 =f"(a).
Sei a Wendestelle. Dann gilt £"(a) = 0. Also: k(a) = m =0.

rechtsgekriimmt
linksgekriimmt

f7(a)
A+ @1H15

Ist der Graf { } an einer Stelle a, giltf”(a) {i} 0. Daher folgt fur die Kriim-

mung k(a) = { } 0, da der Nenner stets positiv ist.
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Aufgabe 3
a) y
1
| A
4 -3 -2//3"0 1 2
z -1
”
P4
/
// -2t
/
/
y

Legt man den Ursprung z. B. in den Ursprung auf den ersten Ubergangspunkt A und wihlt fiir eine
Késtchenldnge eine Langeneinheit erhélt man folgende vier Bedingungen:

(1) f(0) =0 (2)f(0) =3 (3)f(6) = -1 (4)f(6) = -

Daher ist der Ansatz einer GRF dritten Grades geeignet (man kann mit ein wenig Nachdenken oder
durch Nachrechnen zeigen, dass keine GRF zweiten Grades die vier Bedingungen erfiillen kann):
f(x) = ax® + bx? + cx + d; f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢
Mf0)=0<d=0
@)f () =;oc=;
(3) f(6) = —1 & 216a+ 36b + 6¢c = —1 < 216a + 36b = -3
3
(4)f(6) = —; © 108a+12b+c = — < 108a+ 12b = —

c==
3

iefert a=—:b=—< Mitc= 1 =L g3 _1g2,41
Der GTR liefert: a = e b= 9.Mlt c = ;folgtf(x) = X Xt tox
Anmerkung: Wihlt man den Punkt B als Ursprung des Koordinatensystems erhilt man die Funkti-
onsgleichung f(x) = i)ﬁ - %xz - %X.

b)

Man hat £"°(0) und £"(6) zu berechnen und zu zeigen, dass diese Werte ungleich Null sind, da die
geraden Anschlussstiicke an den Stellen 0 und 6 als zweite Ableitung konstant Null sind. Es gilt

7 (x) = L x— 2. Daher gilt £7(0) = — 240 und ()= — L %0. Also ist f an den Stellen x = 0 bzw.
367 9 9 16

x = 6 nicht krimmungssprungfrei. Eine solche Funktion miisste sechs Bedingungen erfiillen, hitte
also mindestens fiinften Grad. Der Ansatz lautet: f(x) = ax® 4+ bx* 4+ cx3 + dx? + ex + f:
f'(x) = Sax* + 4bx3 + 3cx? + 2dx + e; f(x) = 20ax® + 12bx? + 6cx + 2d. Die 6 Bedingungen sind:

(Wf0)=0sf=0 @) f0)=loe=! B)f(0)=0sd=0
(4)f(6) = -1 © 6°a+6*b + 63c+36d + 6e + f= —1 == 6°a+ 6*b + 6°c = -3
d=f=0;e==
3
(5)f(6)=— ©5-6%a+4-63 +3-62c+12d+e=— —=5-6%a+4-6’b +3-62c=—
d=0;e==
3
(6)f'(6) =0 20-6%+12-6”b+36¢c +2d = 0 & 20- 6%+ 12 67b + 36¢ = 0.
Mit dem GTR folgt fiir die Gleichungen (4) bis (6):a = ——L b=——;c=——— Mitd=f=0bzw.e
M 1 s 5 4 5 . 1 2592 648 108
=3 folgt: f(x) = 5555 X T o X T 1eX T3k

Der fettgedruckte Graf garantiert im Gegensatz zum gestrichelten Grafen kriimmungssprungfreie
Uberginge
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g E
Grafikfunkt.:V= v
V25- . bxa+2, 16,91 [—]

1 5.5 . __
Ya8-2592% TBag* !
-

Aufgabe 4

a) f,4(0) = 50 %2 =50 & d2 = 50b und f;,4(30) = 0 & =+ (d—900)2 = 0 & d = 900. Alsob =

2
4~ _ 16200.
50

b) Es gilt nach der 2. binomischen Formel: f,4(x) = %- (d—x2%)? = %- (d? — 2dx? + x*). Daher
folgt fy,q'(x) = 3+ (42> — 4dx) = T (x> — dx)

[mit der Kettenregel (,innere mal duflere Ableitung”), die wir in der Q2 kennenlernen, geht es
schneller: fi,g'(x) = -2+ (d — x?)(=2x) = £ (x? = d)x = + (x> — dx)]

Nun folgt: f, 3 "(x) = %(3){2 —d). Setze b = 16200 und d = 900 ein und man erhélt:

. 1 o 1
f16200,900 (X) = 16200 (X3 - 900X) und f16200,900 (X) = m (3X2 - 900)
Es gilt f16200,000 (30) = f16200,000 (0) = 0.
i i . 900 . 1800 ) L
Allerdings gilt f16200,900 "(0) = — 575 # 0 und f16200,900 "(30) = ;= = 5 # 0. Daher sind die Uber-

gange sprung-, aber nicht kriimmungssprungfrei.

0) f16200900 (X) = — (3x2 —900) = 0 & 3x% — 900 = 0 & x = +/300 ~ +17,32.

4050
rrr X
f16200900" (%) = 25 25X

f16200‘900,”(\/ 300) = 6;_5 V 300>0 und f16200'900(\/ 300) = % . Re-Li-Wendepunkt W(17§/22§)

d) Es gilt f, 4(0) = d{. b > 16200 bewegt sich die erste Ubergangsstelle bei konstantem d = 900 nach

unten, analog fiir b < 16200 nach oben (vgl. Abbildung links). Fiir d > 900 verschiebt sich der zweite
Ubergangspunkt nach rechts und gleichzeitig wird der erste Ubergangs nach oben verschoben, fiir

d <900 gelangt der zweite Ubergangspunkt weiter nach unten und der zweite nach nach links (vgl.
Abbildung rechts).

B [EXEl:Koordinaten anzeigen Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=(1_|162919(1200—x2)2

Y1=(1132400%(900-x2)2
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Aufgabe 5
a) Vorteil Nachteil
e geringer Platzbedarf _
(Leverkuse. | * €infache Bauweise kostensparend | * - 16 M C v A SRR B
e Umkehren des Kreuz mdglich & S
ner Kreuz) (zweimal abbiegen) Leverkusener Kreuz)
Maleser | * geringere Staugefah,da Kreus mit| * QUGS B T DEEEREEG B
(Koln-Ost) hoherer Geschwindigkeit durchfah- nander), kostenintensiv

ren werden kann. e kein Wenden moglich

e geringere Staugefahr, da Kreuz mit
Turbine (oft hoherer Geschwindigkeit durchfah- | ¢  groflerer Platzbedarf als bei Klee-
in  GrofSbri- ren werden kann. blattlosung

tannien) e weniger aufwendig in der Baum- | ¢ kein Wenden moglich

weise als das Malteserkreuz

e geringere Geschwindigkeiten als bei
Malteser oder Turbine
e kein Wenden moglich

Windmiihle | e hohere Geschwindigkeiten als bei
(USA) Kleeblattkreuz moglich

Naheres erfihrst Du unter www.wikipedia.org/wiki/ Autobahnkreuz

b) Etwa in der Mitte der Trasse I liegt ein Rechts-Links-Wendepunkt. Daher wird Trasse I durch eine
Funktion mindestens vierten Grades beschrieben (mindestens zwei Wendestellen bedeuten mindes-
tens zwei Nullstellen der zweiten Ableitung, d. h. mindestens Grad zwei der zweiten und damit
mindestens Grad vier bei der Funktion). Daher werden mindestens fiinf Bedingungen zur Model-
lierung von Trasse I benétigt.

¢) Ansatz: f(x) = ax* + bx>® + cx? + dx + e; ' (x) = 4ax>® + 3bx? + 2cx + d; f’(x) = 12ax? + 6bx + 2c
Bedingungsgleichungen:

(1) A st sprungfrei: f(—100) = 0 & (—100)*a + (—=100)3b + (—=100)%c + (—100)d + e = 0

(2) A ist knickfrei: f'(—100) = 0 & 4(—100)3a + 3(—=100)?b + 2(=100)c+d = 0

(3) A ist kriimmungssprungfrei: f(=100) = 0 & 12(—100)%a + 6(=100)b + 2c =0

(4) B ist sprungfrei: f(0) = —50 & e = —50

(5) Bistknickfrei: f'(0) =0 d=0

Mit dem GTR folgt fiira, b, c:a=1,5-10"%b = 4-10"%* ¢ = 0,03. Mit d = 0 und e = -50 folgt:

f(x) =1,5-107%-x*+4-107*-x3+0,03-x> - 50 (=50 < x < 0)

d)fx) =15-107%-x*+4-107*-x3+0,03-x2 = 50; f(x) =6-107°-x3+12-107*-x? + 0,06 - x
£7(x) = 18- 1076 - x2 + 24 - 10~* - x + 0,06; £'(x) = 36 - 106 - x + 24 - 10~*

£/(x) = 18- 1076 - x* + 24107 - x+ 0,06 = 0 = x = —100 Vx = —33]

f’(=100) = 36107 (=100) + 24-10"* = —12-107* < 0: —100 ist Links-Rechts-Wendestelle.
f’(-332) =36-107¢-(—33%) +24-107* = 12- 10* > 0: —33Zist Links-Rechts-Wendestelle.

e) Da 0 eine Extremstelle von f ist, ist die Kriimmung an der Stelle 0 nach dem Merksatz von Aufgabe
2 gleich f7(0) = 0,06. Dieser Wert entspricht aber nicht der Kriimmung des Kreises mit dem Radius
50, der & = 0,02 betrégt. Daher hat der Ubergang einen Kriimmungssprung bei 0.

f) Die Funktionsschar f,, mit f,(x) = = - x* + = - x3 + 2. x2 — r besitzt die folgenden Ableitungen:
: ' t t t
, 12r 24r 12r ,, 36r 48r 12r
fr,t(X):t_4'X3+t_3'X2+t_2'Xundfr,t (X)=t—4 2+t—3' +t_2

Nun miissen die folgenden fiinf Bedingungen tiberpriift werden:
fre(=0) =0; frf (=) =0; fr,"(=1) = 0; £ :(0) = —1; £, (0) =0


http://www.wikipedia.org/wiki/Autobahnkreuz
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3r 8r 6r
frt(—t)=—-(—t)4+—-(— )3+—-(—t)2—r=3r—8r+6r—r=0
24-r 12r

fre'(= t)—E (0% + Zfr (-0 + 5 ()= -+ B =0

) 12r 36r 48r 12r
fre (—t)=—4'(—t) +—'(—t)+—2=t—2—t—2+t—2=

8 6
fr.+(0) —Tr o‘*+t—3r-o3 +—2r 0?—r=-r
12r 3 24r ) 12r

frt ( t) = t—4 : 0 t_3 O —2 0 =
8) \ y

f50,250 f50,175 f50/100 fs5¢ X |

— —— 4 * . ' >
-250  -225 -200 [-175~ 175100 -75~\:50 N\25 0 25 EI) 75
\ ~

(,)50
1

Am besten geeignet ist der Graf zu f5 ;75. Hier schmiegt sich ein Kreis mit dem Radius 50 in der
Né&he von Null am besten an.

h) und i) Damit der Ubergang B krﬁmmungssprungfrei ist, muss nach dem Merksatz von Aufgabe

2 fiir die Extremstelle x = 0 gelten: f,.;"(0) = % 1t22r =-o12r2=t? e—=t= V12-r = 3,46 - r. Da-
mit wird klar warum in Aufgabenteil g) fs( 175am besten geeignet zu sein scheint. Denn fiir einen

Wert t =12 50 ~ 173 ist bei einem Radius r = 50 die Stelle 0 krimmungssprungfrei.

j) Nach dem Satz des Pythagoras (siehe folgende) gilt: k.2 (x) + x% =2 Umgeformt nach k(x)
ergibt sich fiir 0 < x < r: k. (x) = £Vr? — x2. Fiir den unteren Viertelkreis gilt daher fiir0 <x <r:
k() = VT2 %2,

X Cr(rZO) X

\ 4

k(x)

(x/k(x))

B,(0/-1)

k) Ansatz: f(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + e; f'(x) = 4ax® + 3bx? + 2cx + d; /(%) = 12ax? + 6bx + 2¢
Bedingungsgleichungen:

(1) A st sprungfrei: f(—t) = 0 & (—t)*a+ (—t)3b + (—t)’c+ (-t)d+e =0

(2) A ist knickfrei: f'(—t) = 0 & 4(—t)3a+ 3(—t)?b + 2(=t)c+d =0

(3) A ist kriimmungssprungfrei: f*(—t) = 0 & 12(—t)?a+ 6(—t)b + 2c =0

(4) Bist sprungfrei: f(0) = -re e = —
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(5) Bist knickfrei: f(0) =0 d=0

Man erhilt nun das LGS in fiir a, b und ¢ Matrizenschreibweise:
-0* =0 (-D*r t2
413 3(-t)? 2( t) 0] S [ 4¢3 3t2 —2t

r tt -3 t?

—— | _4:3 2 _
2 2 0 II+t-III[ 4t 3t 2t
12(—t)*  6(-t) 12t —6t 2

0] 8t3 —3t2 0

r
t_2-|

r
0]
0

I [tz —t 1

L tt -3 t? | 2|
_9¢4 3 _ 944 3 _ kel
s |2ttt OZrﬁ 2t 8 oflr|ef-2t 1 0|3
gt3 —3t2 0l0 2t* 0 olerl 1 0 olsr
t4’
Es folgt fiir a, b, c: a—2 b ——+2t §=f3r, ——+t——t23r=%.Mitd=0unde=—rerh'altman

die Funktionsschar fr,t.
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4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Aufgabe 1

a) Die Zielfunktion T(b) = b - (900 — b?) = 900b — b? erhalt man fiir 0 < b < 30, indem man die Ne-
benbedingung b? + h? = 30% (Satz des Pythagoras) nach h? auflgst und h? = 900 — b? in T(b,h) =
b - h? einsetzt. So hingt T nur noch von b ab. Gesucht ist nun das globale Maximum von T im Inter-
vall [0; 30]. Dafiir bestimmt man zunichst T" und T"": T'(b) = 900 — 3b?; T"(b) = —6b; Setzt man T~
nun Null, folgt: T'(b) = 900 —3b? =0 < b = +10+/3 ~ +17,3. Interessant ist nur den positive Wert,
den man nun in T"" einsetzt: T"(lO\/g) = —60v3 < 0: b= 10v3 = 17,3 ist lokale Maximumstelle
und wegen T(0) = 0 = T(30) sogar global im Intervall [0; 30]. Die dazugehorige Hohe isth =

V302 — b? = /600 = 10V6 ~ 24,5.

b) Man betrachte die Zielfunktion auf dem Intervall [0; 14]. Da die Funktion T fiir 0 < b < 10V/3 ~

17,3 streng monoton wachsend ist, liefert der Randwert b = 14 (und h = V900 — 142 ~ 26,5) die ge-
suchte Losung.

E [EXEl:Koordinaten anzeigen
WI=900x-x"(3)

C{14,.9858)

5 10 5 z0 25
E=14 ¥=9856

Zimmermannsregel Faustregel

Teile den Durchmesser eines kreis-
formigen Querschnitts des Baum-
stammes in 3 gleiche Teile. Errichte
in den Teilungspunkten jeweils das
Lot. Damit erhéltst du den Balken-
querschnitt.

Breite : Hohe=5:7

Nach dem Kathetensatz gilt: E = %ﬁ =,/0,5~ 0,707
b? = a-3a = 3a® bzw. h? = 2a- 3a = 6a? =
b2 b ; = 0,714
= Wz =05= N =,0,5 s
Der Wert stimmt genau mit dem berechneten Wert iiberein \/% ~ 1,01
(siehe rechts) Abweichungca.1 %

d) Man hat als Zielfunktion T(b) = k* b (D? — b?) = k- (D?b — b®) und betrachte den Parameter k
> 0 als beliebig aber fest. Es gilt: T'(b) = k- (D? — 3b?) und T”'(b) = —6 k- b. Man erkennt, dass die
Rechnungen die gleichen sind wie in Aufgabenteil a). Man erhilt daher als optimale Breite und

2 2
Hohe: b = gD undh = VD? —b® = /DZ - D? = ’% = \E D= gD. Insbesondere gilt die Zimmer-

mannsregel fiir einen beliebigen Baumdurchmesser D, da der Quotient aus b und h fiir jeden Durch-
messer 4/ 0,5 ist.
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Aufgabe 2

a)

Zielfunktion Flicheninhalt: A(a) = 2a-f(a) = Za(—a2 + 4) = —2a%+8a
Definitionsbereich: 0<a <2
Globales Maximum bestimmen: A'(a) = —6a% + 8; A”(a) = —12a

A'(a)=—6a2+8=0@a=i\/§:+§\/§

Es gilt A” (g \/§) =-8/3<0AA0)=AQ)=0:a =§\/§ ~ 1,15 ist globale Maximumstelle auf dem
Intervall [0; 2].

Optimale Seitenlingen und maximalen Flicheninhalt bestimmen:

Breite = %\/g

. 2 2 =\? 8.
Hohe = f(33) = - (3V3) +4=%
Maximaler Flacheninhalt = %\/? -g = %\/_ ~ 6,16.

Zielfunktion Umfang: U(a) = 4a + 2+ (—a?+4) = —2a® + 4a + 8

Definitionsbereich: 0 <a <2

Globales Minimum bestimmen: U'(a) = —4a+ 4; U”"(a) = —4

U@ =0sa=1.

Es gilt: U"(1) = —4 < 0AU(0) = U(2) = 8 AU(1) = 10: a = 1 ist globale Maximumstelle auf [0; 2].
Optimale Seitenlingen und maximalen Umfang bestimmen:

Breite = 2

Hohe = f(1) = -1+ 4 = 3;

Maximaler Umfang = 10.

b)

(1) Zielfunktion Flicheninhalt: A(a) = a-f(a) = a(—a2 + 9) =-a%>+9a

Definitionsbereich: 0<a <3

Globales Maximum bestimmen: A’(a) = —3a® + 9; A”(a) = —6a
A@@)=-3a2+9=0a=+3.

Es gilt: A”(v/3) = =63 < 0 AA(0) = A(3) = 0: a =3 = 1,73 ist globale Maximumstelle auf [0; 3].
Optimale Seitenlingen und maximalen Flicheninhalt bestimmen:

Breite = v/3

Hohe = f(v3) = —~(v3)' +9 = 6; 4 y
Maximaler Fldcheninhalt = 6v3 =~ 10,39.

(a/-a2+9)

T —
(@)}

\ Aol
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(2) Zielfunktion D(x) = d*(x) = (XZ)Z +B-x)?2=x*+x*-6x+9

Definitionsbereich: 0<a <3

Globales Maximum bestimmen: D’ (x) = 4x> + 2x — 6; D”'(x) = 12x% + 2

D’(x) =4x3+2x—6=0ﬁx= 1.

Es gilt: D”(1) =14 > 0AD(0) = 9AD(3) = 81 AD(1) = 5: a =1 ist globale Minimumstelle von D

auf dem Intervall [0; 3].

Geringsten Abstand bestimmen:

D(1) =5 = d(1) =5 istder geringste Abstand zur Parabel. der LotfufSpunkt lautet (1/1).

A
Y

/
Z flp(x/x2

N/ x| \G/OX
0 1 x 2 3

a

(3) Zielfunktion Flicheninhalt: A(a) = 3 —a)-f(a) = (3—a) - (1 +2a%) = —la*+ 2% —a+3
Definitionsbereich: 0 <a <3

Globales Maximum bestimmen: A’(a) = —2a® +2a* — 1;A"(a) = —¥a* + Za

A =—@’+@’-1=02a~191va=1va~—066

Es gilt: A”(1) = g > 0: a =1 ist lokale Minimumstelle auf [0; 3].

A”(1,91) = —1,88 < 0: a = 1,91 ist lokale Maximumstelle auf [0; 3].

A(0) =3 AA3) =0AA(1,91) ~ 2,61

Damit ist der Randwert a = 0 auf dem Intervall [0; 3] globale Maximumstelle. Ein Blick auf die
Zielfunktion verdeutlicht dies:

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=-.2xx"{4)+.6xx¥3)=x+3

— =% T o 1 ¢
/ _1- X
X=1.91 ¥=2.60899587§

Optimale Seitenlingen und maximalen Flicheninhalt bestimmen:
Breite = 3

Héhe = f(0) = 1;

Maximaler Flacheninhalt = 3
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Aufgabe 3

Schrottplatz Miiller

Man legt das Koordinatensystem wie in der folgenden Abbildung beschrieben so, dass der Schei-
telpunkt der nach unten geoffneten Parabel im Ursprung liegt.

v><

2,50m

" 6,30 m >

Zielfunktion Flicheninhalt:
A(x,a) = —(—2,5 - fa(x)) (22X = (2,5 + fa(x)) - 2x mit f,(x) = ax? (a < 0)
Nebenbedingung: (3,15/-2,5) liegt auf dem Parabelbogen:—2,5 = a-3,15> @ a = — % ~ 0,2520

Nebenbedingung einsetzen: A(x) = (2,5 - &OOXZ) - 2x = 5x — 22043
3969 3969
Definitionsbereich: 0 < x <3,15
Globales Maximum bestimmen: A’(x) = 5 — 22 x2: A”(x) = — =20y
3969 3969
ey & 6000 o _ (1323 _ 5 o
A(x) = 7955 % =0ox= 200 =3~ 1,82

A”(1,82) <0 AA(0) = A(3,15) = 0 AA(1,82) = 6,1: x = 1,8 ist globale Maximumstelle auf [0; 3,15].
Optimale Seitenlingen und maximalen Flicheninhalt bestimmen:
Breite = 3,64 Hohe = 2,5 4+ f(1,82) =~ 1,67 Maximaler Flicheninhalt = A(1,82) = 6,06

[Alternative ,elegantere” Losung: Wahlt man das Koordinatensystem so, dass die untere Seite des

Schildes auf der x-Achse liegt erhélt man mit der Parabel mit f(x) = 2,5 — %XZ dieselbe Zielfunk-

tion wie oben: A(x) = 2x - f(x) = 2x - (2,5 - %XZ) =5x — %X?’ ]

Schrottplatz Schmitz

Hier kommt man auch ohne Koordinatengeometrie aus. Man betrachte folgende Strahlensatzfigur:

2,25

X 3-x
>
6,00 m

Zielfunktion Flicheninhalt: A(x,y) = 2x-y
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Nebenbedingung: Der Strahlensatz liefert: 2% = ? =>y=075-(3-x)

Nebenbedingung einsetzen: A(x) = 2x- 0,75 (3 — x) = 4,5x — 1,5x?

Definitionsbereich: 0 < x <3

Globales Maximum bestimmen: A’ (x) = 4,5 — 3x; A" (x) = —

AX)=0ex=15

A”(1,5) = -3 <0 AA(0) = A(3) = 0 AA(1,5) = 3,375: x = 1,5 ist globale Maximumstelle auf [0; 3].
Optimale Seitenlingen und maximalen Flicheninhalt bestimmen:

Breite = 3 Hohe = 1,125 Maximaler Flacheninhalt = 3,375

Aufgabe 4

a)

Zielfunktion: O(r,h) = 2nr? + 2nrh mit dem Radius r und der Hohe h

Nebenbedingung: V = nr’h = 750 & h = 7—50
150

Nebenbedingung einsetzen: O(r) = 2mr? + 2111‘% = 2mr? + TO = 2nr? + 1500r~*
Definitionsbereich: r, h >0

Globales Minimum bestimmen: O'(r) = 4nr — 1500r=2; 0”(r) = 4m + 3000r—3

0’(r) = 4mr — 1500r—2 —0<=4m — 1500 =0 & r = 25 ~ 4,92;07(4,92) > 0

AO(r) = 2mr? + 1500r~* ot (erster Term strebt gegen Null, zweiter gegen Unendlich)
AO(r) = 2mr? + 1500r™! r—+> +oo (erster Term strebt gegen Unendlich, zweiter gegen Null)

0(}E) = 2n(3E)" + IJE;"T" ~ 457 [cm?]

Daher nimmt O bei r = }/2Z sein globales Minimum an.
Optimale Mafie der Dose und minimale Oberflicheninhalt bestimmen:

Durchmesser = 23/325 ~ 9,84 [cm]  Héhe = 750 >~ 9,85 [cm] Minimale Oberfldche = 457 cm?

3/375
T

b)

(1) Zielfunktion: O(r,h) = 2nr? + 2nrh mit dem Radius r und der Hohe h
Nebenbedingung: V = mr’h =330 & h = 39 (0 33 1=330 cm3)

Nebenbedingung einsetzen: O(r) = 2mr? + 2T[I' =2m = 2nr? + 660r 1

Definitionsbereich: r, h > 0

Globales Minimum bestimmen: O’(r) = 4nr — 660r~2; 0”'(r) = 4w + 1320r~3

0’(r) = 4nr — 660r=2 =0 (r:2> 4mr® — 660 =0 & r = 3/2E ~ 3,74, 07(3,74) > 0

AO(r) = 2mr? + 660r~1 " +oo (erster Term strebt gegen Null, zweiter gegen Unendlich)

AO(r) = 2mr? + 660r‘1 ot (erster Term strebt gegen Unendlich, zweiter gegen Null)
660

o(V%) = s

Daher nimmt O bei r = /25 sein globales Minimum an.
Optimale MafSe der Dose und minimale Oberflicheninhalt bestimmen:
Durchmesser = 23/ ~ 7,48 [cm]  Héhe = 339 > ~ 7,48 [cm] Minimale Oberfldche = 264 cm?

16

~ 264 [cm?]

3]165

T

(2) Zielfunktion: V(r,h) = nr’h mit dem Radius r und der Héhe h

2-m? 1 1

Nebenbedingung: O = nr? + 2nrh =2 & h =

2nr T 2
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Nebenbedingung einsetzen: V(r) = mr’h = mr? (; 2

B [EXE]:Koordinaten anzeigen
¥2=x—. Braxx"*(3)

051

o5 1 15
-0.5}

Ei NULLSTELLE
X=0.,7978845608 Y=0

Definitionsbereich: Die Funktion macht nur Sinn fiir positives Volumen. Daher muss gelten we-

genr>0:1tr2(i—lr)>O(:>i—lr>0(=)l—lr2>0<:>r2<3<:)r<\/2%0,80.
mr 2 mr 2 r>0 T 2 T T

Alsogilt0<r < \/E ~ 0,8
T

Globales Maximum bestimmen: V'(r) = 1 — 1,5nr?; V'(r) = —3nr
Vi) =1-15mr’=0&or= 2~ 0,46;V"<\/Z> <0
31 3T

AV(r) = r—=mrd —0
2 r—0

o f)-o
T
3
V< i>= i—1n< i) ~ 0,307 [m?]
3T 31 2 3n

Daher nimmt V beir = /% sein globales Maximum an.

Optimale Mafie der Dose und minimale Oberflicheninhalt bestimmen:

Radius = \/Z ~ 0,46 [m] Héhe = — — l\/z ~ 0,46 [m] Maximales Volumen = 0,307 m3
3w n \/Z 24/ 3T

3T
(3) Zielfunktion Volumen: V(r,h) = nr’h
Nebenbedingung: Der Strahlensatz liefert: 1% = % >h= %- B-r
Nebenbedingung einsetzen:
V(r) = ?m‘z -(3—=r) = 10mr? — ?m‘3 10
Definitionsbereich: 0<r<3

Globales Maximum bestimmen: V'(r) = 20nr — 10mr?; V' (r) =

20m — 20mr

V(@) =20mr—10nr’ =0 2r-r’=0r2-rNn=0sr=

2(dar>0) h
V(2) = —20m< 0 AV() == 0A V(3) = 0AV(2) = %s x = 2ist .
globale Maximumstelle auf [0; 3]. =

Optimale Seitenlingen und maximalen Flicheninhalt bestimmen:
Breite = 4 cm Hohe = % cm Maximaler Flacheninhalt = ? cm?2

Kontrollergebnisse fiir die ler-Aufgabe: a) Radius r =~ 2,67 cm, Hohe h = 3,33 cm b) Radius r = 3,03
cm, Hohe h = 2,42 cm.
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Aufgabe 5

a)

Beispiel fiir eine mogliche Begriindung: Eine kleine Erthchung wird man akzeptieren, wenn die
Qualitét stimmt. Weniger Kunden wird es erst bei einer kréftigeren Erhohung geben. Dann ist aber
auch zu rechnen, dass gleich , {iberproportional” viele Kunden abspringen.

b)

Zielfunktion bestimmen: Die Kosten K, die Einnahmen E und der dazugehorige Gewinn G = E -
Khiangen von der Anzahl n der Preiserh6hungen und dem damit verbundenen Kduferschwund KS
ab. Fir K, Eund G (in €) gilt K=90 + (250 - KS) - 1,2 und E = (250 — KS) - (1,8 + 0,1n). Die Zielfunktion
lautet in Abhéngigkeit von KS und n: G(KS; n) = (250 - KS) - (1,8 + 0,1n) - [90 + (250 — KS) - 1,2].
Nebenbedingung: KS = n2.

Definitionsbereich: 0 <n <15 (falls n ganzzahlig ist, sonst 15,81); 0 < KS < 250.

KS in die Zielfunktion einsetzen: G(n) = (250 — n?) - (1,8 + 0,1n) - [90 + (250 — n?) - 1,2] = (250 — n?) -
(1,8 +0,In)-90- (250 - n?)- 1,2=(250 - n?) - (1,8 + 0,In-1,2) - 90 = (250 = n?) - (0,6 + 0,1n) - 90 =
-0,1n? - 0,6n2 + 25n + 150 - 90 = -0,1n® - 0,6n2 + 25n + 60

Nun maximiert man die Gewinnfunktion in Abhidngigkeit von n:

G'(n) =-0,3n2 - 1,2n + 25. Dann gilt: G' (n) = 0 = n~ 7,3 (die zweite Losung ist -11,3 und ist nicht
Teil des Definitionsbereichs). G wechselt bei 7,3 das VZ von + nach - (z. B. G'(0) = 25 und G*(10) =
-17): 7,3 ist lokale Maximumstelle. Das Maximum betragt G(7,3) = 171,62.

Rinder untersuchen: Wegen G(0) = 60 und G(15) = -37,5 ist 7,3 globale Maximumstelle.

Ergebnis formulieren/Interpretation im Sachzusammenhang: Geht man von einer Preiserhchung
aus, die ein ganzzahliges Vielfaches von 10 ct betrdgt, dann ergibt sich wegen G(7) = 171,3 sowie
G(8) =170,7 ein maximaler Gewinn (170,30 €) bei einer Erthchung um 70 ct, d. h. einem Verkaufspreis
von 2,50 €. Wiirde man eine beliebige ganzzahlige Preiserh6hung zulassen, betriige der Gewinn bei
einer Erhohung um 73 ct 171,62 €.

Aufgabe 6

a)

Fiir den Verkaufspreis x (in €) und den Gesamtgewinn G gilt (N ist die Anzahl der 0,25 Euro-Preis-
senkungsschritte):

Verkaufspreis | Anzahl N verkaufte Menge Einnahmen | Kosten Gewinn

10,00 € 0 10 000 kg 100 000 € 55000€ | 45000 €

9,50 € 2 14 000 kg 133 000 € 77000€ | 56 000 €

6,00 € 16 42000k g 252 000 € 231000€ | 21000 €
b)

Losung 1 (Gewinnfunktion in Abhidngigkeit von N):

E(N) = (10000 + 2000N) - (10 - 0,25N) und K (N) = (10000 + 2000N) - 5,5. Der Verkaufspreis ist dar-
stellbar durch x =10 - 0,25 N.

Zijelfunktion: G(N) = E(N) - K(N) = (10000 + 2000N) - (10 - 0,25N) - (10000 + 2000N) - 5,5 = (10000
+ 2000N) - (10 - 0,25N - 5,5) = (10000 + 2000 N) - (4,5 - 0,25N) = 45000 + 6500 N - 500 N=2.
Definitionsbereich von G: 0 < N <40.

Maximieren von G in Abhidngigkeit von N: Der zugehdorige Graph ist eine nach unten geodffnete
Parabel, das globale Maximum tritt also im Scheitelpunkt auf. G'(N) = 1000 N + 6500 = G'(N) =0
© N =6,5 = x =8,375. Fur x = 8,38 gilt N = 6,52 bzw. fiir x = 8,37 gilt N = 6,52 (N = 40 - 4x).
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Antwort im Sachzusammenhang: Da ein Verkaufspreis mit 0,5 ct im Einzelhandel nicht sinnvoll ist
und G (6,52) = G (6,48) gilt (warum?), kann die Kaffeerosterei den Preis auf 8,37 € = 10 € - 0,25 - 6,48
€ oder 8,38 € =10 € - 0,25 - 6,52 € pro Kilogramm festlegen. Der Gewinn betradgt dabei in beiden
Fallen 66 124,80 €.

Alternativlosung (Gewinnfunktion in Abhingigkeit vom Verkaufspreis x):

x ist der Verkaufspreis und N die Anzahl der 0,25 €-Erméafsigungen. E(x; N) = (10000 + 2000N) - x
und K(x; N) = (10000 + 2000N) - 5,5.

Zielfunktion in Abhidngigkeit von x und N: G(x; N) = E(x; N) - K(x; N) = (10000 + 2000N) - x - (10
000 + 2000N) - 5,5 = (10 000 + 2000N) - (x - 5,5)

Nebenbedingung: x =10 - 0,25 N < N =40 - 40x

Definitionsbereich: Do ={x | 55<x<10}

Einsetzen in G(x; N): G(x; N) = (10 000 + 2000 - (40 - 4x)) - (x - 5,5) = (10 000 + 80 000 - 8000x) - (x -
5,5) = (-8000x + 90 000) - (x - 5,5) =-8000 x2 + 134 000 x — 495 000

Maximieren von G in Abhingigkeit vom Kaufpreis x: Der zugehorige Graph ist eine nach unten
geoffnete Parabel, das Maximum tritt also im Scheitelpunkt auf. G'(x) = =16 000 x + 134 000 = G'(x)
=0 x=8,375

Antwort im Sachzusammenhang: Da ein Verkaufspreis mit 0,5 ct im Einzelhandel nicht sinnvoll ist
und G(8,37) = G(8,38) gilt, kann die Kaffeerosterei den Preis auf 8,37 € oder 8,38 € pro Kilogramm
festlegen. Der Gewinn betridgt dabei jeweils 66 124,80 €.

<)

Kritikpunkte: Der Zusammenhang von Preisreduzierung und Absatz ist unrealistisch, die Selbst-
kosten pro Tag sind nicht konstant. Ein realistischerer Ansatz konnte z. B. durch einen quadratischen
oder kubischen Zusammenhang von Preisreduzierung und Absatzmenge erfolgen.

Aufgabe 7

a)

Fiir die durchschnittlichen Herstellungskosten H gilt: H(x) = @ = 2x% — 16x + 48 + 100x 1.

Der Definitionsbereich von H ist 0 < x <9 (warum?).

Fir die Ableitung H" gilt H'(x) = 4x — 16 — 100x 2. Setzt man H" Null ergibt sich 4x — 16 —
100x~2 = 0. Multipliziert man beide Seiten mit x2 > 0 erhilt man 4x3 — 16x?> — 100 = 0 © x> —
4x% — 25 = 0. Mithilfe des GTR erhilt man die einzige Losungen 5 (z. B. tiber MENU A). Wegen
H'(5)=0,H"(4) =-25<0und H’(6) =47 > 0 (VZW von - nach +) besitzt H an der Stelle 5 ein lokales
Minimum, das sogar global ist, da H ftir kleine Werte von x sehr grofs wird und auch H(9) = 77,11
grofier als H(5) = 38 ist.

Antwort: Bei einer Produktionsmenge von 5000 Einheiten sind die durchschnittlichen Produktions-

kosten minimal.
b)

Zielfunktion: G(x) = E(x) — K(x) = -18 x3 + 16 x2 + 96 x - 100.

Definitionsbereich: 0 < x<9.

Globales Maximum bestimmen: G'(x) = — 54 x2 + 32 x + 96; G’(x) = 0 = x1 = 1,662; x> = =1,07 < 0
(entfdllt), G'(1) =74 > 0, G’(2) = -56 < 0 (VZW von G’ von + nach -): Also liegt bei x; ein lokales
Maximum vor. Fiir die Randwerte gilt G(0) = —=100; G(9) = —11 062 (Maximum global).

Antwort: Bei einer Produktionsmenge von ca. 1662 Einheiten ist der Gewinn maximal.



Kontrollaufgaben
Aufgabe 1

a)
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f(x) =x3+6x2+12x=x-(x*+6x+12) =0 x=0 Vx?+6x+ 12 =0 © x = 0, denn die
Diskriminante von der quadratischen Gleichung in Normalform lautet D = 3% — 12 = -3 < 0.

b)
f'(—=1) = 3 entspricht der Steigung der Tangente an der Stelle -1 (im Punkt P).

<)

t(x) = f'(—=1) -x — 4 = 3x — 4 (von P erreicht man die Schnittstelle mit der y-Achse, in-
dem man von P eine Einheit nach rechts und drei Einheiten nach oben geht.)

d)
f(x) =3x2+12x+12,f"(x) = 6x + 12,f"(x) = 6.

Esgilt:f'(—2) =f"(—2) = 0,f"(—2) = 6 > 0 (ReLiPo) und f(—2) = —8.
Daher ist W(-2/-8) ein Sattelpunkt

Aufgabe 2

a)

Die Aussage ist falsch, da es Graphen ganzrationaler Funktionen gibt, die
nach einem Sattelpunkt (W1) zunéchst einen Wendepunkt (W>) haben, bevor
ein Extrempunkt (HP) vorliegt. Z . B. fur den Graphen der Funktion f mit
f(x) = —3x* + 4x3 (siehe rechts)

b)

1P

Wi

7

W

Die Aussage ist richtig, da die Kriimmung an den beiden benachbarten Extrempunkten unter-
schiedlich sein muss und daher dazwischen ein Krimmungswechsel erfolgen muss.

<)

Die Aussage ist richtig, da der Graph der Ableitungsfunktion eine Parabel zweiter Ordnung ist,

die mit dem Scheitelpunkt einen Extrempunkt besitzt.

Aufgabe 3

2) g 0)=4§

N

3 4 &
‘ 1{(4):0 de g’ (4)>0
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b) A

y

Zu (1) 6
Die Funktion f ist gerade = f(x) = ax* + bx? + ¢ HP
@) £(0) =4 5
(I £(1) =5 ¢
(1) £(1) = 0
Zu (2) 3
f'(x) = 4ax3 + 2bx
Df0)=4=c=0
(Mfl)=5=a+b+c=5a+b=5 2T
(I £(1) = 0= 4a + 2b = 0 .
() + (2):(:2a=-10 & a = ~5 == b = 10

X
Also: f(x) = —5x* 4+ 10x? >

-2, -1 |0 1

Aufgabe 4

a)

f(x) = ax* + bx* + ¢ (Funktion ist wegen der Achsensymmetrie des Graphen gerade)
f'(x) = 4ax3 + 2bx, f’(x) = 12ax? + 2b,
f1)=3:a+b+c=3,(I)f"(1)=0:12a+2b=0(Il) f'(1)=-2:4a+2b=-2<2a+b=-1.
Man erhilt das LGS:

1 1 1 3
12 2 0 0.
2 1 0 I-1

Mit dem GTR erhélt man die Losung: a = 0,25, b = -1,5 und ¢ = 4,25.
b)

f(x) = ax® + bx (Funktion ist wegen der Punktsymmetrie des Graphen ungerade)
f'(x) = 3ax* + b,

Of1)=2a+b=21)f(1)=0:3a+b=0.

(IT) - (I) ergibt 2a = -2 bzw. a = -1 und damit b = 3.

<)

Ansatz f(x) =x2+ ax + b.
Bedingung (1) f{(3) =0 < 9 +3a+b =0« b=-9 -3a. Daher folgt f,(x) =x2+ ax - 9 - 3a.

2 2
fa(x) = x2 + ax - 9 - 3a = 0. Die Diskriminante lautet: D = (— g) +9+3a= a: + 3a + 9. Die Diskri-

2
minante ist Null genau dann, wenna: +3a+9=0<a’+12a+36=0< (a+6)? =0.

Also fiir a = -6 ist die Diskriminante Null. Der Graph zu f-¢ hat daher genau eine Nullstelle. Fiir alle

anderen Parameter von a hat die Funktion genau zwei Nullstellen— % ++D = - % + [a + 6]

Aufgabe 4

a)
g(x) = gac(x) = 5x und h(x) = gpp(x) = -2x +12
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b)

Ein sprungfreier Ubergang bedeutet, dass eine Strafie ohne Liicke in die andere StraSe iibergeht. Ein
knickfreier Ubergang bedeutet, dass die beiden Straflen im Ubergangspunkt die gleiche Steigung
haben.

<)

f(x) = ax® + bx? + cx + d,f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢

Bedingungen aufstellen:

(1) £(0) = g(0) = 0, (I1) £°(0) = &(0) = 5; (1) £(4) = h(4) = 4, (IV) £'(4) = h"(4) = -2

Aus (I) folgt d = 0 und aus (II) unmittelbar ¢ = 5. (III) und (IV) ergeben folgendes LGS:
(III) 64a + 16b + 4c + d =4 und (IV) 48a + 8b + c = -2. Setzt man c und d ein, ergibt sich:
(III) 64a + 16b = -16 und (IV) 48a + 8b = -7.

Mit dem GTR erhilt man: a = 0,0625 und b = -1,25

Also: f(x) = 0,0625x3 — 1,25x% + 5x und f'(x) = 0,1875x% — 2,5x + 5

d)

Es miisste eine Parabel mit einer Funktionsgleichung der Form p(x) = ax? + 5x sein, da der Punkt
A als Koordinatenursprung ein knick- und sprungfreier Ubergang ist. Mit f(4) = 4 ergibt sich die
Gleichung 16a + 20 = 4 oder a = -1. Damit gilt fiir die Funktionsgleichungen der Funktionen von p
und p’ p(x) = —x? + 5x und p'(x) = —2x + 5. Wegen p'(4) = —2 -4 + 5 = —3 ist der Ubergang nicht
knickfrei. Eine Parabel hat in der obigen Situation mindestens einen Ubergang der nicht knickfrei
ist.

e)

f’(x) =0,375x — 2,5

f7(0)=—-25#g’(0)=0und f"(4)=-1+h"(0) =0

Ein Graph mit kriimmungssprungfreien Ubergéingen A und B kann durch eine GRF vom Grad fiinf
modelliert werden (es kommen zwei Bedingungen dazu). Wenn es einen Graphen einer GRF vierten
Grades gibe, fiir den an den knick- und sprungfreien Ubergangsstellen die zweite Ableitung den
Wert Null annimmt, konnte das Problem auch durch eine Funktion vierten Grades beschrieben wer-
den (denn dann wiirde £"/(0) = g”/(0) = 0 und £"(4) = h""(4) = 0 gelten).

Aufgabe 6

a)

Zielfunktion: U(x;y) = 2x + 2y;

Definitionsbereich: x und y sind positiv.

Nebenbedingung: 900 = x - y. Formt man diese Bedingung nach y um, erhédlt many = %0.

Einsetzen der NB in Zielfunktion: Setzt man y in die Zielfunktion ein, ergibt sich:

U(x) = 2x + = = 2x + 1800x ™.

Globales Minimum bestimmen:
900

U'(X)=2—1800x‘2=0=32X2—1800=0(:>X2=900(:>X=3O:'y=§—30.
X

Wegen U’(29) = —0,14 < 0 und U’(31) = 0,13 > 0 sowie U(x) = +o0 und U(x) " +o00 nimmt U
fiir x =y = 30 ein globales Minimum an.

Antwort: Fiir x =y =30 cm betrédgt der minimale Umfang 120 cm

[Losung und Argumentation mit GTR moglich, allerdings miissen alle Ansdtze und Ableitungen
angegeben werden.]
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El [EXEl:Koordinaten anzeigen

=2x+1800xx1

b)

Zielfunktion: O(r,h) = 2nr? 4+ 2nrh mit dem Radius r und der Hohe h

Nebenbedingung: V = nr’h = 500 & h = ﬂ

1000

Nebenbedingung einsetzen: O(r) = 2mr? + 21‘[1‘% = 2mr? + = 2nr? + 1000r~?

Definitionsbereich:r, h >0
Globales Minimum bestimmen: 0'(r) = 4nr — 1000r~2; 0”'(r) = 4m + 2000r~3 > 0
0’(r) = 4mr — 1000r~2 =0 S 4mr3 — 1000 = 0 © r = /2% ~ 4,30; 07(4,30) > 0
T
AO(r) = 2mr? + 1000r~* e (erster Term strebt gegen Null, zweiter gegen Unendlich)
AO(r) = 2mr? + 1000r‘1 r—) +oo (erster Term strebt gegen Unendlich, zweiter gegen Null)
1000

oV = i

Daher nimmt O bei r = 3{/?—5 sein globales Minimum an.
Optimale MafSe der Dose und minimale Oberflicheninhalt bestimmen:

Durchmesser = 23/325 ~ 8,60 [cm] Héhe = 750 > ~ 8,60 [cm] Minimale Oberflache = 349 cm?

25

~ 348,73 [cm?]

<)

Zielfunktion: V(x;y) = 2x% ' y;
Definitionsbereich: 0 <x, y <2
Nebenbedingung: 2 = 6x + 4y. Formt man diese Bedingung nach y um, erhélt many = 0,5 — 1,5x.
Einsetzen der NB in die Zielfunktion: V(x) = 2x? - (0,5 — 1,5x) = x? — 3x3
Bestimmung des globalen Maximumes:
2

V(x) =2x—9x% =x-(2—-9x) = 0 © x = 0 (sinnlos) oder x = 5 Mit V7(x) =2-18x ergibt
sich V” (%) =2-18- % = —2 < 0. Ferner gilt V(0) = 0 und V(2) = —20. Daher nimmt das Volumen

. . .. 2
sein globales Maximum fiir x = - an.
Antwort: Die Lange betrdgt ca. 22 cm die Breite (2x) betrédgt ca. 44 cm und die Hohe (y) etwa 17 cm.

d)

Der Graf der Funktion f mit f(x) = % (x® — 3x% — 9x + 43) schneidet die Gerade g mit g(x) = 2 in den
Punkten A(-3/2) und D(3/2) (vgl. Abbildung). Fiir -3 < a < 3 bilden die Punkte A, B(a/2) und
C(a/f(a)) ein Dreieck. Bestimme a, so dass dieses Dreieck maximalen Fldcheninhalt hat.

Zielfunktion:  A(a) =5(a+3)-[f(a) —2] =5 (a+3)-[1(a® — 32> —9a +43) - 2] = —(a +3)
(a% —3a%2—9a+27) = %(34 — 18a? + 81)

Definitionsbereich: -3 <a <3

Globales Maximum bestimmen: A'(a) = 1—16 (4a% — 36a); A”(a) = 1—16 (12a% — 36)
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A'(d) =%(4a3—36a) =0@%a(a2—9) =0o®a=0va=+3;,A"(0) = —%< 0;A"3)=2=2<

16 2
0; A(-3) =A(3) = 0;A(0) = % = 5,0625 = 0 ist auf [—3; 3] eine globale Maximumstelle.
Antwort: Fiir a = 0 wird der Fldcheninhalt des Dreiecks mit einer Lange der Grundseite von 3 cm
und der Hohe von f(0) - 2 = % = 3,375 cm maximal und betrigt % = 5,0625 cm?2.

A

Y /

N\ /

C(alf(a)) /

\
5 \e
- \
3
"
\

'rx

Aufgabe 7
a)

Seien x der Preisreduzierung in Euro, K(x) die monatlichen Kosten, E(x) die monatlichen Einnahmen
und G(x) = E(x) — K(x) der Gewinn. Dann gilt:

K(x) = (100 + x2) - 100 = 10000 + 100x2

E(x) = (100 + x?) - (200 — x) = 20000 + 200x? — 100x — x3.

Zielfunktion:

G(x) = 20000 + 200x? — 100x — x3 — 10000 — 100x? = —x3 + 100x? — 100x + 10000
Definitionsbereich: x > 0

Globales Maximum bestimmen: G'(x) = —3x2 + 200x — 100; G”'(x) = —6x + 200

G'(x) = —3x%+200x—100=0 ﬁx ~ 66,16 Vx = 0,51;

G’ (66,16) ~ —197 < 0;G”(0,51) = 197 > 0; G(0) = 10000; G(x) — —0o0; G(66,16) ~ 151507

= G wird fiir 66,16 global maximal.

Antwort: Fiir eine Preisreduzierung von 66,16 € pro Stiick wird |H_[EXE]:Koordinaten anzeigen

der Gewinn mit 151507 am grofiten. Die dazugehorige Verkaufs- ’

zahl betrégt etwa 100 + 66,16% ~ 4477 Stiick pro Monat. [Alterna- |/ EH:'
tiv kann auch ein grafischer Nachweis erfolgen. Allerdings miis- E
sen dabei alle Ableitungen und Ansétze gemacht werden.]
¥/d¥=0 MAX

£=66..16286087 ¥=151606,6079. .. .%

b)

Sei N die Anzahl der monatlich verkauften Flaschen und x die Preisreduzierung. Dann gilt fuir N:
N = 100 + x2. Formt man diese Gleichung nach x um, erhélt man x = VN — 100. Damit gilt fiir den
Gewinn: G(N) = E(N) — K(N) = N- (200 —x) —N-100 = N- (100 — VN — 100).



