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1 Flichen und Wirkungen

Erkundung: Flicheninhalte haben ihre Bedeutung!

n Beieinem Handbalkpilel n Ein Auto wird tber 4m mitei- H In einer Messstelle einer

werden die Zuschauer1,5h
vor Spielbeginn in die Halle
gelassen.

ner sich verdndernden Kraft
angeschoben,

Olpipeline wird zu jedem
Zeltpunkt die durchflieBende
Oimenge gemessen.

n Aus dem Pegelstand eines n Ein Auto fahrt 25 Minuten n Im Kamin eines Kraftwerks
Flusses kann auf die Abfluss-
menge pro Minute gesch los-
sen werden,
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Ordne begriindend jeweils einen Sachkontext 1 bis 6 einem Grafen A bis F und einem Ergebnis

1 bis 6 zu. Vervollstindige das Ergebnis zu einem Antwortsatz.

Kontrolliere, ob die Ergebnisse stimmen und koénnen. Erldutere Dein Vorgehen und notiere
Deine Rechnungen.

Ermittle einen Zusammenhang zwischen den Einheiten der beiden Achsen und der Einheit des
Flacheninhalts zwischen Graf und waagerechter Achse.

Erstelle eine Ubersicht fiir die Bedeutung der Flicheninhalte in den einzelnen Situationen. Er-
mittle weitere Beispielsituationen. Erstelle dazu einen beschrifteten Grafen.

! Aufgabe aus Lambacher Schweizer flir die Oberstufe (2015)
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Aufgabe 1 (Fahrstuhl)

Ein Fahrstuhl beginnt seine Fahrt im Erdgeschoss (EG), hilt kurz im 2. Stock, fahrt weiter in den
dritten Stock und nach einem kurzen Stopp direkt in die Tiefgarage. Im Koordinatensystem ist der
Graf der zugehorigen idealisierten Geschwindigkeits-Zeit-Funktion (ohne Beschleunigungs- und
Bremsphasen) eingetragen.

Av[MeterpmSektmde]

: H t [Sekunde]
. 4 ; ; + l $ $ 4 : 4 i : »-
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 i 22 24 26

Zeitpunkt 0 4 8 10 12 21
Lange des Zeitintervalls 4
At (in s) S
Geschwindigkeit v in m
. 3 14
pro s (in ms?)
im Zeitintervall zuriick- 4.14=56
gelegter Weg AS (in m) s
Bedeutung des Vorzei- Weg nach
chens von AS oben

Entfernung zum Start-

punkt (EG) (in m) 56

a) Bestimme die Entfernungen des Fahrstuhls zum Startpunkt (EG) zu den Zeitpunkten Os, 4s, 8s,
10s und 12s, indem Du die Tabelle ausfiillst.

b) Interpretiere die Bedeutung einer negativen Entfernung.

c) Bestimme die mittlere Geschwindigkeit fiir die ersten 21 Sekunden. Zeichne diese Geschwin-
digkeit im Diagramm ein.

d) Skizziere den Weg-Zeit-Verlauf-des Grafen.

Merke: Die Flache, die der Graph der Geschwindigkeits-Zeit-Funktion einer Bewegung zwischen
zwei Zeitpunkten mit der t-Achse einschliefst, entspricht dem in diesem Zeitintervall zuriickgeleg-
ter Weg. Deren Fldcheninhalt ist somit die Mafizahl der Lange des Weges. Liegt ein Flachenstiick
unter der t-Achse, so wird die Weglinge negativ gezihlt (,Weg nach unten” bzw. ,Weg zuriick”).




. Aufgabe 2 (HeifSluftballon)

Im Koordinatensystem ist die vertikale Geschwindigkeit v (Steig- bzw. Sinkgeschwindigkeit) eines
Heiffluftballons in Abhdngigkeit der Zeit t seit dem Start dargestellt. Im Gegensatz zur (idealisierten)
Fahrstuhlfahrt dandert sich hier die Geschwindigkeit nicht abrupt, sondern kontinuierlich.

a) Bestimme die Entfernung zum Startpunkt (Hohe gegentiiber dem Erdboden) zu den Zeitpunkten
0s, 10s, 20s, ..., 80s, indem Du die Tabelle ausftillst. Dazu benottigst du die mittleren Geschwin-
digkeiten der Zeitintervalle, die du ndherungsweise aus dem Grafen bestimmen kannst (im ers-
ten Intervall ist diese etwa 0,7 ms?). v in i)

b) Bestimme niherungsweise die mittlere Geschwin-
digkeit des Ballons fiir die ersten 60 Sekunden.
Zeichne die mittleren Geschwindigkeiten im Zeit-
intervall [0;60] im Diagramm ein.

c) Bestimme analog die mittlere Geschwindigkeit fiir
die Gesamtdauer von 80 Sekunden und zeichne
sie im Diagramm ein.

d) Skizziere grob den Grafen der Weg-Zeit-Funktion
des Ballons.

Zeitpunkt 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Lange des Zeitintervalls At

. 10 10 10 10 10 10 10 10
(ins)

(geschitzte) mittlere Ge-
schwindigkeit v in diesem 0,7
Zeitintervall (in m/s)

im Zeitintervall zuriickge-

legter Weg As (in m) 7
Bedeutung des Vorzei- Weg
nach
chens von As
oben
Entfernung zum
Startpunkt (Hohe 0 -

gegeniiber dem
Erdboden) (in m)

Merke: Bei kontinuierlichen Kurvenverldufen von Geschwindigkeits-Zeit-Verldufen kann der
Flacheninhalt zwischen Graph und t-Achse durch Rechteckflichen angendhert werden. Der Na-
herungswert entspricht der Entfernung vom Startpunkt.

Merke: Aus dem Geschwindigkeits-Zeit-Verlauf v, die jedem Zeitpunkt t genau einen Geschwin-
digkeitswert v(t) zuordnet, ldsst sich durch die Bestimmung des Fldcheninhalts unter der Kurve
der zuriickgelegte Weg s(t) nach der Zeit t bestimmen. Man nennt die Weg-Zeit-Funktion s auch
Wirkungsfunktion der Geschwindigkeits-Zeit-Funktion v, da sich die Geschwindigkeit v auf die
zurtickgelegte Strecke s auswirkt.




. Aufgabe 3 (Geschwindigkeits-Zeit-Verldufe eines PKW)

Die folgenden vier Abbildungen zeigen den Geschwindigkeitsverlauf eines PKW (in Meter pro Se-
kunde) tiber einen Zeitraum von jeweils 30 Sekunden.
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a) Gib die Bedeutung der Fliche unter der Kurve im Sachzusammenhang an und interpretiere den
jeweiligen Verlauf qualitativ.

b) Bestimme die (linearen) Funktionsgleichungen v(t) der vier Geschwindigkeits-Zeit-Verldufe.
[Hinweis fiir 4: Betrachte die Funktion abschnittsweise.]

c) Berechne mithilfe einfacher Fldchenberechnung die zuriickgelegte Strecke des Autos in Meter

(m) nach 5, 10, 15, 20, 25 und 30 Sekunden (s). Fiille dazu folgende Tabellen aus.

Zeitins 0 5 10 15 20 25 30
1 | zurtickgelegte Strecke in m 0
2 | zuriickgelegte Strecke in m 0
3 | zuriickgelegte Strecke in m 0
4 | zurtickgelegte Strecke in m 0

d) Berechne jeweils die mittlere Geschwindigkeit des Autos im Zeitintervall [0;30] und trage die
Werte in die obigen Diagramme ein.

e) Zeichne mithilfe der vier Tabellen den Weg-Zeit-Verlauf des Autos fiir die vier Darstellungen
in die folgenden Koordinatensysteme ein.



| T T T T T
4 Zuriickgelegter Weg [m]

| T T T T T
4 Zuriickgelegter Weg [m]

5|00-- 5|00--
| |
—4|00 —4|00
| |
f3|00 f3|00
| |
*2|00 *2|00
| |
—100 —100
Zeit [s] Zeit [s] |
+ + ! P + + } P
0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30
1 Zuriickgelegter Weg [m] i Zuriickgelegter Weg [m]
5|00-- 5|00--
| |
—4|00 —4|00
| |
f3|00 f3|00
| |
*2|00 *2|00
| |
—100 —100
Zeit [s] Zeit [s] |
+ + ! P + + } P
0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30

f) Bestimme die Funktionsgleichungen s(t) der vier Weg-Zeit-Verldufe fiir die ersten 30 Sekun-

den. [Hinweis fiir 4: Betrachte die Funktion abschnittsweise.]

g) Untersuche den Zusammenhang von Funktionsgleichung (Geschwindigkeits-Zeit-Verlauf, vgl.
Teilaufgabe b)) und Wirkungsfunktionsgleichung (Weg-Zeit-Verlauf, vgl. Teilaufgabe f)).

also das Produkt von Sekunde -

Meter
Sekunde

Merke: Die Mafleinheit fiir die MafSzahl der Fliche, die der Graph und die x-Achse einschlieflen,
erhilt man aus dem Produkt von Mafleinheit der x-Achse (z. B. Zeit in Sekunden) und Mafieinheit
der y-Achse (z.B. Geschwindigkeit in m/s). In den Aufgaben 1 und 2 ist die Mafseinheit der Fldche
= Meter. Daher hat der Flicheninhalt in den Aufgaben 1
und 2 die Bedeutung der zuriickgelegten Strecke.

h) Uberpriife die obige Merkregel falls die Funktion f:

(1) die Schadstoffausstofirate eines Kohlekraftwerks in ﬁ von 7 bis 7:50,

2) den Kraft-Weg-Verlauf eines Korpers fiir die ersten 4 Meter,

. 3
3) die Durchflussrate einer Olpipeline in % tiber eine Zeitraum von 24 Stunden,

2)
®)
(4) den Besucherandrang in
)

100 Besucher

beim Einlass in ein Fufiballstadion,

3
5) die Abflussrate eines Flusses in ein Staubecken in % iiber einen Zeitraum von 1 h beschreibt.

— Arbeitsblatt zur Ergebnissicherung: Herleitung der Wirkungsfunktion
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Aufgabe 4 (Pumpvorginge bei einem Wasserriickhaltebecken)

Ein Wasserriickhaltebecken hat die Abmessungen 25 m x 15 m x 4 m (L x B x H). Das Wasser steht
vor dem Pumpvorgang 60 cm hoch. Der Wasserstand in einem Wasserriickhaltebecken wird von
fiinf Pumpen gesteuert, die jeweils eine maximale Pumpleistung von 1 m3Wasser pro Minute haben.
Ein Probelauf mit den fiinf Pumpen ist im folgenden Diagramm erfasst worden. Dabei wirkt die
Pumpleistung in m3 Wasser pro Minute auf die Wassermenge in m3.

Pumpleistung in m3 Wasser pro Minute

5,0

4,0 [ -

3,0 ‘,‘
20 T

10 Ij!
D,D Zeit in Minuten
* L] TO0 TH0 250 300

1,0

e
\W,\¥)

2,0

-3,0

40

a) Gib die Bedeutung der Fldachen A und B im Sachzusammenhang an.

b) Bestimme, wie viel Kubikmeter Wasser vor dem Pumpvorgang im Becken sind und wie viel
Kubikmeter Wasser in den ersten 30 Minuten in das Becken gepumpt werden.

c) Entscheide begriindend, welche der folgenden Aussagen wahr sind.

In den ersten 3 Stunden wird Wasser in das Riickhaltebecken gepumpt.

Fiir 45 Minuten laufen alle finf Pumpen zugleich mit maximaler Pumpleistung.
Nach 200 Minuten hat das Becken einen Wasserstand von weniger als 60 cm.
Der Wasserstand des Beckens ist nach 280 Minuten hoher als am Anfang,.

Der Wasserstand des Beckens ist nach 280 Minuten niedriger als am Anfang.
Nach 3 Stunden wird Wasser aus dem Becken abgepumpt.

Der maximale Wasserstand ist nach 70 Minuten erreicht.

ONONONORONONO),

d) Bestimme ndherungsweise, nach welcher Zeit 300 m3 Wasser ins Becken gepumpt worden sind.

e) Bestimme, wie viel m3 Wasser in den ersten drei Stunden ins Becken gepumpt wurde (A) und
wie viel m3 Wasser dann bis zum Ende abgepumpt wurde (B).

f) Berechne die durchschnittliche Pumpleistung in m? pro Minute in den 300 Minuten du trage
diese Wert in das Koordinatensystem ein.



. Aufgabe 5 (Fiillen eines Aquariums)

Ein Aquarium habe die MafSe 120 cm x 60 cm x 60 cm (L x B x H). Die angeschlossene Hochleistungs-
pumpe MEGA FILL soll dieses Aquarium angeblich in zwei Minuten fiillen kénnen. Die Hochstleis-
tung der Pumpe betrégt 4 1/s. Der Fiillvorgang ist idealisiert in folgendem Diagramm dargestellt:

4,00
3,00 \\
2,00
1,00 \\
0,00
0 20 40 60 80 100 120
x-Achse: Zeit in s
. " - Liter
y-Achse: ,Pumpleistung” in ——--
. . . . . Liter
Dabei wirkt die Pumpleistung in Sokunde auf

die Wassermenge in 1, so dass man mithilfe
der Wirkungsfunktion W(x) die Wassermenge

in 1 bestimmen kann.

400

300

200

100

x-Achse: Zeit in s

20

40

60

80

y-Achse: Wassermenge in 1

100

120

a) Untersuche, wie viel Wasser nach 2 Minuten im Aquarium ist und bestimme die Hohe des Was-
serspiegels. [Hinweis: 1000 cm3 =1 1]

b) Bestimme in 10 Sekunden-Abstdnden die eingelaufene Wassermenge und fiille die folgende Ta-

belle aus.

Zeitins

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110

120

Wassermenge in |

c) Zeichne den Graphen der Wirkungsfunktion W, die die Wassermenge W(x) zu einem Zeitpunkt

x angibt, in das obige freie Koordinatensystem.

d) Bestimme zu den drei Teilabschnitten die linearen Grundfunktionsgleichungen, welche die
Pumpleistung f(x) zu einem Zeitpunkt x angeben.

e) Bestimme die Gleichungen der Wirkungsfunktionen W fiir die drei Zeitabschnitte.

f) Berechne die mittlere Pumpleistung in Liter pro Sekunde in den 120 Sekunden und trage den
Wert im rechten Koordinatensystem ein.
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2 Von der Stammfunktion zum HS der Differential- und Integralrechnung

Bisher haben wir die Flachen unterhalb des Grafen einer Anderungsrate einer Funktion im Sach-
kontext gedeutet. Seinen Flacheninhalt konnten wir mithilfe der Wirkungsfunktion bestimmen. Das
Besondere der Wirkungsfunktion ist, dass ihre Ableitung der Ausgangsfunktion entspricht. Solche
speziellen Funktionen heifsen Stammfunktion zur Ausgangsfunktion.

Mithilfe der Stammfunktion kann der Flicheninhalt unter- 4
halb des Grafen einer Funktion ermittelt werden. Der dazu
notwendige Satz heifst Hauptsatz der Differential und In-
tegralrechnung. Er verkntipft die Differentialrechnung
(Schliisselkonzept: Ableitung) mit der Integralrechnung
(Schltisselkonzept: Integral). Er besagt vereinfacht, dass der
Flicheninhalt unterhalb des Grafen einer Funktion f iiber
einem Intervall [a; b] durch die Differenz F(b) - F(a) berech-
net werden kann, wobei F eine Stammfunktion von f ist.

 (x)

Definition: Eine Funktion F heifst Stammfunktion von f, wenn fiir alle x des Definitionsberei-
ches gilt: F*(x) = f(x).

Merksatz: Zwei Stammfunktionen einer Funktion f unterscheiden sich nur um eine Konstante.

Beispiele (an der Tafel besprochen):

a)f(x)=7=F(x)=7x+c b) f(x) =3x +2 = F(x) =1,5x2+2x + ¢
Q) f(x) =5x3 = F(x) =2xt+c d) f(x) = 5=5x3=F(x) = Sx2+c
e) Allgemein gilt fiir n # -1: f(x) = x» = F(x) = - x»1 + ¢

¥

Aufgabe 1

Gib eine Funktionsgleichung der Stammfunktion F bzw. F, an.

Af(x) =4 bfx)=2x—1 ) f(x) =5x d)f(x)=3x" e)f(x)=§x5 f)f(x)=§x—§x5
1

g) f(x) =2x-(1— x%) h) f(x) = 2x — 4)? i) f(x) = 2x 2 HEx) =vx k) fx) ==

X

) fa(x) =ax+ 2 m) f,(x) = ax? + 3ax* n) f,(x) = % + 3ax 2 0) fL(x) = \/1_3
X X

Aufgabe 2

a) Beweise den obigen Merksatz.
b) Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = —x? + 4x [ f(x) = 5x ]
Ermittle die Stammfunktionen F von f mit F(1) = —2.
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Aufgabe 3
Die Grafen A bis D sind Stammfunktionsgrafen zu den Grafen 1 bis 4.

a) Entscheide begriindend, welche Grafen zusammengehoren.

b) Gib fur die Graphen 1, 3, A, C eine Funktionsgleichung an.

| @ | @ I ®
3t 1--/\ 31
2 t - 2t
o 3
| =0 ! I
t - -2 § =
1 2 3 0 1 \2 3
i, 2 -1
Sl
| ©
4 -
3«.
- 21
4
- 14
2 : -
o 1 2 3

Aufgabe 4
Sei v die Geschwindigkeits-Zeit-Funktion des Autos 4 in Aufgabe 3 von Kapitel 2:

3t0<t<5
v(it) =4 15 5<t<15
30—t 15<t<30

a) Bestimme fiir die drei Teilabschnitte die Menge aller Stammfunktionen zur Geschwindigkeits-
Zeit-Funktion v.

b) Fur die Wirkungsfunktion s (Weg-Zeit-Funktion) wurden mit einem etwas aufwendigen Ver-
fahren folgende drei Gleichungen von speziellen Stammfunktionen zu v ermittelt:

1,5:t2 0<t<5
s(t) = 15-t—375 5<0<15
30-t—0,5-t>—150 15<t< 30

Untersuche, wie man diese speziellen Stammfunktionen bestimmen kann. [Tipp: Aufgabe 2]

— Arbeitsblatt zur Ergebnissicherung: Herleitung des HSDIR
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung;: A £(x) /

Sei F eine Stammfunktion zu f und A, die dazugehorige
Flacheninhaltsfunktion. Dann gilt: A.(b) = F(b) — F(a).
Statt Aa(b) schreibt man fab f(x) dx und liest hierftir: ,In-

tegral von f iiber dem Intervall [a; b]”. a heifst untere, b Aa(B) = f fedx
obere Integrationsgrenze, f(x) heifdt Integrand und x 3 b
die Integrationsvariable.

Es gilt: [ f(0) dx = F(b) — F(a) := [F)13 Beispiel: [ 2x%dx = Eﬁ]i =16 _2_1

Hinweis: In den Aufgaben 5-7 soll der Hauptsatz der DIR unter Verwendung der Stamm-
funktion angewendet werden. Erst anschliefSend darf das Ergebnis mithilfe des GTR (iiber
MATH, Feé, F1) tiberpriift werden.

Aufgabe 5

Uberpriife, ob die folgenden Behauptungen wahr sind.
4 4 1 1 n
1 51 ) 2 2
a)f(Zx+3)dx=10 b)f(l,Sx—S)dx=—T c)fdx=2 d)fxdx=§ e)fxdx=
0 1 -1 -1 0

n3

3

Aufgabe 6
1

a) Berechne das Integral fx“dx firn=0,1,23,4,5k

- 10 1 2 ) 4 .
b) Bestimme folgende Integrale:f [x: (x+2)]dx; f(x+ 1)2dx; fx—zdx; dex
X
1 1 1

0

Aufgabe 7

Zeichne die Graphen folgender Funktionen und markiere den entsprechenden Fldcheninhalt unter-
halb der Kurve tiber dem Intervall I. Berechne den Fldcheninhalt mit Hilfe des Hauptsatzes der DIR.
Uberpriife Deine Zeichnung und Rechnung mit dem GTR.
a) f(x) =x+0,5im Intervall I =[-1,5;-0,5] und I = [-0,5; 1].
b) f(x) = 2x% im Intervall I = [0,5; 1] und I = [-1; 0].
c) f(x) =+vx imIntervall1=[0; 1] und I =[1;2].
d) f(x) = iz im Intervall [1; 2] und [2; R] fiir R—+o0.
X

— Arbeitsblatt zur Ergebnissicherung: Zusammenhang von Integral und Flicheninhalt
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Exkurs: Numerische Berechnung von Flicheninhalten

In der folgenden Abbildung wird der Fldcheninhalt der Flache, den die Normalparabel tiber dem
Intervall [0,1] mit der x-Achse einschliefst, durch Rechteckfldchen angenéhert.

Untersumme (Abschatzung nach unten) Obersumme (Abschatzung nach oben)
LY Y f(x) = x2
/
34 31
4 4
21 21
% 00 - x2 Rechtecke 2
il - 1l
4 4
x x
0 102 3 0 102 3
A S S R S S
Der Inhalt der Rechtecke betragt Der Inhalt der Rechtecke betragt
1 1 (12,1 [212, 1 (3)2 1 {1)2 .1 (22,1 [3\2 1
2 02 P+ 2-6) 0= () +4-Gf +3-Gf +3-7
=(,2188. = (,4688.

a) Beschreibe die Ndherungen des gesuchten Fldcheninhalts mithilfe der Untersumme und der
Obersumme von Rechteckfldchen.

b) Gib Terme fiir die Untersumme Us und die Obersumme Os an und bestimme ihre Werte.

c) Begriinde, dass die Terme fiir die Untersumme U, und die Obersumme O, bei einer Untertei-

lung des Intervalls in n gleichgrof3e Teilintervalle der Lange % folgendermaflen lauten:

2 1 (1)2 1 (2)2 1 (n—2>2 1 <n—1>2
Un= 0 — — + - = + e —- + —-
n n \n n n n n
e ) 6 (5 )]
= - = +
n n n n
1 o (k—1) k—1)\° o
o — (lies: Summe aller von k gleich 1 bis n)
n &\ oo n

)2 1 <2>2 1 <n—1>2 1,
+—-(= R +_.1
n n n n n
1[<1> ()z )
—1l=) +{(=) ++[—]) +1
n n n

L1 k
H

Dabei steht das Symbol 2. (Sigma fiir Summe) fiir die Aufsummierung von Summanden (hier
Funktionswerte von f an den Stiitzstellen 0, %, %, ..., 1). Der Buchstabe k heif$t Laufindex. Er star-
tet hier bei 1 und endet in unserem Fall bei n. Es werden also n Summanden aufaddiert.
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d) Der Taschenrechner hilft Dir bei der Berechnung der Untersumme und Obersumme. Verwende
in MENU 1 die Funktion MATH (F4) und dann iiber F6 und F2 die Aufsummierung >.. Nun
lassen sich die Untersumme und Obersumme aus c) fiir unterschiedliche Werte fiir n berechnen.
Fiir n = 4 erhélt man folgende Darstellungen:

Untersumme Uy Obersumme Oqy
B EI ﬂ-- (d7c]Real
o)) rals))
4X,§1 4 XZ
0.21875 0.46875

[ [

JUMP JDELETEPMAT/YCT) MATH JUMP JDELETEPMATVCT] MATH

Bestimme mithilfe der Formeln aus c) und dem GTR die Werte fiir die Untersumme und Ober-
summe bei den folgenden Unterteilungen in gleichgrofie Teilintervalle:

Anzahl n der Teilintervalle | 4 8 10 100 1000
Rechteckuntersumme U, 0,2188
Rechteckobersumme O, 0,4688

e) Der gesuchte Wert fiir den Fldcheninhalt liegt fiir jede beliebig grofie Unterteilung in n gleich-
grofle Teilintervalle zwischen dem Wert fiir die Unter- und Obersumme. Begriinde folgende
Aussagen:

(1) Esgilt:0, — Uy, = % Daher streben Ober- und Untersumme fiir wachsendes n gegen den glei-
chen Wert.

(2) Esgilt: Oy = - [17+ 22 + -+ (n = 1)? +n?|.

(3) In der Formelsammlung findet man fiir die Summe der ersten n Quadratzahlen den folgen-

den Ausdruck: 1% + 2%+ -+ (n—1)2 +n? = w Es gilt mit (2) fur die Ober-
summe O,, = i3  ent+1)-(2nt1) (““)'(i““) = 2n2+32“+1 - g + 3_nz + Lz =1yl Lz
n 6 6n 6n 6n2 ' 6nz ' 6nZ2 3 2n ' 6n

1 1
(4) Es gilt: r111_1)‘{)10 Op =3

Bemerkung: Nun kann man die Symbolik des Integrals besser verstehen. Fiir eine beliebige Funk-
tion f und ein Intervall [0; 1] erhilt man analog fiir die Obersumme:

1 (1\ 1 (2 1 /n—1\ 1 S /K 1
n n ) 1
k\ 1
Es folgt: lim O, = lim [f(—) -—] = lim ) [f(x;) Ax] = [f(x) - Ax] = | f(x) dx
n—oo n—)ookzl n n n—>00k21 Z Oj

k=1

Das Integralzeichen | reprasentiert also den Grenzwert (falls er existiert) einer Summe von
Rechteckfldchen mit einer beliebig klein werdenden Intervallbreite Ax und der dazugehori-
gen Hohe f(xy). Das Symbol dx steht fiir die immer kleiner werdende Intervallbreiten Ax.
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3 Flache zwischen Kurven und weitere interessante Anwendungen

— Arbeitsblatt zur Ergebnissicherung: Flicheninhalt zwischen Kurven

Merksatz 1: Bei der Berechnung des Flicheninhalts zwischen dem Graphen einer Funktion und
der x-Achse iiber dem Intervall [a; b] geht man folgendermafien vor:

1. Man tiberpriift, ob f auf dem Intervall [a; b] Nullstellen besitzt.

2. Man bestimmt abschnittsweise von Nullstelle zu Nullstelle den Flicheninhalt aller Teilflichen
durch Integrale und addiert sie. Dabei wird bei negativen Integralwerten der Betrag des In-
tegralwertes betrachtet.

Merksatz 2: Bei der Berechnung des Flicheninhalts zwischen zwei Graphen von Funktionen f
und g geht man folgendermafien vor:

1. Man berechnet die Schnittstellen von f und g: x1, X2, X3, ...
2. Man bestimmt f(x) — g(x).

3. Man berechnet A = | 20600 - g(x)]dx| + | L2100 - g(x)]dx| L.

Aufgabe 1

Bestimme den Inhalt der markierten Flichen und kontrolliere Deine Rechnung anschlieffend mit
dem GTR.

a) f(x) = x3 —4x? + 3x b)f(x) = —x3+x2+x—-1; gx) =x2—1

A /

t I \ o
y y of

) 1 \|

1
=
o
=
N
iy
L
¥y X
-
A Ao

N o] AN 2 3 a4

|

c) f(x) = —0,5x% + 3x — 2,5 d) f(x) = —0,25x% + x + 4; g(x) = 0,5x + 2

/ \ /o \
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Aufgabe 22

Peter baut gerne Flugzeugmodelle aus Holz. Fiir ein Fltigelprofil hat er folgende Zeichnung gefun-
den.

Am Rande der Zeichnung sind folgende Vermerke: Die Flache wird durch Grafen quadratischer
Funktionen g und h und einem Halbkreis begrenzt. Genauer gilt:

(1) Der Graf zu h verlduft durch die Punkte A (0|7), B (8|10) und C (167).
(2) Der Graf zu g verlduft durch die Punkte D (4|4), E (12|7) und F (20 4).
(3) Fiir X < 6erfolgt die Fldchenbegrenzung durch einen Halbkreis.

(4) Alle Einheiten sind in Zentimeter angegeben.

a) Stelle die Situation grafisch in einem Koordinatensystem dar und markiere dort die Informati-
onen, die Du aus den Vermerken (1) bis (4) ableiten kannst.

b) Ermittle aus den obigen Angaben die Funktionsgleichungen fiir g und h. Zeige, dass sich der
Graf zu h durch eine geeignete Verschiebung aus dem Grafen von g erzeugen lasst. [Zur Kon-

trolle und zum Weiterarbeiten: g(x) = — G%xz + gx + % und h(x) = — ixz + %x + 7]
c) Bestimme die Querschnittsfldche des Fliigels.

d) Peter hat vor, dass der Fliigel eine Lange von 40 cm hat. Berechne den Materialverbrauch fiir
einen solchen Fliigel sowie die Masse eines Holzfliigels mit einer Dichte von 1,8 Cfn;y

Aufgabe 3

Lisst man einen Grafen einer Funktion um die x-

Achse rotieren, entsteht ein Rotationskorper. In der \
rechts befindlichen Darstellung wurde der Graf zur 2 L
Funktion f mit der Gleichung f(x) = vx — 1 einer sol- -
chen Rotation unterzogen. Will man nun das Volumen | G
dieses Korpers berechnen, kann die folgende Volu- 0 ||
menformel verwendet werden: ) ~—

b
V=T['f[f(X)]2 dx :

a

~
=h

\ Al

a) Berechne mit der Formel das Volumen des obigen Rotationskorpers.

2 Aufgabenidee von Karsten Burghaus, FALS (Solingen)
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b) Fertige eine Zeichnung an fiir einen Rotationskorper, der durch Rotation des Grafen von f mit
f(x) = 0,1+ x? iiber dem Intervall [1; 4] um die x-Achse entsteht. Berechne das Volumen dieses
Korpers.

c) Die Grafen zu f mit f(x) = 0,5x + 1 und g mit g(x) = —0,5x + 2x + 1 schlieen eine Flache A
ein. Fertige eine saubere Zeichnung an und bestimme das Volumen, das entsteht, wenn die Fla-
che A um die x-Achse rotiert.

d) Leite mithilfe der folgenden Abbildung die Formel fiir das Volumen von Rotationskorpern

her.
Flacheninhalte Rauminhalte
y g~
 — ] g(xp)
gla=x4) «
0 aAx Ax Ax b

Aufgabe 43

Die Darstellung unten zeigt den Graphen des Geschwindigkeitsverlaufs einer Hand-Draisine, die
entlang eines gradlinigen Gleisabschnitts fahrt. Die Geschwindigkeit wird innerhalb der ersten 70
Sekunden beschrieben durch die Funktion v mit v(t) = - - t3 — L. t% + £ t und gibt die Geschwindig-
keit der Draisine in Meter pro Sekunde an.

v (ms 1] |

/a
\

a) Gib die Bedeutung der Fliache zwischen Graph und t-Achse an und beschreibe qualitativ die
Bewegung des Gefahrts.

b) Bestimme (zur Ubung auch ohne GTR) die Nullstellen der Funktion v und interpretiere ihre
Bedeutung in der vorgegebenen Situation.

8 Aufgabenidee aus Fokus Mathematik (LK), Cornelsen (2014).



18

c) Berechne (unter Angabe der Stammfunktion) | 010 v(tdt, | 050 v(Hdt, [ 060 v(t)dt sowie
) 070 v(t)dt und gib die Bedeutung der berechneten Mafszahlen im Sachzusammenhang an.

d) Ermittle die Strecke, die die Handdraisine bis zum ersten Umkehrpunkt bei t = 40 Sekunden
zurticklegt.

e) Berechne die mittleren Geschwindigkeiten der Handdraisine in Meter pro Sekunde in den Zeit-
intervallen [0; 40], [0; 60] und [0; 70] und zeichne sie im Koordinatensystem ein.

f) Skizziere grob den Weg-Zeit-Verlauf s der Handdraisine, indem Du die lokalen Extremstellen
von s bestimmst.

Direkt neben der handbetriebenen Draisine startet zu gleichen Zeitpunkt auf einem parallel verlau-
fenen Gleis eine weitere, motorbetriebene Draisine, deren zeitlicher Geschwindigkeitsverlauf (vgl.
Abb. unten rechts) fiir die ersten 40 Sekunden ndherungsweise durch die Funktion vmotor beschrieben
wird mit folgender Funktionsgleichung: Vyogor (t) = — 5t + it .

4 v(‘t) [Imsl1 ]
[g L
i

T~

VMotor
\ v

N

(o)}

0 10 | 20 30 \ 40\ 50 | 60 70
L .. . RN
g) Gib die Bedeutung der Fliche an, die -2 I
durch die beiden Graphen zu v und \ }
VMotor €ingeschlossen wird. 4 \ :
h) Berechne die Schnittstellen von v und \

VMotor und bestimme den Flacheninhalt -6
der eingeschlossenen Fldche.

i) Ermittle den gegenseitigen Abstand der beiden Draisinen 40 s nach dem Start.



4 Kontrollaufgaben

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgaben
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men berechnen

Ich kann ... S E) 2
S AR
z §|R| 5|9

Die Bedeutung von Fldcheninhalten angeben. 1,56

Flachen zwischen Graf und x-Achse mithilfe von Rechtecken,

. . . . 1,59

Trapezen und Dreiecken (ndherungsweise) bestimmen.

erkldren, was eine Wirkungsfunktion ist. 2

den Grafen der Wirkungsfunktion zeichnen. 1,5

die Funktionsgleichung der Wirkungsfunktion bestimmen. 5

,negative” Fldcheninhalte im Sachkontext deuten. 6

den Unterschied zwischen Stammfunktion und Wirkungsfunk- 5

tion erkldren.

die Stammfunktion einer Potenzfunktion berechnen. 3,5-7

den HSFIR anwenden. 3, 5-7

Flacheninhalte zwischen Kurven mithilfe des HSDIR ohne GTR 3

bestimmen.

einen Sachkontext modellieren und mithilfe der Differenzial- 7

und Integralrechnung mathematische Probleme l6sen.

Steckbriefaufgaben ohne GTR losen. 4

die Wirkungsfunktion mittels Integralschreibweise darstellen. | 6

mittlere Geschwindigkeiten durch Integrale darstellen. 5,6

Flacheninhalte zwischen Kurven im Kontext von funktionalen 56

Geschwindigkeits-Zeit-Verldufen berechnen und deuten. ’

den Graf der Wirkungsfunktion auf sein Grafenverlauf untersu- 56

chen, wenn der Graf der Geschwindigkeitsfunktion gegebenist. | ™~

die Wirkungsfunktion fiir Problemstellungen nutzen. 56

die Trapezmethode zur Flichenanndherung anwenden. 9

eine Formel zur Trapezmethode deuten. 9

Steckbriefaufgaben unter Nutzung des GTR (MENU A) l6sen. | 7

mit dem GTR Integralwerte bestimmen. 6-8

mit dem GTR den Flacheninhalt zwischen Kurven berechnen. | 6-8

mit dem GTR und dem Summensymbol Ober- und Untersum- 9
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Teil I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1 (Heifdluftballon)

Ein Heifsluftballon startet zum Zeitpunkt t = 0 (t in Sekunden) ,4/*
vom Boden. Der Graph beschreibt die Geschwindigkeit v des 1
Ballons in vertikaler Richtung in Meter pro Sekunde. 10

a) Gib die Bedeutung des Flicheninhalts zwischen der a .
Kurve des Geschwindigkeits-Zeit-Verlaufes und der Zeit- 10[ 20| 30| 40 \50 60
achse an. 10

b) Beschreibe den Bewegungsablauf qualitativ. Berticksich-
tige dabei folgende Fragen:

e In welchen Zeitabschnitten bewegt sich der Ballon nach oben /unten?

e Zu welchen Zeitpunkten steigt bzw. féllt er am schnellsten?

e Was passiert vermutlich in den Zeitpunkten mit v = 0?

e Wie kommt es zu den abrupten Geschwindigkeitsinderungen bei den beiden Zeit-
punkten t =40 und t = 58?

~

c) Bestimme niherungsweise die nach 30 Sekunden erreichte Hohe.

d) Untersuche, wann die die maximale Steighthe erreicht wurde und gib ndherungsweise ih-
ren Wert an.

e) Begriinde, dass die Ballonfahrt nicht auf der gleichen Hohe endet wie sie begonnen hat.
Entscheide begriindend, ob der Ballon auf einer Anhthe oder in einer Vertiefung landet und
bestimme den Hohenunterschied zum Abflugort.

f) Skizziere den Grafen der Wirkungsfunktion von v.

Aufgabe 2 (Funktion, Stammfunktion, Wirkungsfunktion - Graphen zuordnen)

Im Bild unten links siehst du den Graphen einer Funktion f, welche die Pumpleistung einer Pumpe
in m? pro Stunde darstellt (x = 0 entspricht 0 Uhr), welche Wasser in ein Becken hinein- bzw. hin-
auspumpt. Die Bilder rechts davon zeigen drei weitere Graphen von Funktionen g, h und i.

A ’ A A \ \ A
y . y y h

\
2 — 2
O B /

N k /
/ \\ / 1/ 0 1V/ \/-1 of [ 1 \k;//o 1

1 o[\ V
[l ]

a) Entscheide begriindend, welche zwei Funktionen Stammfunktion zu f sind.

y

Xy
Xy
Xy

Xy

b) Begriinde welche dieser beiden Stammfunktionen Wirkungsfunktion zu f sein, welche die ge-
pumpte Wassermenge zum Zeitpunkt x angibt.
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Aufgabe 3 (Flichenberechnung)
a) Ermittle die Fldacheninhalte A, B und C.

b) Berechne und markiere in der Abbildung mit Koordinatengitter den Fldcheninhalt, den

e die Grafen von f und g einschliefien.
e die Grafen von f und g und die x-Achse begrenzen.
e der Graf von f, die y-Achse und die Gerade y = 4 vollstindig umschliefsen.

Y fx)=-x3+3x+2

f(x)=-x2+2x+3

v><

/]

[ \

f(x)=x1°+10 Y f(x)=-x2+4x

g(x)=-K3+3x} X
0 1 2 k 5 d
gm0 AT T I EALT
Wiederholungsteil: Aufgabe 4 (Steckbriefaufgabe)?
Bestimme eine Funktionsgleichung f(x) der ganzratio- 4 y
nalen Funktion dritten Grades, deren Graf rechts an-
gegeben ist. 2 / f
L
e / ,
A 2 10 1 2

4 Lambacher Schweizer LK Mathematik 2014
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Teil II: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 5 (Durchfluss in einer Olpipeline)

Durch Olpipelines fliefen in jeder Stunde viele Kubikmeter Ol. Der momentane Durchfluss durch
eine Pipeline wird mit Hilfe eines Propellers im Rohr tiberwacht. Die nachfolgende Grafik zeigt den
momentanen Durchfluss D durch eine Olpipeline im Zeitraum von 0 bis 100 Minuten (gemessen in
m? pro Minute).

¥ T T T T T T T 1 ] T
! Durchflussrate in m?3pro Minute (Olmenge in m?3)

560080

490070
| /

T —

—
N
o
o

— oy ——
o
t

T —
~—

\

-10 | 0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 60 | 70 | 80 | 90 | 100 110 | 120 | Zeit in Minuten |

Gib die Bedeutung des Fldcheninhalts F im Sachzusammenhang an.

Bestimme die Olmenge W, die in den ersten 20 Minuten sowie in den ersten 60 Minuten durch
die Olpipeline fliefit. [Kontrollergebnisse: W(20) = 800 und W(60) = 4000]

Berechne die mittlere Durchflussrate fiir die ersten 60 Minuten [von der 10. bis zur 40. Minute]
und zeichne beide Raten in GRUN im obigen Koordinatensystem ein.

D(t) wird abschnittsweise durch folgende Funktionsgleichungen beschrieben:

a'tfir0<t<20
D(t)={ bfir20<t<60
—2-t+cfir60<t<100
Bestimme die Parameter a, b und c fiir die obigen drei Funktionsgleichungen. [Kontrol-
lergebnisse zum Weiterrechnen: a = 4, b = 80 und c = 200.]

Zeige, dass fur die Wirkungsfunktion W von D gilt:

2-t2firo <t <20
W(t) = 80-t—800fir20 <t<60
—t2 4+ 200 -t — 4400 fiir 60 < t < 100
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Berechne mithilfe der Wirkungsfunktion W die Olmenge, die in den ersten 90 Minuten durch
die Pipeline fliefst.

Untersuche, nach welcher Zeit 500 m? [1000 m?; 4500 m?3] Ol durch die Pipeline geflossen sind.

Skizziere in ROT den Graphen der Wirkungsfunktion W fiir den Zeitraum [0;100] im obigen
Koordinatensystem und beschreibe am dargestellten Beispiel den Zusammenhang von Wir-
kungsfunktion W und Durchflussfunktion D.

Aufgabe 6 (Geschwindigkeitsverlauf zweier Objekte)

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen des Geschwindigkeitsverlaufes eines sich geradlinig be-
wegenden Objekts. Seine Geschwindigkeit wird innerhalb der ersten 1,2 Stunden beschrieben durch
die Funktion v mit v(t) = 72-t> — 120-t2 + 48-t.

4 v(‘t) [kmlpro h]

10

7,5

AN | /

25l /] N\ /
| | u |

t [h]
} >

01/0f 01]02 03 0405 06 0%.0809.-1 |11 12

T ]

Zeige, dass das Objekt nach 40 und nach 60 Minuten seine Richtung dndert.
2
Berechnes 3 v(t)dt, fgl v(t)dt, [ 01'2 v(t)dt und interpretiere die Integrale im Sachkontext.
3

Bestimme die Geschwindigkeit des Objekts 1,2 h nach Startbeginn und ermittle die mittlere Ge-
schwindigkeit des Objekts {iber den gesamten Zeitraum.

Gib die Bedeutung des Terms ﬁ . fab v(t)dt mit 0 <a <b<1,2in der dargestellten Situation an.

Gegeben ist fiir 0 <t<1,2 die Funktion s(t) = Ot v(x)dx.

(1) Interpretiere diese Funktion im Sachkontext.
(2) Ermittle einen integralfreien Term fuir s(t).
(3) Untersuche den Grafen zu s auf lokale und globale Extremstellen.

Ein zweites Objekt startet zum gleichen Zeitpunkt und hat tiber den Zeitraum von 1,2 h eine
konstante Geschwindigkeit von 2,5 kTm .

(1) Zeichne den Grafen zum zweiten Objekt oben ein.

(2) Ermittle die Entfernung des zweiten Objekt vom Startpunkt nach 1,2 h.

(3) Gib einen Term an, der angibt, wie weit beide Objekte t Minuten nach dem Startbeginn
voneinander entfernt sind.

(4) Ermittle den Zeitpunkt, an dem Objekt 1 zum ersten Mal Objekt 2 einholt.

® Zur Erinnerung: Beim Operator Berechne muss die Stammfunktion angeben werden sowie der HSDIR. Die
Berechnung des Integrals kann dann mit dem GTR erfolgen.
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Aufgabe 7 (Torbogen)

In der italienischen Stadt Bonafede soll tiber die Prachtstrafle ein Triumphbogen zur Riickkehr ihres
»groflen” Namenspatrons gebaut werden. Die Ausschreibung hat festgelegt, dass es sich dabei um

einen massiven Bogen aus Carrara - Marmor (p = 2,7 %) handeln soll. Das Ingenieurbiiro BoBu

beteiligt sich an der Ausschreibung, wobei folgende Vorgaben gelten. Die Gesamtbreite betragt 10
m, die Gesamthohe 7 m, die seitliche Hohe 4 m. Dort lduft die obere geschwungene Linie waagerecht
aus. Das parabelférmige Tor ist 3 m breit und 3,5 m hoch. Die Tiefe des Bogens betrdgt 6 m. Um die
Kosten kalkulieren zu konnen, miissen die BoBu - Mitarbeiter den Marmorbedarf fiir diesen Bogen
in Tonnen berechnen.

A
y

—J—_—-

.
+ . . . . . . .
00 0 0 1
a) Ermittle Funktionsgleichungen fiir f(x) und h(x). [Kontrollergebnisse: f(x) = —%XZ + 3,5 und
— 3 g4 _5 2
g() = X" —-x"+7].
b) Berechne die Querschnittsfldche des Bogens, die in der Zeichnung gekennzeichnet ist.
c) Bestimme das Gesamtvolumen und die Masse des Bogens in Tonnen.
d) Eine Tonne Marmor kostet in Carrara 760 € zuziiglich 19 % Mehrwertsteuer. Berechne die Ma-

terialkosten.

Aufgabe 8 (Flichenberechnung bewusst unter Nutzung des GTR)

Hinweis: Notiere fiir die folgenden Fldchenberechnungen alle wichtigen Ansdtze. Die Berechnun-
gen sollen mit dem GTR erfolgen. Unten ist zur Kontrolle eine mogliche Darstellung mit dem GTR
angegeben. Gib zuerst nur den Grafen zu f ein, wenn Du Aufgabenteil a) erledigst. Beachte auch die
Fufsnoten.

a) Gegeben ist Funktionen f mit f(x) = x> — 2x. (8P)
Bestimme unter Zuhilfenahme des GTR den Inhalt der Fldche, den der Graf zu {
(1) mit der x-Achse einschliefst.
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(2) mit den Geraden x =1 und x = 3 sowie der x-Achse einschliefdt. ¢

b) Sei weiter g mit g(x) = —x* gegeben. (8P)

Bestimme unter Zuhilfenahme des GTR den Inhalt der Fliache A, den die beiden Grafen von f
und g

(1) vollstandig umschliefsen.

(2) mit den Geraden x =1 und x = 3 umschliefien.”

c) Die Gerade h mit h(x) = 2x schliefst mit den Grafen zu f und g eine Flidche A ein.
Ermittle den Flacheninhalt von A. (6P)

E B

Grafikfunkt. :Y=

Yigx3-2x [—1

Y2g-x° [—1 )
3

Y4 : [—1]

Yh: [—]1]

we - r 1

NaNEHl|DELETE] TYPE | TOOL MDDIFY

Aufgabe 8 (Trapezmethode)

In der Abbildung auf der nédchsten Seite wird der Flacheninhalt, den die Normalparabel tiber dem
Intervall [0; 1] mit der x-Achse einschliefst, mithilfe der sogenannten Trapez-Methode® angendhert.
Bei der Trapezmethode wird das Intervall [0; 1] zundchst in gleich grofie Abschnitte unterteilt (in
der Abbildung sind dies 4 Abschnitte der Lange %) Diese Abschnitte beschreiben die Hohe der Tra-

peze. Die parallelen Seiten der Trapeze erhdlt man durch die Funktionswerte zweier benachbarter
Abschnittsstellen.

f(x)=x

\
0.-5" [ /
| Ts
0,251
T /T3

TZ
o] 025/ 05 0,75 1

\ Aol

¢ Die Geraden x =1 und x = 3 sind Parallelen zur y-Achse. Alternativ kann die Aufgabe auch heifien: Bestimme
den Flacheninhalt der Fldche, den der Graf von f tiber dem Intervall [1; 3] mit der x-Achse einschlief3t.

7 Siehe Fufsnote 5

8 Dabei wird das rechtwinklige Dreieck Ti als Trapez mit einer , parallelen” Seite der Lange Null aufgefasst.
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Erklidre, warum sich der Flacheninhalt der Naherungsflache Sy = T1 + T2 + Ts + T4 durch folgende
Formel berechnen lasst:

som WA G, 01, @]

2 2 2 2

Das Intervall [0; 1] wird nun in 100 gleichlange Abschnitte der Lange ﬁ unterteilt. Si00 beschreibt
1

in Analogie zu Sy die Naherungsflache aus 100 Trapezen jeweils mit der Hohe —.

Gib durch Verallgemeinerung der Formel fiir Sy mithilfe des Summensymbols 2 eine Formel
tiir S100 an und berechne mithilfe des GTR den Wert von Sqo.

Es ldsst sich zeigen, dass bei einer Unterteilung des Intervalls in n gleichlange Abschnitte der
Lange % der Flacheninhalt S, der n Trapeze durch folgenden Term beschrieben werden kann:

=1, 1
Sn = 3  6n?
Interpretiere den Term fiir S, und gib in Abhéngigkeit von n einen Rechenausdruck an fiir die
prozentuale Abweichung von S;, zum tatsachlichen Fldcheninhalt, den die Normalparabel tiber

dem Intervall [0; 1] mit der x-Achse einschliefst.
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1 Flichen und Wirkungen
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Erkundung
Situation 1 2 3 4 5 6
Graf F B E C D A
Ergebnis 9750 Personen | ca. 47 Nm ca. 251 m? ca.34320m3 | ca.479km |ca.1110g
Bedeutung Anzahl von Arbeit Durchfluss- | Abfluss- Zuriickge- Ausstof3-
Personen menge menge legter Weg | menge
Lésuneswe Man néhert (bzw. bestimmt) die Fldchen unterhalb des Grafen und der waagerechten Achse
85WE8 | durch Rechteckflichen an.
Da man die Flichen unterhalb des Grafen und der waagerechten Achse durch Rechtecke
Begriindung | annédhern kann, erhilt man die Einheit der Flichen durch Multiplikation der beiden Ach-
seneinheiten.
Aufgabe 1

Weg-Zeit-Verlauf

. A : :
s (m) &\ [Meter pro Sekunde]
4 -+
422+ i
t [Sekunde]
! } ; : : } } P } : >
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18N\ 20 : 22 24 26
24 N
Zeitpunkt 0 4 8 10 12 21
Léange des Zeitintervalls
At (i 4 4 2 2 9
t (ins)
Geschwindigkeit vin m
. 3 1,4 0 1,4 0 -1,4
pro s (in ms?)
im Zeitintervall zurtick- 4-14=56 0 28 0 126
gelegter Weg As (in m) e ’ e
Bedeutung des Vorzei- Weg nach Stillstand Weg nach Stillstand Weg nach
chens von As oben oben unten
Entfernung zum Start- 0 56 56 8.4 8.4 42

punkt (EG) (in m)

vioe1 =-4,2m:21s=-0,2mpros
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Aufgabe 2
Ko tinviie) Mittlere Geschwindigkeit des Ballons
SE (in m) fiir die ersten 60 Sekunden: 0,9375 ?

Mittlere Geschwindigkeit fiir die Ge-
samtdauer von 80 Sekunden: 1,75 ?

1,75 m pro s

Kurve des Weg-Zeit-Verlaufs
0,9375 m pro s

t(ins)

Zeitpunkt 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Léange des Zeitintervalls At 10 10 10 10 10 10 10 10

(geschitzte) mittlere Ge-
schwindigkeit v in diesem 0,7 1,3 24 2,5 2,1 0,9 -0,9 2,1
Zeitintervall (in m/s)

im Zeitintervall zuriickge-
legter Weg As (in m)

Weg | Weg | Weg | Weg | Weg | Weg | Weg | Weg
nach | nach | nach | nach | nach | nach | nach | nach
oben | oben | oben | oben | oben | unten | unten | unten

Bedeutung des Vorzei-
chens von As

Entfernung zum
Startpunkt (Hohe
gegeniiber dem
Erdboden) (in m)

0 7 26 50 75 96 105 96 75

Aufgabe 3
1 Geschwindigkeit [ms1] ) Geschwindigkeit [ms1]
7|20 7|20
| VI10;30] = 15 m pro s |
_ - 1 _ 2
|15 |15 v(t)=0,5-t
10 Vo = 1p 10
//
5 5 // Vio:30] & 7,5 m pro s
Zeit [s] | Zeit [s] |
4 - 4 + P
0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30
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| T T T T T T | T T T T T T
1 Geschwindigkeit [ms1] ) Geschwindigkeit [ms1]
—20 20 3t 0 <t <5
I I v(it) =4 15 5<|0 <15
30 - <t<
_|15 _|15 30 -t [15(<t <30
4
| 3 | /
10 R . 10
\\V [0;34] = 7,5 M pro Viohoy = 10 mprd s
5 5
v(t) =15 - 0,5+ seit [<]1 / i [s]
eit [s eit [s
~ 5 / —
0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30
Zeitin s 0 5 10 15 20 25 30
1 | zuriickgelegte Strecke in m 0 75 150 225 300 375 450
2 | zuriickgelegte Strecke in m 0 6,25 25 56,25 100 | 156,25 225
3 | zuriickgelegte Strecke in m 0 68,75 125 168,75 200 218,75 225
4 | zuriickgelegte Strecke in m 0 37,5 112,5 187,5 250 287,5 300
A | T T T T T T A | T T T T T T
Zuriickgelegter Weg [m] Zuriickgelegter Weg [m]
—500 —500
| i |
| s(t) = 154t |
400 v 400
| /| |
| d |
—300 —300
| e | 2
t) = 0,25.t2
200 A 200 SO =028
ool 00 o
—1 —1
pd | - |
d Zeit [s] L Zeit [s]
— —
0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30
A | I I I I I I A | I I I I I I
Zuriickgelegter Weg [m] Zuriickgelegter Weg [m]
75|00 75|00 ( 1,52 0<tk5
| | st):=i 15-¢—37,5 5</0< 15
—4|00 —4|00 (B0 €= 0,5 €2+ 150 I5 Xt < 30
| |
*3|00 *3|00 > 4
! $(t) = 15t - 0,252 3] | !
200 1 . o= 200 ~
| - |
—100 —100 -
P o] // o]
d Zeit [s] A Zeit [s]
— et —
0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30 0 5‘ 10 1‘5 20 2‘5 30




30

Es gilt: Die Ableitung der Wirkungsfunktion ist die Ursprungsfunktion.
Bedeutung der Flache im Sachkontext:

(1) Menge Schadstoffe in g, die zwischen 7 und 7:50 ausgestofien wird.
(2) Geleistete Arbeit auf den ersten 4 Metern.

(3) Olmenge in m?, die an einem Tag durch die Pipeline gepumpt wird.
(4) Zuschauer, die ins Stadion kommen.

(5) Wassermenge, die in einer Stunde in ein Staubecken fliefst.

Aufgabe 4
Pumpleistung in m3 Wasser pro Minute
5,0
P
40 /
30 4+
/ A
20 11 A
@ V[0}300] = 1,45 m3 pro min
10 {

0,0

T80 r)fzﬁu 300
10 IS

20

Zeit in Minuten

Fo—
[4)
—
g

3,0

40

a) Abgepumpte bzw. hineingepumpte Wassermenge in m3

b) Vo =225m3und V(30) = 75 m?

tln den ersten 3 Stunden wird Wasser in das Riickhaltebecken gepumpt. A >0

Fiir 45 Minuten laufen alle fiinf Pumpen zugleich mit maximaler Pumpleistung. 40 min
Nach 200 Minuten hat das Becken einen Wasserstand von weniger als 60 cm.
Der Wasserstand des Beckens ist nach 280 Minuten hoher als am Anfang. A>|B]|
Der Wasserstand des Beckens ist nach 280 Minuten niedriger als am Anfang.
Nach 3 Stunden wird Wasser aus dem Becken abgepumpt. B <0
Der maximale Wasserstand ist nach 70 Minuten erreicht. Nein, nach 3 h

)
d) ca.75 min
e) 560 m3/-140 m?

f) siehe oben



Aufgabe 5

VAquarium = 432000 Cm3

a) 3601=360000 cm?entspricht 50 cm Héhe

31

b)
Zeitins 10 20 30 | 40 50 60 70 80 90 | 100 | 110 | 120
Wassermenge in 1 5 20 45 80 | 120 | 160 | 200 | 240 | 280 | 320 | 350 | 360
¢) s.u.rechts
d) s.u.links
e) s.u.rechts 0,05-t2 0 <t<40
f) siehe unten links bzw. rechts. W) = 4:t-80 40=<0<100
24-t—0,1-t>—-1080 100 <t < 120
4,00 400
-
3,00 \\ Vio20] = 3 é j/
300
2,00 /4
1.00 \ 200 A
0,00 /
0 20 40 60 80 100 120
100 e
0,1-t0<t<40 A
f(t) = 4 40<0<100 4
24—-0,2-t100 <t<120 /
0
0 20 40 60 80 100 120
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2 Von der Stammfunktion zum HS der Differential- und Integralrechnung

Aufgabe 1

a) F(x) = 4x b) F(x) =x* —x ) F(x) =;x% d)F(x) =0,6-x° ) F(x) = —x® f)F(x) = 2x? - _x°
g) F(x) = x? —2x* h) F(x) = 2x3 — 8x2 + 16x i) F(x) = —2x~1 j) F(x) = §x§ =2Jx% K F(Kx) = 2%

3
) Fa() =3x2+2x m)Fa(x) = 253 + 255 n) Fy(x) = —Sx7# = 3ax71 0) Fy(x) = —2ax705 = ‘sza

Aufgabe 2

a) Seien F und G zwei Stammfunktionen zur Funktion f und sei H(x) = F(x) - G(x). Dann gilt nach
den Summenregel H'(x) = F'(x) - G"(x) = f(x) - f(x) = 0. Daher ist H eine konstante Funktion. Daher
unterscheiden sich F und G durch eine Konstante.

b)Fx) = —3x*+2x* +c AF(1) = -2 —S+2+c=-2>c=-32,
F(x) = -2,5x2+cAF(1)=-2=>¢=05

Aufgabe 3

a)1C / 2D / 3A / 4B. A, B, C und D miissen jeweils einen Grad mehr haben als 1-4- Da A und C Parabeln
sind, bleibt fiir 2 (ungerader Grad) nur D (gerader Grad) tibrig und somit gilt 4B. Da der Graph 1 fiir x >0
oberhalb der x-Achse liegt, muss der dazugehorige Graph der Stammfunktion fiir x > 0 monoton steigend sein
=1C = 3A.

2
b) 1: f(x) = x; 3: f(x) = —2x + 3; A: f(x) = —x% 4 3x;Cf(x) = %X

Aufgabe 4

0<t<515-t*+c
a) Beliebige Stammfunktion s(t) = 5<0<15:15-t+d
15<t<30:30-t—0,5-t2+e

b) Wirkungsfunktion s - Berechnung der Konstanten:
0<t<515t2+cAs(0)=0=>c=0

s(t) = 5<0<15:15-t+dAs(5)=1,5-52=375=c=—375
15<t<30:30-t—0,5-t2+e As(15) = 15-15 — 37,5 = 187,5 > e = —150

Strategie zu b): Wertepaare aus der Tabelle in Aufgabe 3 von Kapitel 2 in V einsetzen - hier die
»~Anfangswerte” der drei Intervalle (0/0), (5/37,5) und (15/187,5) - und Konstanten c, d und e aus-
rechnen: s(0) =0 = c=0; s(5) =37,5 = d =-37,5; 5(15) = 187,5 = e = -150. Also gilt: Die Wirkungs-
funktion ist eine spezielle Stammfunktion. Aber nicht jede Stammfunktion ist Wirkungsfunktion.

Aufgabe 5
401 _ 1.2 *_
a) [y (Gx+3)dx = [zx +3x]0 =14 # 10
b) J;'(1,5x — 8)dx = [0,75x? — 8x]. = 1232 - (0,75 - 8) = —12,75 = -

Of dx=[x% =1-(-1) =2

[ xax =[] =1-(-1)=2



n 1 nop3
e) fO XZdX = [;Xg]o = ?
Aufgabe 6

1 ona,—[1 on+1]' — 1 qn+1_ 1, qyn+1
a) f—lx dx = [n+1X ]_1 - n+11 n+1( DA

——— andernfalls giltL (-t = =
n+1 n+1 n+1

Fiir gerade n besitzt das Integral den Integralwerti. Fiir ungerade n ist der Integralwert 0.
n+1

1
Wenn n gerade ist, ist— (=)t =

10
b) folo[x (x+2)]dx = EX3 +X2] = 103ﬁ+ 100 = 433§
0

it s = o o =22 (1) -2

21 112
[idx=]- ;]1 =—05-(-1) =05

41 4 _ 4
[y mdx =[x 0%dx = [2Vx], =4-2=2

33

Aufgabe 7
() = x + 2 f(x) = 2x2 f(x) = VX f(x) =
A \ A / A A
Y ¢ Y e Y Y\-f
2 2 2 f 1
1
/"—
1 1 11 0,5
A X B A Tx //A/ﬁ3 X A X
B/ O 1 100 1 | 0 1 2 0 2 | 4
/ | | | | |
A= (x+3)dx A= fi2x d A= [ Vxdx A=f0x‘22dx
~ [ix +1X]1 _ [2X3]1 - [EX%] = [-x71];
2 271 o5 ER £ 3 g =—1—(—1)=—
=l+l_(l_l)_2 2 12_7 2 2
2 2008 K 8 T3TRTh 3 B= [ x2dx
B = f—l,:s ( + E) dx B= f—ol 2%2 dx B = fl Vx dx _ [—X_l]R
1 1 1795 0 2 317 2
= [—XZ +—x] = [Zx3] = [—XZ] _l_(Zny_1_1
12 1 29 _135 1 ° _12 2 2 ! 2 - Rl ( -%-) _2 R
=== G-3=-3 =0-(-9)=3 =3V8-3 oz = X
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Exkurs: Numerische Berechnung von Flachen

a) Der gesuchte Flacheninhalt kann durch Rechtecke von oben und von unten angenéhert werden.
Dazu unterteilt man das Intervall [0; 1] in vier gleichgrofie Intervall der Lange 0,25. Der tatsdchliche
Flacheninhalt liegt zwischen dem Fldcheninhalt fiir die Rechtecke der Unter- und Obersumme.
Ober- und Untersumme unterscheiden sich um das letzte Rechteck der Obersumme.

ot (1 (O e (3 @) <3 B0 (5 - - o

ou = (1) 4 e @) #5111 5L ) B oamenn
51

Daher gilt fuir den tatsdchlichen Wert I: 2 i<z
128 128

N=2
c
[ee]
I

c) Das erste Gleichheitszeichen stellt eine Verallgemeinerung der Terme fiir n = 4 und n = 8 dar.
Das zweite Gleichheitszeichen beinhaltet das Faktorisieren der Intervallldinge % Das dritte Gleich-
heitszeichen ist als Definition zu sehen.

d) Anzahl n der Teilintervalle | 4 8 10 100 1000
Rechteckuntersumme U, 0,2188 0,2734375 | 0,285 0,32835 0,3328335
Rechteckobersumme O, 0,4688 0,3984375 | 0,385 0,33835 0,3338335

e) (1) Obersumme und Untersumme unterscheiden sich um das letzte Rechteck der Obersumme,
das die Breite % und Lange 1 hat.

(2) Oy == [(1)2 + (%)2 ot (“T_l)z - 1] = L[t L2 4t (0= 1)2 4+ 07

n n?

(3) Beim ersten Gleichheitszeichen wendet man die Formel fiir die ersten n Quadratzahlen an.
Beim zweiten Gleichheitszeichen wurde gekiirzt. Beim dritten = wurde Ausmultipliziert. Beim
vierten = wurde das Distributivgesetzt angewendet. Beim letzten = wurde gekiirzt.

(4) Fur grof3e n streben % und # gegen Null, so dass On gegen% strebt.



3 Fliche zwischen Kurven und weitere interessante Anwendungen
a) Nullstellen: 0; 1; 3.
1 3
1, 4, 3.1
A= f(x3 —4x% + 3x)dx + f(x3 —4x? + 3x) dx| = [—X4 —=x3 +—x2]
0 1

4 3 2

5

—(1_4,3 log4 493,302 (1_4 §|_i |_ _S5l==
_( -i_z)-|_|43 33 +23 ( +2)_12+ 2,25 121 12

4 3 273
b) f(x) — g(x) = —x3 + x; Schnittstellen: -1; 0; 1.
A= |f_01(—X3 + X) dX| + |f01(_x3 + X) dX| — |[_ix4 + %xz]

(-l e s

1

+ |[—1x4 +1x2]
4 2

0
-1 0
¢) Berechnung der Nullstellen von f durch f(x) =—-05x°+3x—25=0ox=1vx="5.

— (5(—05x2 _ — 13 43,2 _ S _ _1e3,3c2 (=1, 3_
A= [ (~0,5x% + 3x 2,5)dx_[ 2x3 +2x 2,5x]1— 253 +252 — 12,25 ( s43 2,5)

25 7 32 1
:——(——):—:5—
6 6 6 3

d) Differenzfunktion d(x) = f(x) — g(x) = —0,25x% + 0,5x+2 =0 x = —2Vx = 4
_ 4 _ 2 _ _i 3 l 2 4
A= [ (=0,25x* +0,5x + 2) dx = [ Sx°+ x4 Zx]_2
7

RS TR CE T B R CHEE S

Der GTR gibt sowohl den Integralwert als auch den Wert fiir die eingeschlossene Fldche an:

El B
y y
. ] ] ] ElE Al
g
_1.
UNTEN=-1 OBEN=1 UNTEN=1 -2
Jdx=0D i A=0.5 Jdx=5.33338333  /]=5.33339333

B El
v v

5

Jdx=-2.25 £1=3.08333333 Jd¥dg? to|l 1 2 =g 5 B\7 8
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Aufgabe 2
a) Folgende Zeichnung kann erstellt werden:
A
Yy
—12
10 2
 — +
h a7 ] T~
P4 | N
8 // ! - \\
Ap” tM X
;76 \\\:/’/// \\\‘\
D //'/' %Q»\ F
4 rd : NS
// | N \N
RECY AN N
/ N
// : N\ \\\ _
4 | N N
Al 12146 8 10 12| 14|16 | 18 | 20 | 22 } 24\
T A B A A
L/ AY

b) Fiir die Parabel zu h erhilt man folgenden Bedingungen: h(0) = 7, h(8) = 10 und h(16) = 7. Da-

mit ergibt sich mit dem Ansatz h(x) = ax? + bx + ¢ das folgende LGS:
3

0 0 1 7 a " ea —0,046875 5 5
82 8 1| 10 <=><b>= 3 = 0,75 S>h(x)=—=x*+>x+7
GTR 64 4
162 16 1 7 c 4 7
Analog ergibt sich fiir g(x) = ax? + bx + ¢ mit g(4) = 4, g(12) = 7 und g(20) = 4.
9
42 4 1 4 a 29944 —0,046875 5 . .
— Z — — _ 24242 -
(122 12 1 7)%(19)— 5 —( 1,125 >=>g(x)— =X tox+s
202 20 11 4 1 0,25
4

Die Scheitelpunkte der Parabeln sind offenbar E und B. Da beide Funktionsgleichungen den glei-
chen Streckfaktor haben, wurde der Graf von g durch Verschiebung um 4 nach links und 3 nach
oben in den Grafen zu h iiberfiihrt.

¢) Berechnung des Inhalts der Fldche A, die durch die beiden Parabeln und die Gerade x = 6 einge-
schlossen wird: (1) Berechne die Schnittstelle von g und h bzw. die Nullstelle vond =h - g:
_ 3 5.3 3. 2,9 ,1\_ 3, 27_ _
h(x) —g(x) = —=x +Zx+7—(—ax +158x+z) =—;x+t,=0ox=18
= (83, 4+% =[=3,24%2 =
A=, ( X+ 4)dx-[ =X’ + 4x]6 =27

Berechnung der Halbkreisfldche B: (1) Ermittle den Radius des Halbkreises:
=M=%®=—§ 28—7=§=2,25 (2)B =%n-r2 =%7‘['2,252 ~ 7,95
Damit hat der Fliigel einen Fldcheninhalt von ca. 34,95 cm2.

d) Es gilt fiir das Volumen: V = 34,95 - 40 = 1398 [¢cm?]. Fiir die Masse des Fliigels multipliziert man
das Volumen mit der Dichte: m = Volumen - Dichte = 1398 cm® - 1,8 C:l% =2156,4 g = 2,1564 kg.



Aufgabe 3
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10
a)V=r- fllo(\/x - 1)2 dx =1~ fllo(x —1)dx=m- EXZ — X]l = 40,51 = 127,23

b) A

Y A
1
1t i .
// |
L X
0 "“*\.5\\ 3 | (4] |
_1- | \\
N
C) .ﬂy
3 A
nuz(%
/ >
1
1
"
a 112 [3] 4 |
-1
\\
Y
\ ~
2 \}
1.3 e

=1~ f10(0 1x%)2 dx
4
=T f 0,01x*dx =1~ [500 ]
- (5 - )
500 500
= 2,046m
~ 6,43

_nf g()]? dX-th f(x)]?
= PlgWP - [F@IP) dx
=1 [2[(=05x% + 2x + 1) — (0,5 + 1)?] dx
=99n
~ 31,10
B

3
RXIO((—0.5xx2+2xx+1)2>
31.10176727

[]

]

d) Wahrend bei der Flichenberechnung Rechtecke mit der gleichen Intervallbreite Ax und der Hohe
g(xx) aufsummiert werden, erfolgt bei der Volumenberechnung eine Aufsummierung von Zylinder-
volumina mit dem Radius f(xx) und der Hohe Ax. In folgender Tabelle wird die Analogie deutlich

gemacht:

Flichenberechnung in Ebenen

Volumenberechnung im Raum

Flacheninhalt eines Rechtecks
= a-b=gXx) - Ax

Volumen eines Zylinders

=m-r?-h=m-[f(x)]?" Ax

Uy = 8(x1) - Ax + g(Xp) - Ax + -+ + g(Xp) - Ax

U,=m-" [f(xl)] “AX A+ T [f(xn)]
=1 ([f(x)]% - Ax + - + [f(x,)]? Ax)

u, —Eg(xm s [0

Ax—>0

b

U, = Z[f(xk)] Ax— [ [f(x)]? dx

k=1 AX—>0
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Aufgabe 4

a) Der Flacheninhalt beschreibt die Entfernung vom Startpunkt. Das Gefahrt bewegt sich in den
ersten 40 Sekunden vorwirts (v positiv), zwischen der 40. und 60. Sekunde riickwirts (v negativ)
und dann wieder vorwirts (v positiv). Die lokal grofiten Geschwindigkeiten werden bei t = 15 und
t = 70 Sekunden erreicht. Die kleinste Geschwindigkeit erreicht die Draisine bei t = 50 Sekunden.

b) Die Nullstellen liegen bei 0,40 und 60's, denn v(t) = t* (;X- - t? — L - t + %) = 0 genau dann, wenn

3000

t=0oder - -t? —L-t+2=0 t*—100-t+ 2400 = 0 (p-q-Formel). Sie beschreiben den Zeit-

3000
punkt eines Richtungswechsels.

c) Die Integrale beschreiben die Entfernung des Objekts vom Startpunkt. Eine Stammfunktion von
vlautet F(t) = 2 - t* — L. t3 + 2.t Damit gilt fiir fob v(t)dt = F(b) — F(0) = F(b). Durch Einsetzen

12000

erhalt man: F(10) = 29,722, F(50) = 131,94, F(60) = 120, F(70) = 149,72 [m].

d) s(40) = [ v(t)dt = F(40) — F(0) = F(40) = 142,22 [m].

s(40) _ 142,22
40 40

560) — 120 _ 2. §[0;70] =
60 60

s(70) _ 179,72
70 70

e) v[0;40] = ~ 3,56; v[0; 60] = ~ 257 [?]'

f) Bei den Nullstellen von v miissen die Extremstellen von s liegen. Das lokale Maximum betrégt
s(40) = 142,44, das lokale Minimum ist s(60) = 120. Die beiden Randwerte sind s(0) = 0 sowie
s(70) = 179,72. Der Grad der Weg-Zeit-Funktion betragt 4, so dass der Graph von links oben nach
rechts oben verlduft.

g) Die von beiden Graphen eingeschlossene Fldche beschreibt den Abstand beider Draisinen.

h) Gleichsetzen der beiden Funktionsgleichungen liefert die Schnittstellen t = 0 und t = 30, denn:
1 3 1 2, 4 — _1 2 4 51 1 3 1 2 1 — 3 2 —

&t (t2 =25 t—150) = 0 (t; = 0 und p-g-Formel liefert t, = -5 und t; = 30)

30 30
Jo VMotor (©) = V(D]dt = [ (—5g55 B +525t 4550 dt = 30 [m].
40

.\ (40
i) [ [VMotor () = v(D]dt = [ (3005 C+ag 2+ dt = 4,44 [m]
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4 Kontrollaufgaben

Aufgabe 1 (HeifSluftballon)
a) Der Flacheninhalt entspricht der Entfernung vom Startpunkt in m.

b) Der Ballon bewegt sich in den ersten 43 Sekunden nach oben, dann bis zum Ende nach unten.
Kurz vor den Stellen mit v = 0 wurde HeifSluft hinzugeftigt bzw. entnommen, so dass der Ballon
seine Geschwindigkeit und Richtung abrupt dndert. Die grofite und kleinste Geschwindigkeit wer-
den zu den Zeitpunkten t = 40 und t = 58 erreicht.

¢) Die mittlere Geschwindigkeit fiir die ersten 30 Sekunde betragt etwa 10 m pro s. Daher ergibt sich
eine Hohe von etwa 300 m.

d) Die maximale Steighohe wird nach ca. 42 Sekunden erreicht und betrédgt etwa 460 m.

e) Der Flacheninhalt unter der t-Achse ist kleiner als tiber der t-Achse, so dass der Ballon auf einer
Anhohe landet. Der Fldcheninhalt unter der Kurve betrédgt etwa - 240 m, so dass der Hohenunter-
schied ca. 220 m betragt.

f) Der Graf der Wirkungsfunktion steigt bis zur Nullstelle der Geschwindigkeitsfunktion bei t = 43
an und hat seinen maximalen Anstieg bei t = 40. Anschliefiend féllt der Graf der Wirkungsfunktion
und hat bei t = 58 seinen lokal geringsten Anstieg.

Aufgabe 2 (Funktion, Stammfunktion, Wirkungsfunktion - Graphen zuordnen)

Die Funktionen g und h sind beides Stammfunktionen zu f, da die Nullstellen von f lokale Extrem-
stellen von g und i sind. Allerdings ist h die Wirkungsfunktion zu f, da im Bereich -1,5 bis 1,25 mehr
Wasser ins Becken gepumpt als abgepumpt wurde und die Gesamtbilanz damit positiv ist, so dass
der Graph komplett oberhalb der x-Achse liegen muss.

Aufgabe 3 (Flichenberechnung)

a) A: Nullstellen von f berechnen: f(x)=—x2+2x+3=0=>X2—2x—3=OD<=>=4'p=_2x=—1i2
x=-2+/D

_ (3 (2 B N S _ _(ti11-3) =102

A= (~x +2x+3)dx_[ -x3 +x +3x]_1_ 9+9+9—(3+1-3) =102

1
B= fol[f(x) —-g®)]dx = fol[—x3 +3x4+2-(2-x)]dx= fol(—x3 +4x) dx = [—%X4 + ZXZ]0
C: Schnittstellen von gund h: x1° + 10 =x+ 10 ©x? —x =0 xx’-1) =0 x=0Vx

C= fol[g(x) —f(x)]dx = fol(x _ XlO) dx = [%XZ _ixllll _1_1_0>9

117l T2 11 22

7
4

1

b) y
4 -
s
\®
1_
\ R
] H-




2 2 2
A= [IIf(x) —g()]dx = [, (X3 — 4% +4X)dX = EX4 —%Xg + ZXZ]0 = 4—33—2+ 8=

2
C=8- [ f(x)dx = [—§x3+2x2]0 =8-5:=2

Aufgabe 4 (Steckbriefaufgabe)
f(x) = ax3 + bx? + cx + d; f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢

B = f24 f(X) dx — f23 g(X) dx = [—%X:3 + ZXZE _ [

——x*+x3

1
4
2
3

3 1 3 7
|,=55-23=25

40

4

3

f(0)=0(d=0), f(0)=0(c=0),f(-2)=1(-8a+4b=1),f(-2)=0(-12a—4b =0)
= f(x) = %x3 +%x2

Aufgabe 5 (Durchfluss in einer Olpipeline)

4 D‘urcr‘1flulssrate ‘in I‘TIED‘FO IMinlutej_(C)Imlen(_‘ge fn mIE)
90
—5600—80 W
5600 ;ﬁ. : S /’/
490070 /1 -
[ 1 1
| |
4200 60 ' |/
| ] l /’;/
350050 ' '
/1 I
[ r |
280040 I i
| |
AN / |
210030
Y : J
1A |
—1400—20 I/ |
A i )
700—10 7 |
Pl |
] | | : >
-10 | 0 10 | 20 | 30 4‘0 50 6‘0 70 | 80 | 90 1(‘)0 Zeit in Minuten |
|

a) Der Flacheninhalt F zwischen Kurve und Zeitachse beschreibt die Menge Ol in m3, die in den

ersten 100 Minuten durch die Pipeline flief3t [nT—; -min = m3].

b) Der Fldcheninhalt des ersten Dreiecks betragt 20 min - 80 n’:‘—; : 2 = 800 m3. Der Fldcheninhalt des
folgenden Rechtecks betrdgt 40 min - 80 n“l’—; = 3200 m3. Daher ist W(60) = W(20) + 3200 = 800 +
3200 = 4000 [m3].

¢) Der mittlere Durchfluss m fuir die ersten 60 Minuten betrédgt 4000:60 ~ 67 ;1—; Zeichne eine Paral-

lele zur Zeitachse im Abstand von 67 ein iiber den ersten 60 Minuten. Von der 10. bis zur 40. Minute
3
betrdgt der mittlere Durchfluss 2200:30 = 73 %%
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d) a ist die Steigung des ersten Abschnittes und betragt 80:20 = 4. b = 80, da die Strecke parallel zur
Zeitachse im Abstand von 80 ist. Fuir die Berechnung von c setzt man die Koordinaten des Punkte
(60/80) in die Gleichung D(t) = -2t + c ein, d.h. 80 = -2 - 60 + ¢, d.h. ¢ = 200.

e) Die Wirkungsfunktion ist eine Stammfunktion. Daher gilt fiir die Wirkungsfunktionen der drei
Abschnitte W(t) = 2t2 + ¢, W(t) = 80t + c2, W(t) = -t2 + 200t + c3. Nun berechnet man die Konstanten
c1, ¢2 und ¢3 durch die Bedingungen W(0) = 0, W(20) = 800 und W(60) = 4000.

f) Da 90 im dritten Intervall liegt, wahlt man W(t) = -t2 + 200t - 4400. Nun gilt fiir die durchgeflossene
Wassermenge nach 90 min W(90) = -902 + 200 - 90 - 4400 = 5500 [m3].

g) Da nach 20 Minuten 800 m3 Ol durch die Pipeline geflossen sind, muss der Zeitpunkt fiir 500 m3
zwischen 0 und 20 liegen. Daher verwendet man die Wirkungsfunktion fiir den ersten Abschnitt.
Hier gilt W(t) =2t2=500 < t = \250 Minuten [80t - 800 = 1000 & t = 22,5; —t? + 200 - t — 4400 =
4500 & —t> +200-t—8900 =0 © t ~ 66,83 (und t ~ 133,16 > 100)]

h) Die Durchflussgeschwindigkeit oder der Durchfluss wirkt sich auf die Olmenge aus, d. h. je
schneller Ol pro Zeiteinheit durch die Pipeline gepumpt wird, desto hoher ist die durchgepumpte
Olmenge. Die Fldche unter dem Graphen beschreibt die Olmenge, wird durch die Wirkungsfunk-
tion der Durchflussfunktion bestimmt und ist eine spezielle Stammfunktion der Durchflussfunk-
tion.

Aufgabe 6 (Geschwindigkeitsverlauf zweier Objekte)

4 v(‘t) [kmlpro h]

10 V Objekt 1
7,5

- //‘, NE | | / /

i / i \\ i i / V objekt 2
2,5

I / /

Sieus N A

08109 71 [ 11172
Tl
a) v(t) =723 —120t> +48t=0 ot =0Vt = %v t = 1. Die Nullstellen sind die Zeitpunkte der
Richtungsdnderung. Daher dndert das Objekt nach 40 und 60 Minuten seine Richtung.

010/ 01102 03 0405 06 ORI

2 2
3 _ 4 3 213 _ 64 .
b) [Zv(Ddt = [18t* — 407 + 24t°]° = —:

f; v(t)dt = [18t* — 40t + 24t7] % =- g: In Richtung Startpunkt zurtickgelegter Weg von der 40. bis

Entfernung vom Startpunkt nach 40 Minuten

zur 60. Minute betragt =2
27

) 01'2 v(t)dt = [18t4 — 403 + 24t2]:'2 = %z Entfernung vom Startpunkt nach 72 Minuten.
km _ 1 (12 1 1728 K
c)v(1,2) = 9,216 Tm Vion21 = gl VDAt =5 o~ 2,3047m

d) ﬁ : fab v(t)dt : Mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [a; b].

e) (Vs =/ Ot v(x)dx: Entfernung vom Startpunkt nach t Minuten.
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(2) [, v(x)dx = [18x* — 40x* + 24x2]; = 18t* — 4083 + 24¢?
(3) Die Nullstellen von v sind die wegen des VZW von v Extremstellen von s. Bei t = ; wechselt v

das VZ von + nach -. Daher liegt dort eine lokale Maximumstelle vor. Bei t = 1 findet ein VZW von

v von - nach + statt. Daher liegt dort eine lokale Minimumstelle vor. Die Randwerte betragen s(0) =

Ound s(1,2) = @ ~ 2,7648. Wegen s( ) =2,37 <2,7648 und s(1) = 2 > 0 sind die Extremstellen aus-

schliefSlich lokaler Art.

f () 12h- 255" =3kn.

(3) |f [v(x) — 2 5]dx|
@) [,[v(x) — 2,5]dx = 0 & [18x* — 40x° + 24%% — 2,5x]2 =0 o 18t* — 4063 + 24t2 — 2,5t = 0
ﬁt =0vt=0,13vt=0,86Vt=123. Nach ca. 8 Minuten tiberholt Objekt 1 das Objekt 2 zum

ersten Mal.

Aufgabe 7 (Torbogen)

a) Legt man den Ursprung des Koordinatensystems in die Mitte der Toreinfahrt, hat das parabelfor-
mige Tor die Gleichung f(x) = ax? + 3,5 und die Funktion h die Form g(x) = bx* + cx? + 7. Zur Be-

rechnung von a verwendet man den Ansatz f(1,5) =0 < 2,25a+3,5=0&a= —%. Um b und ¢
zu ermitteln, helfen die beide folgenden Bedingungsgleichungen weiter: g(5) = 4 und g'(5)=0.
Dann gilt: 625b + 25c = -3 und 500b + 10c = 0. Der GTR liefert die Losung: b = E und ¢ ——%
Insgesamt ergeben sich folgende Gleichungen: f(x) = —?X +3,5und g(x) = ax‘* 25X +7.

b) Zur Berechnung der Querschnittsfléche A hilft folgender Ansatz weiter (hier muss die Stamm-
funktion nicht explizit angegeben werden): A = f_ss g(x) dx — f_1’155 f(x)dx = 56 — 7 = 49 [m?]

)V =A-6=294[m*]m=V-p = 294000000 cm? - 2,7 £ = 793800000 g = 793800 kg = 793,8 t

d) Materialkosten =m- 760 - 1,19 = 717912,72 €

Aufgabe 8 (Flichenberechnung bewusst unter Nutzung des GTR)
a)(DA=2- f_oﬁf(x) dx = 2 (f ist ungerade)

@ A=|7Fo)da| + [ f @) dx = 125

b) (1) A = [%,[f(x) — g(0)] dx + | [, [f(x) — g(x)] dx| = 3

A= 13 [f(x) —gx)]dx = 20% (Darstellungsbereich anpassen)

O A= [7Th(9) ~ 00l dx— [y 1800 ~ fG0] dx = 4~ =37

Aufgabe 9 (Trapezmethode)

a) Mithilfe der Trapezformel lassen sich die Fldcheninhalte fiir die vier Trapeze berechnen, indem

man den Mittelwert der Funktionswerte zweier benachbarter Zerlegungsstellen mit der Hohe i mul-

0\2 | (1)? 1\2  (2)? 2\2  (3\? 3\2 , (4\?

@ -G 24 @@ L4 @G L4 &) -G -1 Nach Faktorisieren von = erhilt
2 4 2 4 2 4 2 4 4

man die gesuchte Formel.

tipliziert: S, =
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k-1

2 k 2
b) S100 = 211(21 [M] . % = 0,3334 beschreibt die Summe der 100 Trapeze.

S, = % + # strebt fiir n — o gegen den tatsdchlichen Fléchleninhalt %; da 6—1112 fiir grofses n gegen

Null strebt. Die Abweichung vom tatsdchlichen Flichenwert - betrdgt —;, die prozentuale Abwei-
1

chung vom tatsdchlichen Wert betrégt daher% = #
3



