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Lektion 1: Darstellung von Geraden und Ebenen im Raum  
 

1.1 Noch fit ? ð Vektoren und Modellieren mit dem 3D -Modell  
 

Wichtige Merksätze aus der E -Phase 
 

Was ist ein Vektor?  
 

(1) Ein Vektor  ἋἌᴆ beschreibt die Verschiebung eines Punktes A zu einem Punkt B und wird fest-
gelegt durch seinen Betrag (Länge), seine Richtung  (parallel zu einer Geraden durch die 

Punkte A und B) und seine Orientierung  (ablesbar an der Pfeilspitze). ἋἌᴆ repräsentiert un-
endlich viele Vektoren der gleichen Klasse (gleicher Betrag, gleiche Richtung und gleiche Ori-

entierung wie ἋἌᴆ). 
(2) Ein Vektor Ἡᴆ besitzt einen Gegenvektor  -Ἡᴆ, der sich nur um die Orientierung von  Ἡᴆ unter-

scheidet. Führt man die Verschiebung gemäß dem Vektor  Ἡᴆ und dann gemäß dem Vektor  -Ἡᴆ 

hintereinander durch, kann dieser Gesamtvorgang durch den Nullvektor  ᴆ  beschrieben wer-
den. 

(3) Die Verschiebung eines Punktes A zu einem Punkt B kann auf direktem Wege oder auch durch 
ăUmwegeò mit mehreren Verschiebungen zu weiteren Punkten (z. B.  C, D, und E) erzielt 

werden. In der Vektorschreibweise gilt dann : ἋἌᴆ = ἋἍᴆ + ἍἎᴆ + ἎἏᴆ + ἏἌᴆ. 

(4) Die Subtraktion Ἡᴆ Ἢᴆ von zwei Vektoren ist analog zur Subtraktion be i Zahlen definiert als 

die Addition des Gegenvektors, d. h. Ἡᴆ Ἢᴆ. 

 

Rechengesetze für Vektoren:  
 

Kommutativgesetz der Vektor -Addition:   Ἡᴆ Ἢᴆ Ἢᴆ Ἡᴆ 
  

Assoziativgesetz der Vektoraddition:  Ἡᴆ Ἢᴆ Ἣᴆ Ἡᴆ Ἢᴆ Ἣᴆ  
 

Distributivgesetz der S -Multiplikation  (r ist eine reelle Zahl): ἺẗἩᴆ Ἢᴆ ἺẗἩᴆ ἺẗἪᴆ 

 

Spezielle Punkte im Raum  
 

(1) Bei Punkten auf den Koordinatenachsen  sind zwei Koordinaten Null.  
(2) Bei Punkten auf den Koordinatenebenen  ist eine Koordinate Null.  

 

Rechnen mit Vektoren im 3D -Raum 
 

(1) Vektoren addiert , indem man ihre Komponenten addiert: 

Ἡ
Ἡ
Ἡ

Ἢ
Ἢ
Ἢ

Ἡ Ἢ
Ἡ Ἢ
Ἡ Ἢ

 

(2) Der Gegenvektor  von  Ἡᴆ

Ἡ
Ἡ
Ἡ

 lautet Ἡᴆ

Ἡ
Ἡ
Ἡ

 

(3) Vektoren werden ăkomponentenweiseò subtrahiert: 

Ἡ
Ἡ
Ἡ

Ἢ
Ἢ
Ἢ

Ἡ Ἢ
Ἡ Ἢ
Ἡ Ἢ

 

(4) Wird ein Vektor mit einer reellen Zahl r (Skalar, skalare Multiplikation ) multipliziert, so kann 

dies nur die Länge bzw. die Orientierung verändern. Es gilt dann:  ἺẗἩᴆ Ἲẗ

Ἡ
Ἡ
Ἡ

ἺϽἩ
ἺϽἩ
ἺϽἩ

 

 



 

 

5 1.1 Noch fit? ð Vektoren und Modellieren mit dem 3D -Modell  

 

5 

 

Die Länge eines Vektors Ἡᴆ ist: a = ȿἩᴆȿ Ἡ Ἡ Ἡ  
 

Beispiel:  Ἡᴆ ᵼἩ Ѝ Ѝ  

 

Will man nun den Vektor bestimmen, der  die gleiche Richtung und Orientierung wie der Vektor  Áᴆ 

hat und die Länge 1 besitzt, dividiert man Áᴆ durch seine Länge a und erhält den sogenannten 

Einheitsvektor in Richtung  Ἡᴆ:  Ἡᴆ
 Ἡᴆ

Ἡ Ἡ
Ͻ Ἡᴆ. 

 

Beispiel:  Áᴆ
φ
ς
σ
ᵼÁᴆ

 ᴆ
φ
ς
σ

  

 

Spiegelung und Projektion  
 

(1) Bei einer senkrechten Projektion  eines Punktes in eine Koordinatenebene  wird eine Koordi-
nate des Punktes Null gesetzt, während die anderen Koordinaten unverändert bleiben. 

(2) Bei einer Spiegelung  eines Punktes an einer Koordinatenebene  ändert eine Koordinate des 
Punktes ihr Vorzeichen, während die anderen beiden Koordinaten unverändert bleiben. 

(3) Bei einer senkrechten Projektion  eines Punktes in eine Koordinatenachse  werden zwei Ko-
ordinaten des Punktes Null gesetzt, während die dritte Koordinate unve rändert bleibt. 

(4) Bei einer Spiegelung  eines Punktes an einer Koordinatenebene  ändern zwei Koordinaten des 
Punktes ihr Vorzeichen, während eine Koordinate unverändert bleibt. 

(5) Bei einer Spiegelung  eines Punktes am Koordinatenursprung  ändern alle Koordinaten des 
Punktes ihr Vorzeichen. 

 

  

Der Verbindungsvektor ἋἌᴆ zweier Punkte A und B lässt sich berechnen als Differenz der dazu-

gehörigen Ortsvektoren Ἃᴆ und Ἄᴆ:  ἋἌᴆ Ἄᴆ Ἃᴆ. In Koordinatenschreibweise ergibt sich also mit 
den Punkten A(a1/a 2/a 3) und B(b1/b 2/b 3): 
 

 

ἋἌᴆ Ἄᴆ Ἃᴆ
Ἢ
Ἢ
Ἢ

Ἡ
Ἡ
Ἡ

Ἢ Ἡ
Ἢ Ἡ
Ἢ Ἡ

 

Für die Punkte A( -2/5/4) und B( -4/ -1/5) gilt:   ἋἌᴆ  
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Aufgabe 1: Skalar und Vektor  
 
a) Es sind folgende sieben Vektoren gegeben. 

 
 
 
 
 
 

 
 
(1) Untersuche  die oben befindlichen Vektoren auf einen Zusammenhang bezüglich Länge, 

Richtung und  Orientierung . 
 

(2) Zeichne  die Vektoren Ἡᴆ, Ἢᴆȟ Ἣᴆ mit den folgenden Eigenschaften oben ein : 
 

¶ Der Vektor Ἡᴆ hat die gleiche Richtung wie der Vektor ἓἔᴆ, ist aber doppelt  so lang. 

¶ Der Vektor Ἢᴆ ist gleich Ἡᴆ  ἑἒᴆ. 

¶ Der Vektor Ἣᴆ ist gleich Ἢᴆ  ἑἒᴆ. 
 

b) Fasse unter Angabe der Rechengesetze für Vektoren den folgenden Vektorausdruck so weit wie 

möglich zusammen:  Ἤᴆ ȟἭᴆ Ἤᴆ Ἤᴆ Ἥᴆ. 
 

Aufgabe 2: Spat 
 

Im Spat ABCDEFGH ist M der Mittelpunkt der Raumdiagona-

len "(. Die Vektoren ἋἌᴆ Ἵᴆ,  ἋἎᴆ Ἶᴆ und ἋἏᴆ Ἷᴆ spannen 
den Spat auf (vgl. Abb. rechts). 
 

a) Drücke  die Vektoren ἋἑᴆȟἍἏᴆȟἐἎᴆ ÕÎÄ  Ἄἒᴆ durch die 
Spannvektoren Ἵᴆ, Ἶᴆ und Ἷᴆ aus und zeige, dass folgenden 

Formel gilt:  ἋἙᴆ Ἵᴆ Ἶᴆ Ἷᴆ. 
 

b) Seien nun A (4/0/0), B  (4/3/0), D (0/1/0) und  E (2/1/3).  
Ferner sind Punkte R und S die Mittelpunkte der Kanten 
%( und '(.  

 

(1) Berechne die Koordinaten der übrigen  Eckpunkt e des Spats sowie des Punktes M. 
 

(2) Weise mithilfe der Vektorrechnung nach, dass das Viereck ACRS ein Trapez ist.  
 

(3) Zeichne  den Spat und den Mittelpunkt M als Schrägbild in ein Koordinatensystem.  
 

(4) Gib  die Bildkoordinaten der Eckpunkte des Spats ABCDEFG an, wenn er é 
 

i. an der x1-x2-Ebene gespiegelt wird. 
ii.  an der x3-Achse gespiegelt wird. 
iii.  am Koordinatenursprung gespiegelt w ird.  
iv.  senkrecht in die x2-x3-Ebene projiziert wird.  
v. senkrecht in die x1-Achse projiziert wird.  

 

S 

R
S 
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Aufgabe 3: Ballonfahrt 1 
 

Die Position eines Heißluftballons am Himmel wird durch drei Koordinaten ð Osten, Norden, Höhe 
ð (jeweils in km) bestimmt (der Ursprung ist der Tower  eines Sportflugplatzes). Die Flugrichtung 
hängt vom Wind ab, dessen Richtung durch einen Vektor angegeben wird (jede Komponente in 
km/h).  Der Ballon startet im Punkt ( 2| 2|0) und wird direkt beim Steigflug vom Wind erfasst und 

fährt eine Stunde in Richtung 
σ
ς
σ

. Da Heißluftballons nicht höher als 3 km fliegen dürfen, macht 

der Ballonfahrer den Brenner aus, und der Ballon gleitet für zwei Stunden in Richtung 
ρ
ς
ρ

. Von 

dort fliegt er 30 Minuten in Richtung  
φ
τ
π

. Dann ändert sich der Wind  auf 
σ
ρ
πȟυ

. Nach zwei wei-

teren Stunden ist er gelandet.  
 

a) Bestimme , an welchem Ort der Ballon schließlich landet und  berechne die Entfernung des Zie-
lorts vom Startpunkt.  
 

b) Untersuche , wie viele Kilometer der Ballon insgesamt zurückgelegt hat.  
 

c) Stelle  die Situation im Modell dar. Überprüfe  die Ergebnisse aus den Aufgabenteil b)  und c) 
durch eine Messung. [Der Aufstieg des Ballons kann mit einem Stab dargestellt werden; von 
dort an mit Gummibändern weiterarbeiten (1 km pro Einheit).]  

 

Weiterführendes zu m Umgang mit dem 3D -Modell  
 

 Aufgabe 4: Versicherungsbetrug 2 
 
Am 1. April 2008 meldete sich beider Lloyd -Versicherung in London  ein Vertreter der Never -Come-
Back-Airline. Er gab vor, dass der Flug  NCB 123 auf dem Weg von Südengland-International -Air-
port  (0|0|0) nach Havanna (Kuba) über  dem Bermuda-Dreieck abgestürzt sei. Da die Never-Come-
Back-Airline bereits in den vergangenen  Jahren oft durch dubiose Geschäftspraktiken aufgefallen 
war, werden die Angaben der Fluggesellschaft besonders kritisch begutachtet.  Stutzig macht auch 
die Tatsache, dass außer dem Piloten kein Mensch an Bord gewesen sein soll. Von der internationa-
len Flugüberwachung lässt man sich die automatisch über Funk durchgegebenen Flugdaten des 
vermissten Fluges durchgeben. Bis zum ăFunkabbruchò wurden folgende Flugbewegungen  aufge-
zeichnet:  
 

Kursvektor  
τππ
σππ
π

 
σππ
ρππ
π

 
ρππ
ρππ
π

 
ρππ
ςππ
π

 

Dauer 10-11 Uhr 11-13 Uhr 13-14 Uhr 14-17 Uhr 

 

Die Kursvektoren geben die jeweilige Geschwindigkeit (km/h) in östlicher  und nördlicher Richtung 
über dem Boden an. 
 

                                                 
1 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhülsen 2017, 28. 
2 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhülsen 2017, 32. 
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a) Prüfe , ob ein Versicherungsbetrug vorlag. 
 
b) Stelle  die Situation mit dem 3D -Modell dar.  
 
c) Stelle  eine Projektion des Fluges in die x1x2-Ebene grafisch  dar.  

 
[Darstellung im Modell: Man kann die Vektoren direkt mit einem wasserlöslichen Folienstift  auf 
die x1x2-Ebene zeichnen (100 km pro Einheit).] 

 

 Aufgabe 5: Skulptur 3 
 
Anlässlich des Jahres der Mathematik 2008 will die Mathe-AG der Schule eine Mathe-Skulptur auf 
dem Schulhof errichten. Es soll ein großes Dreieck aus Stahlrohren um bzw. durch eine bestehende 
Betonwand gebaut werden. Titel des Kunstwerks: ăRechter Winkelò. Die AG hat eine Skizze und 
einen Grundriss angefertigt.  Nun beginnt das Rechnené 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a) Berechne, wie lang die einzelnen Rohre sein müssen. 
 

b) Begründe , ob die Skulptur ihren Titel zu Recht trägt.  
 

c) Stelle  die Situation im Modell dar. Dabei kann die Betonwand z. B. bei entsprechender Wahl des 
Ursprungs durch die x 1x3 ð Ebene repräsentiert werden. Die Dreiecksseiten, die dann im Ur-
sprung beginnen, werden auf der x 1x2 ð Ebene aufgezeichnet bzw. mit einem Draht eingefügt (1 
m pro Einheit). Die Längen können nachgemessen werden; die Winkel nur zum Teil.  

 
  

                                                 
3 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhülsen 2017, 30. 

Gesamthöhe: 3,75 m 
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1.2 Darstellun g von Geraden im Raum  
 

Aufgabe 1: Informationstext  und erste Beispiele  von Geraden im Raum  
 

a) Lies den folgenden Informationstext und erstelle  eine kurze Präsentation. 
 

b) Bearbeite anschließend die beiden Beispiele. Notiere  mögliche Unklarheiten.  
 

Bei der Darstellung von Geraden im Raum haben wir zwei  Möglichkeiten, um eine Gerade g fest-
zulegen: 
 

(1) Es sind zwei Punkte vorgegeben. 
(2) Es sind ein Punkt und eine Richtung vorgegeben. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Um zu einem beliebigen Punkt X zu gelangen, startet man vom Ursprung zu einem Geradenpunkt 
G und von dort mit einem Vielfachen des Vektors Öᴆ zum Punkt X. Daher gilt die wichtige Gleichung: 

8ᴆ 'ᴆ ʇẗÖᴆ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Merke:  Ist G ein beliebiger Punkt der Geraden g und Öᴆ ein Vektor in Richtung g. Dann nennt man 

Çȡ 8ᴆ 'ᴆ ʇẗÖᴆ eine Gleichung von g. G heißt Aufpunkt , 'ᴆ Stützvektor , Öᴆ Richtungsvektor  und ʇ 
der Parameter der Geradengleichung. 

 

Zwei erste Beispiele :  
 

a) G(10/2/4) und Öᴆ
τ
ς
ς

  Ý Çȡ 8ᴆ
ρπ
ς
τ

ʇẗ
τ
ς
ς

 

b) A(6/4/2); B(16/ -1/7)  Ý Öᴆ !"ᴆ "ᴆ !ᴆ
ρφ
ρ
χ

φ
τ
ς

ρπ
υ
υ
 Ý Çȡ 8ᴆ

φ
τ
ς

ʇẗ
ρπ
υ
υ

 

 

Wir lernen nun, dass dieselbe Gerade ð im Gegensatz zur Normalform y = mx + b in der Ebene ð 
beliebig viele Geradengleichungen besitzen kann.  
 
Betrachte das folgende Arbeitsblatt und erläutere  die vier Fälle. Fülle  die Lücken aus.  
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ʇ πᵼ8ᴆ  
ρπ
ς
τ

πÖ 
τ
ς
ς

ρπ
ς
τ
ᵼ'ρπȾςȾτᶰÇ  

ʇ ρȟυᵼ8ᴆ   
ρπ
ς
τ

ρȟυÖ
τ
ς
ς

ρφ
ρ
χ
ᵼ0ρφȾρȾχᶰÇ 

ʇ ρᵼ8ᴆ   
ρπ
ς
τ

ρÖ
τ
ς
ς

φ
τ
ς
ᵼ1φȾτȾςᶰÇ 

ʇ ςᵼ8ᴆ    
ρπ
ς
τ

ςÖ
τ
ς
ς

ς
φ
π
ᵼ2ςȾφȾπᶰÇ 

3φȾπȾχᶱÇ, da es kein ʇ gibt! 

 

 G (10/2/4) heißt  Aufpunkt  

'ᴆ
ρπ
ς
τ

 heißt Stützvektor  

                     Öᴆ
τ
ς
ς

 heißt 

                       Richtungsvektor  

Anderer Aufpunkt Q (6/4/2)                                        

Gleicher Richtungsvektor  

Öᴆ
τ
ς
ς

 

Anderer Aufpunkt R (2/6/0)                                     

Anderer Richtungsvektor  

       
ς
ρ
ρ

  0,5  ẗ
τ
ς
ς

 

Gleicher Aufpunkt  G (10/2/4)                            

Anderer Richtungsvektor  

           
φ
σ
σ

 (-1,5)Ö 
τ
ς
ς

 

Merke:   

¶ Alle Richtungsvektoren sind parallel .  

¶ Man nennt sie kollinear .  

¶ Sie unterscheiden sich nur um einen Vorfaktor . 
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Aufgabe 2: Schon fit? 
 

a) Lies in der folgenden Abbildung die Koordinaten der Punkte A bis O ab. 
 
b) Zeichne  Geraden durch die Punkte K und O sowie K und N in das KOS ein .  

 
c) Bestimme  für die beiden Geraden unter b) jeweils eine Gleichung einer Geraden durch Able-

sung und durch eine Rechnung (vgl. Kasten unten). 
 

d) Gegeben sei die Gerade g, die durch die beiden Punkte P (2/1/2) und Q  (-1/4/ -4) verläuft.  
 

a) Untersuche rechnerisch, in welchem Punkt die Gerade g die x1x2-Ebene schneidet. 
 

b) Stelle  die Gerade g im 3D-Modell dar und überprüfe  das Ergebnis aus (1) am 3D-Modell.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

+3 

+4 

-2 

Ablesung:    Rechnung: 

Ç ȡ 8ᴆ
τ
σ
π

ʇẗ
τ
σ
ς

   Ç ȡ 8ᴆ %ᴆ ‗ẗ%+ᴆ %ᴆ ‗ẗ+ᴆ %ᴆ
τ
σ
π

ʇẗ
τ
σ
ς

 

Ç ȡ 8ᴆ
π
π
ς

ʈẗ
ψ
π
ς

  Ç ȡ 8ᴆ +ᴆ ʈẗ+/ᴆ +ᴆ ʈẗ/ᴆ +ᴆ
π
π
ς

ʈẗ
ψ
π
ς

 

Ç ȡ 8ᴆ
π
π
ς

ʉẗ
π
ς
ς

  Ç ȡ 8ᴆ +ᴆ ’ẗ+.ᴆ +ᴆ ’ẗ.ᴆ ὑᴆ
π
π
ς

ʉẗ
π
ς
ς

 

01ᴆ
σ
σ
φ
ᵼÇȡ 8ᴆ

ς
ρ
ς

ʇẗ
σ
σ
φ

Ø
Ø
π
 ᵾ

ς σʇ
ρ σʇ
ς φʇ

Ø
Ø
π
ᵾ   ʇ ᷈

Ø σ
Ø ς
Ø π

  

Die Gerade g schneidet die x1x2-Ebene in S(-3/2/0).  

A (-4/0/5)  
B (0/0/5)  
C (0/ -5/ 4)  
D (0/ 4/5)  
E (-4/ -3/0)  
F (-3/0/0)  
G (0/ -5/0)  
H (-5/ 7/0)  
I (0/0/0)  
J (0/5/0)  
K (0/0/ -2)  
L (7/ -4/0)  
M (0/ -2/ -4) 
N (0/2/ -4)  
O (8/0/ -4) 
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e) Weitere Übungsaufgaben zur Darstellung von Geraden im Raum: 4 
 

(1) Gib  eine Gleichung der Geraden g an, die durch A in Richtung  Öᴆ  verläuft.  
 

(i) A(0/3/1)  (ii) A(2/4/6)  (iii) A(0/0/0)  (iv) A( -1/ -2/ -7) 

Öᴆ
ς
ς
ρ

 Öᴆ
ς
τ
φ

 Öᴆ
ρ
ς
σ

 Öᴆ
ρ
ς
χ

 

(2) Sei g gegeben durch g: 8ᴆʇ
ς
π
ρ

ʇẗ
τ
ς
ρ

.  

 

Berechne die Punkte Pi, die zu den Parameterwerten ʇ gehören: 
‗ ρȠ ‗ πȠ ‗ ρȟυȠ ‗ ρππ  

 

(3) Stelle eine Gleichung der Geraden g auf, die durch A(1/2/3) geht und parallel ist zur é 
 

(i) x1-Achse (ii) x 3-Achse (iii) Gerade h: 8ᴆʇ
ς
ς
ς

ʇẗ
σ
υ
χ

. 

 

(4) Zeichne  folgende Geraden als Schrägbild in einem Koordinatensystem und gib  die beson-
dere Lage an. 
 

(i) a: : 8ᴆʇ
ρ
π
π

ʇẗ
υ
π
π

  (ii)  b: : 8ᴆʈ
π
ρ
π

ʇẗ
π
π
ρ

 

 

(iii ) c: : 8ᴆʇ ʉẗ
ρ
ρ
ρ

   (iv)  d: : 8ᴆʈ
ρ
π
ρ

ʇẗ
ρ
π
ρ

 

 

f) Arbeite  das folgende Beispiel durch  und erledige die Aufgaben  (1) und (2). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(1) Seien g:  8ᴆʇ
ρ
ς
ρ

ʎẗ
ρ
π
ς

 und h: 8ᴆʐ
ς
π
υ

ʐẗ
σ
ς
ς

. 

 
Untersuche , welcher der Punkte A(3/2/ -5), B(-1/2/3), C(2/0/5), D(1/1/1) und E( -1/ -2/3) 
auf welcher Gerade liegt. Stelle  die Situation grafisch dar. 

 

(2) Seien P(-7/12/18) und Q(3/ -8/8). Untersuche , welcher der folgenden fünf Punkte 
A(4/ -10/ 7), B(1/ -4/ 10), C(-1/0/ -12), D(-9/1 6/ 20) und E(-6/10/17 ) auf der Geraden durch 
P und Q bzw. auf der Strecke 01 liegen. Stelle  die Situation grafisch dar. 

                                                 
4 Aufgaben aus dem Lehrbuch: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000) 
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Aufgabe 3: Darstellung von Geraden am 3D -Modell  
 

Es wird eine Gerade g im 3D-Modell dargestellt  (1 Kästchenlänge entspricht 1 Längeneinheit). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a) Stelle  die Gerade im 3D-Modell mit Zahnstochern und Gummibänder dar. 

 

b) Gib eine Gleichung für die Gerade g an. 
 

c) Ermittle die Gleichung einer zweite Gerade h, die mit der Geraden g im 1 Quadranten des 3D-
Modells einen Schnittpunkt S besitzt . Stelle  die Gerade h im 3D-Modell dar. 
 

d) Seien die beiden Geraden Åȡ 8ᴆ
ρ
π
τ

ʀẗ
σ
ς
ρ

 und Æȡ 8ᴆ
σ
ς
ρ

ʁẗ
ρ
π
τ

 gegeben.  

 

Bestimme  mithilfe des 3D -Modells den Schnittpunkt der beiden Geraden e und f. Überprüfe  die 
Ablesung rechnerisch. 
 

e) Versuche nun, selber Geraden zu finden, die alle drei Koordinatenebenen ð wie oben die Gerade 
g ð in Punkten mit ganzzahligen Koordinaten  schneiden5. Stelle  Deine Geraden unter Angabe 
der Geradengleichungen im Modell dar und erläuter e Deine  Vorgehensweise.  

 

  

                                                 
5 Man spricht auch von sogenannten Spurpunkten S1, S2 und S3, bei denen jeweils die x1-, x2- bzw. x3-Koordi-
nate Null ist. Schneidet die Gerade eine Koordinatenachse, dann werden die Spurpunkte mit S 12 (Spurpunkt 
mit der x 3-Achse) S13 (Spurpunkt mit der x 2-Achse), S23 (Spurpunkt mit der x 1-Achse) bezeichnet. 

X2 

X1 

X3 
 



 

 

14 1.3 Lagebeziehung zweier Geraden im Raum 

14 

14 

1.3 Lagebeziehung zweier Geraden im Raum  
 
 

Aufgabe: Alles eine Frage der Logik  
 

Lies den Informationstext und notiere bestehende Unklarheiten.  
 

In Aufgabe 2 f) 5 haben wir am Modell und durch geometrische Anschauung feststellen können, 
dass die beiden Geraden g und h sich im Punkt 3τȾςȾυ schneiden. Es wird nun rein rechnerisch 
der Schnittpunkt ermittelt:  

Çȡ 8ᴆʇ
ρ
π
τ

ʇẗ
σ
ς
ρ

  und Èȡ 8ᴆʈ
σ
ς
ρ

ʈẗ
ρ
π
τ

 

Dafür schreiben wir den Vektor 8ᴆ in den beiden Geradengleichungen zunächst um (Begründe die 
Umformung):  

Çȡ 8ᴆʇ
ρ
π
τ

ʇẗ
σ
ς
ρ

ρ σʇ
ςʇ
τ ʇ

 

Èȡ 8ᴆʈ
σ
ς
ρ

ʈẗ
ρ
π
τ

σ ʈ
ς

ρ τʈ
 

Der Ortsvektor 8ᴆ des Schnittpunktes S muss durch beide Geraden beschreibbar sein:  

 8ᴆ
ρ σʇ
ςʇ
τ ʇ

σ ʈ
ς

ρ τʈ
 oder ohne Index: 8ᴆ

Ø
Ø
Ø

ρ σʇ
ςʇ
τ ʇ

σ ʈ
ς

ρ τʈ
 

Nun muss man das folgende ungewohnte LGS (3 Gleichungen mit 2 Unbekannten) lösen: 

)  σʇ ʈ ς        

))  ςʇ ς               
)))  ʇ  τʈ σ 

 

(II) liefert ʇ ρ. Setzt man ʇ ρ in (I) ein erhält man ʈ ρ. 
Diese beiden Gleichungen müssen (III) erfüllen:  
ρ τÖρ  σÖ (wahr)  

Also: 8ᴆ
Ø
Ø
Ø

ρ ρÖσ
π ρÖς
τ ρÖρ

τ
ς
υ
ᵼ3τȾςȾυ 

Nun wollen wir uns einer systematischen Betrachtung der Lagebeziehung zweier Geraden  zu-
wenden. Dabei erhalten wir vier Fälle:  

   

Nur im 3D -
Raum möglich  

Lösungsstrategie für das LGS:  Bestimme für zwei Gleichungen  die Unbe-

kannten ʇ und ʈ und  setze die beiden Lösungen in die dritte Gleichung ein. 

Hinweis:  Wäre die letzte Aussage 
falsch, wären die beiden Geraden g 
und h windschief! (siehe unten)  
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Welche Lage haben g und h zueinander?  
Ἧȡ ἦᴆ ἑᴆ ẗἽᴆ  und ἰ ȡ ἰȡ ἦᴆ ἒᴆ ẗἾᴆ 

 

 

Frage 1  
Sind  die Richtungsvektoren  Ἵᴆ und Ἶᴆ kollinear?  

Gibt es ein k mit   Ἵᴆ ἳẗἾᴆ? 

Çȡ 8ᴆ 'ᴆ ʇϽ
σ
ρ
ς

 und Èȡ 8ᴆ (ᴆ ʈϽ
ω
σ
φ

 

Õᴆ und Öᴆ sind kollinear, da  Õᴆ ẗÖᴆ. 

Çȡ 8ᴆ 'ᴆ ʇϽ
ς
σ
ρ

 und Èȡ 8ᴆ (ᴆ ʈϽ
σ
ρ
ρ

 

Õᴆ und Öᴆ sind offenbar nicht kollinear, da es kein 

k gibt mit  Õᴆ ËẗÖᴆ. 

Ja Nein  

  

Frage 2  

Liegt der Punkt H auf g?  Gibt es einen gemeinsamen Schnittpunkt S  

Kann der Stützvektor ἒᴆ durch die  
Gerade g dargestellt werden?  

Stellen beide Gleichungen einen  
gemeinsamen Punkt dar?  

Çȡ 8ᴆ
ρ
ρ
π

ʇ
σ
ρ
ς

 

Èȡ 8ᴆ
τ
π
ρ

ʈ
ω
σ
φ

 

(ᴆ
τ
π
ρ

ρ σʇ
ρ ʇ
ςʇ

 

τ ρ σʇᵼʇ ρ
π ρ ʇᵼʇ ρ
ρ ςʇᵼʇ πȟυ

 

Ý Es gibt kein ein-
deutiges ʇ 

Ý H Î g   

Çȡ 8ᴆ
ρ
ρ
π

ʇ
σ
ρ
ς

 

Èȡ 8ᴆ
τ
π
ς

ʈ
ω
σ
φ

 

(ᴆ
τ
π
ς

ρ σʇ
ρ ʇ
ςʇ

 

τ ρ σʇᵼʇ ρ
π ρ ʇᵼʇ ρ
ς ςʇᵼʇ ρ

 

Ý Es gibt ein eindeuti-
ges ʇ  

Ý H Í g   

Çȡ 8ᴆ
ρ
τ
ρ

ʇ
ς
σ
ρ

 

Èȡ 8ᴆ
ρ
σ
ρ

ʈ
σ
ρ
ρ

 

ρ ςʇ
τ σʇ
ρ ʇ

ρ σʈ
σ ʈ
ρ ʈ

 

ςʇσʈ π 
σʇ ʈ χ
 ʇ  ʈ π

 

Ý LGS ist nicht lösbar, 
da es keine eindeutig ʇ  
und ʈ gibt. 

Çȡ 8ᴆ
ρ
τ
ρ

ʇ
ς
σ
ρ

 

Èȡ 8ᴆ
ρ
σ
ς

ʈ
σ
ρ
ρ

 

ρ ςʇ
τ σʇ
ρ ʇ

ρ σʈ
σ ʈ
ς ʈ

 

ςʇσʈ π 
σʇ ʈ χ
 ʇ  ʈ ρ

 

Ý ʇ σ; ʈ ς lösen 
das LGS eindeutig 

Ý S (-5/ -5/4)  

Nein  Ja Nein  Ja 
g und h sind  
echt parallel  

g und h  
sind identisch  

g und h  
sind windschief  

g und h  
schneiden sich  
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Grafisch können die beiden Geradenpaare der Fälle 
ăSchnittpunktò und ăWindschiefò wie rechts darge-
stellt werden. Löse die LGS händisch und anschlie-
ßend unter Zuhilfenahme des GTR. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

ρ ςʇ
τ σʇ
ρ ʇ

ρ σʈ
σ ʈ
ς ʈ

 

) ςʇσʈ π  

)) σʇ ʈ χ 

)))  ʇ  ʈ ρ
 

(II) ð (III): ςʇ φ Ý ʇ σ 

ʇ in (III): ʈ ς 

ʇ und ʈ in (I): ςÖσ σÖ ς π (wahr)  

3ᴆ
ρ ςÖσ
τ σÖσ
ρ σ

υ
υ
τ

 

ᵼ3 υȾυȾτ 

ρ ςʇ
τ σʇ
ρ ʇ

ρ σʈ
σ ʈ
ρ ʈ

 

) ςʇσʈ π  

)) σʇ ʈ χ 

)))  ʇ  ʈ π
 

(II) ð (III): ςʇ χ Ý ʇ σȟυ 

ʇ in (III): ʈ σȟυ 

ʇ und ʈ in (I): ςÖσȟυ σÖ σȟυ π (falsch) 

Ý Das LGS ist unlösbar 

Ý Es gibt keinen gemeinsamen Geradenpunkt  

Ý g und h sind windschief.  
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Übungsaufgaben 6: 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Lösungen 

  

                                                 
6 Übungsaufgaben entstammen aus dem Lambacher Schweizer für die Q-Phase 
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1.4 Bewegungsaufgaben 
 

Aufgabe 1: Darstellung von Flugbahnen im 3D -Modell 7 
 
Die Position eines Segelflugzeugs am Himmel wird durch drei Koordinaten ð Osten, Norden, Höhe 
ð (jeweils in m) bestimmt (der Ursprung ist der Tower eines Sportflugplatzes).  
 

a) Der erste Segelflieger startet von einem Berg mit 300 Meter Höhe (0|100|300) und gleitet gleich-
mäßig zum Punkt (600|500|0).  
 

(1) Bestimme  eine Geradengleichung der Flugbahn. 
 

(2) Ermittle  die Position des Fliegers nach einem Viertel der Flugzeit. 
 

(3) Stelle  die Situation mit dem 3D -Modell dar. [Darstellung im Modell: mit Gummibändern 
(100 Meter pro Einheit).] 
 

(4) Zeichne eine senkrechte Projektion der ersten Flugbahn in die x 1x2-Ebene. 
 

b) Der zweite Segelflieger startet von einem Berg mit 400 Meter Höhe (200|0|400) und gleitet bis 
(600|300|200). Dort dreht er und fliegt zum Landepunkt  (200|600|0).  
 

(1) Bestimme  jeweils eine Geradengleichung zu den beiden Flugbahnen des Segelflugzeuges. 
 

(2) Untersuche, welcher Flugabschnitt länger ist , und gib  die Längen an. 
 

(3) Ermittle die Position des Segelflugzeuges nach  der Gesamtstrecke. 
 

(4) Stelle  die Situation mit dem 3D -Modell dar. [Darstellung im Modell: mit Gummibändern 
(100 Meter pro Einheit).] 

 

Aufgabe 2: Zwei fliegende Modellhubschrauber 8 
 
Zwei Modellhubschrauber fliegen durch ein Zimmer. Der  eine Hubschrauber fliegt von der Decken-
lampe A (0|3|2,5)  zum Nachttisch B (1|0|0,5). Der zweite Hubschrauber  startet gleichzeitig  beim 
Punkt C (0|1|2) und fliegt in die Richtung 
 

 Öᴆ
ρ
ρ
ρ

 (alle Angaben in Metern).  

 

a) Stelle  die Situation im Modell dar. [Darstellung im Modell: 1 Längeneinheit entspricht 50 cm.] 
 

b) Zeichne die senkrechten Projektionen der Flugbahnen in der x1x2-Ebene.  
 

c) Prüfe rechnerisch, ob und ggf. wo und unter welcher Bedingung die Möglichkeit besteht, dass 
die beiden Hubschrauber zusammenstoßen. 
 

  

                                                 
7 Verändert  nach EISEN, V.: Handlungsorientierter  Mathematikunterricht. MUED, Appelhülsen 2017, 38,  40. 
8 Verändert  nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhülsen 2017, 4 3. 
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Aufgabe 3: Zwei fliegende Modell flugzeuge 9 
 
Zwei Modellflugzeuge fliegen über eine Wiese. Der  eine Flieger fliegt von dem Punkt P1 (10|0|20) 
in ein Tal zum Punkt P2 (50|40| -20). Der zweite Flieger ist startet zur gleichen Zeit in dem Tal beim 
Punkt P3 (50|0| -20) und fliegt gerade zurück zu seinem Besitzer im Punkt P4 (30|60|0). (Alle An-
gaben in Metern.)  
 

a) Stelle  die Situation im Modell dar. [Darstellung i m Modell: 1 Längeneinheit entspricht 10 m.] 
 

b) Zeichne die senkrechten Projektionen der Flugbahnen in der x1x2-Ebene.  
 

c) Prüfe rechnerisch, ob und ggf. wo die Möglichkeit besteht, dass die beiden Modellflugzeuge  
zusammenstoßen. 

 

Aufgabe 4: Flugschule 10 
 

Eine Flugschule hat die Ausbildung ihrer neuen Flugschüler abgeschlossen und lässt diese das erste 
Mal ohne jede Begleitung fliegen. Der erste Schüler verliert plötzlich die Kontrolle. Sein Flugzeug 
gerät in einen 13-sekündigen Sturzflug vom Punkt A (1000| -600|1350) zum Punkt B (0|400|100); 
dann hat er wieder alles im Griff. Der zweite Flugschüler setzt gerade zum Start an. Für den Startflug 
von C (600|600|0) nach D ( -600| -200|400) benötigt er 27 Sekunden. (Alle Angaben in Metern.) 
 

a) Überprüfe , ob Kollisionsgefahr besteht. 
 

b) Wenn der Abstand zwischen zwei Flugzeugen weniger als 100 Meter beträgt, spricht man von 
einem ăBeinahezusammenstoÇò. Wªre dies der Fall, m¿sste der erste Sch¿ler noch einmal Flug-
stunden nehmen.  
 

Untersuche , ob der erste Schüler erneut Flugstunden nehmen muss. 
 

c) Die Fluglehrer befinden sich auf dem Flughafen im Punkt (600|600|0). Auf Grund von schlech-
ter Sicht können sie nur 800 Meter weit sehen.  
 

Prüfe  nach, ob die Fluglehrer das Vergehen des (ehemaligen) Flugschülers überhaupt sehen 
konnten. 

 

d) Um den ganzen Zusammenhang im Detail rekonstruieren zu können, werden noch die Ge-
schwindigkeiten der beiden Flugzeuge und die Steigung des zweiten Fliegers benötigt.  
 

Bestimme  die Geschwindigkeiten und Steigung des zweiten Flugzeuges. 
 

e) Stelle  die Situation im Modell dar.  
 

Aufgabe 5: Kommunikationsfehler 11 
 

Zwei Passagiermaschinen durchfliegen eine Wolkendecke (Sichtweite: 500 Meter). Das erste Flug-
zeug befindet sich im Punkt P1(5,5| -2,5|1) und fliegt 120 km/h schnell mit Kurs Öᴆ.  

                                                 
9 Verändert  nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhülsen 2017, 4 5. 
10 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhülsen 2017, 96. 
11 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED , Appelhülsen 2017, 101. 
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Dabei gilt:  Öᴆ
ρ
υ
ς

. 

 

Ein Fluglotse weißt den Piloten nach 1,37 Minuten an, den Kurs zu ändern und P3(0|4|3) anzusteu-
ern. Dies kann ein gefährlicher Fehler sein, denn im selben Augenblick, in dem der erste Flieger im 
Punkt P1 ist, befindet sich ein zweiter Flieger im Punkt P 4(-1| -6|4,5) und fliegt auf Punkt P 5(4|4|2) 
zu; bei momentaner Geschwindigkeit wird er für diese Strecke 4,36 Minuten benötigen. (Alle Anga-
ben in Kilometern.)  
 

a) Entscheide, ob Kollisionsgefahr besteht. 
 

b) Überprüfe , ob die Flugzeuge Sichtkontakt haben.  
 

c) Stelle  die Situation im Modell dar. 
 

Aufgabe 6: Flugsicherheit 12 
 
ăGl¿ck gehabt!?ò, denkt sich Herr Falk, der Fotograf dieser beiden Kon-
densstreifen. Gegen 11 Uhr morgens, in einem Abstand von nur wenigen 
Sekunden, ziehen zwei Flugzeuge am Himmel vorbei. Die Bahnen der 
beiden Flugzeuge scheinen sich zu kreuzen und wäre die erste Maschine 
nur etwas später gekommen, wäre es dann zu einer Kollision gekom-
men? Durch dieses Ereignis in Unruhe versetzt, erkundigt sich der Mann 
nach den gesetzlichen Bestimmungen zur Flugsicherheit. Er erfährt Fol-
gendes: Der Flugraum ist in kontro llierten und unkontrollierten Luftraum eingeteilt. Bis zu einer 
Höhe von 2500 Fuß (ft)13 fliegen Luftfahrzeuge wie Drachen oder Hubschrauber, die nicht von der 
Flugsicherheit überprüft werden ( In der Nähe von kontrollierten Flughäfen ist die Höhe auf 1000 f t 
abgesenkt.). Über dieser Höhe beginnt der kontrollierte Luftraum, in dem Flugzeuge einen vertika-
len Mindestabstand von 1000 ft besitzen müssen. Der horizontale Mindestabstand bewegt sich zwi-
schen 3 und 8 NM (nautical miles/Seemeilen) 14 und hängt von spezi fischen Faktoren wie Flugzeug-
gewicht oder technische Ausstattung ab.  

 

Die Flughäfen und das umliegende Gebiet werden vom Tower überwacht. 
Oberhalb von 10000 ft sind Bezirkskontrollen verantwortlich. Die Flug-
zeuge bewegen sich auf fest vorgegebenen Flugverkehrsstrecken, ähnlich 
wie Autoverkehrsstraßen. Die Strecken sind durch Navigationsanlagen 
am Boden oder durch Koordinatenschnittpunkte gekennzeichnet. Die 
Bordsysteme im Flugzeug empfangen die entsprechenden Signale von 
den Bodenanlagen oder via Satellit und führen das Flugzeug automatisch 
über das Flight Management System oder leiten die Signale an den Neben 
dem Piloten tragen Fluglotsen die Verantwortung für d ie Flugzeuge. Sie 

sind während des gesamten Fluges über den Flugweg informiert. Mit Hilfe von Radarantennen, die 
im ganzen Bundesgebiet verteilt sind, wird die Flugstrecke überwacht. Die Antennen messen in 
zeitlichen Abständen die Entfernung des Flugzeuges zur Antenne, die Höhe des Flugzeuges und 
die Richtung als Winkel. Die Daten werden vom Computer in drei Koordinaten ð Norden, Osten, 
Höhe ð (jeweils in Kilometer) übersetzt. Das ermöglicht eine Darstellung auf dem Monitor. Auf 
Nachfrage erhält Herr Falk j eweils vier Orte für die beiden Flugzeuge:  
 

                                                 
12 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhülsen 2017, 24.  
13 1 Fuß sind 0,3048 m 
14 1 Seemeile sind 1,852 km 
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Flugzeug/Zeit  11:00:00 11:00:20 11:00:40 11:01:00 

Boeing 767-299 (1/ -2/8,3)  (3/0/9,3)  (5/2/10,3)  (6/6/10,3)  

Douglas DC 10-30F (0/2/7,3)  (2/1/8,3)  (4/0/9,3)  (6/ -1/10,3) 
 

a) Untersuche , ob Herr Falk zur recht beunruhigt ist.  
 

b) Gib  weitere im Sachkontext sinnvolle Fragestellungen an und beantworte  sie. 
 

c) Stelle  die Situation mit dem 3D -Modell dar. 
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1.5 Projektionsaufgaben  
 

Aufgabe 1: Cam Carpets15 
 

Rechts und links vom Tor befinden sich sogenannte Cam Carpets (Werbeteppiche). Sie sorgen mit 
ihrem dreidimensionalen Effekt dafür, dass Werbebotschaften optisch aufstehend erscheinen, ob-
wohl sie flach auf dem Boden liegen. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die folgenden Abbildungen und die Abbildung oben rechts zeigen deutlich, dass die Schrift auf den 
Cam Carpets verzerrt erscheint. Der Effekt, dass diese Buchstaben im Fernsehen wie aufrechtste-
hend wirken, beruht auf einer optischen Täuschung.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

                                                 
15 Idee von Klaus Gerber, Abbildungen von Günther von Stein, Fotos: www.stadionwelt.de . 

http://www.stadionwelt.de/
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a) Erkläre , wie es zum 3D-Effekt und der damit verbundenen optischen Täuschung kommt.  
 

Im Rhein-Energie-Stadion des 1. FC Köln hat die Kamera die Position P (55,8/-53/32) und die linke 
obere Ecke des Buchstabens T des Wortes VICTORIA ist Q (2,8/0/1) (alle Einheiten in Meter). Nun 
soll der Buchstabe T unter der Projektionsrichtung von P nach Q in die x1-x2-Ebene (der Boden) 
projiziert werden. Dabei wird für alle Punkte des Buchstabens T zur Vereinfachung die Projektions-
richtung von P nach Q angenommen. Man geht also davon aus, dass es sich um eine sogenannte 
Parallelenprojektion  handelt.  
 

b) Fertige zunächst eine Skizze (keine Zeichnung!) der Situation an. 
 

c) Berechne die Projektionsrichtung von P nach Q.  
 

d) Berechne die Koordinaten des Projektionspunktes Q´, der entsteht, wenn man die Q unter der 
Projektionsrichtung von P nach Q in die x 1x2-Ebene projiziert.  
 

[Tipp: Stelle die Projektionsgerade durch die Punkte P und Q auf und berechne den Spurpunkt 
S3 dieser Geraden.] 

 

e) Berechne die Koordinaten der Projektionspunkte R´ und S´ der rechten oberen Ecke R (3,8/0/1) 
und der rechten unteren Ecke S (3,8/0/0,75) unter der gleichen Projektionsrichtung wie unter c).  

 

Aufgabe 2: Cam-Carpets mit dem 3D -Modell  
 

Nun soll der Buchstabe T des Wortes VICTORIA auf den 
Boden neben dem Tor projiziert werden. Das T wird in ei-
ner neuen Modellierung bestimmt durch die Punkte 
A(3/0/1,5), B(4,5/0/1,5), C(4,5/0/1), D(4/0/1), E(4/0/0), 
F(3,5/0/0), G(3,5/0/1), H(3/0/1).  
 

a) Zeichn e die Punkte in ein Koordinatensystem und 
stelle  die Eckpunktes des Buchstaben T mit einem was-
serlöslichen Stift im 3D-Modell  dar. 
 

b) Die Projektionsrichtung ist näherungsweise Öᴆ
υ
υ
σ
 .  

 

(1) Gib  die Gleichung der Projektionsgeraden g durch den Punkt A an. 
 

(2) Berechne die Projektionspunkte A´, B´, C´, D´, E´, F´, G´ und H´. 
 

(3) Zeichne  die Projektionspunkte in das Koordinatensystem aus Teil a). 
 

(4) Stelle das projizierte T mit dem wasserlöslichen Stift im 3D -Modell dar. 

 
c) Die Kamera liegt im Punkt P. Der Punkt P befin det sich auf der Projektionsgeraden g und gleich-

zeitig im 4. Oktanten. Die Entfernung von P zu A ist 20 -mal so groß wie die Entfernung von A 
zu A´.   
 

Berechne die Koordinaten des Kamerapunktes P. 
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Aufgabe 3: Wilder Westen 16 
 
In einer neuen Westernparodie ăLate Noon" wird ganz klassisch mit dünnen Holzattrappen  von 
Häusern gearbeitet. Der finale Showdown  soll, wie der Name schon sagt, erst spät am Tag stattfin-
den, wenn die Sonne sehr tief steht. Dann kommen die Sonnenstrahlen mit der  Richtung 
 

Öᴆ
ρ
υ
ς

.  

 

Der Regisseur möchte, dass die beiden Duellanten auf den Punkten P1(4|1|0) und  P2(2|1|0) stehen 
und ihr Duell in einer  Entfernung von 2 Metern austragen. Die Holzattrappe in der Wüste  kann mit 
folgenden Punkten beschrieben werden: P3(2|0|0); P 4(2|0|2); P 5(4|0|3); P 6(6|0|2);  P7(6|0|0).  (Alle 
Einheiten sind in Metern angegeben.) 
 

a) Skizziere  die Szene und/oder stelle  die Szene im 3D-Modell dar. Beschreibe die Probleme, die 
durch diese Konstellation auftreten könnten.  

 

b) Prüfe nach, ob die Köpfe der 1,7 Meter hohen Duellanten im Schatten liegen und erläutere  Dei-
nen Lösungsweg. 

  

                                                 
16 EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhülsen 2017, 58. 
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1.6 Geradenscharen 
 

Aufgabe 1: Allgemeiner Geradenpunkt und Punkteschar 17 
 
(1) Arbeite  den folgenden Informationstext zum allgemeinen Geradenpunkt und zur Punkteschar 

durch  und erledige anschließend die Übungsaufgaben. 
 
Allgemeiner Geradenpunkt  
 
Manchmal ist es nützlich, mit dem allgemeinen Geradenpunkt  zu arbeiten. Sein Ortsvektor ergibt 
sich, wenn man die rechte Seite der Geradengleichung zusammenfasst. So hat von 
 

Çȡ 8ᴆ
ς
σ
ρ

ʇ
ς
ρ
ρ

 der allgemeine Punkt ὢ den Ortsvektor 8ᴆ
ς ςʇ
σ ʇ
ρ ʇ

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Mit dem allgemeinen Punkt findet man zum Beispiel bequem den Punkt P auf g, der 5 Einheiten 
über der x1x2-Ebene liegt. Für ihn gilt x 3 = 5, also 1 + ʇ = 5, also ʇ = 4.  
 

Eingesetzt in ὢᴆ ergibt sich folglich ὢᴆ
ρπ
ρ
υ

. Ergebnis: P (10/1/5) (vgl. Abb. oben) . 

 

  

                                                 
17 Alle Abb ildungen  sind aus dem Lehrbuch: Anschauliche Analytische Geometrie  von Barth, Krumbacher, Barth (2000) 
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Punkteschar  
 
Kommt ein Parameter in den Punktkoordinaten  vor, so spricht man von einer Punkteschar , zum 
Beispiel Pa(3+a/2a/3 ða). Um herauszufinden, ob die Schar Pa eine Gerade bildet, fasst man Pa als 

allgemeinen Geradenpunkt auf und versucht, den Ortsvektor  ὖᴆ so zu zerlegen, dass eine Geraden-
gleichung entsteht. 
 

0ᴆ
σ Á
ςÁ
σ Á

σ Á
π ςÁ
σ Á

σ
π
σ

ÁϽ
ρ
ς
ρ

. Die Punkte Pa bilden die Gerade Çȡ 8ᴆ
σ
π
σ

ÁϽ
ρ
ς
ρ

. 

 

In der folgenden Abbildung ist dieser Sachverhalt zur Punkteschar dargestellt.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) Gegeben seien die Gerade Çȡ 8ᴆ„
χ
υ
τ

ʎ
υ
ς
σ

 und die Punkt e A(a1/a 2/8), B(-12/k/ -k), 

C(c1/1/1), D(2k/ -3k/k), E(4k ð 3/1/2k).  
 

(1) Berechne die fehlenden Koordinaten in A bis E, so dass diese Punkte auf g liegen. 
 

(2) Ermittle  für die Punkte B bis E Geradengleichungen und  interpretiere die Bedeutung dieser 
Geraden in Bezug auf die Gerade g und die Ergebnisse von Aufgabenteil (1).  
 

(3) Erläutere , welchen geometrischen Ort die Punkteschar für A bildet . 
 
(3) Untersuche , ob die Punkte Pa auf einer Geraden liegen. Gib  ggf. die Gleichung der Geraden an. 

 

(1) 0ρ ςÁȾς χÁȾρ ςÁ  (2)  0σÁςȾτȾφÁ  (3)  0ÁȾρȾπ 
 

(4) 0ρ ÁȾρ ÁȾÁ ρ   (5)  0ÁςȾÁȾÁ ρ  (6)  0 ȾπȾ  
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Aufgabe 2: Parallelenschar und ebenes Geradenbüschel  
 
a) Arbeite  den folgenden Informationstext zur Parallel enschar und zum ebenen Geradenbüschel 

durch  und erledige anschließend die Übungsaufgaben. 
 
Kommt in einer Geradengleichung außer dem Geradenparameter (zum Beispiel ʇ) noch ein Para-
meter (zum Beispiel a) vor, dann beschreibt die Gleichung eine Geradenschar. Zu jedem Scharpara-
meter a gehört eine Gerade der Schar. Man kann nun bei einer Schar Wünsche äußern, sich zum 
Beispiel Geraden mit bestimmten Eigenschaften heraussuchen oder den Ort von Punkten mit be-
stimmten Eigenschaften bestimmen. Wir behandeln hier nur die einfachen Fälle, in denen a linear 
auftritt.  
 

1. Fall: Scharparameter nur im Aufpunkt : Æȡ 8ᴆÁȟʇ
ρ Á
σ σÁ
σ Á

ʇϽ
ς
ρ
ρ

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Alle Schargeraden haben denselben Richtungsvektor: fa ist eine Parallelenschar. Der Aufpunkt F a 

liegt auf der Geraden t: 8ᴆÁ
ρ
σ
σ

ÁϽ
ρ
σ
ρ

.  

 

Welche Gerade schneidet die x 3-Achse?  
 

Für diese Gerade gilt: ein Punkt Z (0/0/z) der x 3-Achse ist auch Punkt einer Schargerade fa. Das 
führt zu drei Gleichungen:  
 

ρ Á
σ σÁ
σ Á

ʇ
ς
ρ
ρ

π
π
Ú
ᵾ
ρ ρ ὥ ς‗ π
ς σ σὥ ‗ π
σ    σ ὥ ‗ ᾀ

 

 
Die Gleichungen (1) und (2) liefern mit dem GTR a = -1 und ‗ π. Eingesetzt in die dritte Gleichung 
erhält man z = 4. Also schneidet f-1 die x3-Achse im Punkt Z (0/0/4) mit dem Parameterwert  ‗ π. 
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2. Fall: Scharparameter im Aufpunkt : Çȡ 8ᴆÁȟʈ
ς
π
ς

ʈϽ
Á ρ
ςÁς
Á

. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

Alle Schargeraden haben denselben Aufpunkt G (2/0/2) . Die Punkte, die zum Parameter 

ʈ ρ gehören, liegen auf der Geraden e mit 

Åȡ 8ᴆÁȟρ
ς
π
ς

ρϽ
Á ρ
ςÁς
Á

ς
π
ς

ÁϽ
ρ
ς
ρ

ρ
ς
π

ρ
ς
ς

ÁϽ
ρ
ς
ρ

.  

Die Schar ga ist also ein ebenes Geradenbüschel mit G (2/0/2) als Trägerpunkt. 

Welchen geometrischen Ort bilden die Spurpunkte in der x 1x2-Ebene?   

Aus x3 = 0 folgt ς ʈÁ π. Für a = 0 ergibt sich ein Widerspruch 2 = 0. Die Gerade g0 hat also keinen 

Spurpunkt in der x 1x2-Ebene, sie ist daher echt parallel zur x1x2-Ebene. F¿r a Í 0 folgt ʈ . Es ergibt 

sich für den geometrischen Ort der Spurpunkte 3ᴆ
τ

τ

π

τ
τ
π

Ͻ
ς
τ
π

. Der geometrische 

Ort ist die Gerade mit der Gleichung s: 8ᴆɻ  
τ
τ
π

ɻϽ
ρ
ς
π

 ohne den Aufpunkt (4/4/0), weil der 

Parameter ɻ  nicht Null sein kann.  

b) Sei Çȡ 8ᴆÁȟʈ
ρτ
ς
ς

ʈϽ
χ
Á
ρ

.  

 

Bestimme  a so, dass die Schargerade 
 

(1) parallel ist zur x 1x3-Ebene.  
   
(2) durch den Ursprung geht.  
  
(3) durch W (w 1/ -4/5) geht. Ermittle W.  
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c) Sei Èȡ 8ᴆÁȟʈ
ρφ
τ
ρρ

ʈϽ
τÁ
τ

ρσφÁ
. 

 

Bestimme  a so, dass die Schargerade 
 

(1) parallel ist zur x 1x2-Ebene.  
 

(2) die x2x3-Ebene nicht schneidet. 
   
(3) durch den Ursprung geht.  
 

(3) die x3-Achse schneidet. Ermittle den Schnittpunkt.  
 

d) A (a/ -2/3) und B  (a + 4/0/5) legen eine Schar ka von Geraden fest. 
 

Bestimme  die Schargeraden, welche die Koordinatenachsen schneiden, und berechne die 
Schnittpunkte.  

  



 

 

30 1.7 Darstellung von Ebenen im Raum 

30 

30 

1.7 Darstellung von Ebenen im Raum  
 

Aufgabe 1: Unterschiedliche Darstellungsmöglichkeiten einer Ebene 18 
 
a) Lese den nachfolgenden Informationstext und bearbeite  am Ende die Übungsaufgaben. 
 
Wie kann eine Ebene im Raum eindeutig festgelegt werden?  
 

Eine Ebene kann auf unterschiedlichen Arten eindeutig festgelegt werden: 
 

¶ Ein Punkt und zwei Richtungen (zweier nicht kollinearer Vektoren)  

¶ Drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen 

¶ Eine Gerade und ein Punkt, der nicht auf der Geraden liegt 

¶ Zwei echt parallele Geraden 

¶ Zwei sich schneidende Geraden 
 

Ein Punkt und zwei Richtungen (zweier nicht kollinearer Vektoren)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Eine Gleichung einer Ebene beschreibt die Ortsvektoren 8ᴆ aller Ebenenpunkte. Für diese Beschrei-
bung eignet sich die Festlegung durch einen Punkt und zwei Richtungen am besten. Man wählt 
einen Punkt A der Ebene E als Aufpunkt  und zwei nicht kollineare Vektoren Õᴆ und Öᴆ als Richtungs-

vektoren , die parallel zur Ebene liegen. Der Ortsvektoren 8ᴆ eines beliebigen Ebenenpunktes lässt 

sich darstellen als Summe von !ᴆ und einer Linearkombination der Vektoren Õᴆ und Öᴆ:. Man erhält 

die Gleichung 8ᴆʇȠʈ !ᴆ ʇϽÕᴆ ʈϽÖᴆ. ʇȟʈ heißen Parameter des Punktes X. Die Gleichung heißt 
Parametergleichung  oder Punkt -Richtungs-Gleichung der Ebene E. 
 
Jeder Punkt der Ebene ist eindeutig durch das Parameterpaar (ʇȠʈ) festgelegt. Der Punkt A und die 
Richtungsvektoren Õᴆ und Öᴆ bestimmen in der Ebene ein (meist) schiefwinkliges Koordinatensystem 
mit A als Ursprung und ( ʇȾʈ) als Punktkoordinaten.  
 

Merke:  Ist A irgendein Punkt der Ebene E und sind Õᴆ und Öᴆ zwei zu E parallele, nicht kollineare 

Vektoren, dann nennt man E: ἦᴆ Ƞ Ἃᴆ ϽἽᴆ ϽἾᴆ (ʇȟʈɴ  R) eine Parametergleichung  von E. 

A heißt Aufpunkt , !ᴆ heißt Stützvektor , Õᴆ und Öᴆ heißen Richtungsvektoren , ʇȟʈ heißen Parameter 
des Ebenengleichung. 

 

                                                 
18 Alle Abbildungen sind aus dem Lehrbuch: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)  
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Beispiel: Bestimme eine Parametergleichung der Ebene E mit dem Stützvektor !ᴆ
σ
π
ρ
 und  

den nicht kollinearen (warum?) Richtungsvektoren  Õᴆ
ς
ρ
ρ

 und Öᴆ
ς
σ
ς

. 

ᵼ Ἇȡ ἦᴆ Ƞ Ͻ Ͻ  

Zu ʇ  ρ und ʈ ς gehört ἦᴆ Ƞ  ἦᴆ Ͻ Ͻ . 

Also gilt: P(5/7/2) liegt in der Ebene E.  

 
Wie lauten die Koordinaten des  Punktes Q, der in der Ebene E aus dem Beispiel liegt?   
 
Vergleiche dazu die folgende Abbildung  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b) Gib  eine Parametergleichung der Ebene E an, die den Punkt P(-2/1/7) enthält und von den 

Vektoren Õᴆ
ς
ρ
σ

 und Öᴆ
σ
υ
ρ

 aufgespannt wird. 

c) Gib  die Punkte A, B, C und D an, die in der Ebene %ȡ 8ᴆʇȠʈ
ς
ρ
σ

ʇϽ
ρ
χ
ς

ʈϽ
ς
π
υ

 liegen 

und die Parameterwerte (ʇȠ ʈ für A (0;0), B (0; 1), C (1; 0) und D (1; 1) haben. 
 

d) Untersuche , ob die Punkte A (1/4/6), B (5/ -7/0) und C (14/2/7) in der Ebene E mit der Para-

metergleichung %ȡ 8ᴆʇȠʈ
ς
π
σ

ʇϽ
ρ
ρ
ρ

ʈϽ
ς
σ
ς

 liegen, und nenne gegebenenfalls die zu-

gehörigen Parameterwerte (ʇȠ ʈ. 
 

e) Ermittle  mithilfe der folgenden Abbildungen jeweils eine Ebenengleichung in Parameterform.  
  

      Ἕᴆ ἦᴆ Ƞ Ͻ Ͻ ᵼἝ ȾȾ  
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Bestimme mithilfe der Angaben eine Parametergleichung der Ebene E.  

Drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen  Eine Gerade und ein Punkt, der nicht auf der Geraden liegt  

  

Zwei echt parallele Geraden  Zwei sich schneidende Geraden  

  

!ρȾρȾπȟ"πȾρȾρȟ#ρȾπȾρ 

ἍἋᴆ Ἃᴆ Ἅᴆ  

ἍἌᴆ Ἄᴆ Ἅᴆ  

 

Çȡ 8ᴆ
ρ
π
π

ʇϽ
ρ
ρ
ρ
ȟ0ρȾρȾρ 

ἑἜᴆ Ἔᴆ ἑᴆ  

 

Çȡ 8ᴆ
ρ
π
π

ʇϽ
ρ
ρ
ρ

 

h: 8ᴆ
π
π
ρ

ʈϽ
ρ
ρ
ρ

 

(Warum sind g und 

h echt parallel?) 

Çȡ 8ᴆ
ρ
π
π

ʇϽ
π
ρ
ρ

 

h: 8ᴆ
π
π
ρ

ʈϽ
ρ
ρ
π

 

(Warum haben g und  

h einen Schnittpunkt?) 

Ἇȡ ἦᴆ Ƞ Ͻ Ͻ  

 

Ἇȡ ἦᴆ Ƞ Ͻ Ͻ  

 

ἑἒᴆ ἒᴆ ἑᴆ ᵼἏȡ ἦᴆ Ƞ Ͻ Ͻ  

 

Ἇȡ ἦᴆ Ƞ Ͻ Ͻ  
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f) Bestimme  eine Parametergleichung der Ebene EABC durch die Punkte A , B und C, wenn 
 

(1) A (2/1/3) , B (-1/0/5) und C (2/ -7/3).  (2) A (2/1/ -3), B 7/-1/5) und C ( -3/3/ -11) (!) 
 

g) Gib  eine Parametergleichung der Ebene an, die festgelegt ist durch 
 

(1) U (1/0/ -1), V (0/0/0) und W ( -2/ -4/1)  

(2) P(1/2/ -1), Çȡ 8ᴆ
ρ
π
π

ʇϽ
ς
ς
ρ

 

(3) Çȡ 8ᴆ
ρ
π
π

ʇϽ
ς
ς
ρ

 und Èȡ 8ᴆ
ρ
π
π

ʈϽ
ρ
ς
ρ

 

(4) Çȡ 8ᴆ
ρ
π
π

ʇϽ
ς
ς
ρ

 und Ëȡ 8ᴆ
σ
τ
π

ʈϽ
ς
ς
ρ

 

 

h) Seien Çȡ 8ᴆ
ρ
ς
χ

ʇϽ
ψ
τ
ρς

 und Æȡ 8ᴆ
χ
ς
ρ

ʈϽ
φ
σ
ω

. 

 

Bestimme  die Parametergleichung der Ebene E. die g enthält und parallel zu f ist. 
 

i) Seien A (3/0/2) und Çȡ 8ᴆ
τ
ρ
σ

ʇϽ
ρ
π
ρ

. 

 

Bestimme  eine Parametergleichung der Halbebene H, die den Punkt A enthält und von der Ge-
raden g begrenzt wird. Fertige eine Zeichnung im Koordin atensystem an und/oder stelle  die 
Situation mit dem 3D -Modell dar. 

 

Aufgabe 2: Schöner Wohnen 19 
 

Sabine ist unzufrieden mit ihrem Zimmer. Der hohe  Raum in der Altbauwohnung gibt zwar ein 
luftiges  Wohngefühl, aber die alte Zimmerdecke sieht schon ziemlich runtergekommen aus. Ein 
Foto in einer ăSchöner Wohnenò Zeitschrift hat ihr gut gefallen:  Dort hat jemand die Decke mit ei-
nem großen Tuch abgehängt.  
Sabines Zimmer ist 3 m breit, 3 m lang und 3,5 m hoch. Sie hat ein Bild im Kopf, wie es in ihrem 
Zimmer kün ftig  aussehen soll: Sabine möchte ein großes Tuch zwischen die vier Zimmerecken span-
nen. Es soll dabei aber nicht parallel zum Boden befestigt werden, sondern so, dass der Eindruck 
einer in beide Richtungen gekippten Zimmerdecke entsteht.   
Zur Umsetzung ih res Plans hat Sabine in drei der vier  Zimmerecken jeweils Befestigungslöcher in 
unterschiedlichem Abstand zur  Decke gebohrt: 0 cm, 50 cm, 100 cm und 200 cm. Beim Anbringen 
des Tuchs ist es ihr jedoch nicht gelungen, ihre Vorstellungen umzusetzen: ständig l iegt das Tuch in 
Falten ð hat sie etwas falsch gemacht? 
 

a) Begründe , warum das Tuch in Falten liegt. Gib  die Höhe der vier Befestigungspunkte an, damit 
das Tuch nicht in Falten liegt. [Zur Kontrolle: Verändere die Bohrung von 200 cm auf 150 cm.]   
 

b) Untersuche , welche Form das Tuch hat. Bestimme  Flächeninhalt, Umfang  und Innenwinkel . 
 

c) Bestimme  weitere Befestigungspunkte des Tuches an der Wand.  
 

d) Gib  einen Term an, der einen beliebigen Punkt des Tuches vektoriell beschreibt. 
 

e) Stelle  die Situation mit dem 3D -Modell dar. [Darstellung im Modell: 50 cm pro Einheit. ] 

                                                 
19 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhülsen 2017, 47. 
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1.8 Lagebeziehung von Ebene und Gerade  
 

Aufgabe 1: Lagebeziehung von Gerade und Ebene  
 

Sind eine Gerade gȡ8ᴆÒ 'ᴆ ÒϽÕᴆ und eine Ebene %ȡ 8ᴆÓȠÔ %ᴆ ÓϽÖ ÔϽ×ᴆ mit den reellen Zah-
len r, s, t gegeben, dann gibt es drei mögliche Lagebeziehungen: 
 

(1) Die Gerade g und die Ebene E haben einen Schnittpunkt S. 
(2) Die Gerade g liegt in der Ebene E. 
(3) Die Gerade g ist parallel zur Ebene E. 
 

a) Im Folgenden wird gezeigt, wie man rec hnerisch zeigen kann, welcher Fall vorliegt.   
 

Vollziehe die Rechnungen nach und stelle  die Situation mit dem 3D -Modell dar. 
 

1. Fall: g und E haben eine Schnittpunkt S:  
 

 Çȡ 8ᴆÒ
ρ
π
τ

ÒϽ
ρ
ρ
ρ

 und %ȡ 8ᴆÓȠÔ
τ
π
ς

ÓϽ
ρ
σ
ς

ÔϽ
ς
ρ
ρ

 .  

 

Gleichsetzen der Terme für den Geraden- und Ebenenvektor liefert ein System von drei Gleichungen 
mit den Unbekannten r, s und t, die mit dem GTR gelöst werden können:  
 

ρ
π
τ

ÒϽ
ρ
ρ
ρ

τ
π
ς

ÓϽ
ρ
σ
ς

ÔϽ
ς
ρ
ρ
ᵾ
ρ ρ ς
ρ σ ρ
ρ ς ρ

     
σ
π
ς

Ò ρȟÓ πȟÔ ρ. 

Setzt man z. B, r = 1 in g ein, dann folgt für den Schnittpunkt ȡ 3ᴆ 8ᴆρ
ρ
π
τ

ρϽ
ρ
ρ
ρ

ς
ρ
σ

.  

Also: S (2/1/3).  
 

2. Fall: h liegt in E  

 Èȡ 8ᴆÒ
π
τ
ς

ÒϽ
σ
τ
ρ

 und %ȡ 8ᴆÓȠÔ
τ
π
ς

ÓϽ
ρ
σ
ς

ÔϽ
ς
ρ
ρ

.   

 

Gleichsetzen der Terme für den Geraden- und Ebenenvektor liefert : 
  

π
τ
ς

ÒϽ
σ
τ
ρ

τ
π
ς

ÓϽ
ρ
σ
ς

ÔϽ
ς
ρ
ρ
ᵾ
σ ρ ς
τ σ ρ
ρ ς ρ

     
τ
τ
π

  

 
 3x3 LGS hat unendlich viele Lösungen. Also liegt die Gerade h in E. 

 
3. Fall: f verläuft parallel zu E  
 

Æȡ 8ᴆÒ
τ
π
τ

ÒϽ
ρ
ρ
π

 und %ȡ 8ᴆÓȠÔ
τ
π
ς

ÓϽ
ρ
σ
ς

ÔϽ
ς
ρ
ρ

 . 

 

Gleichsetzen der Terme für den Geraden- und Ebenenvektor liefert:  
 

τ
π
τ

ÒϽ
ρ
ρ
π

τ
π
ς

ÓϽ
ρ
σ
ς

ÔϽ
ς
ρ
ρ
ᵾ

ρ ρ ς
ρ σ ρ
π ς ρ

     
π
π
ς
  

 

 3x3 LGS hat keine Lösungen. Also liegt die Gerade h parallel zu E. 
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Die folgende Abbildung stellt die Situation grafisch dar. Dabei können die angegebenen Punkte, die 
alle in einer der Grundebenen liegen, als Konstruktionspunkte für die Darstellung mit dem  3D-Mo-
dell verwendet werden.  
 

 
 
 

Aufgabe 2: Düsenjet und Segelflieger  
 

Ein privater Düsenjet fliegt auf seinem Kurs  entlang einer Geraden g durch die Navigationspunkte  
A (0|2|6) und B (3| -4|0).  Ein Segelflugzeug hält den Kurs h durch die beiden Punkte P (4|0|3) 
und Q (-2| -6|0). Für  startende Flugzeuge eines nahegelegenen Flughafens ist die Ebene E durch die 
Punkte F (0| -5|6) sowie G (2| -1|0) und  H (3| -4|3) als Luftraum für den Linienflugverkehr  reser-
viert.  
 

a) Bestimme , bei welchem Navigationspunkt sich ggf. die Kurse der beiden Privatflugzeuge 
schneiden. 
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b) Überprüfe , ob der Privatjet den reservierten Verkehrsluftraum durchquert.  
 

c) Prüfe nach, ob das Segelflugzeug den Luftraum durchquert.  
 

d) Untersuche , ob sich die Kurse schneiden, bevor die Flugzeuge die Startebene durchqueren. 
 

e) Stelle  die Situation im 3D -Modell dar. Zusatzfrage: Der Punkt H (3| -4|3) liegt nicht in einer 
Koordinatenebene. Wie ist es trotzdem möglich, die Ebene ohne zu Hilfenahme einer Stange 
darzustellen? 

 

Aufgabe 3: Noch einmal ăWilder Westenò 
 

Der Regisseur der Western Parodie lässt auf Ihren Rat hin nun den finalen Showdown an  einem 
anderen Ort spielen. Die einzige schattenwerfende Kulisse in der Nähe der Schauspieler ist eine 
Kirchen-Attrappe, die  mit folgenden Punkten beschrieben werden kann: 
 

P1 (1|0|0), P 2 (1|0|2), P 3 (4|0|2), P 4 (4|0|4),  P5 (5|0|6), P 6 (6|0|4), P 7 (6|0|0) . 
 

Die Sonnenstrahlen kommen mit der Richtung Öᴆ
ρ
ς
ς

 

 

Die beiden Darsteller werden auf den Punkten  P8 (3,5|4|0) und P 9 (1|4|0) stehen und ihr  Duell 
austragen. (Alle Einheiten sind in Metern angegeben.) 
 

a) Skizziere  die Szene und/oder baue die Szene im 3D-Modell nach. 
 

b) Prüfe nach, ob die Köpfe der 1,7 Meter hohen Duellanten im Schatten liegen und erläutere  Dei-
nen Lösungsweg.  

 

c) Erläutere , wie sich die Situation in den nächsten Stunden verändern wird.  
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Exkurs: Lineare Gleichungssysteme und  Gaußverfahren  
 

Gleichungssysteme lassen sich mithilfe des Gaußverfahrens  lösen. In Anlehnung an die Einfüh-
rungsaufgabe (Gleichungspuzzle ) erhält man folgenden Algorithmus : 
 

Variablenschreibweise  Operation  Matrizenschreibweise  Operation  

)          σØ φØ ςØ τ
))         σØ ςØ   Ø    π
)))    ρȟυØ υØ υØ ω

 )Ͻ ρ )) 
σ φ ς
σ ς ρ
ρȟυ υ υ

   
  τ
     π
  ω
  

ȿ Ͻ ρ 

)          σØ φØ ςØ τ
))               τØ σØ    τ
)))    ρȟυØ υØ υØ ω

 ) )))Ͻ ς 
σ φ ς
π τ    σ
ρȟυ υ υ

   
  τ
     τ
  ω

 
 
 
ȿ Ͻ ς 

)          σØ φØ ςØ τ
))                τØ σØ    τ
)))               τØ ψØ ρτ

 ))Ͻ ρ ))) 
σ φ ς
π τ    σ
π τ    ψ

   
  τ
     τ
  ρτ

 

 
ȿ Ͻ ρ 

)          σØ φØ ςØ τ
))               τØ σØ    τ
)))                               υØ ρπ

 
Nach x3, x2 und 

x1 auflösen 

σ φ ς
π τ    σ
π   π    υ

   
  τ
     τ
  ρπ

 
ȿ Ḋσ 
ȿ Ḋ τ 
ȿ Ḋυ 

)          Ø ςØ Ø     

))         Ø ρ πȟχυØ          
)))       Ø ς                               

 
Von unten nach 

oben einsetzen 
 

ρ ς

π ρ   πȟχυ
π π    ρ

   
  

  ρ
     ς

 

 
 
 
 ᵼ  Ø ς 

Lösung: 

Ø
Ø
Ø

ρ
πȟυ
ς

 Lösungsvektor  

Ø in II einsetzen: 
Ø ρ πȟχυẗς πȟυ  
Ø und Ø in I einsetzen: 

Ø ςẗπȟυ ẗς 

ρ  

Ø
Ø
Ø

ρ
πȟυ
ς

 

Das lineare Gleichungssystem kann als Produkt von Matrix  und Vektor  geschrieben werden:  
σ φ ς
σ ς ρ
ρȟυ υ υ

Ͻ

ὼ
ὼ
ὼ

τ
π
ω
 . Die Lösung heißt Lösungsvektor der Matrix -Vektor -Gleichung. 

 

Aufgabe 1:  
 

Löse folgende LGS mit dem Gauß-Verfahren. Überprüfe  mit dem GTR. 

 

10 Kontrollaufgaben 
 

 

Lösung : 
 

Die folgende Tabelle gibt einen guten Überblick über die Lösbarkeit von LGS : 



 

 

38 

38 Exkurs: Lineare Gleichungssysteme und Gaußverfahren 

Genau eine Lösung  Keine Lösung  Unendlich viele Lösungen  

ρ τ ρ
σ     ς    τ
ς υ τ

      
  χ
   ρ
  τ

 

 

 
 

 

ȿ Ͻ σ ς σ ρ
ρ     ς    σ
σ ψ υ

      
  τ
   ρ
  υ

 

 
 

 
 
 

    
   
 

 
 
 

 
 
 

ȿ Ͻ σ 
 

ρ ς σ
ς    ρ    τ
τ σ ς

     
  φ
   ς
 ρτ

 

 

 
 

 

ȿ Ͻ ς 

  
ρ τ ρ
π  ρπ ρ
ς υ τ

      
  χ
   ςς
  τ

 

ȿ Ͻ ς ς σ ρ
ρ     ς    σ
π ρτ ρτ

    
  τ
   ρ
  ς

 

 
 
 

 

 
ȿ Ͻ ς    

ρ ς σ
π    υ    ρπ
τ σ ς

     
  φ
ρπ
 ρτ

 

ȿ Ͻ τ 

  
ρ τ ρ
π  ρπ  ρ
π σ ς

      
  χ
   ςς
   ρπ

 

 
 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

ȿ Ͻσ 
ȿ Ͻ ρπ 

ς σ ρ
π    χ    χ
π ρτ ρτ

 
  τ
  ς
  ς

 

 
 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

ȿ Ͻ ς 
 

   
ρ ς σ
π    υ    ρπ
π υ ρπ

     
  φ
ρπ
ρπ

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

ȿ Ͻ ρ 
 

   
ρ τ ρ
π   ρπ ρ
π π ρχ

 
  χ
   ςς
   στ

 

  
ȿ Ḋ ρπ 
ȿ Ḋ ρχ 

ς σ ρ
π    χ    χ
π π   π

   
  τ
  ς
 ς

 

 
 

ᵼπ ς (f) 

ρ ς σ
π    υ    ρπ
π π π

    
 φ
ρπ
π

 

 
ȿ Ḋ υ 
 

      
ρ τ ρ
π    ρ   πȟρ
π  π ρ

  
  χ
   ςȟς
  ς

 

 
 

 ᵼ Ø ς 

Der letzte Gleichungsblock ist unlös-
bar. Daher ist auch der erste Glei-
chungsblock und damit das LGS un-

lösbar:  

    
ρ ς σ
π       ρ    ς
π π π

       
 φ
ς
π

 

 
 
ᵼπϽØ π 

Ø in nach Ø aufgelöste II einsetzen: 
Ø ςȟς πȟρẗ ς ς 
Ø, Ø in nach Ø aufgelöste I einset-
zen: Ø χ τẗς ς ρ 

Ø ʈɴ ᴙ  
ᵼØ ς ςʈ 
ᵼØ φ ςØ σʈ 
           φ ςς ςʈ σʈ ς ʈ 

Lösung: 

Ø
Ø
Ø

ρ
ς
ς

 Lösung: 

Ø
Ø
Ø

ς ʈ
ς ςʈ
ʈ

ȟʈɴ ᴙ 

             Aufgabe 2: 
 

Löse folgende LGS mit dem Gauß-Verfahren. Überprüfe  mit dem GTR. 
 

Lösung:   
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1.9 Kontrollaufgaben  
 

Kompetenzraster  
 

Ich kann é 

K
o

n
tr

o
lla

u
fg

a
b

e
 

si
ch

e
r 

zi
e

m
lic

h
 s

ic
h

e
r 

u
n
si

ch
e

r 

se
h

r 
u
n

si
ch

e
r 

LGS händisch mit dem Gaußverfahren lösen. 1a     

GTR-Lösung eines LGS interpretieren. 1b     

durch Teilungspunkte die Endpunkte einer Strecke berechnen. 1b     

die Länge einer  Strecke berechnen. 1b     

die Projektionsgerade einer Gerade bestimmen. 1c     

zwei Geraden ohne GTR auf deren Lagebeziehung untersuchen. 1d     

bei einer Geradenschar eine Punktprobe durchführen. 1e     

eine Geradenschar in einen Ebene umwandeln. 1e     

Gleichungen geradlinig -konstanter Flugbahnen aufstellen. 2a     

Ortspunkte geradlinig -konstanter Flugbahnen berechnen. 2a     

Geschwindigkeiten geradlinig -konstanter Flugbahnen bestimmen. 2b     

gleiche x3-Höhe zweier geradlinig -konstanter Flugbahnen berechnen. 2c     

den zurückgelegten Weg einer Flugzeuges berechnen. 2c     

geradlinig -konstante Flugbahnen auf Kollisionsgefahr untersuchen. 2d     

den geringsten Abstand zweier Flugzeuge berechnen. 2e     

den Effekt der Cam-Carpets erläutern. 3a     

Punkte in ein 3D-Koordinatensystem einzeichnen. 3b     

einen Projektionspunkt von Cam -Carpets berechnen. 3c     

die Länge eines Vektors zwischen zwei Punkten berechnen. 4a     

den Mittelpunkt einer Strecke berechnen. 4a     

zwei Geraden mit GTR auf deren Lagebeziehung untersuchen. 4b     

den Schnittpunkt zweier Geraden bestimmen.  4c     

eine Geradengleichung aufstellen. 4c     

eine Ebenengleichung aufstellen. 4d     

Strecken mithilfe von Richtungen und deren Längen abtragen. 4e     

eine Punkteprobe durchführen.  4e     

den Schnittpunkt von Gerade und Ebene bestimmen. 4f     

eine Schnittgerade zweier Ebenen berechnen. 4g     
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Aufgaben ohne Benutzung von Hilfsmitteln  
 

Aufgabe 1  

 
a) (1) Berechne die Lösungsmenge des folgenden LGS. 
 

ς ρ π
ς ς ρ
ρ ς ρ

   
  ρ
    ς
 σ

  

 
(2) Ein lineares Gleichungssystem besteht aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten x und 

y. Dieses lineare Gleichungssystem wurde mit dem GTR gelöst. Als Lösungsmenge zeigt der 
GTR x = x und y = 2x an. 
 
Interpretiere  diese Lösung. 

 
b) Die Punkte 2τȿυȿφ und 3χȿψȿω teilen die Strecke !" in drei gleiche Teile. 
 

(1) Bestimme  die Koordinaten der Punkte A und B.  
 
(2) Berechne die Länge der Strecke !". 

 
c) Untersuche  die Geraden g und h (nach scharfem Hinschauen!) jeweils auf ihre gegenseitige 

Lage. 
 

(1) Çȡ8ᴆʇ
ρ
ς
ρ

ʇϽ
πȟυ
ρ
πȟυ

 und Èȡ8ᴆʈ ʈϽ
ρ
ς
ρ

 (ʇȟʈɴ ᴙ) 

 

(2) Çȡ8ᴆʇ
ρ
π
π

ʇϽ
ρ
ς
σ

 und Èȡ8ᴆʈ
ρ
π
π

ʈϽ
τ
υ
φ

 (ʇȟʈɴ ᴙ) 

 

(3) Çȡ8ᴆʇ
ρ
π
ρ

ʇϽ
ρ
ς
σ

 und Èȡ8ᴆʈ
ρ
π
π

ʈϽ
ς
τ
φ

 (ʇȟʈɴ ᴙ) 

 

d) Gegeben sind die beiden Geraden Çȡ 8ᴆ
ρ
ς
ρ

ʇẗ
ς
ς
σ

 und Èȡ 8ᴆ
σ
σ
ς

ʈẗ
υ
υ
σ

.  
 

Projiziert man g und h senkrecht in die x 1x2ĭEbene, so erhält man die Geraden g´ und h´. 
 

(1) Gib  die Gleichungen der Geraden g´ und h´ in Parameterform an. 
 

(2) Untersuche  die Lagebeziehung von g´ und h´. 

 
e) Gegeben sind die Schar von Punkten ' ÁȾςȾσ ÕÎÄ ( Á τȾπȾυ (Áɴ ᴙ) sowie die Gera-

denschar Çȡ8ᴆ
Á
ς
σ

ÂϽ
ς
ρ
ρ

 (ÁȟÂɴ ᴙ). 

 
(1) Zeige, dass alle Punkte der Punktescharen ' und (  auf Ç liegen. 

 
(2) Weise nach, dass durch die Schar von Geraden Ç eine Ebene festgelegt wird. 
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Aufgaben unter Nutzung  von Hilfsmitteln  
 

Aufgabe 2: Bewegungsaufgabe 
 
Ein Flugleitsystem ortet zum Zeitpunkt t = 0 die Flugzeuge F1 im Punkt A  (ĭ12,5 | ĭ14 | 4) und F2 
im Punkt P  (ĭ11,4 | 13 | 5,5) und zwei Minuten spªter F1 im Punkt B  (ĭ7,5 | ĭ17 | 4,6) sowie F2 im 
Punkt Q (ĭ5,8 | 10 | 5,2). 
 
Die Bewegung der Flugzeuge wird in einem räumlichen kartesischen Koordinatensystem mit der 
Längeneinheit 1 km betrachtet. Die Flugzeuge bewegen sich während der Zeit der Beobachtung ge-
radlinig mit konstanter Geschwindigkeit. Runde alle Ergebnisse auf zwei Nachkommastellen.   
 
Physikalischer Hinweis:  Betrachtet man das Zeit -Weg-Gesetz der gleichförmig geradlinigen Bewe-
gung im Raum, so lautet dies Ἳᴆ Ἳᴆ ἼϽἾᴆ mit Ἳᴆ als Startvektor, t als Zeit (hier in min) und Ἶᴆ als 
Geschwindigkeitsvektor. Dieses Zeit -Weg-Gesetz beschreibt eine Flugroute, die mathematisch als 
Geradengleichung interpretiert werden kann. Dann entspricht  Ἳᴆ dem Stützvektor, t dem Parameter 
und Ἶᴆ dem Richtungsvektor. Also:  
 

 mathematische Bedeutung  physikalische Bedeutung  

Ἳᴆ Ortsvektor aller Geradenpunkte  Ortsvektor aller Punkte der Flugbahn  

Ἳᴆ Stützvektor der Geraden Ortsvektor zum Startpunkt  

Ἴ Parameter der Geraden Zeitpunkt (hier in Minuten)  

Ἶᴆ Richtungsvektor der Geraden Geschwindigkeitsvektor des Flugzeuges 

 
a) Bestimme  eine Geradengleichung für die Flugroute der Flugzeuge F1 und F2 und gib  die Posi-

tionen von F1 und F2 vier Minuten vor Beobachtungsbeginn an. 
 

b) Berechne die Länge der Vektoren !"ᴆ und 01ᴆ und bestimme  damit die Geschwindigkeiten der 
Flugzeuge F1 und F2 (in km/h).  
 

c) Ermittle  den Zeitpunkt nach Beobachtungsbeginn, an dem sich die Flugzeuge F1 und F2 auf 
gleicher Höhe befinden und gib  an, welchen Weg F2 in dieser Zeit zurückgelegt hat.  
 

d) Zeige, dass für den Kurs der Flugzeuge F1 und F2 keine Kollisionsgefahr besteht. 
 

e) Untersuche , nach welcher Zeit die beiden Flugzeuge den geringsten Abstand haben. 
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Aufgabe 3: Cam-Carpets 
 
a) Erläutere  anhand der beiden folgenden Abbildungen Abb. 1 und Abb. 2 die Funktionsweise der 
sogenannten ăCam-Carpetsò (Werbeteppiche). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Neben dem Tor eines Stadions soll ein Werbeteppich erstellt werden, auf dem der Buchstabe P eines 
Werbeslogans als Parallelenprojektion unter der Blickrichtung Öᴆ der Kamera erscheinen soll. Fol-
gende Angaben gelten für die Modellierung:  
 

¶ P1(0/3/0), P 2(0/3/4 ), P3(0/3/7), P 4(0/6/7), P 5(0/6/4), dann wieder P 2 ergeben den unter der Ka-
merarichtung Öᴆ sichtbaren Buchstaben P des Werbeslogans. 

 

¶ Die Blickrichtung der Kamera lautet  Öᴆ
σ
π
τ

. 

 
Hinweise für die Zeichnung: 1 Einheit in y - und z-Richtung entspricht 1 cm, 1 Einheit in x -Richtung 
beträgt 1 Diagonalen-Kästchen. Beachte insgesamt eine Breite von 10 cm und eine Höhe von 9 cm. 
Die genauen Größenangaben erkennst Du am folgenden Zahlenkreuz: 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
b) Zeichne  die fünf Buchstaben als Schrägbild in ein Koordinatensystem. 

 

c) Berechne den Projektionspunkt P 2ô des Punktes P2 in der x1-x2-Ebene und erläutere  ausführlich 
Deine Vorgehensweise. 

 

d) Ermittle  die Projektionspunkte zu P 1, P3, P4 und P5. 
 

e) Zeichne  alle fünf Projektionspunkte in das Koordinatensystem aus Aufgabenteil b) ein.  

  

        positive z-Achse  ­   8 

negative y-Achse  ­   0   0  10  « positive y -Achse 

                                       1  « negative z-Achse 
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Aufgabe 4: Lagebeziehung von Objekten im Raum  
 
Die Punkte A, B, C, D, E und F legen folgenden Körper fest. P, Q und R sind die Mittelpunkte der 
jeweiligen Kanten. Die Geraden g und h verlaufen durch die Punkte P und F bzw. R und Q.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) Ermittle  die Länge des Vektors 0%ᴆ. 
 

b) Die Geraden g und h werden durch folgende Gleichungen beschrieben: 

Çȡ 8ᴆ
σ
π
π

ʇẗ
π
φ
υ

      und      Èȡ 8ᴆ
φ
τ
π

ʈẗ
ω
χ
υ

 

Untersuche  die Lagebeziehung der beiden Geraden g und h. 
 

c) Sei p die Gerade durch die Punkte A und E, q die Gerade durch die Punkte B und F. 
 

(1) Begründe  ohne Rechnung, dass p und q genau einen Schnittpunkt besitzen. 
 

(2) Bestimme  Gleichungen für die Geraden p und q und  berechne ihren Schnittpunkt.  
 
d) Bestimme  eine Parametergleichung der durch die Punkte B, C und F verlaufenden Ebene E. 

 

[Kontrollergebnis zum Weiterrechnen: E:  8ᴆÒȠÓ
π
ψ
π

Òẗ
ρ
π
π

Óẗ
σ
ς
υ

] 

 

e) Vom Ursprung aus bewegt man sich 5 Einheiten in Richtung des Vektors !#ᴆ und  Einheiten in 

positive x 3-Richtung und  Einheiten in positive x 2-Richtung. 
 

(1) Weise nach, dass der Zielpunkt  G ( σȾ  /   ) lautet. 
 

(2) Zeige, dass der Zielpunkt  G in E liegt. 
 

 
f) Berechne den Schnittpunkt der Ebene E mit der Gerade Ç  durch die Punkte A und E.  
 

g) Die Ebene F geht durch die Punkte A, D und E und lautet &ȡ  8ᴆÔȠÕ ÔϽ
ρ
π
π

Õẗ
σ
ρ
υ
Ȣ  

 

Ermittle  eine Gleichung für die Schnittgerade der beiden nicht parallelen Ebenen E und F.  
 

[Tipp: Durch Gleichsetzen erhältst Du ein LGS mit 3 Gleichung und 4 Unbekannten. Ergänze 
das 3x4-LGS durch eine vierte Gleichung πϽÒ πϽÓ πϽÔ πϽÕ π zu einem 4x4-LGS. Ver-
wende dann den GTR.] 
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1.10 Lösungen 
 

1.1 Noch fit? ð Vektoren und Modellieren mit dem 3D -Modell  
 
1a)  
 

(1) Gleiche Richtung: -.ᴆ ÕÎÄ  ,+ᴆ; #$ᴆȟ%&ᴆ ÕÎÄ  '(ᴆ; Gleiche Orientierung: %&ᴆ ÕÎÄ  '(ᴆ;Gleiche Länge: 

-.ᴆ ÕÎÄ  ,+ᴆ; #$ᴆ ÕÎÄ  '(ᴆ 
 
(2) 

 
 
 
 
 
1b) 
 

ρςπÄᴆ πȟυÅᴆ σπÄᴆ ωπÄᴆ φπÅᴆ ρςπÄᴆ φπÅᴆ σπÄᴆ ωπÄᴆ φπÅᴆ πᴆ . 

ρςπÄᴆ πȟυÅᴆ ρςπÄᴆ φπÅᴆȡ Beim Ausmultiplizieren wird das Distributivgesetz angewendet. 

 Ễ ωπÄᴆ Ễ ωπÄᴆȡ Subtrahieren beutet Addition des Gegenvektors. Nach dem ersten Gleich-

heitszeichen dürfen die Summanden wegen des Kommutativgesetzes beliebig vertauscht werden 
und wegen des Assoziativgesetzes geeignet aneinandergebunden werden. 
 

2a) 
 

!'ᴆ Õᴆ Öᴆ ×ᴆ Ƞ #%ᴆ Õᴆ Öᴆ ×ᴆȠ  &$ᴆ Õᴆ Öᴆ ×ᴆȟ "(ᴆ Õᴆ Öᴆ ×ᴆ 
 

!-ᴆ Õᴆ Ͻ"(ᴆ Õᴆ Ͻ Õᴆ Öᴆ ×ᴆ Õᴆ ϽÕᴆ ϽÖᴆ ϽÖᴆ ϽÕᴆ Öᴆ ×ᴆ 

 
 

2b) 
 

ρ #ᴆ "ᴆ !$ᴆ "ᴆ $ᴆ !ᴆ
π
τ
π
ᵼ#πȾτȾπȠ &ᴆ "ᴆ !%ᴆ "ᴆ %ᴆ !ᴆ

ς
τ
σ
ᵼ&ςȾτȾσ 

'ᴆ #ᴆ !%ᴆ #ᴆ %ᴆ !ᴆ
ς
υ
σ
ᵼ' ςȾυȾσȠ(ᴆ $ᴆ !%ᴆ $ᴆ %ᴆ !ᴆ

ς
ς
σ
ᵼ( ςȾςȾσ  

Formel für den Mittelpunkt: -ᴆ "ᴆ (ᴆ
ρ
ςȟυ
ρȟυ

ᵼ-ρȾςȟυȾρȟυ 

 

(2) Zu zeigen: 23ᴆ hat die gleiche Richtung wie !#ᴆ, denn dann ist ACSR ein Trapez. 
 

23ᴆ 3ᴆ 2ᴆ 'ᴆ (ᴆ % (ᴆ 'ᴆ (ᴆ %ᴆ (ᴆ 'ᴆ %ᴆ  %'ᴆ  !#ᴆ .  

 
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, da ABCD und EFGH parallele und deckungsgleiche Flächen im 

Spat sind. Wer konkret rechnet, erhält: !#ᴆ
τ
τ
π

 ς
ς
ς
π

ς23ᴆ mit den Punkten R(0/1,5/3) 

und S(-2/3,5/3).  
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(3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(4)  
 

Spat 
A B C D E F G H 

(4/0/0)  (4/3/0)  (0/4/0)  (0/1/0)  (2/1/3)  (2/4/3)  (-2/5/3)  (-2/2/3)  

Bild  A´ B  ́ C´  D´ E  ́ F  ́ G´ H´ 

i. (4/0/0)  (4/3/0)  (0/4/0)  (0/1/0)  (2/1/ -3) (2/4/ -3) (-2/5/ -3) (-2/2/ -3) 

ii.  (-4/0/0)  (-4/ -3/0)  (0/ -4/0)  (0/ -1/0)  (-2/ -1/3)  (-2/ -4/3)  (2/ -5/3)  (2/ -2/3)  

iii.  (-4/0/0)  (-4/ -3/0)  (0/ -4/0)  (0/ -1/0)  (-2/ -1/ -3) (-2/ -4/ -3) (2/ -5/ -3) (2/ -2/ -3) 

iv.  (0/0/0)  (0/3/0)  (0/4/0)  (0/1/0)  (0/1/3)  (0/4/3)  (0/5/3)  (0/2/3)  

v. (4/0/0)  (4/0/0)  (0/0/0)  (0/0/0)  (2/0/0)  (2/0/0)  (-2/0/0)  (-2/0/0)  

 

3a) 
 
ς
ς
π

σ
ς
σ

ςϽ
ρ
ς
ρ

πȟυϽ
φ
τ
π

ςϽ
σ
ρ
πȟυ

φ
τ
π

  

 
Der Ballon landet beim Punkt E  (6| -4|0). Punkte, an denen sich der Kurs ändert: B (5|4|3), C  
(3|0|1), D  (0| -2|1)  

Entfernung vom Start - zum Landeplatz: 
φ
τ
π

ς
ς
π

τ
φ
π
Ƞ 
τ
φ
π

Ѝυς χȟςρ ËÍ 

 
3b) 
 

Gesamte Fluglänge: , ЍςςςЍφ πȟυЍυςςρπȟςυ ρωȟφπ ËÍ 
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Aufgabe 4: Flugsicherheit  
 
τππ
σππ
π

ςϽ
σππ
ρππ
π

ρππ
ρππ
π

σϽ
ρππ
ςππ
π

π
π
π

 

 
Das Flugzeug ist zum Ausgangsflughafen zurückgekehrt und nicht im Bermuda -Dreieck abge-
stürzt. Also liegt ein versuchter Versicherungsbetrug vor.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Aufgabe 5: Skulptur  
 
Wird das Koordinatensystem wie beschrieben gewählt,  hat das Dreieck die Eckpunkte A (2| -4|0), 
B (2|1|3,75)  und C (0|0|0). Der Fußpunkt der Stütze hat die Koordinaten  F (2|1|0).  
 

 
 
a)  
 
Berechnet werden die Längen der Dreiecksseiten. Die Länge der Stütze "& kann unmittelbar als 
Differenz der x 3ðKoordinaten von B und F abgelesen werden. "& σȟχυ Í. 
Die Seite !#  liegt beginnend im Ursprung in der x 1x2ðEbene; die Länge !# kann direkt  mit dem Satz 

des Pythagoras berechnet werden: !# Ѝςπ  τȟτχςρ Í. 
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Die Seite "#  ragt vom Ursprung aus in den 1.  Oktanten; die Länge "#  entspricht der  Länge der 
Raumdiagonalen im Koordinatenquader des Punktes B. Zur Berechnung muss der Satz des Pytha-
goras zweifach angewandt werden, oder man verwendet die Formel für die Länge eines V ektors: 

"# #& ς σȟχυς ςς ρς σȟχυς τȢσχ Í 

Die Seite !" schneidet die x1x3ðEbene; die Länge !" entspricht dem Abstand d(A,B)  der Punkte A 
und B und damit der Raumdiagonale im Quader mit A und B als gegenüberliegenden  Ecken. Dessen 
Seitenlängen sind die Differenzen der jeweiligen Koordinaten  von A und B. Zweimalige Anwen-

dung d es Satzes des Pythagoras ergibt (oder Anwenden der Formel für die Länge des Vektors !"ᴆ): 

!" ς ςς ρ τ ς σȟχυπ πς υς σȟχυς σωȟπφςυφȟςυ Í 

 
b) 
 
Geprüft wird, ob das Dreieck bei C einen rechten Winkel hat . Liegt bei C ein rechter Winkel vor, 

muss nach Satz des Pythagoras gelten: !# ς "# ς !" ς 
Mit den Ergebnissen aus a) gilt : 20 + 19,0625 = 39,0625, q. e. d.  
Die Skulptur trägt  ihren Titel also insofern zu Recht, als dass das Dreieck rechtwinkelig ist. 
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1.2 Darstellung von Geraden im Raum  
 
2a) bis 2e) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

+3 

+4 

-2 

Ablesung:    Rechnung: 

Ç ȡ 8ᴆ
τ
σ
π

ʇẗ
τ
σ
ς

   Ç ȡ 8ᴆ %ᴆ ʇẗ%+ᴆ %ᴆ ʇẗ+ᴆ %ᴆ
τ
σ
π

ʇẗ
τ
σ
ς

 

Ç ȡ 8ᴆ
π
π
ς

ʈẗ
ψ
π
ς

  Ç ȡ 8ᴆ +ᴆ ʈẗ+/ᴆ +ᴆ ʈẗ/ᴆ +ᴆ
π
π
ς

ʈẗ
ψ
π
ς

 

Ç ȡ 8ᴆ
π
π
ς

ʉẗ
π
ς
ς

  Ç ȡ 8ᴆ +ᴆ ʉẗ+.ᴆ +ᴆ ʉẗ.ᴆ +ᴆ
π
π
ς

ʉẗ
π
ς
ς

 

01ᴆ
σ
σ
φ
ᵼÇȡ 8ᴆ

ς
ρ
ς

ʇẗ
σ
σ
φ

Ø
Ø
π
 ᵾ

ς σʇ
ρ σʇ
ς φʇ

Ø
Ø
π
ᵾ   ʇ ᷈

Ø σ
Ø ς
Ø π

  

Die Gerade g schneidet die x1x2-Ebene in S(-3/2/0).  

A (-4/0/5)  
B (0/0/5)  
C (0/ -5/ 4)  
D (0/ 4/5)  
E (-4/ -3/0)  
F (-3/0/0)  
G (0/ -5/0 ) 
H (-5/ 7/0)  
I (0/0/0)  
J (0/5/0)  
K (0/0/ -2)  
L (7/ -4/0)  
M (0/ -2/ -4) 
N (0/2/ -4)  
O (8/0/ -4) 
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2f) (1) 
 

 (i) 8ᴆʇ
π
σ
ρ

ʇẗ
ς
ς
ρ

 (ii) 8ᴆʇ ʇẗ
ρ
ς
σ

 (iii) 8ᴆʇ ʇẗ
ρ
ς
σ

  (iv) 8ᴆʇ ʇẗ
ρ
ς
χ

 

(2) 
 

ʇ  1 0 -1,5 100 

Pi (6/ -2/0)  (2/0/ -1) (-4/3/ -2,5) (402/ -200/99) 
 

(3) 
 

É 8ᴆʇ
ρ
ς
σ

ʇẗ
ρ
π
π

 ÉÉ 8ᴆʇ
ρ
ς
σ

ʇẗ
π
π
ρ

 ÉÉÉ 8ᴆʇ
ρ
ς
σ

ʇẗ
σ
υ
χ

 

 

(4) 
 

(i) a ist die x1-Achse. 
(ii) b ist eine Parallele zur x3-Achse durch den Punkt (0/1/0).  
(iii) c verläuft durch den Ursprung und den Punkt (1/1/1) (ăW¿rfeldiagonaleò). 
(iv) d liegt in der x 1x3-Ebene und ist dort die erste Winkelhalbierende. 
 

f) (1) A und B liegen auf g, C und E auf h. 
 

(2) Alle Punkte liegen auf der Geraden durch die Punkte P und Q, keine liegt auf der Strecke 01:  
P (Ȋ = 0), Q (Ȋ = 10), A (Ȋ = -1), B (Ȋ = 2), D (Ȋ = 12), E (Ȋ = 9) 

 

Aufgabe 3  
 

b) 8ᴆʇ
φ
π
τ

ʇẗ
τ
ς
τ

φ
π
τ

ʈẗ
ς
ρ
ς

   

 

c) 8ᴆʇ πȟυ
τ
ρ
ς

. Wähle h: 8ᴆʈ
τ
ρ
ς

ʈẗ
ρ
ρ
ρ

, g und h schneiden sich in (4/1/2).  

 

d) Der Schnittpunkt lautet S (4/2/5) ( ʀ ʁ ρ. 
 

e)  Die Gerade h von oben tut es. Man erhält die Spurpunkte S 1(0/5/6) ( ʈ τ, S2(5/0/1) ( ʈ ρ 
und S3(6/ -1/0) (ʈ ς. Man wählt einen Punkt mit ganzzahligen Koordinaten und ebenso einen 
Richtungsvektor mit ganzzahligen Koordinaten, die jeweils ein Teiler der entsprechenden A uf-
punkt -Koordinaten sind.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

X
X

X 
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1.4 Bewegungsaufgaben 

 
Aufgabe 1: Darstellung von Flugbahnen mit dem 3D -Modell  
 

a)  Çȡ 8ᴆʇ
π

ρππ

σππ

ʇẗ
φπππ

υππρππ

π σππ

π

ρππ

σππ

ʇẗ
φππ

τππ

σππ

   

(2) 8ᴆπȟςυ
π
ρππ
σππ

πȟςυẗ
φππ
τππ
σππ

ρυπ
ςππ
ςςυ

 

(4)  

 

 

 

 

 

 

 

b)  Çȡ 8ᴆʇ
ςππ
π
τππ

ʇẗ
φππςππ
σπππ
ςππτππ

ςππ
π
τππ

ʇẗ
τππ
σππ
ςππ

 

Èȡ 8ᴆʈ
φππ
σππ
ςππ

ʈẗ
ςππφππ
φππσππ
π ςππ

φππ
σππ
ςππ

ʈẗ
τππ
σππ
ςππ

 

 
(2) Beide Flugabschnitte sind gleich lang, da die Richtungsvektoren betragsmäßig gleiche Koordi-

naten haben. Genauer gilt für die Länge L = τππ σππ ςππ υσψȟσς 
 

(3) Da beide Flugstrecken gleich lang sind, erreicht das Segelflugzeug  der Gesamtstrecke bei ʈ

πȟχυ, da 
ȟ

 (Sieben Achtel des Gesamtstrecke wird nach drei Viertel des zweiten Abschnitts 

erreicht.): 8ᴆπȟχυ
φππ
σππ
ςππ

πȢχυẗ
τππ
σππ
ςππ

σππ
υςυ
υπ

 

 

Aufgabe 2: Zwei fliegende Modellhubschrauber  
 

b) 
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c) 

Çȡ 8ᴆʇ !ᴆ ʇẗ!"ᴆ
π
σ
ςȟυ

ʇẗ
ρ π
π σ
πȟυ ςȟυ

π
σ
ςȟυ

ʇẗ
ρ
σ
ς

 

 Èȡ 8ᴆʈ #ᴆ ʈẗÖᴆ
π
ρ
ς

ʈẗ
ρ
ρ
ρ

. 

Da beide Hubschrauber unterschiedliche Richtungen haben, können sich ihre Flugbahnen entweder 
schneiden oder windschief sein. Im zweiten Fall besteht (bei Annahme, dass es sich um Punktmas-
sen handelt) keine Kollisionsgefahr. Im ersten Fall hängt die Kollis ionsgefahr davon ab, ob beide 
Flugzeuge den Schnittpunkt zeitgleich erreichen.  

Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen liefert: 
π
σ
ςȟυ

ʇẗ
ρ
σ
ς

π
ρ
ς

ʈẗ
ρ
ρ
ρ

. Dies 

ergibt ein Gleichungssystem von drei Gleichungen mit zwei Unbekannten, dass in Gauß -Form dar-

gestellt werden kann: 
ρ ρ
σ ρ
ς ρ

π
ς
πȟυ

. Das LGS hat die Lösungen ʇ ʈ πȟυ. Der Schnittpunkt ist S 

(0,5/1,5/1,5). Im Modell ist dies (1/3/3).  

Wenn Hubschrauber g den Vektor !3ᴆ  πȟυẗ
ρ
σ
ς

ρ
ρȟυ
ρ

 in der gleichen Zeit zurücklegt wie 

Hubschrauber h den Vektor #3ᴆ πȟυẗ
ρ
ρ
ρ
Ȣ

πȟυ
πȟυ
πȟυ
ȟ würden beide Hubschrauber gleichzeitig 

bei S (0,5/1,5/1,5) ankommen, da sie zeitglich bei A bzw. C starten. Es gilt: !3ᴆ τȟςυ ςȟπφ und 

#3ᴆ πȟχυ πȟψχȢ Dies bedeutet, dass beide Hubschrauber den gemeinsamen Schnittpunkt ge-

nau dann gleichzeitig erreichen, wenn Hubschrauber g eine Strecke von 2,06 m in der gleichen Zeit 
t zurücklegt wie Hubschrauber h die Strecke 0,87 m. Genau dann gilt für die Geschwindigkeiten der 

beiden Hubschrauber Ö Ѝȟ
ᵾ Ô

Ѝȟ
 und Ö Ѝȟ

ᵾ Ô
Ѝȟ

 . Durch Gleichsetzen erhält 

man 
Ѝȟ Ѝȟ

ᵾ Ö
Ѝȟ

Ѝȟ
Ö ςȟσψÖ. Hubschrauber g muss also 2,38-mal so schnell sein wie 

Hubschrauber h, damit es zur Kollision kommt.  

 

Aufgabe 3: Zwei fliegende Modellflugzeuge  
 

b)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 

 

52 1.10 Lösungen 

52 

52 

c) 
 

Çȡ 8ᴆʇ 0ᴆ ʇẗ00ᴆ
ρπ
π
ςπ

ʇẗ
υπρπ
τππ
ςπςπ

ρπ
π
ςπ

ʇẗ
τπ
τπ
τπ

 

 Èȡ 8ᴆʈ 0ᴆ ʈẗ00ᴆ
υπ
π
ςπ

ʈẗ
σπυπ
φππ
π ςπ

υπ
π
ςπ

ʈẗ
ςπ
φπ
ςπ

. 

Schnittpunktberechnung: 
ρπ
π
ςπ

ʇẗ
τπ
τπ
τπ

υπ
π
ςπ

ʈẗ
ςπ
φπ
ςπ

 liefertȡ 

 

τπ ςπ
τπ φπ
τπ ςπ

τπ
π
τπ
ᵾ
ς ρ
ς σ
ς ρ

ς
π
ς
ᵾ
π π
ς σ
π τ

π
π
ς
ᵾ ʈ πȟυ ÕÎÄ ʇ πȟχυȢ 

 
Der Schnittpunkt der beiden Flugbahnen liegt bei S (40/30/ -10). Ferner gilt: 

0Ὓᴆ πȟχυẗ
τπ
τπ
τπ

πȟχυẗЍσẗτπ σπЍσ υρȟωφ m.  

  

0Ὓᴆ πȟυẗ
ςπ
φπ
ςπ

πȟυẗЍςẗςπ φπ ρπЍρρ σσȟρχ m. 

 

Beide Modellflugzeuge kollidieren genau dann, wenn Flugzeug g 
Ѝ

Ѝ
ρȟυχ-mal so schnell ist 

wie Modellflugzeug h und sie zeitgleich bei P1 bzw. P3 starten. 

 

Aufgabe 4: Flugschule  

a) Richtung des ersten Flugzeuges: !"ᴆ "ᴆ !ᴆ
π
τππ
ρππ

ρπππ
φππ
ρσυπ

ρπππ
ρπππ
ρςυπ

. Für !"ᴆ benötigt er 

13 Sekunden. Dann legt das Flugzeug in einer Sekunde den anteiligen Richtungsvektor Ͻ
ρπππ
ρπππ
ρςυπ

 

zurück. Man erhält insgesamt die Geradengleichung:  

& ȡ8ᴆÔ
ρπππ
φππ
ρσυπ

Ó

ρσ
Ͻ
ρπππ
ρπππ
ρςυπ

ở

Ở
Ở
ờ
ρπππ

ρπππ

ρσ
Ó

φππ
ρπππ

ρσ
Ó

ρσυπ
ρςυπ

ρσ
ÓỢ

ỡ
ỡ
Ỡ
  ÆİÒ Ó π Ó ÉÎ 3ÅËÕÎÄÅÎ 

Richtung des zweiten Flugzeuges: #$ᴆ $ᴆ #ᴆ
φππ
ςππ
τππ

φππ
φππ
π

ρςππ
ψππ
τππ

. Für #$ᴆ benötigt er 

27 Sekunden. Dann legt das Flugzeug in einer Sekunde den anteiligen Richtungsvektor Ͻ
ρςππ
ψππ
τππ

 

zurück. Man erhält insgesamt die Geradengleichung:  

& ȡ8ᴆÔ
φππ
φππ
π

Ô

ςχ
Ͻ
ρςππ
ψππ
τππ

ở

Ở
Ở
ờ
φππ

ρςππ

ςχ
Ô

φππ
ψππ

ςχ
Ô

τππ

ςχ
Ô Ợ

ỡ
ỡ
Ỡ
 ÆİÒ Ô π Ô ÉÎ 3ÅËÕÎÄÅÎ 
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Setzt man die beiden Geraden gleich, erhält man:  

ở

Ở
Ở
ờ
ρπππ

ρπππ

ρσ
Ó

φππ
ρπππ

ρσ
Ó

ρσυπ
ρςυπ

ρσ
ÓỢ

ỡ
ỡ
Ỡ

ở

Ở
Ở
ờ
φππ

ρςππ

ςχ
Ô

φππ
ψππ

ςχ
Ô

τππ

ςχ
Ô Ợ

ỡ
ỡ
Ỡ
ᵾ

ở

Ở
Ở
ờ

ρπππ

ρσ
Ó
ρςππ

ςχ
Ô

ρπππ

ρσ
Ó
ψππ

ςχ
Ô

ρςυπ

ρσ
Ó
τππ

ςχ
ÔỢ

ỡ
ỡ
Ỡ τππ

ρςππ
ρσυπ

 

Durch die ersten beiden Koordinatengleichungen erhält man die beiden Lösungen s = 11,44 und t = 
10,8. Diese beiden Lösungen erfüllen die dritte Gleichung nicht ( -1260 Í -1350). Die beiden Flugbah-
nen schneiden sich als nicht. Daher besteht keine Kollisionsgefahr. [Einfacher hätte man auch s = t 
wählen können und zeigen können, dass es kein eindeutige t gibt, das alle drei Gleichungen erfüllt.]  

b) Für den zeitabhängigen Abstandsvektor beider Flugbahnen gilt  (s = t): 

Äᴆ 8ᴆ Ó 8ᴆ Ó

ở

Ở
Ở
ờ
φππ

ρςππ

ςχ
Ó

φππ
ψππ

ςχ
Ó

τππ

ςχ
Ó Ợ

ỡ
ỡ
Ỡ

ở

Ở
Ở
ờ
ρπππ

ρπππ

ρσ
Ó

φππ
ρπππ

ρσ
Ó

ρσυπ
ρςυπ

ρσ
ÓỢ

ỡ
ỡ
Ỡ

ở

Ở
Ở
ờ
τππ

ρρτππ

συρ
Ó

ρςππ
σχτππ

συρ
Ó

ρσυπ
σψωυπ

συρ
ÓỢ

ỡ
ỡ
Ỡ

 

Für die Länge des Abstandsvektors gilt:  

 Äᴆ τππ
ρρτππ

συρ
Ó ρςππ

σχτππ

συρ
Ó ρσυπ

σψωυπ

συρ
Ó  

Mithilfe des GTR erhält man folgende globale Minimumstelle:  

 

Nach ca. 12 Sekunden ist der Abstand mit ca. 72 m am geringsten. Es stehen also weitere Flugstun-
den an. 
 
c) Man berechne zunächst den Punkt des ersten Flugzeuges, an dem der Abstand zum zweiten Flug-
zeug am geringsten ist. Er hat den Ortsvektor: 
 

8ᴆρρȟχφ
ρπππ
φππ
ρσυπ

ȟ
Ͻ
ρπππ
ρπππ
ρςυπ

ωυȟσψ
σπτȟφς
ςρωȟςσ

. Der Verbindungsvektor von Flughafen zum 

Ortspunkt des ersten Flugzeuges nach 11,76 Sekunden lautet: 8ᴆρρȟχφ
φππ
φππ
π

υπτȟφς
ςωυȟσψ
ςρωȟςσ

. 

Seine Länge beträgt υπτȟφς ςωυȟσψ ςρωȟςσ φςτȟτφ ψππ 
Die Fluglehrer konnte den ăBeinahezusammenstoÇò sehen.  
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d) Geschwindigkeit von Flugzeug 1: 
ᴆ ȟ

ρτυȟρω m pro Sekunde = 522,68 km 

pro Stunde. Geschwindigkeit von Flugzeug 2: 
ᴆ ȟ

υυȟτσ m pro Sekunde = 199, 

56 km pro Stunde.  
 

Die Steigung des zweiten Flugzeuges ist ca. 15,5 Grad. Beweis: Der senkrechte Projektionspunkt D´ 
von D in die x 1-x2-Ebene ist $ǰφππȾςππȾπ. Er bildet mit den beiden Punkten #φππȾφππȾπ und 
D ein rechtwinkliges Dreieck mit der längsten Seite von C nach D. Daher gilt : 
 

ɻ ÔÁÎρ
ǰ

ǰ
ÔÁÎρ

Ѝ
ρυȟυ  

 
e) Zur Darstellung im  Modell: 100 m pro Einheit Die Flugbahn des Flugzeuges 1 lässt sich mit Punkt 
P1(4|0|6) und Punkt P 2 (0|4|1) darstellen. Die Flugbahn des Flugzeuges 2 lässt sich mit Punkt 
P3(6|6|0) und Punkt P 4 (0|2|2) darstellen.  

 

Aufgabe 5: Kommunikationsfehler  

 
a) Gesucht sind zunächst die Geradengleichung der beiden Flugzeuge. 

Berechnung der Flugbahn des ersten Flugzeuges:  

(1) Die Länge des Vektors Öᴆ beträgt ȿÖᴆȿ
ρ
υ
ς

ρς υς ςς Ѝσπ υȟχυ.  Der Vektor Öᴆ

Ѝ
Ͻ
ρ
υ
ς

 zeigt daher in Richtung von Öᴆ und hat die Länge 1 km.  

(2) In 1,37 legt das Flugzeug mit einer Geschwindigkeit von 120 km pro Stunde (= 2 km pro Minute) 
2,74 km zurück. Für P2 der Kursänderung gilt daher:  

0ᴆ 0ᴆ ςȟχτϽ
Ѝ
Ͻ
ρ
υ
ς

υȟυ
ςȟυ
ρ

πȟυϽ
ρ
υ
ς

φ
π
ς

.  

(3) Ab dem Punkt P 2 fliegt es in Richtung P3. Für die neue Richtung des ersten Flugzeuges gilt: 

00ᴆ 0ᴆ 0ᴆ
π
τ
σ

φ
π
ς

φ
τ
ρ

. Ferner gilt 00ᴆ Ѝυσ χȟσ. Bei Geschwindigkeit von 

120 km pro Stunde (2 km pro Minute) legt das Flugzeug pro Minute die Verschiebung  
Ѝ
Ͻ
φ
τ
ρ

 

zurück.  Daher gilt für die erste Flugbahn (Puh!!):  

&ȡ8ᴆÓ

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ

υȟυ
ςȟυ
ρ

ÓϽ
ς

Ѝσπ
Ͻ
ς
ς
ρ
  ÆİÒ π Ó ρȟσχ Ó ÉÎ -ÉÎÕÔÅÎ

φ
π
ς

Ó ρȟσχϽ
ς

Ѝυσ
Ͻ
φ
τ
ρ
 ÆİÒ Ó ρȟσχ Ó ÉÎ -ÉÎÕÔÅÎ

 

Für die zweite Flugbahn  gilt:  

(4) Richtung des zweiten Flugzeuges: 00ᴆ 0ᴆ 0ᴆ
τ
τ
ς

ρ
φ
τȟυ

υ
ρπ
ςȟυ

. 

(5) Für 00ᴆ benötigt er 4,36 Minuten. Dann legt das Flugzeug in einer Minute den Richtung svektor 

ȟ
Ͻ
υ
ρπ
ςȟυ

 zurück.  
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Dann gilt für die zweite Flugbahn : &ȡ8ᴆÔ
ρ
φ
τȟυ

ȟ
Ͻ
υ
ρπ
ςȟυ

 ÆİÒ Ô π Ô ÉÎ -ÉÎÕÔÅÎ 

Nun erfolgt eine Lageuntersuchung von F 1 (t Ó 1,37, da es vorher offenbar zu keiner Kollision ge-
kommen ist) und F2 (s und t in Minuten)  

&ȡ8ᴆÓ
φ
π
ς

Ó ρȟσχϽ
Ѝ
Ͻ
φ
τ
ρ

ψȟςφ
ρȟυρ
ρȟφς

ÓϽ
ρȟφτ
ρȟρπ
πȟςχ

ψȟςφρȟφτÓ
ρȟυρρȟρπÓ
ρȟφςπȟςχÓ

 Ó ρȟσχ  

&ȡ8ᴆÔ
ρ
φ
τȟυ

Ô

τȟσφ
Ͻ
υ
ρπ
ςȟυ

ρ ρȟρυÔ
φ ςȟσπÔ
τȟυ πȟυψÔ

 Ô π 

ψȟςφρȟφτÓ
ρȟυρρȟρπÓ
ρȟφςπȟςχÓ

ρ ρȟρυÔ
φ ςȟσπÔ
τȟυ πȟυψÔ

ᵾ
ρȟφτÓρȟρυÔ
ρȟρπÓςȟσπÔ
πȟςχÓπȟυψÔ

ωȟςφ
τȟτω
ςȟψψ

 

Die ersten beiden Gleichungen liefern s = 3,20 und t = 3,48. Setzt man diese Werte in die dritte Glei-
chung ein, ergibt sich (bis auf Rundungsungenauigkeiten) eine wahre Aussage. Die beiden Flugbah-
nen schneiden sich also. Allerdings erreichen beide Flugbahnen den Schnittpunkt zu unterschiedli-
chen Zeiten. F2 erreicht den Schnittpunkt 0,28 Minuten (ca. 17 Sekunden) später. Also kollidieren 
die Flieger nicht. [Alternativ und einfacher hätte man direkt s = t wählen können und zeigen können, 
dass es kein eindeutiges t gibt, das alle drei Koordinatengleichungen erfüllt.]  

b) Betrachte den Differenzvektor Äᴆ 8ᴆ Ó 8ᴆ Ó
ρ ρȟρυÓ
φ ςȟσπÓ
τȟυ πȟυψÓ

ψȟςφρȟφτÓ
ρȟυρρȟρπÓ
ρȟφςπȟςχÓ

 

ωȟςφςȟχωÓ
τȟτωρȟςπÓ
ςȟψψπȟψυÓ

Ȣ Es gilt  Äᴆ ωȟςφςȟχωÓ τȟτωρȟςπÓ ςȟψψπȟψυÓ. Mithilfe 

des GTR lässt sich das globale Minimum von  Äᴆ berechnen. Dazu betrachten wir das Ab-

standsquadrat D =  Äᴆ . Nach 3,39 Minuten beträgt das minimale Abstandsquadrat ca. 0,22 km2. Da-

her beträgt der minimale Abstand ca. πȟςς ËÍ πȟτχ km. Also können sich die Flieger sehen. 

 
 

c) 1 km pro Einheit. Die ursprüngliche Flugbahn von F 1 lässt sich mit P0 (5| -5|0) und Punkt 
P2(6|0|2) darstellen. Nach der Richtungsänderung fliegt das Flugzeug weiter zum Punkt 
P3(0|4|3). Die Flugbahn von F 2 lässt sich mit Punkt P6(2|0|3) und Punkt P 5(4|4|2) darstel-
len. 
 

Aufgabe 6: Flugsicherheit  
 
a) Die Boeing nimmt von 11:00:00 bis 11:00:40 an Höhe zu und fliegt in die Richtung Õᴆ mit:  
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Õᴆ 
σ ρ
π ς
ωȟσ ψȟσ

υ σ
ς π

ρπȟσ ωȟσ

ς
ς
ρ
 . 

 
Anschließend fliegt es in Reisehöhe in Richtung Õᴆ mit:  
 

Õᴆ
φ υ
φ ς

ρπȟσ ρπȟσ

ρ
τ
π

 .  

 
Das zweite Flugzeug fliegt im Steigflug in Richtung  Öᴆ mit:  
 

Öᴆ
ς π
ρ ς
ψȟσ χȟσ

τ ς
π ρ
ωȟσ ψȟσ

φ τ
ρ π

ρπȟσ ωȟσ

ς
ρ
ρ

. 

 

Angenommen beide Flugzeuge fliegen zwischen zwei Zeitpunkten mit konstanten Geschwindig-
keiten, dann erhält man folgende Geradengleichungen: 
 

& ȡ8ᴆÓ

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ

ρ
ς
ψȟσ

ÓϽ
ς
ς
ρ
  ÆİÒ Ó ÉÎ ςπ3ÅËÕÎÄÅÎÓÃÈÒÉÔÔÅȡπ Ó ς

υ
ς
ρπȟσ

Ó ςϽ
ρ
τ
π
 ÆİÒ Ó ÉÎ ςπ3ÅËÕÎÄÅÎÓÃÈÒÉÔÔÅȡς Ó σ

  

 

& ȡ8ᴆÔ
π
ς
χȟσ

ÔϽ
ς
ρ
ρ
 ÆİÒ Ô ÉÎ ςπ3ÅËÕÎÄÅÎÓÃÈÒÉÔÔÅȡπ Ô σ  

 
Vermutung (1):   Eine Vermutung ist, dass die beiden Flugbahnen sich kreuzen. Hier wird unter-
sucht, ob die beiden Flugbahnen einen Schnittpunkt besitzen. Im Falle, dass beide Bahnen sich 
schneiden, ist ein Teil seiner Sorge berechtigt, da eine Kollision theoretisch möglich wäre.  
 
Vermutung (2): Wenn die Bahnen windschief sind, muss weiter geprüft werden, zu welchem Zeit-
punkt die beiden Flugbahnen den geringsten Abstand haben und wo sich die Flugzeuge befinden. 
Mit dieser Information kann dann überprüft werden, wie groß de r minimale Horizontal - und Ver-
tikalabstand ist.  
 

Zu (1): 8ᴆÓ 8ᴆÔᵾ
ρ
ς
ψȟσ

ÓϽ
ς
ς
ρ

π
ς
χȟσ

ÔϽ
ς
ρ
ρ
ᵾ
ςÓςÔ
ςÓÔ
Ó Ô

ρ
τ
ρ

.  

 
Durch Addition der zweiten und dritten Gleichung (oder mit dem GTR) erhält man s = 1 und damit 
t = 2.  Setzt man s und t in die erste Gleichung ein, erhält man einen Widerspruch. Weiter ist zu 
prüfen, ob auch der zweite Teil der Flugbahn des Boeings einen Schnittpunkt mit der Douglas be-
sitzt (man setzt r = s ð 2): 
 

8ᴆÓ 8ᴆÔᵾ
υ
ς
ρπȟσ

ÒϽ
ρ
τ
π

π
ς
χȟσ

ÔϽ
ς
ρ
ρ
ᵾ
Ò ςÔ
τÒÔ
Ô

υ
π
σ

 

 
Die letzte Gleichung liefert t = 3 und mit Gleichung 1 folgt r = 1. Setzt man r und t in Gleichung 2 
ein, ergibt sich ein Widerspruch, weshalb auch der zweite Teil der Boeing-Flugbahn und die Bahn 
der Douglas windschief sind.  
 
Fazit: Herr Falk kann nun ein wenig beruhigter sein.  
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Zu (2): Nun ist noch zu prüfen, nach welchen Zeitpunkt der Abstand beider Flugbahnen am ge-

ringsten ist. Betrachte 0 Ò s Ò 2: Äᴆ 8ᴆ Ó 8ᴆ Ó
ςÓςÓρ
ςÓÓ τ
Ó Ó ρ

ρ
σÓτ
ρ

. Nun folgt 

für die Länge des Abstandsverktors: Äᴆ ρς σÓτς ρς ωÓς ςτÓρψ. Betrachtet man 

das Quadrat D der Länge des Abstandvektors erhält man $Ó ωÓς ςτÓρψ. Für die Ableitung 

gilt: $ǰÓ ρψÓ ςτ πᵾ Ó . Damit wird D als quadratische Funktion für Ó  minimal. Der 

Abstand beträgt ωϽ
ς
ςτϽ ρψ Ѝς ρȟτρ.  Für den Abstandsvektor Äᴆ gilt: Äᴆ

ρ
π
ρ

. Im 

Zeitpunkt Ó  befindet sich é 

¶ der Boeing im Punkt mit dem Ortsvektor  
ρ
ς
ψȟσ

Ͻ
ς
ς
ρ

ở

Ở
ờ

ω
Ợ

ỡ
Ỡ σȟφχ

πȟφχ
ωȟφσ

  

 

¶ die Douglas im Punkt mit dem Ortsvektor  
π
ς
χȟσ

Ͻ
ς
ρ
ρ

ở

Ở
ờ

ψ
Ợ

ỡ
Ỡ ςȟφχ

πȟφχ
ψȟφσ

.  

 

Damit ist der vertikale Abstand mit 1000 m zwar ausreichend, aber der horizontale Abstand mit 1 
km deutlich zu gering. Da der Boeing und die Douglas sich ab 11:00:40 (s > 2) offenbar voneinander 
entfernen, bedarf es keiner weiteren Berechnungen. 
 
Gesamtfazit : Die Flugsicherheit scheint nicht eingehalten worden zu sein. 
 
b)  Z. B. Geschwindigkeit der Flugzeuge: 
 

¶ ȿ Õᴆȿ
ς
ς
ρ

σ km. Also beträgt die Geschwindigkeit des Boeings beim Ansteigen 3 km pro 

20 Sekunden, also 9 km pro Minute, also 9 · 60 = 540 km pro Stunde.  

¶ ȿ Õᴆȿ
ρ
τ
π

Ѝρχ km. Die Geschwindigkeit des Boeings in Reisehöhe ist  σϽЍρχϽφπ χτς 

km pro Stunde.  

¶ ȿ Öᴆȿ
ς
ρ
ρ

Ѝφ. Das zweite Flugzeug steigt mit σϽЍφϽφπ ττρ km pro Stunde.   

 
c) 1 km entspricht 1 Einheit. Für die Modellierung mit dem Modell legt man die x 1-x2-Ebene des 
Modells in eine Höhe von x 3 = 8,3 km. Daher liegt der Aufpunkt des Boeings für s = 0 in der x 1-x2-
Ebene. 
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1.5 Projektionsaufgaben  
 
Aufgabe 1  
 

a) Cam Carpets werden hinter den Linien, aber noch vor den Banden flach auf dem Rasen ausge-
breitet. Ihre Werbemotive sind gemäß dem Strahlensatz perspektivisch so gestaltet, dass sie aus dem 
Blickwinkel der Führungskamera wie aufrechtstehende Werbeflächen wirken.  Sieht man die Schrift-
züge jedoch nicht aus der Perspektive der Hauptkamera, die auf der Höhe der Mittellinie oberhalb 
der Haupttribüne angebracht ist, so wirken die Buchstaben deutlich verzerrt. Nur so kann man er-
kennen, dass die Buchstaben nur scheinbar aufrecht stehen und dass sie tatsächlich flach auf dem 
Boden liegen. Manchmal läuft sogar ein Spieler über diesen Teppich. 
 

c)  Öᴆ 01ᴆ 1ᴆ 0ᴆ
υσ
υσ
σρ

 

 

d) 1ǰᴆ 1ᴆ ÔϽÖᴆᵾ
Ø
Ù
π

ςȟψ
π
ρ

ÔϽ
υσ
υσ
σρ
ᵾ ρ σρÔπᵾ Ô .  

Daher ergibt sich:  1ǰᴆ 1ᴆ ϽÖᴆ
ςȟψ
π
ρ

Ͻ
υσ
υσ
σρ

π

. Also: Q´( Ⱦ Ⱦ π. 

e) Da der Punkt R den gleichen z-Wert hat, erhält man den gleichen t-Wert: 2ǰᴆ 2ᴆ ϽÖᴆ. Es ergibt 

sich R´( Ⱦ Ⱦ π. Mit 3ǰᴆ 3ᴆ ÔϽÖᴆ  folgt 
Ø
Ù
π

σȟψ
π
πȟχυ

ÔϽ
υσ
υσ
σρ
ᵾ πȟχυσρÔπᵾ Ô . 

Daher folgt für S´ 3ǰᴆ 3ᴆ ϽÖᴆ
ςȟψ
π
πȟχυ

Ͻ
υσ
υσ
σρ

π

. Also: S´( Ⱦ Ⱦ π. 

 

Aufgabe 2  
 
a)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

b) (1) g: 8ᴆÔ !ᴆ ÔϽÖᴆ
σ
π
ρȟυ

ÔϽ
υ
υ
σ
 (2) Ansatz:  !ǰᴆ !ᴆ ÔϽÖᴆᵾ

Ø
Ù
π

σ
π
ρȟυ

ÔϽ
υ
υ
σ
ᵾ

ρȟυ σÔπᵾ Ô πȟυ. Daher ergibt sich:  !ǰᴆ !ᴆ πȟυϽÖᴆ
σ
π
ρȟυ

πȟυϽ
υ
υ
σ

πȟυ
ςȟυ
π

. Für die an-

deren Projektionspunkte ergibt sich mit dem Ansatz:  0ÕÎËÔǰᴆ 0ÕÎËÔᴆ ÔϽÖᴆ . Beachte: Man erhält nur 
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bei Punkten mit gleichem z -Wert den gleichen t-Wert! B´(2/2,5/0) (t = 0,5), C´(ς / ρ  /0) (t =  ), 

D´(ς / ρ  /0) (t =  ), E´(4/0/0) (t = 0), F´(3,5/0/0) (t = 0 ), G´(ρ / ρ  /0) (t =  ), H´(ρ / ρ  /0) (t = 

 ). 
 

c) Um von A nach A´ zu gelangen, muss man von A aus den halben Vektor Öᴆ gehen. Um zum Ka-
merapunkt zu gelangen, geht man nun 10-mal den negativen Vektor Öᴆ (entspricht 20-mal dem hal-
ben negativen Vektor Öᴆ)  

Also: 0ᴆ 8ᴆ ρπ !ᴆ ρπϽÖᴆ
σ
π
ρȟυ

ρπϽ
υ
υ
σ

υσ
υπ
σρȟυ

. Damit P(53/ -50/31,5). 

 

Aufgabe 3  
 
a)  Es könnte sein, dass die beiden Duellanten komplett im 
Schatten des Hauses liegen und daher nicht gut zu filmen 
sind. 
 
b) Um zu untersuchen, ob die beiden Duellanten im Schat-
ten stehen, stellt man die Frage, ob die beiden Schauspieler 
die Sonne sehen können. Dazu bildet man die Geraden aus 
den Koordinaten des Kopfes eines Duellanten mit der Son-
nenrichtung. Dann bestimmt man den Spurpunkt der Ge-
raden mit der x 1x3-Ebene und schaut, ob dieser Punkt 
oberhalb oder nicht oberhalb des Hauses liegt. Im ersten 
Fall steht der Duellant nicht vollständig im Schatten, im 
zweiten Fall schon. 
 

g: 8ᴆÒ 0ᴆ
π
π
ρȟχ

ÒϽÖᴆ
τ
ρ
ρȟχ

ÒϽ
ρ
υ
ς

 und h: 8ᴆÓ 0ᴆ
π
π
ρȟχ

ÓϽÖᴆ
τ
ρ
ρȟχ

ÓϽ
ρ
υ
ς

 

 

Ø
π
Ø

τ
ρ
ρȟχ

ÒϽ
ρ
υ
ς
ᵾ ὶ πȟςȟ

Ø τȟς
Ø π
Ø ςȟρ

 und 

Ø
π
Ø

ς
ρ
ρȟχ

ÒϽ
ρ
υ
ς
ᵾ ὶ πȟςȟ

Ø ςȟς
Ø π
Ø ςȟρ

. 

 

Es ergeben sich die Spurpunkte G2 (4,2/0/2,1) und H 2 (2,2/0/2,1).  

Die Gerade durch die Punkte P5 und P6 hat die Form p: 8ᴆÔ 0ᴆ ÔϽ00ᴆ
τ
π
σ

ÔϽ
ς
π
ρ

. Es gilt 

für t = 0,1: 8ᴆπȟρ
τ
π
σ

πȟρϽ
ς
π
ρ

τȟς
π
ςȟω
Ȣ Damit liegt der Punkt G 2 auf der Hauswand (denn 

der x3-Wert von G2 ist mit 2,1 kleiner als 2,9), und der erste Duellant kann die Sonne nicht sehen.  

Die Gerade durch die Punkte P4 und P5 hat die Form q: 8ᴆØ 0ᴆ ÔϽ00ᴆ
ς
π
ς

ØϽ
ς
π
ρ

. Es gilt 

für x = 0,1: 8ᴆπȟρ
ς
π
ς

πȟρϽ
ς
π
ρ

ςȟς
π
ςȟρ

(ᴆȢ Damit liegt der Punkt H 2 genau auf der Haus-

wand, und der zweite Duellant kann die Sonne ebenfalls nicht sehen.  

G2 

H2 



 

 

60 1.10 Lösungen 

60 

60 

1.6 Geradenscharen 
 
Aufgabe 1: Allgemeiner Geradenpunkt und Punkteschar  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Aufgabe 2: Geradenscharen 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 

 

61 1.10 Lösungen 

61 

61 

1.7 Darstellung von Ebenen im Raum  
 
Aufgabe 1  
 
b) 

 
c)  
 
d)  
 
f)   
 
 
 
g)       
 
 
 
      
 
 
 
 
 

h) 

 
i)  
 
 
 
 
 
 
 

Aufgabe 2  
 
a) Wenn man die Befestigungspunkte in den Ecken so wählt wie Sabine, erhält man z. B. A (0/0/3,5), 
B (3/0/3), C (3/3/1,5) und D (0/3/2,5). Gehen wir zunächst davon aus, dass die drei Punkte A, B 
und D eine Ebene festlegen. Damit D auch in derselben Ebene liegt, muss das Viereck ABCD ein 
ebenes Viereck sein.  Man ergänzt dazu das Dreieck ABD durch eine Punkt C zu einem Parallelo-

gramm durch #ᴆ !ᴆ !"ᴆ !$ᴆ
π
π
σȟυ

σ
π
πȟυ

π
σ
ρ

σ
σ
ς
Ȣ Der Befestigungspunkt für C 

müsste 1,5 m statt 2 m unter der Decke angebracht werden. 
 

b) C lautet nun (3/3/2).  Wegen a) gilt:  !"ᴆ $#ᴆ
σ
π
πȟυ

Ƞ !$ᴆ "#ᴆ
π
σ
ρ

. Es handelt sich also 

um ein Parallelogramm mit den Seitenlängen ωȟςυ σȟπτ m und Ѝρπ σȟρφ m. Der Umfang be-
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trªgt daher ca. 12,40 cm. F¿r den WinkelȀ, den die Seiten !" Á ωȟςυ und "# Â Ѝρπ ein-

schließen, kann der Kosinussatz weiterhelfen. Mit der Länge !# Ã !#ᴆ
σ
σ
ρȟυ

ςπȟςυ 

folgt: Ãς Áς Âς ςÁÂÃÏÓɻᵾÃÏÓɻ
Ãς Áς Âς ȟ ȟ

Ѝ ȟ
ᵾ ɻ ÃÏÓρ

Ѝ ȟ
ωςȟωψЈȢ 

Damit lautet der Ergänzungswinkel 87,02º. Für den Flächeninhalt gilt !  ÁÂÓÉÎɻ ωȟφπ m2. 
 
c) Weitere Befestigungspunkte Bk lassen sich bestimmen durch die Ortsvektoren: 

Wand 1 (AB): "ᴆ !ᴆ ËϽ!"ᴆ mit 0 < k < 1. 

Wand 2 (BC): "ᴆ !ᴆ !"ᴆ ËϽ"#ᴆ mit 0 < k < 1. 

Wand 3 (CD): "ᴆ !ᴆ !$ᴆ ËϽ$#ᴆ mit 0 < k < 1. 

Wand 4 (AD): "ᴆ !ᴆ ËϽ!$ᴆ mit 0 < k < 1. 
 
d) Ein beliebiger Punkt des Tuches lässt sich erreichen durch den Ortsvektor: 

0Ƞ ᴆ !ᴆ ËϽ!$ᴆ ÌϽ!"ᴆ mit 0 Ò k, l Ò 1 
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1.8 Lagebeziehung von Ebene und Gerade  
 
Aufgabe 2  
 

a) Geradengleichung Düsenjet: gȡ 8ᴆÒ !ᴆ ÒϽ!"ᴆ
π
ς
φ

ÒϽ
σ
φ
φ

 

 

Geradengleichung Segelflugzeug: hȡ 8ᴆÓ 0ᴆ ÒϽ01ᴆ
τ
π
σ

ÓϽ
φ
φ
σ

 

 

Durch Gleichsetzen erhält man 
π
ς
φ

ÒϽ
σ
φ
φ

τ
π
σ

ÓϽ
φ
φ
σ
ᵾ
σ φ
φ φ
φ σ

     
τ
ς
σ

Ò Ƞ Ó  

 

Man erhält den Schnittpunkt der Flugbahnen: 3ᴆ 8ᴆ
π
ς
φ

Ͻ
σ
φ
φ

ς
ς
ς

 

 

b) Ebenengleichung für den Luftraum  %ȡ 8ᴆØȠÙ &ᴆ ØϽ&'ᴆ ÙϽ&(ᴆ
π
υ
φ

ØϽ
ς
τ
φ

ÙϽ
σ
ρ
σ

. 

 
Durch Gleichsetzten der Vektoren von Gerade und Ebene ergibt sich im Falle des Düsenjets: 
 

π
ς
φ

ÒϽ
σ
φ
φ

π
υ
φ

ØϽ
ς
τ
φ

ÙϽ
σ
ρ
σ
ᵾ
σ ς σ
φ τ ρ
φ φ σ

     
π
χ
π

Ò ȟØ ȟÙ . 

 

Man erhält als Schnittpunkt 4ᴆ 8ᴆ
π
ς
φ

Ͻ
σ
φ
φ

ở

Ở
ờ

Ợ

ỡ
Ỡ ςȟςρ

ςȟτς
ρȟυψ

. 

 

c) Durch Gleichsetzten der Vektoren von Gerade und Ebene ergibt sich im Falle des Segelflugzeugs: 
 

τ
π
σ

ÓϽ
φ
φ
σ

π
υ
φ

ØϽ
ς
τ
φ

ÙϽ
σ
ρ
σ
ᵾ

φ ς σ
φ τ ρ
σ φ σ

     
τ
υ
σ

Ó ȟØ ȟÙ . 

 

Man erhält als Schnittpunkt 2ᴆ 8ᴆ
τ
π
σ

Ͻ
φ
φ
σ

ở

Ở
ờ

Ợ

ỡ
Ỡ ςȟςρ

ςȟσυ
ρȟψσ

. 

 

d) Beide Flugzeuge durchqueren den Schnittpunkt S, bevor sie jeweils in den Luftraum des Flugha-

fens eindringen. Begründung: Die Parameter zum Schnittpunkt S betragen Ò  ÕÎÄ Ó . Die 

Parameter zum Eindringen in den Luftraum betragen  Ò Ò ÕÎÄ Ó Ó. 

 
e) Zusatzaufgabe: Der Richtungsvektor der Ebene vom Punkt F (0/ -5/ 6) zum Punkt H (3/ -4/ 3) 
kann um den Faktor 2 auf den Punkt (6/ -3/ 0) gestreckt werden. Dieser Punkt kann ohne Stange 
benutzt werden.  
 

  



 

 

64 1.10 Lösungen 

64 

64 

Aufgabe 3 
 
a) 
 

 
 
b) Ein Nachbau der Situation ist hier sinnvoll, da man dann erkennen kann, dass Schauspieler 2 
nicht im Schatten steht und nur für Schauspieler 1 überprüft werden muss, ob er im Schatten steht. 
Dafür bestimmt man den Schnittpunkt der Schattenebene E durch di e Punkte P5 und P6 in Sonnen-
richtung mit der Geraden g durch den Punkt P 8 und P10 (3,5/4/1,7).  
 

%ȡ 8ᴆÒȠÓ 0ᴆ ÒϽ00ᴆ ÓϽÖᴆ
υ
π
φ

ÒϽ
ρ
π
ς

ÓϽ
ρ
ς
ς

 mit 0 Ò r Ò 1 und s Ó 0.  

 

gȡ 8ᴆÔ 0ᴆ ÒϽ00ᴆ
σȟυ
τ
π

ÔϽ
π
π
ρȟχ

 mit t Ó 0. 

 

Durch Gleichsetzten der Vektoren von Ebene E und Gerade g ergibt sich: 
 

υ
π
φ

ÒϽ
ρ
π
ς

ÓϽ
ρ
ς
ς

σȟυ
τ
π

ÔϽ
π
π
ρȟχ

 ᵾ
ρ ρ π
π ς π
ς ς ρȟχ

     
ρȟυ
τ
φ

Ò πȟυȟÓ ςȟÔ   

 

Da der Parameter t  < 1 und 0 < r = 0,5 < 1 ist, befindet sich der Oberkörper des Schauspielers 

nicht im Schatten der Kirche.  
 
c) Werden die Aufnahmen noch später nachmittags vorgenommen, kann es sein, dass die Aufnah-
men bei flacheren Sonnenstrahlen zu einem ăSchattenduellò werden, da sich beide Schauspieler im 
Kirchenschatten befinden. 

  



 

 

65 1.10 Lösungen 

65 

65 

1.9 Kontrollaufgaben  
 
1a)  
 

(1)  
ς ρ π
ς ς ρ
ρ ς ρ

   
  ρ
    ς
 σ

ς ρ π
ρ π π
ρ ς ρ

   
  ρ
   ρ
 σ
ᵼØ ρ 

  
Ù ρ

ȟ  
Ú ς  

 
(2) Die Lösung bedeutet eine Abhängigkeit voneinander. Setzt man x = t dann gilt y = 2t. Daher 

gibt es unendliche viele Lösungen mit dem Lösungsvektor ÔϽ
ρ
ς

. 

 
1b) 
 

ρ "ᴆ 3ᴆ 23ᴆ 3ᴆ 3ᴆ 2ᴆ ς3ᴆ 2ᴆ ςϽ
χ
ψ
ω

τ
υ
φ

ρπ
ρρ
ρς

 

!ᴆ 2ᴆ 23ᴆ 2ᴆ 3ᴆ 2ᴆ ς2ᴆ 3ᴆ ςϽ
τ
υ
φ

χ
ψ
ω

ρ
ς
σ

 

 

ς !"ᴆ σϽ23ᴆ σϽ2ᴆ 3ᴆ σϽ
σ
σ
σ

σЍςχ ωЍσ Ѝςτσ 

 
1c)  
 

ρ Çȡ8ᴆʇ
ρ
ς
ρ

ʇϽ
πȟυ
ρ
πȟυ

 und Èȡ8ᴆʈ ʈϽ
ρ
ς
ρ

 (ʇȟʈɴ ᴙ) sind identisch, da die Richtungs-

vektoren kollinear sind und der Verbindungsvektor der Aufpunkte kollinear zu den beiden Rich-
tungsvektoren ist.  
 

(2) Çȡ8ᴆʇ
ρ
π
π

ʇϽ
ρ
ς
σ

 und Èȡ8ᴆʈ
ρ
π
π

ʈϽ
τ
υ
φ

 (ʇȟʈɴ ᴙ) schneiden sich im Punkt (1/0/0), 

da dieser Punkt Aufpunkt beid er Geraden mit nicht kollinearen Richtungsvektoren ist.  
 

σ Çȡ8ᴆʇ
ρ
π
ρ

ʇϽ
ρ
ς
σ

 und Èȡ8ᴆʈ
ρ
π
π

ʈϽ
ς
τ
φ

 (ʇȟʈɴ ᴙ) sind echt parallel, da die Rich-

tungsvektoren kollinear sind und der Verbindungsvektor der beiden Aufpunkte nicht kollinear zu 
den kollinearen Richtungsvek toren ist. 
 
1d)  
 

(1) Çǰȡ 8ᴆ
ρ
ς
π

ʇẗ
ς
ς
π

 und Èǰȡ 8ᴆ
σ
σ
π

ʈẗ
υ
υ
π

 , denn bei der senkrechten Projektion in die 

x1x2ĭEbene ist die x3-Koordinate des allgemeinen Geradenpunktes immer Null . 

 
(2) Die Geraden g´ und h´ sind echt parallel oder identisch, da die Richtungsvektoren kollinear sind. 
Der Vektor vom Aufpunkt G´ von g´ zum Aufpunkt H´ von h´ (Differenzverktor der Stützvektoren) 
ist offenbar nicht kollinear zu den Richtungsvektoren der Geraden g´ und h´. g´ und h´ sind also 
echt parallel. 
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1e) 
 

ρ ' ÁȾςȾσ ÕÎÄ ( Á τȾπȾυ (Áɴ ᴙ) liegen auf Çȡ8ᴆ
Á
ς
σ

ÂϽ
ς
ρ
ρ

 (ÁȟÂɴ ᴙ). für b = 0 

und b = 2. 
 

(2) Çȡ8ᴆ
Á
ς
σ

ÂϽ
ς
ρ
ρ

π
ς
σ

ÁϽ
ρ
π
π

ÂϽ
ς
ρ
ρ

  (ÁȟÂɴ ᴙ) mit zwei nicht kollinearen Rich-

tungsvektoren.  

 

2a) 

 

!"ᴆ und 01ᴆ beschreiben die Richtung der beiden Flugzeuge F1 und F2 und gleichzeitig den Geschwin-
digkeitsvektor für einen Zeitraum von zwei Minuten. Es gilt:  
 

 !"ᴆ "ᴆ !ᴆ
χȟυ ρςȟυ
ρχ ρτ
τȟφ τ

υ
σ
πȟφ
 und  01ᴆ 1ᴆ 0ᴆ

υȟψ ρρȟτ
ρπρσ
υȟς υȟυ

υȟφ
σ
πȟσ

. 

 

In einer Minute legen die Flugzeuge von ihren Startpunkten aus den Vektor πȟυϽ!"ᴆ  bzw. πȟυϽ01ᴆ 
zurück. Also lassen sich die Flugbahnen durch die folgenden Geradengleichungen F1 und F2 mit den 
Parametern s und t (jeweils in Minuten) beschreiben: 
 

&ȡ 8ᴆÒ !ᴆ ÒϽπȟυϽ !"ᴆ
ρςȟυ
ρτ
τ

ÒϽ
ςȟυ
ρȟυ
πȟσ

ρςȟυ ςȟυÒ
ρτρȟυÒ
τ πȟσÒ

Ƞ 8ᴆ τ
ςςȟυ
ψ
ςȟψ

 

 

&ȡ 8ᴆÔ 0ᴆ ÔϽπȟυϽ 01ᴆ
ρρȟτ
ρσ
υȟυ

ÔϽ
ςȟψ
ρȟυ
πȟρυ

ρρȟτ ςȟψÔ
ρσρȟυÔ
υȟυ πȟρυÔ

Ƞ  8ᴆ τ
ςςȟφ
ρω
φȟρ

 

 
2b) 
 

Zur Bestimmung der Länge der Vektoren !"ᴆ und 01ᴆ gilt:  
 

!"ᴆ υ σ πȟφ υȟψφ Kilometer pro zwei Minuten å 175,85 km/h. 

01ᴆ υȟφ σ πȟσ φȟσφ Kilometer pro zwei  Minuten å 190,80 km/h. 

 
2c) 
 
Folgende zwei Bedingungen müssen erfüllt sein: 
 
(1) x3-Koordinate von Flugzeug F 1 = x3-Koordinate von Flugzeug F 2 
(2) Zeitparameter r = Zeitparameter t  
 
Daher gilt: 4 + 0,3r = 5,5 ð 0,15t (mit (1)) Ú 4 + 0,3r = 5,5 ð 0,15r (mit (2)) Ú 0,45r = 1,5 Ú r =  . Also 

gilt für die zurückgelegte Strecke x von F 2: x å ÍÉÎϽσȟρψ ρπȟφπ km. 

 
2d) 
 
Durch Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen F1 und F2 erhält man: 
 
)    ςȟυÒςȟψÔρȟρ
))ρȟυÒρȟυÔςχ

)))  πȟσÒπȟρυÔρȟυ
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(II) + 5 Ö (III) ergibt: 2,25t = 34,5 Ú t =  Ý r = . Setzt man die s und t in (I) ein, ergibt sich: 
 
ςȟυ Ö ςȟψ Ö ρȟρ Ú -49,6 = 1,1 (falsche Aussage) Ý F1 und F2 sind windschief, d. h. die Flug-

zeuge F1 und F2 können unmöglich kollidieren.  
 
 
2e)  
 

Man berechne zunächst den Verbindungsvektor 8 8ᴆ eines beliebigen Punktes 8  der Geraden F1 

mit einem beliebigen Geradenpunkt 8  der Geraden F2, wobei r = t gilt.  
 

8 8ᴆ 8ᴆ 8ᴆ
ρρȟτ ςȟψÔ
ρσρȟυÔ
υȟυ πȟρυÔ

ρςȟυ ςȟυÔ
ρτρȟυÔ
τ πȟσÔ

ρȟρ πȟσÔ
ςχ

ρȟυ πȟτυÔ
.  

 

Die Länge des Vektors 8 8  ᴆ ist genau minimal, wenn sein Quadrat minimal ist. Für das Quadrat 

d2 der Länge gilt: 

Ä Ô 8 8  ᴆ ρȟρ πȟσÔ ςχ ρȟυ πȟτυÔ πȟςωςυÔ πȟφωÔχσςȟτφ. Für die Ablei-

tung gilt: ÄǰÔ πȟυψυÔπȟφω π Ú t å 1,18 Minuten (ÄǰǰÔ πȟυψυπȢ Nach ungefähr 1 Mi-
nute und 11 Sekunden haben F1 und F2 der geringsten Abstand. 
 

3a) 
 
In der Erläuterung der Wirkungsweise könnten z. B. folgende Aspekte genannt werden:  

¶ Parallelenprojektion,  

¶ Blickrichtung  der Kameraposition,  

¶ Projektion in die x1-x2-Ebene, 

¶ Projektionspunkte,  

¶ optische Täuschung je nach Perspektive. 
 
3b) und 3e) 
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3c)  
 

Ansatz: 0ǰᴆ 0ᴆ ÔϽÖᴆ. 
 
Ø
Ù
π

π
σ
τ

ÔϽ
σ
π
τ
ᵾ τ τÔπᵾ Ô ρȠ  0ǰᴆ 0ᴆ ρϽÖᴆ

π
σ
τ

σ
π
τ

σ
σ
π

.  

 
Erläuterungen: 
 

¶ z-Wert des Projektionspunktes ist Null, da der Projektionspunkt in der x1-x2-Ebene liegt.  

¶ Durch die dritte Koordinatengleichung erhalte ich t = 1.  

¶ Mit t = 1 erhalte ich die x 1- und x 2-Werte von P2. 
 
3d) 
 

0ǰᴆ 0ᴆ
π
σ
π

; 0ǰᴆ
υȟςυ
σ
π

 (t = 1,75); 0ǰᴆ
υȟςυ
φ
π

(t = 1,75)Ƞ 0ǰᴆ
σ
φ
π
 (t = 1) 

 

4a) 

0ᴆ !ᴆ $ᴆ
σ
π
π
Ȣ Daher folgt: 0%ᴆ %ᴆ 0ᴆ

σ
ρ
υ

σ
π
π

π
ρ
υ
 und 0%ᴆ Ѝςφ υȟρπȢ 

 
4b) 
 
Da die beiden Geraden g und h offenbar nicht parallel sind (warum?), setzen wir gleich:  
 

 
σ
π
π

ʇẗ
π
φ
υ

φ
τ
π

ʈẗ
ω
χ
υ
ᵾ

σ
φʇ
υʇ

φ ωʈ
τ χʈ
υʈ

ᵾ
ωʈ

φʇ χʈ
υʇ υʈ

σ
τ
π

 

 

Durch Gleichung (I) erhält man ʈ . Mit Gleichung (III) ergibt sich auch  ʇ . Setzt man ʇ und ʈ 

in Gleichung (II) ein, ergibt sich φẗ χẗ τ, also τ τ (f). Daher sind die beiden Geraden wind-

schief. 
 
4c)  
 

(1) Die Kanten !% und "& sind die offenbar nicht  parallelen Kanten eines (ebenen) Trapezes. Daher 
liegen die nicht parallelen Geraden in einer Ebene. Sie haben daher genau einen Schnittpunkt. 
 

(2) Die Geradengleichungen lauten: Ðȡ 8ᴆ ʇẗ
σ
ρ
υ

, qȡ 8ᴆ
π
ψ
π

ʈẗ
σ
ς
υ

 . 

Gleichsetzen ergibt: ʇẗ
σ
ρ
υ

π
ψ
π

ʈẗ
σ
ς
υ
ᵾ

σʇ
ʇ
υʇ

σʈ
ψ ςʈ
υʈ

ᵾ
σʇ σʈ
ʇ ςʈ
υʇ υʈ

π
ψ
π

 

 
 

Gleichung (I) und (III) ergeben jeweils ʇ ʈ. Ersetzt man in (II) ʈ durch ʇ, ergibt sich ʈ ʇ . Setzt 

man ʇ  in die Gleichung von g ein, erhält man den Schnittpunkt S (8/  /  ). 
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4d) 

E: 8ᴆ "ᴆ Òẗ"#ᴆ ÓϽ"&ᴆ
π
ψ
π

Òẗ
φ
π
π

ÓϽ
σ
ς
υ

π
ψ
π

ʇẗ
ρ
π
π

ʈϽ
σ
ς
υ

 

 
4e) 
 
(1) Man wählt für die Richtungen die Einheitsvektoren:  
 

&ᴆ
π
π
π

υẗ Ͻ
φ
ψ
π

Ͻ
π
π
ρ

Ͻ
π
ρ
π

π
π
π

υẗ Ͻ
φ
ψ
π

Ͻ
π
π
ρ

Ͻ
π
ρ
π

  

 

σ

χȟτ

ρȟτ

  

 

(2) 

σ
π
ψ
π

ʇẗ
ρ
π
π

ʈϽ
σ
ς
υ
ᵾ

σ ʇ σʈ
ȟ

ʇ ρȟψωφτ

ψ ςʈᵼʈ πȟςχυω

υʈᵼʈ πȟςχυω

 

 
Damit liegt der Punkt F für ʇ ρȟψωφτ ÕÎÄ ʈ πȟςχυω in E. 
 

 
4f) 
 

Ç ȡ 8ᴆ Ôẗ
σ
ρ
υ

 und E:  8ᴆ
π
ψ
π

Òẗ
ρ
π
π

Óẗ
σ
ς
υ

.  

Durch Gleichsetzen erhält man folgendes LGS für die Unbekannten r, s und t:   
ρ σ σ
π ς ρ
π υ υ

    
π
ψ
π

.  

 

Der GTR ermittelt r = 0, s = , t = . Damit ergibt sich als Schnittpunkt der Punkt S ( -8/  /  ). 

 
4g)  
 
Offenbar sind E und F nicht parallel. Durch Gleichsetzten der beiden Parametergleichungen der 
Ebenen F und F erhält man ein 3x4-LGS mit den Unbekannten r, s, t und u , das Њ-lösbar ist. Ergänzt 
man das 3x4-LGS durch eine vierten Gleichung πϽÒ πϽÓ πϽÔ πϽÕ π zu einem 4x4-LGS, än-
dert d ies die Lösungsmenge nicht , da beim 3x4-LGS wegen der Nicht-Parallelität der Ebenen E und 
F stets ein Parameter frei ist wählbar ist (z. B t = ȋ).  
 
Zur Bestimmung der Schnittgeraden löst man das 4x4-LGS in MENU A (Gleichung) : 

 
ρ σ ρ σ
π ς π ρ
π υ π υ

    
π
ψ
π
ᵾ

ρ
  π
  π
  π
  

σ
ς
υ
π

  

ρ
π
π
π

  

σ
ρ
υ
π

   

π
ψ
π
π

  

Ò
Ó
Ô
Õ

ở

ỞỞ
ờ

Ô
ψ

σ
Ô
ψ

σỢ

ỡỡ
Ỡ

 

 
Setzt etwa t und u in die Parametergleichung von F ein, erhält man als Schnittgerade: 
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Óȡ  8ᴆÔȠ
ψ

σ
ÔϽ
ρ
π
π

ψ

σ
ẗ
σ
ρ
υ

ở

Ở
ờ

ψ
ψ

σ
τπ

σỢ

ỡ
Ỡ
ÔϽ
ρ
π
π

3ᴆ ÔϽ
ρ
π
π
Ȣ 

 
Alternativlösung:  
 
Durch Gleichsetzen erhält in der Matrizenschreibweise für die Unbekannten r, s, t und u : 
 

 
ρ σ ρ σ
π ς π ρ
π υ π υ

    
π
ψ
π

Ͻ Ͻ
 
ρ σ ρ σ
π ς π ρ
π π π ρυ

    
π
ψ
τπ

.  

 

Es ergibt sich u =  . Setzt man u in die zweite Gleichung ein, folgt s = 0,5u ð 4 =  . Setzt man nun 

s und u in die erste Gleichung ein, folgt: r ð t = -3s ð 3u = 0, also r = t = ʈ. Setzt man z. B. u =   in der 

Parametergleichung der Ebene F ein, ergibt sich eine Geradengleichung als Lösungsvektor: 
 

8ᴆ Ôẗ
ρ
π
π

 ẗ
σ
ρ
υ

ψ

Ôẗ
ρ
π
π

. Dies ist eine zur x1-Achse parallele Gerade (Warum?). 
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Lektion 2: Funktionsgleichungen finden  

  Lektion 2: Funktionsgleichungen finden  



 

 

72 2.1 Noch fit? ð Funktionsuntersuchung mit Steigung und Krümmung  

72 

72 

Lektion 2: Funktionsgleichungen finden  
 

2.1 Noch fit? ð Funktionsuntersuchung mit Steigung und Krümmung  
 

Wichtige Merksätze der E -Phase und Wichtiges zur Krümmung  
 

Satz zur Monotonie  
 

(1) Wenn  f´(x) > 0 für alle x eines Intervalls ist,  
   
dann  ist der Graf von f über I streng monoton zunehmend (wachsend).  

 

(2) Wenn  f´(x) < 0 für alle x eines Intervalls I ist,  
    
dann  ist der Graf von f über I streng monoton abnehmend (fallend).  

 

Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht.  

 

Notwendige Bedingung für lokale Extremstellen: f´(x 0) = 0 
 

Wenn  an der Stelle x0 eine lokale Extremstelle vorliegt, dann  gilt: f´ (x0) = 0. 20 

 

Hinreichende Bedingung für lok ale Extremstellen: f´(x 0) = 0 ᷈  f´ hat bei x 0 einen VZW  

   

   

Wenn f´(x0) = 0 und  f´ an der 
Stelle x0 einen Vorzeichen-
wechsel von ð nach + hat, 
 

dann ist x0 eine lokale Mini-

mumstelle  von f.21 

Wenn f´(x0) = 0 und  f´ an der 
Stelle x0 einen Vorzeichen-
wechsel von + nach ð hat, 
 

dann ist x0 eine lokale Mini-

mumstelle   von f. 

Wenn f´(x0) = 0 und  f´ an der 
Stelle x0 keinen  Vorzeichen-
wechsel hat,  
 

dann ist x0 eine Sattelstelle  
von f. 

  

                                                 
20 Die logische Umkehrung gilt nicht immer . 
21 Die logische Umkehrung gilt nicht immer . 

f  f  f  

f´  f´  f´  

x0 

x0 

x0 x0 

x0 

x0 
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Es lässt sich folgende Variante für die hinreichende Bedingung für Extremstellen  formulieren:  
 

Hinreichende Bedingung für lokale Extremstellen: f´(x 0) = 0 
 

Wenn f´ (x0) = 0 und Ἦǰǰὀ  ist, dann ist x0 eine lokale 
ἙἱἶἱἵἽἵἻἼἭἴἴἭ
ἙἩὀἱἵἽἵἻἼἭἴἴἭ

 von f. 22 

 

Krümmung und Wendestelle  
 

Ist f´´(x) < 0 für alle x Í I, so ist f  auf I rechtsgekrümmt . Dabei ist f´  auf I streng monton fallend . 
Die Steigungen des Grafen von f nehmen auf dem Intervall I also stetig ab.  
 

Ist f´´(x)  > 0 für alle x Í I, so ist f auf I linksgekrümmt. Dabei ist f´  auf I streng monton wachsend . 
Die Steigungen des Grafen von f nehmen auf dem Intervall I also stetig zu. 
 

Eine Wendestelle xW ist eine Stelle, an denen ein Krümmungswechsel vorliegt. Dort wechselt 

die Ableitung von f´ sein Vorzeichen. Daher gilt dort: f´´(x W) = 0. 

 

Merke: Der Punkt W, in dem sich das Krümmungsverhalten ändert, wird als Wendepunkt  be-

zeichnet. Die Wendestelle x W (= x-Wert des Wendepunktes) ist eine lokale Extremstelle der ers-

ten Ableitung und gleichzeitig eine Nullstelle der zweiten Ableitung.  

 

Folgende Abbildungen verdeutlichen den Sachverhalt:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
22 Die logische Umkehrung gilt nicht immer . 

f´´ < 0 L 

f´ ist monoton fallend  
f ist rechtsgekrümmt  

f´´ > 0 J 

f´ ist monoton steigend 
f ist linksgekrümmt  

f´´< 0  
 

f´´> 0  

+ 

ĭ 

Merke : Am Wendepunkt W liegt ein Krümmungs-
wechsel vor. Die Wendestelle von f ist Extremstelle 
von f´ und Nullstelle von f ´´.  
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Notwendige Bedingung für Wendestellen: f´´(x 0) = 0 
 
Wenn  an der Stelle x0 eine Wendestelle vorliegt, dann  gilt f´´(x 0) = 0. 23 

 

Hinreichende Bedingung für Wendestellen: f´(x 0) = 0 und VZW von f´´ bei x 0 

 

Wenn f´´(x 0) = 0 und f´´  an der Stelle x0 einen Vorzeichenwechsel von 
 ἶἩἫἰ
 ἶἩἫἰ

 hat, 

 

dann ist x0 eine 
ἠἭἫἰἼἻἘἱἶἳἻἥἭἶἬἭἻἼἭἴἴἭ
ἘἱἶἳἻἠἭἫἰἼἻἥἭἶἬἭἻἼἭἴἴἭ

   Wendestelle von f.24 

 
Es gilt auch folgende Variante für die hinreichende Bedingung für Wendestellen:  
 

Wenn f´´(x 0) = 0 und Ἦǰǰǰὀ  ist, dann ist x0 eine 
ἠἭἫἰἼἻἘἱἶἳἻἥἭἶἬἭἻἼἭἴἴἭ
ἘἱἶἳἻἠἭἫἰἼἻἥἭἶἬἭἻἼἭἴἴἭ

 von f.25 

 

Aufgabe 1: Vollständige Kurvenuntersuchung ganzrationaler Funktionen  
 

Gegeben sei die ganzrationale Funktion dritten Grades mit ÆØ Ø τØς ψØ. 

 

a) Untersuche  den Grafen der Funktion f auf Symmetrie.  
 
b) Beschreibe das Verhalten im Unendlichen und nahe Null.  
 
c) Berechne ohne GTR alle Schnittpunkte des Grafen von f mit den Koordinatenachsen. 

 
d) Ermittle  alle lokalen Hoch- und Tiefpunkte des Grafen von f.  

 
e) Untersuche  den Grafen von f auf sein Krümmungsverhalten.  

 
f) Skizziere  den Grafen von f zunächst ohne GTR und überprüfe  anschließend Deine Ergebnisse 

mit dem GTR. 
 

g) Führe eine vollständige Kurvenuntersuchung auch für die nachfolgenden Funktionen durch . 
 

(1) ÆØ Ø Ø            (2) ÆØ Ø Ø        (3) ÆØ Ø Ø Ø 
 

Überprüfe  anschließend mit dem GTR. 

 
 
 

 

  

                                                 
23 Die logische Umkehrung gilt nicht immer . 
24 Die logische Umkehrung gilt nicht immer . 
25 Die logische Umkehrung gilt nicht immer . 
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen  
 

Aufgabe 1: Funktionsbestimmung bei Vorgabe von 3 Punkten 26 
 

Im Folgenden sind drei Abbildungen gegeben, bei denen jeweils 3 Punkte eingezeichnet sind. Un-

tersuche, für welche Abbildungen ein Graph einer ganzrationalen Funktion ersten und zweiten Gra-
des gefunden werden kann, der durch die 3 Punkte verläuft. Gib  ð wenn möglich ð die Funktions-
gleichung an. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Aufgabe 2: Steckbriefe von Funktionen  
 

Der Begriff ăSteckbriefaufgabenò beschreibt Aufgabentypen, bei denen Funktionsgleichungen 
von Funktionen bestimmt werden sollen, über die bestimmte Informationen vorliegen. Die Zahl 
der Informationen kann genau ausreichend sein (eindeutig bestimmter Steckbrief), es können zu 
wenig Informationen angegeben sein (unterbestimmter Steckbrief) oder auch zu viele (überbe-
stimmter Steckbrief). 

  
Es sind folgende sechs Steckbriefe von Funktionen angegeben. Bestimmt  möglichst viele Funktions-
gleichungen. Notiert  eure Strategien. 
 

1 Gerade: Eine Gerade verläuft durch die beiden Punkte A(7,5/5,5) und B(3,5/ -4,5). 
 

2 Parabel: Der Graf einer quadratischen Funktion hat bei A(0/2) einen Hochpunkt und ver-
läuft durch den Punkt B(6/ -1). 

 

3 Parabel durch 3 Punkte:  Der Graf einer quadratischen Funktion verläuft durch die Punkte 
A(0/2), B(6/ -1) und C(1/4).  

 

4 Funktion vom Grad 3: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat in T(0/0) 
einen Tiefpunkt und in H(4/4) einen Hochpunkt.  

 

5 Symmetrischer Graf:  Der Graf einer ganzrationalen Funktion vom Grad 4 ist symmetrisch 
zur y -Achse, hat in H(2/ -2) einen Hochpunkt und in T(0/ -3) einen Tiefpunkt.  

 

6 Wendepunkt im Ursprung:  Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat im 
Ursprung einen Wendepunkt und in T(1/ -1) einen Tiefpunkt. 

  

                                                 
26 Idee aus: Lambacher Schweizer, Q-Phase, Klett -Verlag (2014) 
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Aufgabe 3: Modellfunktion für den 100 -m-Sprint bestimmen  
 

Der Weg-Zeit-Verlauf des 100 m Sprint eines Schülers ist in folgender Abbildung dargestellt.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Es handelt sich dabei um den Graph einer Funktion 3. Grades mit ÆØ ÁØσ ÂØς ÃØÄ (a, b, c 
und d sind reelle Zahlen) und den folgenden Eigenschaften: 
 
(I)      Der Graph verläuft durch (0/0)   
(II)     0 ist lokale Minimumstelle.  
(III)   Der Graph ist bei x = 7 am steilsten. 
(IV)   Der Graph geht durch (12/100).  
 

a) Begründe , dass man 4 Bedingungen zur Bestimmung von f(x) benötigt und markiere  im Gra-
phen die oben beschriebenen Eigenschaften (I) bis (IV).  
 

b) Stelle  mithil fe der Terme für f(x), f´(x) und f´´(x) vier Bedingungen auf , die man aus den Eigen-
schaften (I) bis (IV) erhält. Fülle  dazu die folgenden Lücken aus. 

 
(I) Æπ                       (II) Æǰ                       (III) Æǰǰ                         (IV) Æ         ρππ    

 

c) Leite  nun f(x) zweimal ab. Fülle  dazu die Lücken aus.  
 

 ÆØ ÁØσ ÂØς ÃØÄ          ÆǰØ σÁØς ς  ÂØ       Ã   ÆǰǰØ  
 

d) Wende die Bedingungen (I) bis (IV) auf die Funktionsgleichungen für f(x), f´(x) und f´´(x) an. 
 

(I) Æπ            Ú   Á Ö π  Â Ö π   Ã Ö π  Ä          Ú  d =  
 
      (II) Æǰ                     Ú    σÁ Ö                                           Ú  Ã    
              
      (III) Æǰǰ           =     Ú  6a Ö        + 2b =           Ú         ā a + 2b =  
 
      (IV) Æ          ρππ   Ú   Á Ö         Â Ö          Ã Ö          Ä ρππ   

ȟ
               ā a +             ā b = 100  

 

e) Löse das LGS aus (III) und (IV)es händisch und  mithilfe des GTR (MENU , A , F1, F1 (für 2 
Unbekannte), dann: Koeffizienten von a und b sowie die Zahl rechts der Gleichung ein-
geben) und gib  die Funktionsgleichung f(x) an. 

 

f) Beschreibe die Lösungsstrategie in eigenen Worten. 
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 Aufgabe 4: Relevante Informationen notieren  
 

Im Folgenden sind Steckbriefe von 5 Funktionen und 6 Grafen angegeben. 5 Grafen entsprechen 
dabei den vorgegebenen Steckbriefen. 1 Graf bleibt übrig. Für Funktion 1 wurde bereits eine Zuord-
nung vorgenommen und es wurden die relevanten Informationen im Steckbrief markiert ( kursiv ge-
druckt) und in ROT in den Grafen eingetragen. 
 

1 Eine Parabel 3. Ordnung27  hat in (2/2) eine Tangente parallel zur 2. Winkelhalbierenden und in (0/2) 
ein lokales Minimum. 
 

2 Eine zum Ursprung symmetrische Parabel 3. Ordnung hat in (2/4) eine Tangente parallel zur 1. 
Winkelhalbierenden.  

 

3 Eine zur y-Achse symmetrische Parabel 4. Ordnung geht durch (0/2) und hat in (1/0) die Stei-
gung Null.  

 

4 Eine zum Ursprung punktsymmetrische Parabel 5. Ordnung hat in (0/0) die Gerade t mit der 
Gleichung t(x) = 7x als Tangente und in (1/0) einen Wendepunkt.  

 

5 Eine Parabel 3. Ordnung berührt die x-Achse in (1/0) und hat in (0/ -1,5) einen Wendepunkt. 
 

   

Funktion   Funktion  1 Funktion   
 

   

Funktion   Funktion   Funktion   

 

Ordne  den Steckbriefen jeweils begründend einen Funktionsgrafen zu. Markiere in den Steckbriefen 
die relevanten Informationen und trage sie im jeweiligen Grafen mit ROT ein . Erstelle  für den übrig 
gebliebenen Grafen einen geeigneten Steckbrief. 
 

                                                 
27 Mit Parabeln der Ordnung n werden Grafen ganzrationaler Funktionen vom Grad n bezeichnet. 
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Aufgabe 5: Steckbriefaufgabe in 4 Schritten lösen  
 

Ermittle  für alle Steckbriefe aus den Aufgaben 2 und 4 die entsprechenden Funktionsgleichungen 
und zeichne anschließend mit dem GTR die Grafen. Markiere  die relevanten Informationen im 
Steckbrief und im Grafen. Die Vorgehensweise wird nun für Funktion 1 aus Aufgabe 4 erläutert.  
 

Eine Parabel 3. Ordnung hat in (2/2)  eine Tangente parallel zur 2. Winkelhalbierenden  und in 
(0/2)  ein lokales Minimum . 

 

Schritt 1: Welchen Grad hat die Funktion? Was sind die relevanten Informationen?  
 

Die Funktion hat den Grad 3. Daher hat man den Ansatz: ÆØ ÁØσ ÂØς ÃØÄ. Für die Ablei-

tungsfunktion gilt  ÆǰØ σÁØς ςÂØÃ. 
 

Da der Grad der Funktion 3 ist, benötigen wir 4 relevante Informationen. Sie lauten:  
 

(1) Der Graf geht durch (2/2) . 
(2) Der Graf hat in (2/2) eine zur 2 . Winkelhalbierenden parallele Tangente. 
(3) Der Graf geht durch (0/2) . 
(4) Der Graf hat in (0/2) ein lokales Minimum . 
 

Schritt 2: Welche Gleichungen leiten sich aus den relevanten Informationen ab?  
 

Durch die relevanten Informationen 1 bis 4 erhalten wir mithilfe von f und f´ geeignete Gleichungen, 
die zu Bestimmung der Parameter a, b, c und d notwendig sind:  
 

(1) Æς ςᵾ ÁϽςσ ÂϽςς ÃϽς Ä ςᵾ Ἡ Ἢ ἫἬ  

(2) Æǰς ρᵾ σÁϽςς ςÂϽς Ã ρᵾ Ἡ Ἢ Ἣ  

(3) Æπ  ςᵾ ÁϽπσ ÂϽπς ÃϽπ Ä ςᵾ πϽÁ πϽÂ πϽÃ Ä ςᵾ Ἤ   

(4) Æǰπ πᵾ σÁϽπς ςÂϽπ Ã πᵾ πϽÁ πϽÂ Ã πᵾ Ἣ  
 

Schritt 3: Wie lautet die Lösung des linearen Gleichungssystems?  
 

Mithilfe des GTR kann man in MENU A und F1 lineare Gleichungssysteme lösen. Dafür muss man 
zunächst die Anzahl der U nbekannten angeben (hier 4) und anschließend die Koeffizienten vor den 
Unbekannten a, b, c und d sowie die Zahl rechts von Gleichheitszeichen eingeben. Man erhält: 
  

 
 
 

 
 
 
 
 
Schritt 4: Wie lautet die Funktionsgleichung? Kann das Ergebnis stimmen?  
 
Durch Einsetzen der Lösungen in die allgemeine Funktionsglei-

chung erhält man: ÆØ πȟςυØσ πȟυØς ς und für die Ablei-

tung ÆǰØ πȟχυØς Ø. Man rechnet nach, ob die Bedingungen 
erfüllt sind: Æπ ςȠÆς ςȠÆǰπ πȠÆǬς ρȢ Der dazugehö-
rige Graf erfüllt den Steckbrief auch grafisch. 
 

­ a = -0,25 
Ƃ b = 0,5 
Ƃ c = 0 
Ƃ d = 2 
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Aufgabe 6: Formulierungshilfen  
 

Im Folgenden findest Du eine Liste Textformen und Bedingungsgleichungen. Gib  die fehlenden 
Textformen bzw. Bedingungsgleichungen an, indem du sie in die zweite Tabelle einträgst. Für 6 
Textformen bzw. 3 Bedingungsgleichungen sind die Eintragungen in der oberen Tabelle angegeben. 
Du musst sie nur noch entsprechend eintragen. Erstelle  für jede Zeile eine Skizze, in der die rele-
vanten Informationen ROT markiert sind.  
 

f(0) = -2 Gf hat in (3/1) einen Sattelpunkt.  f(1) = g(1) = 5Ø f´(1) ̧  g´(1) 

f(1) = 3 Ø f´(1) = 0 Gf hat bei x = 3 die Steigung 2. f(-1) = g(-1) = 1 Ø f´(-1) = g´(-1) = -10 

f(7) = 0 Gf berührt die x -Achse bei x = 2. f(-1) = g(-1) = -4 Ø f´(-1) = 3 Ø f´´(-1) = 0 

 

Textform  Bedingungsgleichung(en)  

(2/3) liegt auf dem Graphen von f.   

Der Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse.  

 
f(x) = - f(-x) oder bei GRF f(x) hat nur unge-
rade Potenzen von x. 

 f´(3) = 2 

Bei (1/3) liegt eine horizontale Tangente.  

 f(2) = 1 Ø f´(2) = 0 

 f(0) = 3 Ø f´´(0) = 0 

Gf schneidet Gg mit g(x) = 2x2 + 3 in (1/y).   

Der Graph von f schneidet die x-Achse bei x = 7.  

Der Graph schneidet die y-Achse bei y = -2.  

Gf hat in (-1/y) die Tangente g mit g(x) = -2x + 2.  

 f(3) = 1 Ø f´(3) = 0 Ø f´´(3) = 0 

Gf hat in (-1/y) die Wendetangente y = 3x ð 1.  

 f(2) = 0 Ø f´(2) = 0 

Gf berührt G g mit g(x) = 5x2 ð 4 in (-1/y).   
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Aufgabe 7: Der Besucherstrom ð Steckbriefaufgabe im Sachkontext 28 
 

Ein Festzelt auf einem Jahrmarkt öffnet um 20:00 Uhr. Die Besucher werden am Eingang gezählt. 
Um 21 Uhr sind 40 Besucher im Festzelt. Der größte Besucherandrang besteht um 22 Uhr und beträgt 
80 Besucher pro Stunde. Um Mitternacht sind die meisten Besucher im Zelt. 
 

Bestimme  eine Gleichung einer ganzrationalen Funktion dritten Grades, welche die Besucherzahl 
im Festzelt beschreibt. Stelle  die Situation mit dem GTR in einem Koordinatensystem dar.  
 

[Tipp: Wähle für die x-Achse als Einheit die Stunden nach Öffnung und für die y -Achse die Anzahl 
der Besucher in 100.] 
 

Infoblock : Zeichnen von Funktionsscharen mit dem GTR  
 

In Aufgabe 6 führt uns Steckbrief 3 zu unendlich vielen Lösungsfunktionen. Diese Lösungsfunk-
tionen hatten alle die Form ÆØ ÁØς ςÁØ, wobei der Parameter a frei wählbar war. Durch Ver-
ändern des Parameters a erhält man eine jeweils andere Funktionsgleichung. Solchen Funktionen 
nennt man Funktionsscharen  ganzrationaler Funktionen. Mithilfe des GTR können wir G rafen 
von Funktionsscharen zeichnen.  
 
Im Folgenden sind die Grafen der Schar für a = 1, 2, 3 (Bild links) sowie eine Eingabemöglichkeit 
in MENU 5 (Bild Mitte) sowie MENU 6 (Bild rechts) angegeben:   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Für die unterschiedlichen Darstellungsmöglichkeiten von Funktionsscharen und deren Anwen-
dung bei der Lösung von Abituraufgaben sei auf den Anhang verwiesen.  
 
Zeichne  mit dem GTR die Funktionsschar aus dem obigen Beispiel in MENU 6 und in MENU 5 
für a = -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5. 

 

Aufgabe 8: Eindeutig bestimmte, über - und unterbestimmte Steckbriefe  
 

Bestimme  eine Funktionsgleichung für die die folgenden 3 Steckbriefe von Funktionen. Fertige 
vorab eine Skizze für einen möglichen Grafenverlauf an. Beschreibe Deine Beobachtungen. 
 

1 Der Graph einer ganzrationalen Funktion vom Grad 3 ist punktsymmetrisch zum Ursprung, 
geht durch (1/2) und hat dort eine waagerechte Tangente. 

 

2 Der Graph einer ganzrationalen Funktion zweiten Grades hat in (0/4) einen lokalen Hoch-
punkt und schneidet die die x -Achse bei x = 2 und geht durch (1/3).  

 

3 Für eine ganzrationale Funktion 2. Grades gilt: f(0) = f(2) = 0 und f´(1) = 0. 

 

                                                 
28 Fokus Mathematik in der Q -Phase, Cornelsen-Verlag (2015) 
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Infoblock: Ortskurven charakteristische Punkte und Fixpunkte bei Funktionsscharen  
 

Gegeben ist Funktionsschar Æ ÍÉÔ ÆØ Ø  ςÔẗØ  Ôẗ x. Für die Parameter t = -2, -1, 0, 1, 2 
werden die Grafen im Folgenden angeben. Gesucht ist die Kurve (Ortslinie) der Wendepunkte  
der Grafenschar (roter Graf in der Abbildung). Ferner wollen wir zeigen, dass der Punkt (0/0) der 
einzige  Punkt (= Fixpunkt ) ist, der auf allen Grafen der Schar liegt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Bestimmung der Wendepunkte in Abhängigkeit von t:  ÆǰØ σØ τÔØÔȠ ÆǰǰØ φØτÔ     

Æǰǰǰ Ø φ πȢ  Also folgt:  ÆǰǰØ φØτÔπᵾ Ø Ô Wegen ÆǰǰÔ π ᷈ Æǰǰǰ Ô φ π 

 ᷈Æ Ô Ô folgt, dass die Schar der Wendepunkte 7 ÔȾÔ  ist.  
 
Parameterdarstellung in Funktionsgleichung umwandeln:  Setze nun Ø Ô  und Ù Ô. Funk-

tionsgrafen können sich auch durch eine solche Parameterdarstellung beschreiben lassen. Um 
diese Form in eine Funktionsgleichung zu verwandeln, muss man den Parameter t eliminieren, 
so dass aus 2 Gleichungen mit den 3 Unbekannten x, y und t eine Gleichung mit den beiden Un-
bekannten x und y wird. Dafür formt man die erste Gleichung für x nach t um. Es folgt t = 1,5x. 
Setzt man dieses t in die Gleichung für y ein, erhält man: Ù πȟςυϽØ. Diese Gleichung beschreibt 
die Kurve, auf der alle Wendepunkte der Funkti onenschar liegen. 
 

(0/0) ist einziger Fixpunkt der Schar: Zu zeigen, dass (0/0) auf jeder Schar liegt ist klar. Allerdings 
könnte es weitere Fixpunkte geben. Zum Nachweis wählt man zwei beliebige unterschiedliche 
Funktionsgleichung mit den Parametern t 1 Í t2 uns setzt sie gleich:  
Ø  ςÔØ  ÔØ Ø  ςÔØ  Ô Øᵾ ςÔ  ςÔØ Ô  Ô Ø π  
ᵾ ØςÔ  ÔØ Ô  Ô πᵾ Ø π᷉ ςÔ  ÔØ Ô  Ô π 

ᵾ Ø π᷉ Ø
 

 

  

 

 
 .ÅÎÎÅÒ ςÔ  Ô π ×ÅÇÅÎ Ô Ô .   

Damit liegt der Punkt (0/0) auf all en Grafen der Schar und ein zweiter Schnittpunkt hängt von 
der Wahl der t 1 und t 2 ab, liegt damit nicht auf jeder Schar.  
 

Erläutere  die Rechnungen und notiere  die Überlegungen im Heft.  
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Aufgabe 9: Unterbestimmte Steckbriefe und Funktionsscharen  
 

Gegeben sei nun eine nach oben geöffnete Normalparabel, die die x-Achse bei x = 4 schneidet.  
 

a) Ermittle  eine Funktionsgleichung der Schar der Normalparabeln. [Zur Kontrolle und zum Wei-

terarbeiten: ÆØ Øς ÁØτÁρφ]. 
 

b) Skizziere  mit dem GTR wie im obigen Infoblock Parabeln für verschiedene Werte von a und 
untersuche , auf welcher Kurve die Schar der Tiefpunkte liegt. [Hinweis: Betrachte z. B. die Pa-
rabeln für a = -16, -12, -8, -4, 0, 4] 

 

c) Berechne den Wert für a, für den f a genau eine Nullstelle x = 4 besitzt. [Tipp: Diskriminante.]  
 

d) Bestimme  rechnerisch die Koordinaten des Tiefpunktes in Abhängigkeit von a, ermittle  die 
Ortskurve der Tiefpunkte der Parabelschar und überprüfe  Deine zeichnerische Lösung aus Auf-
gabenteil b). [Hinweis:  Infoblock oben.]  
 

e) Zeige rechnerisch, dass der Punkte (4/0) der einzige Punkt ist, der auf allen Graphen der Funk-
tionsschar liegt. Man nennt (4/0) auch einen Fixpunkt  der Schar. [Hinweis: Infoblock oben.]  

  



 

 

83 2.3 Trassierungsaufgaben 

83 

83 

2.3 Trassierungsaufgaben  
 

Der Begriff Trassierung  beschreibt das Entwerfen und Festlegen der Linienführung eines Landver-
kehrsweges bzw. einer Trasse in Lage, Höhe und Querschnitt. Wir werden in diesem Kapitel Ver-
fahren kennenlernen, um die Trassierung von Straßen zu modellieren . Dabei greifen wir auf 
Kenntnisse über ganzrationale Funktionen sowie Steckbriefaufgaben zurück. 
 

Aufgabe 1: Verbindungsstraße  
 

Zwei parallel verlaufende Straßen sollen miteinander verbunden werden. Die Situation ist unten 
mithilfe des GTR dargestellt worden (Angaben in Meter). Ziel ist es, eine Verbindungsstraße zwi-
schen den bestehenden Straßen zu schaffen. Diese soll mit einer ganzrationalen Funktion modelliert 
werden. Drei mögliche Lösungen könnten die unten dargestellten Grafenstücke sein. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) Bestimme  für die drei Verbindungsstraßen die jeweilige Funktionsgleichung und überprüfe  
Deine Lösung mithilfe des GTR. 

 

b) Erörtere Vor- und Nachteile der einzelnen Lösungen und formuliere  Mindestbedingungen für 
eine geeignete Trassierung. 

 

c) Ein Ingenieur ist mit allen drei Lösungen unzufrieden. Er moniert, dass bei allen drei Übergän-
gen ein zu hohes Risiko bestehe, falls das Auto nicht rechtzeitig vor den Übergängen die Ge-
schwindigkeit redu ziert. Er fordert daher, dass bei beiden Übergangspunkten (0/50) und (30/0) 
Wendepunkte vorliegen sollen.  
 

(1) Begründe  die Forderung des Ingenieurs und leite  daraus den Mindestgrad der GRF ab. 
 

(2) Ermittle eine Modellfunktion, die den Ingenieur zufriedenstellt. Zeichne  sie mit dem GTR. 
Zeichne  auch die Grafen der Ableitung und beschreibe deine Beobachtungen. 

 

bestehende 
Straße 

bestehende 
Straße 

1 

2 3 
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Aufgabe 2 : Sprung -, knick - und krümmungssprungfrei 29 
 

Beim Übergang von einer Trasse I in eine zweite Trasse II ist der Übergangspunkt P von zentraler 
Bedeutung. Aus nachvollziehbaren Gründen sollte sich Stück II in A lückenlos an Stück I anschlie-
ßen. Man nennt einen solchen Übergang dann sprungfrei  (bzw. stetig) . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Zusätzlich fordert man, dass sich im Punkt P kein Steigungssprung ergeben soll, damit das Lenkrad 
nicht plºtzlich ăherumgerissenò werden muss. Die beiden sich treffenden Kurven sollen also im 
Übergangspunkt P die gleiche Steigung besitzen. Übergänge, die im Übergangspunkt die gleiche 
Steigung haben, nennt man knickfrei  (oder glatt  bzw. differenzierbar ). 
 

Schließlich verlangt man noch, dass sich im Übergangspunkt P auch das Krümmungsverhalten nicht 
sprunghaft ändert. Übergänge, die im Übergan gspunkt auch in der zweiten Ableitung übereinstim-
men, nennt man krümmungssprungfrei  (krümmungsruckfrei  bzw. zweimal differenzierbar).  
 

Um einen krümmungssprungfreien Übergang besser zu verstehen, muss geklärt werden, was man 

unter der Krümmung versteht. Um  ein Maß für die mittlere Kr¿mmung Ǥ30 zu bekommen, be-

trachtet man die Richtungsªnderung Ǥa (als Differenz zweier Steigungswinkel) im Verhältnis zur 
Lªnge Ǥs des Kurvenst¿cks, auf der sich die Richtung ªndert (vgl. folgende Abbildung). Wird Ǥs 

nun unendlich klein, erhält man als Grenzwert ἴἱἵ
ἻO Ἳ

 die lokale Krümmung . Kurz gefasst: Die 

Krümmung gibt das Ausmaß der Richtungsänderung auf einer bestimmten Strecke an.   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

                                                 
29 Idee und Anregungen von Dr. A. Bornhoff, Dr. A. Rolf, Dr. J. Rolf unter http://www.langemathe-
nacht.de/autobahnkreuze/LMN%202012%20 -%20Modul%20Autobahnen.pdf  (29.7.2016) sowie von G. 
Roolfs unter http://nibis.ni.schule.de/~lbs -gym/jahrgang112pdf/Strassenbau.pdf  (29.7.2016)  
30 Es handelt sich um den griechischen Buchstaben  (ăkappaò), der an Kr¿mmung erinnern soll. 

Oben ist die mittlere Kr¿mmung Ǥk stªr-
ker, da bei etwa gleicher Strecke Ǥs die 

grºÇere Richtungsªnderung Ǥa besteht. 

Definition der Krümmung:  
 

Mittlere Kr¿mmung Ǥʆ =  
 

Lokale Krümmungʆ ÌÉÍ
ᴼ

 

http://www.langemathenacht.de/autobahnkreuze/LMN%202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf
http://www.langemathenacht.de/autobahnkreuze/LMN%202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf
http://nibis.ni.schule.de/~lbs-gym/jahrgang112pdf/Strassenbau.pdf
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Beispiel: Übergang von einer Strecke in einen Viertelkreis  
 

Eine gerade Strecke hat offenbar die Krümmung Null. Ein Kreis besitzt eine 
konstante Krümmung, da sich die Richtung gleichmäßig ändert. Daher ist 
der Übergang A von einer geraden Strecke in eine viertelkreisförmige Kurve 
nicht krümmungssprungfrei. Dies spü rt man als Autofahrer, wenn im Über-
gangspunkt A eine plötzliche auftretende Zentrifugalbeschleunigung den ei-
genen Körper in den Gurt drückt. Gleiches gilt in umgekehrter Reihenfolge 
im Übergangspunkt B.  
 

a) Skizziere  jeweils ein Beispiel für einen nicht spru ngfreien, einen sprungfreien aber nicht knick-
freien, einen sprung- und knickfreien aber nicht krümmungsruckfreien sowie einen krüm-
mungsruckfreien Übergang dar.  

 
b) Begründe  mit der obigen Definition, warum die lokale Krümmung einer Geraden überall Null 

ist und beim Durchlaufen des Viertelkreises mit dem Radius r gegen den Uhrzeigersinn  beträgt. 
 

Die obige Definition zur Krümmung ist zwar geometrisch 
sehr anschaulich, als Rechenwerkzeug aber eher ungeeignet. 
Dass die zweite Ableitung kein Maß für die Krümmung sein 
kann wird klar, wenn man beispielsweise eine Normalpara-
bel mit ÆØ Ø betrachtet. Die zweite Ableitung beträgt 
hier ÆǰǰØ ς. Dies hieße, dass die Normalparabel überall 
die gleiche Krümmung hätte.  
 

Um eine Recheninstrumentarium zu bekommen, versucht 
man einen Grafen einer Funktion f an jeder Stelle durch einen 
Kreis k mit der Krümmung  (vgl. Aufgabe b)) anzunähern. 

Dabei soll an jeder Stelle a gelten: ËÁ ÆÁ Ë᷈ǰÁ ÆǰÁ᷈
ËǰǰÁ ÆǰǰÁȢ Im Beispiel rechts wurde der Graf von f sowie 

der dazugehörige Krümmungskreis an der Stelle a = 1 dargestellt. Dieser Ansatz führt mit ein wenig 
Rechenaufwand31 zu einer Formel für den Krümmungsradius r  und als Kehrwert für die Krüm-

mung : 
  

ἺἩ
ἮǰἩ

ȟ

ἮǰǰἩ
 und Ἡ

ἮǰǰἩ

ἮǰἩ ȟ 

 

c) Bestimme  die Krümmung  ʆÁ, falls a eine Extremstelle bzw. eine Wendestelle ist. Ermittle  das 
Vorzeichen der Krümmung, falls der Graf von f rechts - bzw. linksgekrümmt ist.  

 

Merke:   
 

(1) Zwei Graphen von Funktionen f und g heiÇen im ¦bergangspunkt P(a/b) é 
 
¶ sprungfrei , falls f(a) = g(a). 

¶ knickfrei , falls f(a) = g(a) und f´(a) = g´(a). 
¶ krümmungsruckfrei , falls f(a) = g(a) und f´(a) = g´(a) und f´´(a) = g´´(a). 

 

(2) Die Krümmung  ist ein Maß für die Richtungsänderung pro zurückgelegter Strecke. Geraden 
haben die Krümmung Null, Kreise mit Radius r eine konstante Krümmung  . In Wendepunk-

ten ist die Krümmung immer Null, an Ext remstellen entspricht sie dem Wert der zweiten Ab-
leitung an dieser Stelle. 

                                                 
31 Eine Herleitung findet man z. B. von G. Roolfs unter http://nibis.ni.schule.de/~lbs -gym/Analy-
sisTeil4pdf/Kruemmungskreis.pdf  (28.7.2016) 

http://nibis.ni.schule.de/~lbs-gym/AnalysisTeil4pdf/Kruemmungskreis.pdf
http://nibis.ni.schule.de/~lbs-gym/AnalysisTeil4pdf/Kruemmungskreis.pdf
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Aufgabe 3: Straßenkuppe 32 
 

Beim Bau von Straßen gilt es Straßenkuppen oder ðsenken möglichst holperfrei zu überwinden. 
Dazu können ganzrationale Funktionen verwendet werden. In der nachfolgenden Abbildung sind 
die beiden Straßenstücke angegeben, die es geeignet zu verbinden gilt [1 Kästchen entspricht 1 LE]. 

 

 

 

 
 
 
 

 
 
 

a) Übertrage  die Situation in ein geeignetes Koordinatensystem und ermittle  eine Funktion mög-
lichst niedrigen Grades, deren Graph zum Ausrunden der beiden Straßenstücke vor und nach 
der Kuppe geeignet ist, so dass die Übergänge sprung - und  knickfrei  sind. 
 

b) Zeige, dass die Übergänge nicht krümmungsruckfrei  sind und gib an , welchen Grad die Mo-
dellfunktion von zwei sprung -, knick - und krümmungsruckfreien  Übergangen haben müsste. 
Ermittle  eine ganzrationale Funktion niedrigsten Grades, dessen Graf sprung -, knick - und 

krümmungsruckfreien  Übergange garantiert. 
 

c) Stelle  die Situationen in  a) und b) mithilfe des GTR dar. 
 

Aufgabe 4: Trassierung der Verbindungsstraße mit einer Funktionsschar 33 
 

Zwei parallel verlaufende Straßen sollen wie in Aufgabe 
1 miteinander verbunden werden. Die Funktion Æȟ mit 

der Gleichung  Æȟ Ø ϽÄ Ø  (b, d > 0) soll die 

neue Verbindungsstraße beschreiben. 
 

a) Bestimme  die Parameter b und c und gib  den Grad 
der Funktionenschar Æȟ an. 
 

b) Berechne ÆȟǰØ ÕÎÄ  Æȟǰǰ Ø und zeige, dass die 
Verbindungsstraße knick - aber nicht krümmungs-

sprungfrei in die bestehenden Straßen einmündet. 
 

c) Bestimme  den Wendepunkt der Verbindungsstraße 
für b = 16200 und d = 900 [für beliebige b und d]. 
 

d) Stelle die Situation mit dem GTR dar für unterschiedliche Werte für b und d in de r Nähe der 
Werte b = 16200 und d = 900 und untersuche , welchen Parameter man verändern müsste, wenn 
die beiden parallelen Straßen statt 50 m einen anderen Abstand hätten, aber der horizontale Ab-
stand der beiden Straßen unverändert bei 30 m bliebe. 

 

                                                 
32 Idee aus Fokus Mathematik für die Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2015) 
33 Idee aus Lambacher Schweizer für die Q-Phase, Klett-Verlag (2012). 
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Aufgabe 5: Trassierung von Autobahnkreuzen 34 
 

Die folgenden Abbildungen zeigen vier verschiedene Bauformen von Autobahnkreuzen in verein-
fachter typisierter Darstellung 35. 
 

    

Turbine Kleeblatt Malteser Windmühle  
 

a) Diskutiere  innerhalb Deiner Tischgruppe die vier dargestellten Varianten hinsichtlich der Kri-
terien ăPlatzbedarfò, ămºgliche Geschwindigkeiten beim Autobahnwechselò und ăKosten 
durch aufwändige oder viele Brücken". Nenne  Beispiele für Dir bekannte Autobahnkreuze.  

 

Die folgende Darstellung beschreibt die Linksabbiegung in einem Überwurf -Kreuz. Vereinfachend 
nehmen wir an, dass das Kreuz rechtwinklig ist und die gesamte Trasse in drei Teile zerlegt werden 
kann, wobei der mittlere Teil ein Viertelkreis mit Radius r ist .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
34 Idee von Dr. A. Bornhoff, Dr. A. Rolf, Dr. J. Rolf unter http://www.langemathenacht.de /autobahn-
kreuze/LMN%202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf  (29.7.2016). 
35 https://de.wikipedia.org/wiki/Autobahnkreuz  (29.7.2016) 

http://www.langemathenacht.de/autobahnkreuze/LMN%202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf
http://www.langemathenacht.de/autobahnkreuze/LMN%202012%20-%20Modul%20Autobahnen.pdf
https://de.wikipedia.org/wiki/Autobahnkreuz
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Ziel:  Gesucht ist eine ganzrationale Funktion, die Trassenstück I beschreibt. Folgende Modellan-
nahmen wollen wir machen:  
 
(1) In den Punkten A und B ist die gesuchte Kurve mit der Fahrbahn der Ausgangs -Autobahn (x -

Achse) und dem Kreisbogen II (Trassenstück II) verbunden.  
(2) Der Übergangspunkt A ist knickfrei und krümmungssprungfrei.  
(3) Beim Übergangspunkt B wird von einem knickfreien Übergang ausgegangen.  

 

Wir nehmen zunächst an, dass r = 50 und t = 100 ist. Es gilt also: A(-100/0) und B(0/ -50). 
 

b) Skizziere  die Situation in Deinem Heft und markiere  die Bereiche, wo das Trassenstück I links- 
bzw. rechtsgekrümmt ist: Begründe , warum Trassenstück I durch eine ganzrationale Funktion 
mindestens vierten Grades beschrieben wird.  
 

c) Ermittle  eine ganzrationale Funktion f  vierten Grades, welche die Modellannahmen (1) bis (3) 

erfüllt. [Kontrollergebnis: ÆØ ρȟυϽρπ ϽØ τϽρπ ϽØ πȟπσϽØ υπ υπ Ø π] 
 

d) Untersuche  die Funktion f für υπ Ø π auf ihr Krümmungsverhalten.  
 

e) Zeige, dass der Übergang B nicht krümmungsruckfrei ist. [Tipp: Merksatz (2) in Aufgabe 2]  
 

Gegeben sei eine Funktionsschar  Æȟ mit  ÆȟØ ϽØ ϽØ ϽØ Ò Ô Ø πȟÒȟÔ π. 

 

Definition: Eine Funktion  Æȟ  mit  ÆȟØ ϽØ ϽØ ϽØ Ò Ô Ø πȟÒȟÔ π be-

schreibt in Abhängigkeit der beiden Parametern r und t eine Schar von Funktionen  ganzrationa-
ler Funktionen vierten Grades. Die Parameter r und t heißen Scharparameter der Funktionenschar 
und sind beliebig aber feste Zahlen, während die Zahl x als Variable ständig variieren darf.  

 

f) Weise nach, dass die Funktionsschar Æȟ  die Bedingungen (1) bis (3) für die Übergangspunkte 
A(-t/0) und B(0/ -r) erfüllt und somit Modellfunktion für die Trasse I ist.  

 

g) In der folgenden Abbildung werden vier Grafen der Funktionsschar dargestellt.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gib  jeweils die Parameter r und t an und entscheide begründend mithilfe von Aufgabe 2, welche 
der vier Grafen zur Modellierung von Trassenstück I am besten geeignet ist.  

 

h) Untersuche  mit dem GTR für verschiedene Werte für r und t, wie bei vorgegebenen Kurvenra-
dius r der Parameter t gewählt werden muss, damit auch der Übergangspunkt B r krümmungs-
ruckfrei ist.  

 

i) Ermittle  rechnerisch eine Bedingung für r und t, so dass der Übergangspunkt Br krümmungs-
ruckfrei ist. [Tipp: Merksatz (2) in Aufgabe 2]  
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Zur Erinnerung: Ein krümmungsruckfreier Übergang  bedeutet anschaulich, dass es einen Kreis 
gibt, der sich an beide Kurvenst¿cke gleichermaÇen ăanschmiegtò. Dies ist in folgender Abbil-
dung für die rote Kurve der Fall.  
 

 

 

Zusatzaufgaben (1er-Aufgaben)  
 

j) Begründe , dass sich der Viertelkreis im Kurventeil II durch die Funktion  Ë mit der Funktions-

gleichung Ë Ø ЍÒ Ø ÕÎÄ π Ø Ò beschreiben lässt. [Tipp: Satz des Pythagoras] 
 

k) Leite  die obige Gleichung der Funktionsschar  Æȟ her, indem Du allgemein für die Übergangs-
punkte A( -t/0) und B(0/ -r) fünf Bedingungen für eine ganzrationale Funktion vierten Grades 
aufstellst und dann das entstehende lineare Gleichungssystem in Abhängigkeit v on r und t mit 
der Gaußverfahren löst.36 

  

                                                 
36 Aufgabe kann von den Schülern erst gelöst werden, wenn das Gaußverfahren eingeführt wurde. Dies ge-
schieht in der Regel im zweiten Halbjahr der Q1  im Rahmen der analytischen Geometrie. 
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2.4 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen  
 

In diesem Kapitel wollen wir erneut Modellfunktionen finden, die uns helfen Optimierungsprob-
leme zu lösen. Dabei beschäftigen wir uns einerseits mit geometrischen Optimierungsaufgaben und 
Aufgaben zur Gewinnmaximierung. Solche Aufgaben werden oft mit dem B egriff Extremwertauf-

gaben umschrieben. Abschließend fassen wir das in die Vorhaben Gelernte bezüglich des Modellie-
rens und der vier Stufen des Modellierungsprozesses (Modellierungskreislauf ) zusammen. 
 

Geometrische Optimierungsprobleme  
 

Aufgabe 1: Zimmermannsregel und Tragfähigkeit eines Balkens 37 
 

Ein Holzbalken, wie er zum Beispiel in einem Dachstuhl 
verwendet wird, soll eine möglichst hohe Tragfähigkeit 
aufweisen. Solche Balken sind meist nicht von quadrati-
schem Querschnitt, sondern höher als breit. Das ist sinn-
voll, denn überlege Dir z. B., wie Du ein Lineal halten würdest, wenn es sich nicht durchbiegen oder 
gar brechen soll. Die Tragfähigkeit des Balkens  ist proportional zu seiner Breite b  und zum Quad-

rat seiner Höhe h . Seine Tragfähigkeit kann deshalb durch den Term ἢἪȟἰ ἪϽἰ   beschrieben 

werden. 38 
 

a) Bestimme  die optimalen Maße eines Balkens, der aus Rundholz 
mit dem Durchmesser 30 cm geschnitten wird und eine möglichst 
hohe Tragfähigkeit aufweisen soll.  

 

b) Aus Platzgründen soll aus dem Rundholz mit einem Durchmesser 
von 30 cm ein Balken ausgeschnitten werden, der nicht breiter als 
14 cm ist. Ermittle  die optimalen Maße für die neue Situation.  

 

c) Beurteile  aufgrund des errechneten Wertes die Qualität der Zim-
mermannsregel sowie der Faustregel.  

 
Zimmermannsregel  Faustregel 

Teile den Durchmesser eines 
kreisförmigen Querschnitts des 
Baumstammes in 3 gleiche 
Teile. Errichte in den Teilungs-
punkten jeweils das Lot. Damit 
erhältst du den Balkenquer-
schnitt. 

  
Breite : Höhe = 5 : 7 

 

d) Löse die Aufgabe 1a mithilfe der Formel ἢἪȟἰ ἳϽἪϽἰ, wobei k > 0 eine beliebige aber feste 
Proportionalitätskonstante ist. Der Baumstamm hat dabei einen Durchmesser von D cm. 
 

                                                 
37 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q -Phase, Cornelsen-Verlag (2015). 
38 Eigentlich müsste der Term 4ÂȟÈ wegen der Proportiona lität zu b und Èmit einem Proportio-
nalitätsfaktor k versehen werden, so dass 4ÂȟÈ ËϽÂϽÈ. Warum kann aber zur Lösung d er Auf-
gabe k = 1 gewählt werden? 

a 

a 

a 

h 

b 
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Aufgabe 2: Extremwertaufgaben im Koordinatensystem  
 

a) In einem Koordinatensystem für xÍ[0; 2] ist ein Parabelbogen mit der Gleichung Ἦὀ ὀ 
gegeben. Zu jeder Stelle a mit 0 < a < 2 gibt es ein Rechteck A, von dem eine Seite auf der x-Achse 
liegt und sich zwei Ecken auf dem Parabelbogen befinden (vgl. Abbildung).   
 

Bestimme  die Seitenlängen des Rechtecks mit dem größten Flächeninhalt [größtem Umfang]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) Löse folgende ăKoordinatensystem-Extremwertaufgabenò: 
 

(1) Ein möglichst großes Rechteck soll bestimmt werden, das in einem Koordinatensystem nach 
unten von der xðAchse, nach links von der yðAchse und nach oben und rechts vom Grafen 

der Funktion f mit Ἦὀ ὀ begrenzt wird.  
 

Bestimme  die Breite und die Höhe des Rechtecks. Mache vorher eine Skizze. 
 

(2) Ermittle  den kleinste Abstand vom 

Punkt (3/0) zur Parabel Ἦὀ ὀȢ [Tipp: 
Betrachte als Zielfunktion das Quadrat 
der Längenfunktion.]  
 

(3) Gegeben ist die Funktion f mit der Glei-

chung Ἦὀ  ὀ. Die vier Punkte 

A(3/0), B(3/f(a)), C(a/f(a)) D(a/0) legen 
für die Zahl a mit 0 < a < 3 ein Rechteck 
fest. Die Situation ist in der Abbildung 
rechts dargestellt.  
 

Zeige, dass für den Flächeninhalt des 

Rechtecks !Á  Áτ  Áσ Á σ gilt  

und unt ersuche, für welches a der Flä-
cheninhalt maximal wird.  
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Aufgabe 3: Werbeschilder 39 
 

Herr Müller möchte im parabelförmigen Teil der Durchfahrt zu seinem Schrottplatz ein möglichst 
großes rechteckiges Werbeschild anbringen. Auch seine Konkurrenzfirma Schmitz möchte ein mög-
lichst großes rechteckiges Schild montieren. Allerdings hat der entsprechende Teil die Form eines 
gleichschenkligen Dreiecks. Die beiden folgenden Abbildungen verdeutlichen die Situation.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bestimme  die MaÇe der beiden ăoptimalenò Werbeschilder. 
 

Aufgabe 4: Die optimale Dose ð Lösungsstrategie bei Extremwertauf gaben 
 

Eine Fertigsuppenfirma verkauft ihre Produkte in Konservendosen mit 750 ml Inhalt. 
Um die Herstellungskosten minimal zu halten, muss für die Dose möglichst wenig 
Material verbraucht werden.  
 

a) Bestimme  den Durchmesser und die Hºhe dieser ăoptimalenò Dose. 
 

b) Eine Lösung der gestellten Aufgabe kann in einer PPP eigesehen werden. Die PPP findest du 
unter www.maspole.de . Übertrage  die Lösungsstrategie in Dein Heft und bearbeite  mithilfe des 
dargestellten Rasters die nachfolgenden ăVolumen-Oberfläche-Aufgabenò.  

 

(1) Ein Erfrischungsgetränk soll in zylindrischen Dosen aus Weißblech angeboten werden. Das 
Volumen einer Dose soll 0,33 l betragen. Aus Kostengründen soll der Materialbedarf pro 
Dose durch günstige Formgebung möglichst niedrig gehalten werden. Berechne den Radius 
und Hºhe einer solchen ăoptimalenò Dose. 
 

(2) Eine Firma will für Hobbygärtner zylinderförmige Regentonnen herstellen, die bei minima-
lem Materialbedarf maximales Volumen besitzen. Bestimme  die Abmessungen, wenn 2 m2 
Material je Regentonne zur Verfügung stehen. Löse die Aufgabe allgemein für a m2 Material.  
 

(3) Gegeben ist ein Kegel, dessen Grundfläche den Radius 3 cm hat, und der 10 cm hoch ist. In 
diesen Kegel soll ein Zylinder einbeschrieben werden, der das maximale Volumen hat. Be-

stimme  die Höhe des Zylinders. [Tipp: Strahlensatz.]  
 

c) 1er-Aufgabe:  Gegeben ist ein Kegel A, dessen Grundfläche den Radius 4 cm hat, und der 10 cm 
hoch ist. In diesen Kegel A soll ein Kegel B einbeschrieben werden, der mit seiner Spitze auf der 
Grundfläche des Kegels A steht. Ermittle  die Höhe des Kegels B, wenn er (a) das maximale Vo-
lumen und (b) die minimale Oberfläche hat.  

 

  

                                                 
39 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q -Phase, Cornelsen-Verlag (2015). 

http://www.maspole.de/
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Aufgaben zur Gewinnmaximierung  
 

Aufgabe 5: Kalkulation am Bratwurststand  40 
 

Die Bratwürste von Herrn Heinze sind beliebt: Im Durchschnitt verkauft er pro Tag 250 Bratwürste 
im Brºtchen f¿r 1,80 û pro St¿ck. Aber die Kosten machen ihm Sorgen, sie steigen und steigen. Rech-
net er die festen Kosten für den Strom und die Standmiete auf einen Tag um, sind es nun schon 90 
û pro Tag. Und die Ausgaben pro Bratwurst für Wurst, Brötchen, Senf Currysauce und Serviette 
betragen inzwischen 1,20 û. Herr Heinze wird nicht mehr um eine Preiserhºhung herumkommen 
und ¿berlegt sich deshalb: ăErhºhe ich den Preis um 10 Cent, verkaufe ich pro Tag ein Brötchen 
weniger, erhöhe ich um 20 Cent, sind es schon vier Bratwürste weniger, bei 30 Cent sogar neun, bei 
40 Cent 16 Bratw¿rste usw.ò 
 

a) Begründe , dass es sich bei Herrn Heinzes Annahme eines nichtlinearen Zusammenhangs zwi-
schen Preiserhöhung und Absatzrückgang vernünftig ist.  

 

b) Stelle  für die Kostenfunktion K und die Gewinnfunktion G die Funktionsterme K(n) und G(n) 
auf, wobei n die Anzahl der Erhºhungen des Preises jeweils um 0,10 û ist. Untersuche , bei wel-
chem Verkaufspreis der Gewinn maximal wird.  

 

Aufgabe 6: Kaffeerösterei  41 
 

Eine Kaffeerºsterei setzt bei einem Verkaufspreis von 10 û pro Kilogramm erfahrungsgemªÇ etwa 
10000 kg pro Monat ab. Aufgrund seiner langjährigen Erfahrung vermutet der Geschäftsführer, dass 
eine Verkaufspreisreduzierung um jeweils 25 Cent zu einem Mehrums atz von 2000 kg pro Monat 
f¿hren w¿rde. Die Selbstkosten betragen nahezu unabhªngig vom Absatz 5,50 û pro Kilogramm.  
 

a) Bestimme  den Gewinn f¿r die Verkaufspreise von 10 û, 9,50 û und 6 û. 
 

b) Stelle  allgemein die Gewinnfunktion auf und bestimme  den für die Firma besten Preis. 
 

c) Diskutiert  anschließend den oben beschriebenen Ansatz und beschreibt  einen realistischeren 
Zusammenhang von Preissenkung und Gewinn.  

 

Aufgabe 7: Kosten ð Einnahmen - Gewinn  42 
 

Die Gesamtkosten für die Herstellung von x tausend Einheiten einer Ware lassen sich f¿r 0 Ò x Ò 9 
berechnen mit +Ø ςØ ρφØ τψØρππ. Der Erlös E für den Verkauf von x tausend Einheiten 
dieser Ware beträgt %Ø ρττØρφØ. 
 

a) Untersuche , bei welcher Produktionsmenge die durchschnittlichen Herstellungskosten  am 

geringsten sind. 
 

b) Bestimme  die Produktionsmenge, die den größten G mit G(x) = E(x) ð K(x) garantiert.  
 

  

                                                 
40 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q -Phase, Cornelsen-Verlag (2015). 
41 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q -Phase, Cornelsen-Verlag (2015). 
42 Aufgabeidee aus Fokus Mathematik in der Q -Phase, Cornelsen-Verlag (2015). 
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Modellierungskreislauf  
 

Aufgabe 8: Was haben wir gelernt?  43 
 

Die Idee des mathematischen Modellierens von Sachproblemen kann in dem abgebildeten Model-
lierungsprozess, der eventuell mehrfach durchlau fen werden muss, schematisch dargestellt werden. 
Dabei wird das mathematische Modell durch eine Funktion beschrie ben, die dem Sachproblem am 
besten entspricht.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Das Ziel des Modellierungsprozesses ist das Anwenden, Interpretieren und Validieren der mathe-
matischen Lösungen in der Praxis. Dies kann zur Bestätigung der Modellannahmen, zu Aussagen 
über Realsituationen oder zu sinnvollen Prognosen führen oder diese auch widerlegen. 
 

a) Arbeitet  als Tischgruppe heraus, welche Aspekte ihr innerhalb des Modellierungskreislaufs in 
diesem Unterrichtsvorhaben kennengelernt habt. Gab es Bereiche, die besonders oft vorkamen 
bzw. Prozesse, die nur sehr selten oder gar nicht angesprochen wurden? 
 

b) Verdeutlicht  die vier Stufen des Modellierungskreislaufes mit einem selbst gewählten Beispiel, 
das ihr als Tischgruppe (PPP, Folie) vortragen sollt. Die Präsentation muss von der gesamten 
Gruppe gleichermaßen getragen werden. 

  

                                                 
43 HENN, H. -W.: Mathematik und der Rest der Welt. In: mathematiklehren 113, 4-7 (2002). 
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2.5 Kontrollaufgaben  
 

Kompetenzraster zu den Kontrollaufgabe n 
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Nullstellen einer GRF dritten Grades ohne GTR berechnen. 1a)     

die geometrische Bedeutung der ersten Ableitung  angeben, eine Tan-
gente einzeichnen und deren Gleichung zeichnerisch und rechnerisch 
ermitteln.  

1b), 1c)     

einen Grafen einer GRF auf sein Krümmungsverhalten untersuchen. 1d)     

begründend entscheiden, ob Aussagen bezüglich des Krümmungs-
verhaltens einer Funktion zutreffend sind.  

2     

einen Grafen einer Funktion skizzieren, wenn bestimmte Eigenschaf-
ten durch Funktionswerte der Funktion, der Ableitungsfunktion und 
der Funktion der zweiten Ableitung vorgegeben sind.  

3a)     

auf der Basis eines Grafen relevante Informationen für deren Bestim-
mung angeben und damit die Funktionsgleichung bestimmen.  

3b)     

eindeutig bestimmte Steckbriefaufgaben zu GRF lösen. 4a), 4b)     

eine unterbestimmte Steckbriefaufgabe einer GRF lösen und die Glei-
chung der Funktionsschar angeben. 

4c)     

eine Parabelschar mittels Diskriminante auf Nullstellen untersuchen.  4c)     

Geradengleichungen anhand eines Schaubildes bestimmen. 5a)     

erläutern, was ein sprung- und knickfreien Übergang bedeutet.  5b)     

einen Straßenstück mit zwei knick- und sprungfreien Übergängen 
mittels einer GRF dritten Grades modellieren und die Gleichung der 
Modellfunktion berechnen.  

5c)     

rechnerisch nachweisen, dass das Straßenstück nicht durch eine Funk-
tion zweiten Grades modelliert werden kann.  

5d)     

rechnerisch zeigen, dass Übergänge nicht krümmungssprungfrei 
sind und den Grad für eine mögliche Modellfunktion mit krüm-
mungssprungfreien Übergängen begründend angeben. 

5e)     

Extremwertaufgaben mit einer geometrischen Aufgabenstellung un-
ter Verwendung gebrochen rationaler Zielfunktionen  und der 5-
Schritt-Vorgehensweise (Zielfunktion, Definitionsbereich, Nebenbe-
dingung, Extremwertbestimmung, Antwort) lösen.  

6a), 6b)     

eine Extremwertaufgabe mit einer geometrischen Problemstellung 
unter Verwendung einer ganzrationalen Zielfunktion und der 5-
Schritt-Vorgehensweise lösen. 

6c)     

eine Extremwertaufgabe unter Einbeziehung der Koordinatengeo-
metrie  und ganzrationaler Modellfunktionen lösen.  

6d)     

eine Extremwertaufgabe zur Gewinnmaximierung unter Verwen-
dung einer ganzrationalen Zielfunktion und der 5 -Schritt-Vorgehens-
weise lösen. 

7a)     

durch Transformation der Variablen eine Gewinnfunktion in Abhän-
gigkeit von der Stückzahl statt der Preissenkung herleiten. 

7b)     
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Teil I: Hilfsmittelfreier Teil  
 

Aufgabe 1: Kurvenuntersuchung  
 

Gegeben ist die Funktion f mit ÆØ Ø φØ ρςØ. Ein Ausschnitt des Grafen von f ist im Folgen-
den dargestellt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a) Bestimme  alle Nullstellen von f.  
 

b) Berechne f´(-1) und interpretiere  diesen Wert geometrisch. 
 

c) Zeichne  die Tangente t an den Grafen von f im Punkt P(-1/ -7) ein und ermittle  zeichnerisch und 
rechnerisch eine Funktionsgleichung t(x) der Tangente t. 

 

d) Weise nach, dass W(-2/ -8) ein Rechts-Links -Wendepunkt mit waagerechter Tangente ist. 
 

Aufgabe 2: Wahr oder falsch? 
 

Entscheide begründend bei jeder der drei folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist. 
 

a) Zwischen 2 Wendepunkten eines ganzrationalen Funktionsgrafen liegt immer  1 Extrempunkt.  
 

b) Zwischen 2 Extrempunkten eines ganzrationalen Funktionsgrafen liegt immer 1 Wendepunkt. 
 

c) Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat immer  1 Wendestelle. 
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Aufgabe 3: Funktionseigenschaften 44 
 
a) Skizziere  im nachfolgenden Koordinatensystem den Gr afen einer Funktion g, wobei die folgen-

den Eigenschaften deutlich werden sollen: 
 

 Ἧ                   Ἧǰ                Ἧǰǰ  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b) Gegeben ist der Graf einer ganzrationalen Funktion f vierten Grades, der achsensymmetrisch 
zur y -Achse ist.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(1) Gib  Bedingungsgleichungen an, welche die Funktionsgleichung des Grafen eindeutig fest-
legen und markiere  die Informationen in der obigen Abbildung.  
 

(2) Ermittle die Funktionsgleichung der GRF. 
 

                                                 
44 modifiziert nach einem Vorschlag des Ministeriums als Vorbereitung auf Das Zentralabitur 2017  
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Teil II: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR  
 

Aufgabe 4: Steckbriefaufgaben  
 

Skizziere  mithilfe der Angaben den gesuchten Grafen und ermittle  die dazugehörige Funktions-
gleichung. Überprüfe Deine Lösung mit dem GTR.  
 

a) Der Graf einer ganzrationalen Funktion 4. Grades ist zur y -Achse symmetrisch und hat in 
W(1/3) einen Wendepunkt. Die Steigung an der Stelle x = 1 hat den Wert ð2. 

 

b) Der Graf einer ganzrationalen Funktion f vom Grad 3 ist punktsymmetrisch zum Ursprung, ver-
läuft durch A(1/2) und hat für x = 1 eine waagerechte Tangente.  

 
c) Gegeben sei folgender Steckbrief, der zu einer Schar von Parabeln führt: Eine nach unten geöff-

nete Normalparabel verläuft durch den Punkt (3/0).  
 

Bestimme  die Funktionsgleichung der Parabelschar und ermittle  in Abhängigkeit vom Schar-
parameter die zweite Nullstelle.  

 

Aufgabe 5: Trassierung  
 

Die Abbildung zeigt zwei geradlinig verlaufende Straßenstücke A D und BC. Es soll nun eine Kurve 
gefunden werden, welche die Straßenstücke miteinander verbindet. Die Übergänge von A und B 
sollen sprungfrei und knickfrei sein. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a) Bestimme  Gleichungen der Geraden durch die Punkte A und D bzw. B und C. 
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b) Erkläre , was ein sprung- und knickfreier Übergang anschaulich bedeutet.  
 

c) Ermittle  eine Funktion dritten Grades, welche die vorgegebene Situation modelliert.  
 

d) Untersuche , ob das Kurvenstück auch durch eine Parabel modelliert werden könnte.  
 

e) Zeige, dass f in beiden Übergängen nicht krümmungssprungfrei ist und begründe , welchen 
Grad eine Funktion haben müsste, damit beide Übergänge krümmungssprungfrei sind.  

 

Aufgabe 6: Extremwertauf gaben 
 

a) Ein Rechteck hat den Flächeninhalt 900 cm2. Bestimme  die Seitenlängen des Rechtecks mit dem 
kleinsten Umfang und gib  den minimalen Umfang an. [Kontrollergebnis zum Weiterarbeiten: 
5Ø ςØρψππØ ]  

 

b) Es sollen zylinderförmige Blechdosen mit einem Volum en von 500 cm3 hergestellt werden. Be-

stimme  den Radius r und Höhe h, damit der Blechverbrauch möglichst klein ist. (Die Blechstärke 
bleibt unberücksichtigt.)  

 

c) Es soll ein nach oben offenes quaderförmiges Terrarium gebaut 
werden, das doppelt so lang wie breit ist (vgl. Abb. rechts). Sta-
bilisiert wird es mithilfe von Winkeleisen. Zwei fortlaufende 
Meter Winkeleisen sind vorhanden. Welche Maße hat unter die-
sen Bedingungen ein Terrarium mit maximalen Volumen?  
 
Ermittle die ăoptimalenò MaÇe des Terrariums. [Kontrollergeb-
nis zum Weiterarbeiten: 6Ø Ø σØ] (10P) 

 

d) Der Graf der Funktion f mit  ÆØ  Ø σØ ωØτσ schneidet die Gerade g mit g(x) = 2 in 

den Punkten A( -3/2) und D(3/2) (vgl. Abbildung). Für -3 Ò a Ò 3 bilden die Punkte A, B(a/2) 
und C(a/f(a)) ein Dreieck. Bestimme  a, so dass dieses Dreieck maximalen Flächeninhalt hat. 

 
 
 
 
 
 
 
  

x 
2x 

y 
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Aufgabe 7 (Gewinnmaximierung)  
 

Ein Chemiker aus den USA behauptet, dass man zukünftig nicht mehr zu duschen brauche. Statt-
dessen könne man sich täglich mit seiner Bakterienlösung einsprühen. Die 250-ml-Flasche kostet 200 
û. Die Herstellungskosten betragen 100 û pro 250-ml -Flasche. Im ersten Monat verkauft der Chemi-
ker nur 100 Flaschen. Nun möchte er den Gewinn maximieren und nimmt an, dass bei einer Preis-
senkung um x û monatlich x2 Kunden hinzugewonnen werden können.  
 

a) Untersuche , wie stark der Preis reduziert werden muss, damit der monatliche Gewinn maximal 
wird. Bestimme  die Anzahl der dabei monatlich verkauften Flaschen. [Kontrollergebnis zum 
Weiterarbeiten: 'Ø Ø ρππØ ρππØρππππ]  

 
b) Sei N die Anzahl der monatlich verkauften F laschen. Zeige: Für den monatlichen Gewinn G gilt: 

'. .ϽρππЍ. ρππ. 
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2.6 Lösungen 
 

2.1 Noch fit? ð Funktionsuntersuchung mit Steigung und Krümmung  
 
Ableitungen (f´, f´´ und f´´´) bestimmen: f´(x) = ρȟυØ ψØψ; f´´(x) = σØψȠ f´´´(x) = 3 
 

3a) Symmetrie: Es liegt keine besondere Symmetrie vor, da in f(x) Potenzen von x mit geraden und 
ungeraden Exponenten vorkommen 
 

3b) Verhalten im Unendlichen/nahe Null: Das Verhalten im Unendlichen hängt von ÇØ Øab. 

Der Graf verläuft von links unten nach r echts oben. Das Verhalten nahe Null wird durch h(x) = 8x 
bestimmt. Der Graph nähert sich in der Umgebung von Null der Geraden y = 8x an.  
 

3c) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: Für x = 0 gilt f( 0) = 0. Daher ist der Ursprung Schnitt-
punkt des Graphen mit der x - und y -Achse. Für die weiteren Schnittpunkte mit der x -Achse gilt: 

ÆØ Ø τØ ψØ πᵾ Ø Ø τØψ πᵾ Ø π ᷉ Ø τØψ πᵾ Ø π ᷉ Ø

ψØρφ πᵾ Ø π ᷉ Ø τ πᵾ Ø π ᷉ Ø τȢ Der weitere Schnittpunkt lautet (4 /0). Insbe-
sondere ist 4 eine doppelte Nullstelle. 
 
3d) Extrempunkte:  
 

1) Notwendige Bedingung: f´(x) = 0  

ρȟυØ ψØψ πᵾ Ø Ø π  

ᵾ Ø  ÏÄÅÒ Ø τ Mögliche Kandidaten 

für lokale Extremstellen sind  ÕÎÄ τ. 

2) Hinreichende Bedingung: f´(x) = 0 und f´´(x)  ̧0 

Æǰǰ σϽ ψ τ:  ist lokale Maximumstelle  

Æǰǰτ σϽτ ψ τ:  ist lokale Minimumstelle  

3) y-Werte der Extrempunkte: Æ   und f(4) = 0 

Insgesamt gilt: H (
 
 /  ) lokaler Hochpunkt und T(4/0) lokaler Tiefpunkt.  

 
3e) Wendepunkte: 
 

1) Notwendige Bedingung: f´´(x) = 0  

σØψ πᵾ  Ø Ȣ  Möglicher Kandidat 

für eine Wendestelle ist   

2) Hinreichende Bedingung: f´´(x) = 0 und f´´´(x)  ̧0 

Æǰǰǰσ π:  ist Re-Li -Wendestelle (ăReLiPoò) 

3) y-Wertes des Wendepunktes: Æ    

Insgesamt gilt: W (
 
 /  ) ist Rechts-Links -Wendepunkt  

 
3f) Graph: 
 

x -0,25 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 

y -2,3 0 3,06 4,5 4,7 4 2,8 1,5 0,4 0 0,6 2,5 
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3g) 
 

 ÆØ Ø Ø  ÆØ Ø Ø ÆØ Ø Ø Ø 

Symmetrie Punktsymmetrie  keine Symmetrie Punktsymmetrie  

Verhalten an den Rändern 
von links unten  
nach rechts oben 

von links oben  
nach rechts oben 

von links unten  
nach rechts oben 

Verhalten nahe Null  wie Ù Ø wie Ù Ø wie Ù Ø 

Extrempunkte  H(-1/0,13), T(1/ -0,13) T(0,75/ -0,11)  

Wendepunkte  W(0/0) ( Sattelpunkt)  W(0/0) (Sattelpunkt)   

Graf 
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2.2 Ganzrationale Funktionen bestimmen  
 

Aufgabe 1  
 
In Abbildung 1 ist nur eine Parabel möglich, in 
Abbildung 2 nur eine Gerade. In Abbildung drei 
ist kein Graf einer Funktion möglich.  
 

Begründung : Würden in 1 die 3 Punkte auf ei-
ner Geraden liegen wäre die Steigung zwischen 
jeweils 2 Punkten immer eine andere. Die 3 
Punkte in 2 können nicht auf einer Parabel lie-
gen, da die mittlere Steigung zwischen je zwei 
Punkten immer konstant 1 ist. Dies ist bei einer Parabel nicht möglich. In 3 kann kein Graf einer 
Funktion durch die 3 Punkt verlaufen, da dann für den x -Wert 0,5 2 Funktionswerte existierten.  
 

Die Funktionsgleichung der Parabel in 1 lautet y = -x2 + 1, die der Geraden in 2 ist y = 0,5x + 0,5. 
 

Aufgabe 2  
 

   

Gerade Parabel Parabel durch 3 Punkte 

ÆØ ςȟυØρσȟςυ ÆØ  Øς ς ÆØ πȟυØς ςȟυØς 

 

   

Funktion vom Grad 3  Symmetrischer Graf Wendepunkt im Ursprung  

ÆØ  Øσ  Øς ÆØ  Øτ  Øς σ ÆØ  Øσ Ø 
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Aufgabe 3  
 

a) Zur Bestimmung der 4 Parameter a, b, c 
und d benötigt man 4 Informationen. Im Gra-
phen werden bei (0/0) ein lokaler Tiefpunkt 
markiert, bei x = 7 ein Wendepunkt sowie der 
Punkt (12/100) des Zieleinlaufes. 
 

b) (I) Æπ π; (II) Æǰπ πȠ (III) Æǰǰχ πȠ 
(IV) Æρς ρππ 
 

c) ÆǰØ σÁØ ςÂØÃ, f´´(x) = 6ax + 2b 
 

d) (I) d = 0; (II) c = 0; (III) 42a + 2b = 0 und  
(IV) 1728a + 144b = 100 
    
e) Der GTR liefert: a = -  und b =  

ᵼÆØ Ø Ø  

 

Aufgabe 4  
 

   

Funktion   Funktion  1 Funktion  5 
 

   

Funktion  2 Funktion  4 Funktion  3 

 

Der Graf oben links besitzt noch keinen Steckbrief. Es könnte sich um eine Parabel vierter Ordnung 
handeln, die die y-Achse bei (0/0,5) schneidet (1. Information) und bei (2/1) und bei ( -2/ -3) jeweils 
einen lokalen Tiefpunkt besitzt (für jed en Tiefpunkt jeweils 2 Informationen). Es wären aber auch 
andere Vorschläge denkbar. Insgesamt benötigt man 5 Informationen. 
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Aufgabe 5  
 

Steckbriefe von Aufgabe 2  
 

Gerade: Eine Gerade verläuft durch die beiden Punkte A(7,5/5,5) und B(3,5/ -4,5). 
Ansatz: ÆØ ÁØÂȠρ Æχȟυ υȟυᵾ χȟυÁÂ υȟυȠς Æσȟυ τȟυᵾ σȟυÁÂ τȟυȠ 
Der GTR liefert a = 2,5 und b = -13,25. Also ÆØ ςȟυØρσȟςυ 
 

Parabel: Der Graf einer quadratischen Funktion hat bei A(0/2) einen Hochpunkt und verläuft durch 
den Punkt B(6/ -1). 

Ansatz: ÆØ ÁØς ÂØÃȠÆǰØ ςÁØ ÂȠ Æπ ςᵾ Ã ςȠς Æǰπ πᵾ Â πȠσÆφ ρ 
ᵾ σφÁφÂÃ ρ. Setzt man die Lösungen für b und c in (1) ein und löst man (3) nach a auf 

ergibt sich Á . Insgesamt ergibt sich ÆØ Ø ς. 

 

Parabel durch 3 Punkte:  Der Graf einer quadratischen Funktion verläuft durch die  Punkte A(0/2), 
B(6/ -1) und C(1/4).  

Ansatz: ÆØ ÁØς ÂØÃȠρ Æπ ςᵾ Ã ςȠς Æφ ρᵾ σφÁφÂÃ ρȠ σ Æρ τ 

ᵾ Á Â Ã τȠ. Insgesamt ergibt sich ÆØ Øς ς. 
 

Funktion vom Grad 3: Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat in T(0/0) einen 
Tiefpunkt und in H(4/4) einen Hochpunkt.  

Ansatz: ÆØ ÁØσ ÂØς ÃØÄȠ ÆǰØ σÁØς ςÂØÃȠρ Æπ πᵾ Ä πȠς Æǰπ π 
ᵾ Ã πȠσ Æτ τᵾ ςυφÁρφÂÃ Ä τȠτ Æǰτ πᵾ τψÁψÂÃ π 
Mithilfe des GTR erhält man Á ȠÂ ȠÃ Ä π Also ÆØ  Øσ  Øς. 
 

Symmetrischer Graf:  Der Graf einer ganzrationalen Funktion vom Grad 4 ist symmetrisch zur y -
Achse, hat in H(2/ -2) einen Hochpunkt und in T(0/ -3) einen Tiefpunkt. 

Ansatz: ÆØ ÁØ ÂØς ÃȠÆǰØ τÁØ ςÂØ ρ Æς ςᵾ ρφÁτÂÃ ςȠς Æǰς π 

ᵾ σςÁτÂ πȠσ Æπ σᵾ Ã σȠτ Æǰπ πᵾ π π. Bedingung (4) ist immer erfüllt bei 
geraden GRF, da sie im Ursprung immer eine Extremstelle haben. Dies wurde im Ansatz 
bereits ausgenutzt. Der GTR liefert Á ȠÂ ȠÃ σ. Also ÆØ  Øτ  Øς σ. 
 

Wendepunkt im Ursprung:  Der Graf einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat im Ursprung 
einen Wendepunkt und in T(1/ -1) einen Tiefpunkt.  

Ansatz: ÆØ ÁØσ ÂØȠ ÆǰØ σÁØς ÂȠρ Æρ ρᵾ Á Â ρȠς Æǰρ πᵾ σÁÂ πȠ 

Der GTR liefert a =  und b . Also ÆØ  Øσ Ø. Die Tatsache, dass der Ursprung ein Wende-

punkt ist, der auf dem Grafen liegt wurde durch den Ansatz bereits ausgenutzt. Denn jede ungerade 
GRF hat im Ursprung einen Wendepunkt.  
 
Steckbriefe von Aufgabe 4  
 

Funktion 2:  Eine zum Ursprung symmetrische Parabel 3. Ordnung hat in (2/4) eine Tangente pa-
rallel zur 1. Winkelhalbierenden.  

Ansatz: ÆØ ÁØσ ÂØȠ ÆǰØ σÁØς ÂȠρ Æς τᵾ ψÁςÂ τȠς Æǰς ρ 

ᵾ ρςÁÂ ρ. Der GTR oder der Kopf liefert a =  und b . Also ÆØ  Øσ Ø. 
 

Funktion 3: Eine zur x-Achse symmetrische Parabel 4. Ordnung geht durch (0/2) und hat in (1/0) 
die Steigung Null.  

Ansatz: ÆØ ÁØ ÂØς ÃȠÆǰØ τÁØ ςÂØ ρ Æπ ςᵾ Ã ςȠς Æρ π 
ᵾ Á Â Ã πȠσ Æǰρ πᵾ τÁςÂ π. Der GTR liefert Á ςȠÂ τȠÃ ς.  

Also ÆØ ςØτ τØς ς. 
 



 

 

106 2.6 Lösungen 

106 

106 

Funktion 4:  Eine zum Ursprung punktsymmetrische Parabel 5. Ordnung hat in (0/0) die Gerade t 
mit der Gleichung t(x) = 7x als Tangente und in (1/0) einen Wendepunkt.  

Ansatz: ÆØ ÁØυ ÂØ ÃØȠ ÆǰØ υÁØτ σÂØς ÃȠÆǰǰØ ςπÁØσ φÂØȠρ Æǰπ χ 
ᵾ Ã χȠς Æρ πᵾ Á Â Ã πȠσ Æǰǰρ πᵾ ςπÁφÂ π.  

Der GTR liefert a = 3, b = -10 und c = 7. Also ÆØ σØυ ρπØσ χØ. 
 
Funktion 5: Eine Parabel 3. Ordnung berührt die x-Achse in (1/0) und hat in (0/ -1,5) einen Wende-
punkt.  

Ansatz: ÆØ ÁØ ÂØς ÃØÄȠÆǰØ σÁØ ςÂØÃȠÆǰǰØ φÁØςÂȠ ρ Æπ ρȟυ 
ᵾ Ä ρȟυȠς Æǰǰπ πᵾ Â πȠσ Æρ πᵾ Á Â Ã Ä πȠτ Æǰρ π 
ᵾ σÁςÂÃ π. Der GTR liefert Á πȟχυȠÂ πȠÃ ςȟςυ und d = -1,5.  

Also ÆØ πȟχυØσ ςȟςυØρȟυ. 
 

Funktion ohne Steckbrief: Es könnte sich um eine Parabel vierter Ordnung handeln, die die y-
Achse bei (0/0,5) schneidet und bei (2/1) und bei ( -2/ -3) jeweils einen lokalen Tiefpunkt besitzt.  

Ansatz: ÆØ ÁØ ÂØσ ÃØς ÄØÅȠÆǰØ τÁØ σÂØς ςÃØÄ  
ρ Æπ πȟυᵾ Å πȟυȠ 
ς Æς ρᵾ ρφÁψÂτÃςÄÅ ρȠ 
σ Æǰς πᵾ σςÁρςÂτÃÄ πȠ 
τ Æ ς σᵾ ρφÁψÂτÃςÄÅ σ 
υ Æǰς πᵾ σςÁρςÂτÃÄ π. 

Mit dem GTR folgt: Á ȠÂ ȠÃ ȠÄ ȠÅ πȟυ 

ᵼÆØ Øτ Ø Ø Ø . 

 

Aufgabe 6  
 

Textform  Bedingungsgleichung(en)  

(2/3) liegt auf dem Graphen von f.  f(2) = 3 

Der Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse. 
f(x) = f( -x) oder bei GRF f(x) hat nur gerade 
Potenzen von x. 

Der Graph von f ist symmetrisch zum Ursprung.  
f(x) = - f(-x) oder bei GRF f(x) hat nur unge-
rade Potenzen von x. 

Der Graph von f  hat bei x = 3 die Steigung 2. f´(3) = 2 

Bei (1/3) liegt eine horizontale Tangente. f(1) = 3 Ø f´(1) = 0 

Der Punkt (2/1) ist ein lokaler Extrempu nkt. f(2) = 1 Ø f´(2) = 0 

Der Punkt (0/3) ist ein Wendepunkt.  f(0) = 3 Ø f´´(0) = 0 

Gf schneidet Gg mit g(x) = 2x2 + 3 in (1/y).  f(1) = g(1) = 5 Ø f´(1)  ̧g´(1) 

Der Graph von f schneidet die x-Achse bei x = 7. f(7) = 0 

Der Graph schneidet die y-Achse bei y = -2. f(0) = -2 

Gf hat in (-1/y) die Tangente g mit g(x) = -2x + 2. f(-1) = g(-1) = 4 Ø f´(-1) = -2 

Gf hat in (3/1) einen Sattelpunkt.  f(3) = 1 Ø f´(3) = 0 Ø f´´(3) = 0 

Gf hat in (-1/y) die Wendetangente y = 3x ð 1. f(-1) = g(-1) = -4 Ø f´(-1) = 3 Ø f´´(-1) = 0 

Der Graph von f berührt die x -Achse bei x = 2. f(2) = 0 Ø f´(2) = 0 

Gf berührt G g mit g(x) = 5x2 ð 4 in (-1/y).  f(-1) = g(-1) = 1 Ø f´(-1) = g´(-1) = -10 

 



 

 

107 2.6 Lösungen 

107 

107 

 

   

(2/3) liegt auf dem Graphen 
von f. 

Der Graph ist achsensymmet-
risch zur y -Achse. 

Der Graph von f ist symmet-
risch zum Ursprung.  

Der Graph von f  hat bei x = 3 
die Steigung 2. 

f(2) = 3 
f(x) = f(-x); GRF f(x) haben nur 
gerade Potenzen von x. 

f(x) = - f(-x); GRF f(x) hat nur 
ungerade Potenzen von x. 

f´(3) = 2 

 

    

Bei (1/3) liegt eine horizontale 
Tangente. 

Der Punkt (2/1) ist ein lokaler 
Extrempunkt.  

Der Punkt (0/3) ist ein Wen-
depunkt.  

Gf schneidet  Gg mit der Glei-
chung g(x) = 2x2 + 3 in (1/y).  

f(1) = 3 Ø f´(1) = 0 f(2) = 1 Ø f´(2) = 0 f(0) = 3 Ø f´´(0) = 0 f(1) = g(1) = 5 Ø g´(1) ̧  g´(1) 

 

    

Der Graph von f schneidet die 
x-Achse bei x = 7. 

Der Graph schneidet die y-
Achse bei y = -2. 

Gf hat in (-1/y) die Tangente g 
mit g(x) = -2x + 2. 

Gf hat in (3/1) einen Sattel-
punkt.  

f(7) = 0 f(0) = -2 f(-1) = g(-1) = 4 Ø f´(-1) = -2 f(3) = 1 Ø f´(3) = 0 Ø f´´(3) = 0 

 

    

Gf hat in (-1/y) die Wendetan-
gente y = 3x ð 1. 

Der Graph von f berührt die x -
Achse bei x = 2. 

Gf berührt  Gg mit der Glei-
chung g(x) = 5x2 ð 4 in (-1/y).   

f(-1) = g(-1) = -4 Ø f´(-1) = 3  

Ø f´´(-1) = 0 f(2) = 0 Ø f´(2) = 0 
f(-1) = g(-1) = 1  

Ø f´(-1) = g´(-1) = -10  
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Aufgabe 7  
 

Ansatz: ÆØ ÁØ ÂØς ÃØÄȠÆǰØ σÁØ ςÂØÃȠÆǰǰØ φÁØςÂȠ  
Sei t = 0 der Zeitpunkt 20 Uhr. Dann erhält man die folgenden Bedingungen:  
(1) Um 21 Uhr sind 40 Besucher im Festzelt: Æρ τπᵾ Á Â Ã Ä τπ 
(2) Der größte Andrang besteht um 22 Uhr: Æǰǰς πᵾ ρςÁςÂ π 
(3) Um 22 Uhr beträgt der Andrang 80 Besucher pro Stunde: Æǰς ψπᵾ ρςÁτÂÃ ψπ 
(4) Um Mitternacht sind die meisten Besucher im Zelt: Æǰτ πᵾ τψÁψÂÃ π  
Man löst das LGS mit dem GTR und erhält Á ȠÂ τπȠÃ πȠÄ . 

Also ÆØ Øσ τπØς .  

 
 
 
 
 
 
 
 

Aufgabe 8   
 

Beispiel 1: Ansatz: f(x) = ax3 + bx (f ist ungerade). (1) f(1) = 2 Ú a + b = 2; (2) f´(1) = 0 Ú 3a + b = 0 
ergibt mit dem GTR die Lösungen a = - 1  und b = 3, d. h. man erhält f(x) = - x3 + 3x. Dieser Steckbrief 
ist eindeutig  bestimmt, da es genau eine Lösung gibt. [Alternativ hätte man auch den Ansatz f(x) = 
ax3 + bx2 + cx + d bzw. f´(x) = 3ax2 + 2bx + c wählen können. Die Bedingungen lauten wegen der 

Symmetrie zum Ursprung: (1) f(1) = 2 Ú a + b + c + d = 2; (2) f(-1) = -2 Ú -a + b ð c + d = -2; (3) f´(1) 

= 0 Ú 3a + 2b + c = 0; (4) f´(-1) = 0 Ú 3a ð b + c = 0. Diese vier Bedingungen hätten zu einem LGS 
geführt, bei dem b = d = 0 und a = -1 und c = 3 sind.] 
 
Beispiel 2:  Ansatz: f(x) = ax2 + b. Denn: Die Bedingung f´(0) = 0 bedeutet bei einer Parabel, dass der 
Scheitelpunkt der Parabel bei (0/b) liegt, so dass mit der Scheitelpunktform f(x) = a(x ð 0)2 + b folgt. 

(1) f(0) = 4 Ú b = 4 (2) f(1) = 3 Ú a + 4 = 3 Ú a = - 1. Es ergibt sich f(x) = - x2 + 4. Die dritte Bedingung 
f(2) = 0 ist offenbar auch erfüllt, denn die obige Parabel hat 2 als Nullstelle. Dieser Steckbrief ist 
überbestimmt , da mehr Informat ionen als notwendig gegeben wurden. [Alternativ hätte man auch 
den Ansatz f(x) = ax2 + bx + c bzw. f´(x) = 2ax + b wählen können. Mit den Bedingungen (1) f(0) = 4  

Ú c = 4; (2) f´(0) = 0 Ú b = 0; (3) f(1) = 3 Ú a + b + c = 3 erhält man für a = -1. Die Bedingung (4) 

lautet f(2) = 0 Ú 4a + 2b + c = 0 Ú a = -1 und bestätigt nur noch einmal Bedingung (3).]  
  
Beispiel 3:  Ansatz: f(x) = aā(x ð 1)2 + b. Denn: Die Bedingung f´(1) = 0 bedeutet bei einer Parabel, dass 
der Scheitelpunkt der Parabel bei (1/b) liegt, so dass mit der Scheitelpunktform f(x) = a(x ð 1)2 + b 

folgt. Ferner gilt: (1) f(0) = 0 Ú a + b = 0; (2) f(2) = 0 Ú a + b = 0. In beiden Fällen erhält man die 
Bedingung a + b = 0. Bedingung (1) und (2) sind liefern also die gleiche Information. Dies ist klar, 
da folgendes gilt: Der Ursprung liegt genau dann auf einer Parabel mit Scheitelpunkt (1/b), wenn  
der Punkt (2/ 0) auf der Parabel liegt. Man hat unendlich viele Parabeln, für die a + b = 0 ist. Formt 
man die Bedingung a + b = 0 etwa nach a um ergibt sich a = - b. Setzt man a in die allgemeine 
Funktionsgleichung ein, gilt: f a(x) = aā(x ð 1)2 ð a = ax2 ð 2ax. Dieser Steckbrief ist unterbestimmt  und 
erzeugt eine Parabelschar mit (vgl. Infoblock). [Alternativ hätte man auch den Ansatz f(x) = ax 2 + bx 

+ c bzw. f´(x) = 2ax + b wählen können. Mit den Bedingungen (1) f(0) = 0  Ú c = 0; (2) f´(1) = 0 Ú 2a 

+ b = 0; (3) f(2) = 0 Ú 4a + 2b + c = 0 erhält man bei (2) als auch bei (3) dieselbe Gleichung 2a + b = 0 
oder b = - 2a. Daher folgt wie oben fa(x) = ax2 ð 2ax.] 
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Aufgabe 9  
 
a) Ansatz f(x) = x2 + ax + b.  

Bedingung (1) f(4) = 0  Ú 16 + 4a + b = 0 Ú b = -16 ð 4a 
Daher folgt wie oben f a(x) = x2 + ax ð 16 ð 4a. 
 

b) Die Tiefpunkte scheinen auf einer Parabel zu liegen, wie die folgende Abbildungen zeigen zeigt.  
 
 
 
 
 
 
 
 

c) fa(x) = x2 + ax ð 16 ð 4a = 0. Die Diskriminante lautet: $ ρφτÁ τÁρφ. Die 

Diskriminante ist Null genau dann, wenn  τÁρφ πᵾ Á ρφÁφτ π Á ψ π. 

Also für a = -8 ist die Diskriminante Null. Der Graph zu f -8 hat daher genau eine Nullstelle. 
 

d) Man rechnet nach fa´(x) = 2x + a = 0 Ú x = ᵼÆ Á ρφτÁ 

τÁρφ τÁρφ Man erhält die Schar der lokalen Tiefpunkte: 

4 Ⱦ τÁρφ. Also gilt für den x - und y -Wert 

x = ᵾ Á ςØ und y τÁρφ.  

Setzt man a in die Gleichung für y ein ergibt sich: 

Ù  τÁρφ τ ςØ ρφ Ø ψØρφ. 

Alle Tiefpunkte liegen als  auf der Parabel mit der Funktionsgleichung Ù  Ø ωØρφ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

e) Øς ÁØ ɀτÁ ρφ Øς ÁØ ɀτÁ ρφᵾ Á Á Ø τÁ Á
ȡ

Ø τ. 
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2.3 Trassierungsaufgaben  
 

Aufgabe 1  
 

a) Die erste Abbildung  hat offenbar die Funktionsgleichung : ÆØ υπ Ø (Steigung und y-Ach-

senabschnitt ablesen). Die zweite Kurve  ist der Ast einer Parabel mit der Funktionsgleichung : ÆØ
ÁØ υπȢ Setzt man den Punkt (30/0) in die Gleichung ein, erhält man π ÁϽσπ υπ. Also 

folgt Á ᵼÆØ Ø υπ. Die dritte Parabel  könnte der Ausschnitt einer Parabel 

dritter Ordnung sein mit der Form  ÆØ ÁØ ÂØ ÃØυπȠÆǰØ σÁØ ςÂØÃȢ Hier gelten die 
Bedingungen: ρ Æǰπ πᵾ Ã πȠς Æσπ πᵾ ςχπππÁ ωππÂσπÃυπ πᵾ  ςχπππÁ

ωππÂσπÃ υπ σ Æǰσπ πᵾ ςχππÁφπÂÃ π. Der GTR liefert Á υȠÂ ȠÃ πᵼ

 ÆØ Øσ Øς υπ. 

 

b) 1 und 2 sind ungeeignet, auch wenn für Lösung 1 der Materialbedarf am geringsten ist (kürzeste 
Verbindung der Übergänge). Denn in beiden Lösungen liegt bei mindestens einem Übergang ein 
Steigungssprung vor. 3 ist am besten geeignet. Hier stimmen bei den Übergangspunkten Übergän-
gen sowohl die Funktionswerte als auch die Funktionswerte der ersten Ableitung überein.  
 

c)  
 

Da der Ingenieur fordert, dass in den Übergangsstellen Wendestellen vorliegen sollen, müsste die 
Funktion mindestens drei Wendestellen haben (im Intervall [0; 30] liegt ein Krümmungswechsel 
vor). Daher muss diese Modellfunktion mindestens den Grad 5 haben. Die Forderung des Ingeni-
eurs ist sinnvoll, da es durch die beiden Wendestellen zu keiner ruckhaften bzw. sprunghaften Än-
derung der Fahrtrichtung kommt. Die Forderung, dass an beiden Übergängen Wendestellen vorlie-
gen müssen, ist gleichbedeutend mit den zusätzlichen Bedingungen Æǰǰπ Æǰǰσπ πȢ 
 

Ansatz: ÆØ ÁØ ÂØτ ÃØσ ÄØς ÅØυπȠÆǰØ υÁØ τÂØσ σÃØς ςÄØÅȠ  

ÆǰǰØ ςπÁØ ρςÂØς φÃØςÄȢ 
ρ Æǰπ πᵾ Å π 
ς Æǰǰπ πᵾ Ä π 
σ Æσπ πᵾ σπÁ σπÂ σπÃ υπȠ 
τ Æǰσπ πᵾ υϽσπÁ τϽσπÂ σϽσπÃ π 
υ Æǰǰσπ πᵾ ςπϽσπÁ ρςϽσπÂ ρψπÃπ. 

Mit dem GTR folgt für die Gleichungen (3) bis (5): Á ȠÂ ȠÃ Ƞ 

ᵼÆØ Øυ Ø Ø υπȢ (grüner Graf ; gestrichelter Graf ist der Graf 3) 
 

  

In dieser Abbildung ist erkennbar, dass die 
¦bergªnge bei der GRF f¿nften Grades ăge-
schmeidigerò sind als beim gestrichelten Graf 3 
einer GRF dritten Grades. 

Deutlicher wird dies, wenn man die Ablei-
tungsgrafen betrachtet. Hier erkennt man, dass 
die Übergänge beim gestrichelten Grafen nicht 
knickfrei sind.  
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Aufgabe 2  
 
a)  
 

   

 
b) 
 
Bei einer Geraden gibt es keine Richtungsänderung. Daher gilt für die mittlere Krümmung überall 

Ǥʆ = π. Es gilt folglich für die lokale Krümmung ʆ ÌÉÍ
ᴼ

ÌÉÍ
ᴼ

π.   

 
Für den Kreis betrachte man folgende Abbildung:  
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Mit ǤÓ = ɝɻϽÒ  ɻ ÉÍ "ÏÇÅÎÍÁħ ÆÏÌÇÔ ÆİÒ ÄÉÅ ÍÉÔÔÌÅÒÅ +ÒİÍÍÕÎÇ Ǥʆ = 
Ͻ

. Daher folgt für die 

lokale Krümmung ʆ ÌÉÍ
ᴼ

ÌÉÍ
ᴼ

. 

 

c)  

 

Sei a Extremstelle. Dann gilt f´(a) = 0. Also: ʆÁ
ǰǰ

ȟ ÆǰǰÁ. 

Sei a Wendestelle. Dann gilt f´´(a) = 0. Also: ʆÁ
ǰ ȟ π. 

Ist der Graf 
ÒÅÃÈÔÓÇÅËÒİÍÍÔ
ÌÉÎËÓÇÅËÒİÍÍÔ

  an einer Stelle a, gilt ÆǰǰÁ  πȢ Daher folgt für die Krüm-

mung ʆÁ
ἮǰǰἩ

ἮǰἩ ȟ  π, da der Nenner stets positiv ist.  

 

 

  














































































































































































































