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1 Noch fit? - Linge eines Vektors, Einheitsvektor und Langenabtragen

a
Die Linge eines Vektors a = (612) ist: a = |a| = /a2 + a,2 + a3?2
az
6
Beispiel: 3= -2 |=>a=,624+(-2)2+32=+36+4+9=+149=7
3

Will man nun den Vektor bestimmen, der die gleiche Richtung und Orientierung wie der Vektor @
hat und die Lange 1 besitzt, dividiert man @ durch seine Linge a und erhilt den sogenannten

. . . . — = 5 1 -
Einheitsvektor in Richtung a: a° = S =5 a

a
6 5 1 6
Beispiel:d = | -2 | 23 =—=-{ -2
3 3

Entfernung zweier Punkte A (ai/az/as) und B (bi/by/bs) bzw. Linge einer Strecke AB:
E = |ﬁ| = \/(bl - al)z + (bZ - az)z + (bg—ag)z.

4
Beispiel: A(-4/1/3) und B(0/-2/3): AB=B—A = (-3) =>AB=+v16+9=5
0

Streckenabtragen: Mit den Einheitsvektoren konnen wir Raum zum Beispiel Strecken bekannter
Léangen in vorgegebene Richtungen abtragen.

Beispiel: Wir berechnen den Endpunkt Z einer Wanderung im Raum. Wir starten bei S (1/-2/-2),

7
o gehen zuerst 27 Einheiten in Richtung u = <4) (u=+V72+4%24+4?=09),
4
~11
e anschliefend 15 Einheiten in Richtung vV = (—10) (v= \/(—11)2 + (—=10)% + 22 = 25)
2
1
e und zuletzt 18 Einheiten in Richtung w = <—4) (w= \/12 + (—4)% + (—8)2 =09).
-8

Es folgt fuir den Endpunkt Z:

. 1 7 —11 (1 13
7= (—2) +27 -g<4> +15 -%(100) + 18-5<— 4 ) = (—8) = 7(13/-8/—4)
2 4 2 -8 —4

Berechne die Lange von

[ o o) o) 6

8 @ Lz @  ghs (P g% @ eT @ gr (e

Aufgabe 1: Linge eines Vektors



Berechne den Umfang des Dreiecks ABC:

a) A®6I3|-4),B@8l612),c2|9]8)

b All-6|-6),B2l|2]-2),C0|-2]|2)

¢ AM9[9/0),B(-6/319),C(0]|-6|-6), Umkreisradius ?

Aufgabe 2: Umfang eines Dreiecks
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Aufgabe 3: Entfernung von Geradenpunkten
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Durch A(4 |-5|3) und B(6|-3|2) geht die Gerade g.
Bestimme die Punkte auf g,
a) die von A die Entfernung 9 haben b) die von B die Entfernung 9 haben.

-

- 4

(g|6—|0¥d (1—|8|3D)'® {2]81(89—]=0‘1_61§=b G
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‘uaferjqeueyeIlS g=14] [ 4 J = 1 gV uoA Junjypry
14

Berechne alle Achsenpunkte, die von A(4|1]7) und B(=8| 7] 1) gleich weit
entfernt sind.

Aufgabe 4: Achsenpunkte mit gleicher Entfernung von zwei Punkten

(7=|0|0x PSS T HIG - A+ 6F T FI =67+ T - A+ T+ 91
,8€ =, ¥V ‘M8 = ¥V :BunBurpog ospy-x ue (2|0 | 004
0e=|0® E-=beT+6r+byl+b+pa=67+1+bg—b+91
. 0F =, BV ‘b = by :Sunfuipag ‘esyoy-x e (00| 0D
0lo]zd G =deT+6p+79+dgr+ d=6p+T+OT +dg— d

o df = dV ‘@ =dv :Bungdurpeg esypy-x me (0 | 0 |dd

Aufgabe 5: Rationale Linge

a

Zeige, dass fiir rationales a der Vektor < at+1 > eine rationale Lange hat.
ar(a+1)

(1+e)e
1te
e

Z(I+13'+Zra)=1+1raz+zta'g-1-gle=g+,,e=z(1+Ia')a’e+z(1+13')+Z13=z



2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene

X

Aufgabe 1: Wann sind zwei Vektoren senkrecht zueinander?

Nun interessiert uns eine Bedingung, an der man erkennen kann, ob zwei
Vektoren orthogonal zueinanderstehen. Daftir betrachten wir ein rechtwink-
liges Dreieck (vgl. Abb. rechts). Schreibt man die dazugehorigen Vektoren in
Koordinatenschreibweise, erhélt man:

ap by b; —a;
a= (az>, b= <b2> undb—4d = <b2 - az).
az b, b; —aj

a) Begriinde die folgenden Umformungsschritte und notiere den Beweis mit Ansatz und Skizze
in Deinem Heft.

Sz 2
Der Satz des Pythagoras ist erfiillt < |a|? + |b| = |b -3

o a2+ a2 +az2 +by% + b2 +b3% = (by —ag)% + (b, —ay)2 + (b3 — a3)?
. T o2 2 2 2 2 2 2
Ferner gllt: |b — a| = aq + d» + a3 + bl + bz + b3 - 2(a1b1 + azbz + a3b3)

Dabher gilt: Der Satz des Pythagoras ist erfiillt & a;b; + a;b, + azbz = 0.

Satz und Definition:

Zwei Vektoren 3 und b liegen orthogonal zueinander genau dann, wenn die folgende Bedingung
erfillt ist: a;b; + a,b, + azb; = 0. Das Produkt a;b; + a;b, + azb; nennt man Skalarprodukt

der Vektoren a und b und wird mit a o b bezeichnet.

2 -2
Beispie1:5=<1>,ﬁ=<0):aoB=2-(—2)+1-0+3-1=—1¢0=>a +£b
3 1

b) Uberpriife, ob die folgenden Vektoren orthogonal sind:

2\ , (1 -7\ _ [6 17\ _ /23
1Hda= < 5 ); b= (2) (Qd= (—6); b= (—3) (3)d (—17); b= (—23)

-3 4 6 -2 17 23
@wi=(3):5=(3) ea=(%):5=(") ©a=(*")5=()

c) Zeige, dass die folgenden Ortsvektoren A, B und C einen Wirfel aufspannen. [Hinweis: Ein Eck-
punkt des Wiirfels ist der Ursprung,]

1 2 2 10 —-11 2
(1)‘A’=<2>; §:< 1 ); E=<—2) (2)Z\’=<—5>; §=(—2>; E=<14>
2 -2 1 10 10 5

- a _ a+1 R a(a+1)
(3)A=< a+1 );B=(—a-(a+1));C=< a )
ar(a+1) a —-a—1

I
1)
I

i
I



d) Untersuche, fiir welche Werte VonuKJ_ﬁ,KJ_E und B L Cist.
. 1 » U\ 2u . u+1 . u . 2 —3u
WA= u ;B:<14>;C= —4 QA=(2-u ;B=<u+2);C= u
2u —u 1 -1 u+4 2+2u
%

Aufgabe 2: Normalvektor!

Lies den Informationstext und notiere die wichtigsten Aussagen mit Beispiel und Skizze im Heft.

Vor gut 200 Jahren ist das Wort ,normal” aus dem Lateinischen tibernommen worden. Es leitet sich
ab von normalia = der Norm entsprechend, im rechten Winkel gemacht.

Definition: Fin Vektor 1, der auf einem Vektor 3@ senkrecht steht, heif3t Normalvektor von a.

Wir wollen im Folgenden zwei Fragestellungen nachgehen:

o Frage 1: Wie lauten die Normalvektoren zu einem vorgegebenen Vektor?
e Frage 2: Wie lauten die Normalvektoren zu zwei vorgegebenen Vektoren?

Frage 1: Wie lauten die Normalvektoren zu einem vorgegebenen Vektor?

1 0 -3 2
Zum Beispiel hat der Vektor a = (2) die Normalvektoren n; = (—3), n, = ( 0 ) odern; = (—1),
3 2 1 0

daden; =3don; =donz =0.

Die Aufgabe ist nicht eindeutig zu 16sen, da unendliche viele Vektoren1i die Gleichung dei =0
16sen. Dies ist anschaulich klar, da es unendlich viele Vektoren gibt, die senkrecht auf einem vorge-
gebenen Vektor stehen (vgl. folgende Abbildung). Dabei konnen die unterschiedlichen Normalvek-
toren in Richtung und Lange variieren.

1, ... i, sind Normalvektoren von ﬁx 4
na=0 i [3'25}

Ny 1
Aber auch rechnerisch lésst sich dies einfach zeigen. Setzt man 1l = (nz) undd = (2), so ergibt sich

N3 3
aus d o 11 = 0 die Gleichung n; + 2n, + 3n3 = 0. Hier konnen ndmlich zwei Parameter frei gewé&hlt

werden, was zu unendlichen vielen Losungen fiihrt. Diese beiden Freiheitsgrade entsprechen einer
Variation der Normalvektoren in Richtung und Léange.

1 Alle Abbildungen sind aus Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)



Frage 2: Wie lauten die Normalvektoren zu zwei vorgegebenen Vektoren?

Sind die beiden vorgegebenen Vektoren d und b nicht kollinear, dann ist der Normalvektor bis auf
einen Faktor eindeutig bestimmt (vgl. folgenden Abbildung).

Normalvektoren von & und b

nea=0 [ )%éxf

—2

Der Normalvektor & steht senkrecht auf den Vektoren 3 und b. Daher gilt: iod =0 und o b = 0

ny 1 -1
Setzt man 0l = <nz> ,a= (2), b= < 3 ), erhilt man das 2x3-LGS mit co-vielen Losungen:
n3 3 2

n1+2n2+3n3=0und—n1+3n2+2n3=0

S5l

Mit dem Gaufiverfahren ldsst sich die Ausgangsform durch Addition der beiden Zeilen in die fol-
gende Stufenform tiberfiihren:

Dieses LGS entspricht der folgenden Koeffizientenmatrix: (

(1 2 3 0)
0 5510
Wiahlt man s = n3 beliebig aber fest, erhédlt man n, = —sund n; = —2n, — 3n; = —s. Insgesamt ldsst

—S -1
sich folgender Losungsvektor ermitteln: n= (—S) =s (—1)
S 1

%

Aufgabe 3: Normalvektor zu einem Vektor bestimmen

. . —_ . .
Bestimme drei Normalvektoren von a, von denen jeder zu einer
Koordinatenebene parallel ist:

SOt e U
X

Aufgabe 4: Normalvektor zu zwei Vektoren bestimmen

Bestimme einen Normalvektor von a und Db mit teilerfremden,
ganzzahligen Koordinaten:

6y _. 3 1y -3 19N . 13
a)?a‘:(—l],b:{lj b)i:[—z],b{sj c)?:[o},b{o)
3 6 -2 T -7 99



Lies den Informationstext und notiere die wichtigsten Aussagen mit Beispiel und Skizze im Heft.

Aufgabe 5: Normal- und Koordinatenform einer Ebene?

Bisher haben wir eine Ebene unter anderem mithilfe eines Stiitzvektors und zweier nicht kollineare
Richtungsvektoren dargestellt. Dies fiihrte uns zur Parametergleichung einer Ebene.

Problem 1: Ist es moglich, die Lage einer Ebene durch einen Punkt und genau einen Vektor fest-
zulegen?

Die Beantwortung dieser Frage fithrt uns zum Normalvektor i, der senkrecht zur Ebene E steht. In
der folgenden Abbildung ist die Situation dargestellt.

n

Verbindet man einen beliebigen Ebenenpunkt X mit dem Aufpunkt A, steht der Normalvek-
tor ii senkrecht auf dem Vektor AX. Daher gilt:

—

HocAX=0=To(X—A) =0 HcX-NocA=0

n, X1
Setzt man n = <n2> und X = (Xz) so ergibt sich: nyXy + nX; + n3x3 —d=0mitd =no A
n3 X3

Merkregel: Ist A der Aufpunkt und i Normalvektor der Ebene. Dann wird festgelegt:

Normalform von E:BeX —HoA = 0bzw.H o ()_()—_A)) =0
Koordinatenform von E: nyx; + n,%, + n3x3 —d=0undd =T o A
Beispiele:

2

a) P(4/1/3)undn = <—1). Bestimme die Normal- und Koordinatenform von E.
5

2\ . [2)\ (4 2\
Normalform: <—1) o X — <—1) o (1) =0 <—1) oX—22=

5 5 3 5
Koordinatenform: 2x; - xo + 5x3 =22 =0

b) Untersuche, obQ (1/0/4) und R (1/1/4) in E liegen und gib weitere Punkte an, die in E liegen.

Die Koordinaten von Q erfiillen die Koordinatenform, die von R nicht, 2.1 -0+ 54 -22=0
(fur Q). Daher liegt Q in E, nicht aber R. Z. B. liegen (0/0/4,4), (0/-22/0) und (11/0/0) in E.

2 Alle Abbildungen sind aus Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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Problem 2: Wie kann man eine Normal- bzw. Koordinatenform einer Ebene bestimmen, wenn
drei Punkte bzw. ein Punkt und zwei nichtkollineare Richtungen bzw. die Parameterform einer
Ebene vorgegeben sind?

Wir lernen nun ein allgemeines Standardverfahren kennen, den Normalvektor einer Ebene zu be-
rechnen, wenn z. B. drei Punkte vorgegeben sind. Anschlieffend l&sst sich wie bei Problem 1 die
Normal- und Koordinatenform bestimmen.

Der Normalvektor fi steht senkrecht auf den Vektoren @ = AB und b = AC. Daher gilt:
Hod=0undfiob=0

nq dq bl
Setzt man n = <n2> unda = AB = <az>, b=AC= (b2> erhilt man:

nz a3 b3

nl-al+n2-az+n3-a3=Oundn1-b1+n2-b2+n3-b3=0

Die beiden Gleichungen lassen sich als 2x3-LGS mit den Unbekannten ni, n; und n3 auffassen. Man
erhdlt die folgende Koeffizientenmatrix:

by b; by o)

Mit dem Gaufdverfahren ldsst sich die Ausgangsform durch Multiplizieren der ersten Zeile mit -b:
und der zweiten Zeile mit a; und anschlieffenden Addieren in folgende Stufenform tiberfiihren:

aq daz az 0
(0 a;-b,—a;-b; a;-by—az-bg |0)

Da uns nur eine von Null verschiedene Losung des LGS interessiert, nimmt man folgende Festle-
gung fiir n3 vor: n3 = a; - b, —a, - by. Damit erhilt man fiir die Unbekannten n» und n; offenbar
(rechne es nach!):

nz=ag'b1—al'b3undn1=az'b3—ag'b2.

a by az -bz —az - b,
Definition: Fiir die Vektoren 3 = <a2) und b = <b2> heiflt @ x b = <a3 by —ay- b3> (lies: ,a
a3 bs a; by —aj by
Kreuz b“) das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) von a und b.

Satz:3 x b ist orthogonal zu d und @ x b ist orthogonal zu b. Damit ist 3 x b ein Normalvektor zur

Ebene E mit den beiden nicht kollinearen Richtungsvektoren a und b.

Die Koordinaten des Vektorprodukts & x b sehen etwas kompliziert aus, lassen sich aber tiber eine
einfache Eselsbriicke leicht berechnen. Man schreibt die ersten beiden Zeilen noch einmal unter das
Produkt.
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]

o [ ]

-3
6
-3

WATIVCT) Logab | Abs | d/doc |d2/doc2 B

Mithilfe des GTR (vgl. Abbildung oben rechts) l4sst sich das Vektorprodukts @ x b ebenfalls berech-

nen. Uber (MAT/VCT), [Fe (»), [Fg (»), [F3| (CrossP), [F1] (VCT), (MATH),

(MAT/VCT), F5 (3x1), Koordinaten eingeben und Komma (H) setzen, zweiten Vektor analog ein-

geben und (wer mag) Klammer zu setzen ()

Beispiele:
1 /4
a) A(1/0/-8),d = <2> und b = <5> Bestimme Normal- und Koordinatenform von E.
3 6
/-3 1 1
axb= < 6 ) =-3- (—2) >n= <—2) ist ein Normalvektor von E.
-3 1 1

1 B 1 1 1 B
Normalform: —2) oX—|=2]c|l 0 |=0&|-2]oX+7=0
1 1 -8 1

Koordinatenform: x -2y +z+7=0

b) A(1/0/1),B(1/1/0),C(0/1/1). Bestimme Normal- und Koordinatenform von E.

/1 ! 1
=C—A=(1>und§><b=<1>=>ﬁ’=(1>
-1 0 1 1
N o/ 1 1
Normalform:<1>°X—<1>°<O>=0=)(1)0X—2=0
1 1 1 1

Koordinatenform: x +y+z-2=0

3l

0
§=A_B)=_B)—K=<1>undl_)>=

Ubungsaufgaben zur Koordinaten- und Normalform3

%

Aufgabe 6 (Normalform in Koordinatenform umwandeln)

Gib eine Koordinatenform an.

B e oLl

% Aus: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000), S. 258-260.
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Aufgabe

Gib eine Koordinatenform an, von der man weifs:

7 (Koordinatenform anhand von Eigenschaften bestimmen)

2
a) E enthilt A(1|0]-3) und hat die Normalrichtung |-2
3
b) E enthilt A(1]/1]-2), B(-2]1/0)und C(0]1]2)
s 12 1
¢) E enthilt A(1]/-1|-4) und die Gerade g: X = (4 J+ ?{ 1 J
0 -4

— 12 1
d) E enthilt A(1|-1|-4) und steht senkrecht auf g: X = (4 J+ l[ 1 }

s 1 2 .~ 2
e) Eenthilt g X = (0]+X[—1J und h: X =p[41]
1 3 3
N 1 2 N 5 —4
f) Eenthilt g2 X = (OJ-M'[J] und h: X = [ﬁ2]+u(z}
3 7 -6

1
E: 3x, + X3 — 6 = 0 enthalt P(1]7]3), aber nicht Q2| 2] 1).

a) nseidas Lot von E in P. Gib eine Gleichung von n an.
b) m sei das Lot von E durch Q. Gib eine Gleichung von m an.

Stelle eine Normalform der Ebene F auf, die auf E: 3x, —x, + 2x3 -3 =0
senkrecht steht und g enthilt

R =

a) Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von A(3|-1]4) und B(7|-5|-2).

Aufgabe 8 (Lotgerade bestimmen)

Aufgabe 9 (Normalform aufstellen)

Aufgabe 10 (Symmetrieebene aufstellen)

b) Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von

— 1 1 — 3 1
gX = (0)+7{2de hX = [4}+p(2].
1 4 -1 4

¢) Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von
E: 2%;-%+2x3-3=0 und F: 2x;, —x, +4x; -8 =0,
die durch den Ursprung geht.

Spiegle den Punkt P an der Ebene E: 3\ . 3
a) P(14/2]1), E:3x,-x,=0 b P(11]111]3), E:[sHX—(—zH:o

Aufgabe 11 (Punktspiegelung an einer Ebene)

2
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3 Lagebeziehungen*

Wir haben bisher die Parameterform sowie die Normal- und Koordinatenform einer Ebene ken-
nengelernt. Im Folgenden sollen spezielle Ebenen mithilfe dieser Formen dargestellt werden. Zur
grafischen Veranschaulichung einer Ebenen leiten wir noch eine Variante der Koordinatenform her,
die sogenannte Achsenabschnittform.

Des Weiteren werden Lagebeziehungen von Ebene und Gerade sowie Ebene und Ebene unter
Berticksichtigung der Koordinatenform und dem Losen LGS diskutiert.

Besondere Lagen von Ebenen im Raum

Aufgabe 1 (Zu den Koordinatenebenen und -achsen parallele Ebenen)

a) Im Folgenden sind Darstellungen spezieller Ebenen angegeben. Gib zu den Ebenen E, F und G
eine Normal- und Parameterform an. Erortere Vor- und Nachteile der Darstellungen.

X,

E F G
PF
NF
KF X3_4= X1+5=0 X2+6=0

4 Abbildungen des Kapitels aus Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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b) Im Folgenden sind Darstellungen spezieller zu den Koordinatenachsen paralleler Ebenen ange-
geben. Gib zu den Ebenen E, F und G eine Normal- und Parameterform an. Erortere Vor- und
Nachteile der jeweiligen Darstellungen.

E F G
PF
NF
KF 2X1_X2+0'X3+6=0 3X1+0'X2+4’X3_12=0 0'X1+2X2+X3+4=0

c) Untersuche, welche besondere Lage die Ebenen A bis F bzw. A bis E haben.
(1) A: x,+2%+3x3=0 B: x,+2x,=0 Cix=0 Dix-2=0 Eix+2x%-4=0 F:x=x,

o wx-(aliloll] X)X Gl
S ISR

d) Bestimme eine Koordinatenform der Ebenen A bis E:

A ist parallel zur x,x,-Ebene und geht durch den Punkt P(1|2|-3)
B ist parallel zur x,-Achse und geht durch P(1] 0/ 0) und Q(0| 0] 1)
C ist senkrecht zur x,x;-Ebene und geht durch O und P(0| 1/ 1)

SN 1 1
D ist parallel zur x,-Achse und hat die Spurgerade s, : X = [g J+ 1) [ 0 }
1

E ist senkrecht zur x;-Achse und geht und P(n |17 | 4)
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%

Aufgabe 2 (Achsenpunkte - Achsenabschnittsform - Spurgeraden und Spurdreieck)

Definition: Die Schnittstellen einer Ebene mit den Koordinatenachsen heifien Achsenabschnitte
der Ebene.

Beispiel: Die Ebene H (siehe Abb. unten) ist gegeben durch H: 2x; + 3x2 + 6x3 - 6 = 0. Fiir die
Schnittstelle von H mit der xi-Achse gilt x, = x3 = 0. Esfolgt: 2x; —6 = 0 = x; = 3 = S,3(3/0/0)
(x2 =x3=0).

a) Berechne wie oben die Schnittpunkte S13 und Si2 von H mit der x»- und xs-Achse.

b) Erldutere die folgende Herleitung.

Die Koordinatengleichung lédsst sich schnell so umformen, dass die Achsenabschnitte direkt ab-
lesbar sind:

2x1+3xz+6x3—6=0@2x1+3x2+6x3=6<:>%+X2—2+XT3=1:>H hat die Achsenab-
schnitte a; =3,a, =2 und a3 = 1.

Die Achsenabschnittform :—1 + :—2 + =% = 1 hat die Achsenpunkte (a1/0/0), (0/a>/0) und (0/0/as).
1 2

az

X1

Beispiel:2x1+3x2+6x3—6=0(:)?_{_"2_2_{_"?3:1

Nun kann die Ebene gut mithilfe des sogenannten Spurdreiecks gezeichnet werden, dass durch
die drei Spurgeraden der Ebene H (= Schnittgeraden der Ebene H mit den Koordinatenebenen)
begrenzt wird.

Beispiel: Die Spurgerade s; (x1 = 0: Schnittgerade von H mit der x>x3-Ebenen) hat z. B. den Auf-

0 0 0
punkt S13(0/2/0) und als Richtungsvektor den Vektor S;3S;, = (—2) = s;: X= (2) +A- (—2).
1 0 1

c) Ermittle wie oben im Beispiel die Spurgeraden s, und ss.

d) Bestimme die Achsenschnittpunkte und Spurgeraden der Ebenen A bis F und stelle sie mithilfe
des Spurdreiecks grafisch dar (Bei C bis E vergleiche die folgende Uberblicksseite).

A Tx;—14%,—-6x3—-42=0 B: x; +3x,-5%x3+15=0
C: 2%, +Xp—X3=0 D: 2x;-%x,+4=0
E: 2%, =%, F: x+2=0



Spurgeraden bei besonderen Ebenen
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Die Ebene F hat die Koordinatenglei-
chung 3x; +4xz - 12 = 0 und ist parallel zur
x2>-Achse. Da es nur zwei Achsenpunkte
Sz und Si2 gib, sind die Spurgeraden s;
und s; parallel und stehen senkrecht auf s.
Die Berechnung erfolgt tiber die Achsen-
punkte und die Koordinatenrichtungen
sowie bei s; tiber den Verbindungsvek-

tor S;3S15.

X'L
1 /

Die Ebene L ist parallel zur xixs-Ebene
und besitzt nur einen Spurpunkt Sis. Die
beiden Spurgerade s1 und s; verlaufen
durch den Achsenpunkt Si3 und haben die
Richtungen der x3- und x;-Achse.

Die Ebenen K und U verlaufen durch den
Ursprung und besitzen zwei (die x>-Achse
s13 ist bei K eine , doppelte” Spurgerade)
bzw. drei Spurgeraden.

Bestimmung von s; bei U:
X1 = OZ

Also x2 - 2x3 =0 = x2 = 2x3

X1 0 0
s:X = (X2> = <2X3> = X3 " (2)
X3 X3 1
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Lagebeziehung von Gerade und Ebene im Kontext von LGS

30 G
l’é\l Aufgabe 3 (Moglichkeiten der Lagebeziehung)

Bei der Lagebeziehung von Gerade und Ebene sind drei Fille zu unterscheiden: Gerade und Ebene
haben eine Schnittpunkt S, Gerade liegt in der Ebene, Gerade ist echt parallel zur Ebene. Folgende
Abbildung stellt die drei Falle bildlich dar.

Gib Parametergleichungen fiir die Geraden f, g und h sowie Parameter-, Achsenabschnitt-, Normal-
und Koordinatenform fiir die Ebene E an. Notiere die Lagebeziehung von f, g und h zu E. Stelle die
Situation mit dem 3D-Modell dar.

h
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\
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Aufgabe 4 (

Arbeite die folgenden Beispiele durch und notiere sie in Deinem Heft.

Gerade und Ebene sind in Parameterform gegeben)>

Bei der Lagebeziehung von Gerade und Ebene sind drei Félle zu unterscheiden:

e 1. Fall: Gerade g und Ebene E haben eine Schnittpunkt S.
2. Fall: Gerade h liegt in E.
3. Fall: Gerade f ist echt parallel zu E.

1. Fall: g und E haben eine Schnittpunkt S:

1 1 4 -1 -2
g:)_()(r)=<0>+r-< 1>undE:i(s;t)=(0)+s-<3 >+t-<1).
4 -1 2 -2 1

Ein Gleichsetzen der Terme fiir den Geraden- und Ebenenvektor liefert ein System von drei Glei-
chungen mit den Unbekannten r, s und t, die mit dem GTR gelst werden kénnen:

1 1 4 -1 -2 1 1 2
O)J+r-{ 1 )={0)J+s| 3 |+t 1 ]|]=1 -3 -1
4 -1 2 -2 1 -1 2 -1

1 2
Setzt man z. B. r = 1 in g ein, folgt fiir den Schnittpunkt: S = X(1) = (0 | + 1~ < 1 > = (1)
4 -1 3

3
0

—r=1s=0,t=1.
_2G

Also: S (2/1/3).

2. Fall: h liegt in E

0 3 4 -1 -2
h:)_()(r)=(4)+r-<—4)undE:i(s;t)=(O)+s-< 3 )+t-< 1 )
2 1 2 -2 1

Gleichsetzen der Terme fiir den Geraden- und Ebenenvektor liefert:

0 3 4 -1 -2 3 1 2 4
4)1+r-{—-4)=(0)+s| 3 |+t {1 | -4 -3 -1 —4
2 1 2 -2 1 1 2 -1 0

= 3x3 LGS hat unendlich viele Losungen. Also liegt die Gerade h in E.

3. Fall: f verliduft parallel zu E

4 -1 4 -1 —2
f:i(r)=<0>+r-< 1>undE:i(s;t)=(0>+s-(3 >+t-<1).
4 0 2 -2 1

Gleichsetzen der Terme fiir den Geraden- und Ebenenvektor liefert:

4 -1 4 -1 -2 -1 1 2 0
<0>+r-<1>=<0)+s-<3)+t'<1)(:>1 -3 -1 0
4 0 2 -2 1 0 2 =11 =2

= 3x3 LGS hat keine Losungen. Also liegt die Gerade h parallel zu E.

® Wiederholung aus der Q1
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Hinweis zur Nutzung des GTR: Alle drei Fille lassen sich durch Eingabe der entsprechenden Ko-
effizientenmatrix in MENU A (Gleichung) mit dem GTR l6sen:

1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

B HetRadfornl (d/c)Red)

an X+bn Y+CE Z=dn

d

1 1 1
2 1 -3

3 1 2

SOLVE |(MARIFCLEARI EDIT

2
-1
-1

-

-2

El [MathRedNornd) [dc)Fes]
dn X+bn Y+CE Z=dn
a

c d
1 3 1 2 4
2 -4 -3 -1 -4
3 1 2 -1
0

SOLVE|[MIRIA|CL EAR]| EDIT

E  HathRadNormi [d7c)Real
an X+bn Y+CE Z=dn
a

c d

1 -1 1 2
2 1 -3 -1

3

SOLVE|[IRI#|Cl FAR]| EDIT

B HetBRedHornl (dic)Rea

B HathWRedMorn] [Gic]Rea)
an X+bn Y+Cn Z=dn

an X+bn Y+Cn Z=dn

an X+bn Y+Cn Z=dn
Unendlich viele

X
Y[ 0 Lésungen
z 1 8

Keine Lésung

X=§— Z
1| v=—2:z
REPEAT REPEAT REPEAT

X

Aufgabe 5 (Gerade ist in Parameterform und Ebene ist in Koordinatenform gegeben)

Arbeite die folgenden Beispiele durch und notiere sie in Deinem Heft. Erldutere das Vorgehen, falls
1

die Ebene E in Normalform (1) oX — 6 = 0 gegeben wire.
1

1. Fall: g und E haben eine Schnittpunkt S:

. X1 1 1 1+r
f:X(r)=<X2>=<O>+r-<1)=( r >undE:x1+x2+x3=6.
X3 4 -1 4—r

Durch Einsetzen der drei Koordinatengleichungen der Geraden in die Koordinatengleichung der
Ebene erhdltman:1+r+r+4—r =6 © r = 1.Setzt man z. B.r =1 in g ein, folgt fiir den Schnitt-

1 1 2
punkt: S = X(1) = <o> +1- < 1 ) = (1) Also: S (2/1/3).
4 -1 3

2. Fall: h liegt in E

. X1 0 3 3r
h: X(r) = x2)= 4)+r- —4)= 4—4r |undE:x; +X,+X3=6
X3 2 1 2+r

Durch Einsetzen der drei Koordinatengleichungen der Geraden in die Koordinatengleichung der
Ebene erhidlt man:3r+4 —4r+2+r =6 © 0-r = 0. Die Gleichung ist fiir jedes r erfiillt. Also
liegt die Gerade h in E.

3. Fall: f verlduft parallel zu E

. X1 4 -1
f: X(r) = <X2>= <0>+r-( 1 ) =
X3 4 0

Durch Einsetzen der drei Koordinatengleichungen der Geraden in die Koordinatengleichung der
Ebene erhdlt man: 4 —r+r+4 = 6 & 0-r = 6. Die Gleichung ist unlosbar: h ist parallel zu E.

4—r
r undE:E:X1+X2+X3=6.
4
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Aufgabe 6 (Uberblicksblatt)

Fiille die Uberblicksblatt zur Lagebeziehung von Gerade und Ebene aus und klebe es in Dein
Heft ein.

Erldutere die folgenden Ausfiithrungen.

Exkurs: Lagebeziehung von Gerade und Ebene im Kontext von LGS und GTR.

X1 1 1
1.Fall (g und E schneiden sich): g: X(r) = (Xz) = ( ) +r- < 1 ); Ex{+x,+x3=6
X3 4 -1

X1 0 3
2.Fall (hliegtin E): h: X(r) = (Xz) = (4) +r: <—4); Exi+X,+xXx3=6
X3 2 1

X1 4 -1
3.Fall (f ist echt parallel zu E): f: X(r) = (Xz) = (O) +r- < 1 ); E:x;+x;+x3=6
X3 4 0

Man kann fiir jeden Fall ein 4x4-LGS aufstellen mit den Unbekannten xi1, xo, X3 und r. Es besteht
aus den Koordinatengleichungen der Geraden g und der Koordinatengleichung der Ebene. In
MENU A (Gleichung) erhélt man folgende Darstellungen:

1. Fall: g und E schneiden sich

E E]
an X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en
« b c d e X

1 0 0 -1 1 ¥ 1

2 1 0 -1 0 7 3

3 0 1 1 4 T 1

4 1 1 0

B 2
REPEAT
2. Fall: hliegtin E
E E]
an X+bnY+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en
a b c d = Unendlich viele

1 1 0 0 -3 Lésungen

2 0 1 0 2

3 0 0 1 -1 Y=4-4T

4 1 1 1 -8 Z=2+T

T=T

REPEAT

3. Fall: f ist echt parallel zu E

B B
an X+bn Y+CE Z+dn T=en g an X+bn Y+Cn Z+dn T=en
a c 3
1 1 0 0 Keine Lésung
2 0 1 4] -1
3 0 0 1 0
4 1 1 1 I
0
SOLVE|MIRRISCLEAR]| EDIT REPEAT
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E und f haben eine Schnittpunkt S: f N E = {S}

E und g sind echt parallel S: gNE ={ }

hliegtin E:gNE=h

X

w

g und E in Parameterformgegeben (,g = E”)

—
TR

A -3
-2
Gaufd \O —6
/8 1\ /2
S= (3 —6- <o> = (3) = $(2/3/0)
6 1 0

U

B+ )+ (-0
(o)

<= LGS ist unlésbar
Gaufd

= g und E haben keine gemeinsame Punkte = g || E

)5

8 2 0

O|]+A-|—-1|+pu- (—1

0 0 1
<= LGS hat oo Losungen
TR

2A— 20 6
@(—A—u +20>=<3>
H—o 0/ GauR

= g und E haben oo gemeinsame Punkte = gin E

erform und E in Koordinaten- bzw. Normalform (,,g in E“)

g in Paramet
X1
X3

8+o0
( 3 ),E:X1+2X2+2X3—8=0
8+0+2:-3+2-(6+0)—-8=00=-6

6+o0
8 1 2
=S = (3) — 6-(0) = (3) = 5(2/3/0)
6 1 0

. X1 8+ 20
g:X=<X2)=<3—20>,E:X1+2x2+2x3—8=0

X3 6+o
8+20+2-(3—-20)+2-(6+0)—8=0
© 00 = —18(f)
= g und E haben keine gemeinsame Punkte = g || E

A 2+ 20
gX=|X2|=|3-20)Ex+2x, +2x3—-8=0

X3 o
24+20+2-(3-20)+20—-8=0
< 0o = 0 (fur jedes o erfiillt)
= g und E haben o gemeinsame Punkte = gin E
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Aufgabe 7 (Lagebeziehung von Ebene und Ebene)

Erldutere die folgenden Uberlegungen und mathematischen Umformungen und notiere die we-

E und F sind echt parallel E und F sind identisch E und F schneiden sich in s

.
S

\r\ \\ \\ \\ |

W

R |

I?und F schneiden sich in s |

Zwei Ebenen E und F ergeben zusammen ein 2x3-LGS. Dieses LGS hat entweder keine oder
unendlich viele Losungen mit einem Freiheitsgrad im Losungsvektor (0! — 1sbar)é oder un-
endliche viele Losungen mit zwei Freiheitsgraden im Losungsvektor (002 — lgsbar)?.

E und F schneiden sich in einer Geraden (! — Losbarkeit):

(I) Xq + 2X2 + 4X3 =12 = X3 = 3— 0,5X2 - 0,25X1

(IT) + (-1) - (I) ergibt 5x; — 5%, = 0 © X, = X4

X1 X1 0 1 5
X3 3—0,75x%, 3 -0,75
Gegeben sind nun die Ebenen E mit E: x; — x, + x3 = 1, FmitF: x; — x, — x3 = 1 und die Ebene

G mit G: 6x; — 6X, — 6x3 = 12. Untersuche die Lagebeziehungen und fertige eine Skizze an.

Die Fille F = H (? — Losbarkeit) und F ist echt parallel zu H (Unlésbarkeit) sind leicht abge-
handelt, da man am Normalvektor erkennen kann, ob die Ebenen parallel sind. Denn es gilt

a)

sentlichen Aussagen in Deinem Heft.

AW
\
EnF={]}

(II) 6X1 - 3X2 + 4X3 =12

X, in (I) einsetzen und nach x; aufldsen:

x3 =3-0,5x; — 0,25x; = 3 — 0,75x,
b)

folgender Merksatz:
6 o0l

— Losbarkeit bedeutet, dass ein LGS einen Losungsvektor mit einem Freiheitsgrad hat. Geometrisch be-

deutet der Losungsvektor eine Gerade.

7

002

— Loésbarkeit bedeutet, dass ein LGS einen Losungsvektor mit zwei Freiheitsgraden hat. Geometrisch be-

deutet der Losungsvektor eine Ebene.
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Merksatz: Sind die beiden Normalvektoren zweier Ebenen
kollinear, sind beide Ebenen parallel oder identisch. Bringt
man beide Koordinatenformen durch Multiplikation mit ei-
nem geeigneten Faktor links von der Koordinatengleichung
auf die gleiche Form, erkennt man am Skalar rechts, ob die
Ebenen identisch oder echt parallel sind.

Beispiel: F: 6x; — 3x, + 4x3 = 12, H: 6 x; — 3x, + 4x3 = —18,
G: —3 X1 + 1,5X2 - 2X3 = -6

Alle drei Ebenen haben kollineare Normalvektoren. Wegen (-
2)-G=F: 6x; — 3x, + 4x3 = 12 und der Tatsache, dass F und H den gleichen Normalvektor haben,
aber das skalar rechts der Gleichung ungleich ist, gilt F || Hund F = G.

c) Gib Beispiele zweier Ebenen E und F an, die echt parallel, identisch mit nicht identischem Nor-
malvektor bzw. sich in einer Geraden schneiden. Begriinde Deine jeweilige Angabe.

Aufgabe 8 (Geometrische Deutung von LGS)8

a) Ordne folgende drei Gleichungssysteme den drei Abbildungen zu. Begriinde Deine Entschei-
dung. [Tipp: Betrachte die Normalvektoren.]

(D 2%+ X%, +3%x3=5 (2) 2x1+ % - 2%x3=5 3) 2X1+X2 2x3=2
—4xq— 2%y~ 6x%3=18 5X1-2xy tx3=1 = 2Xxp =1
Fig. 1 ; i
Fig. 2 Fig.3

b) Berechne fiir die Ebenen in Fig. 1 und Fig. 3 die Schnittgerade. Uberpriife mit dem GTR.

c¢) Gegeben sind zwei 3x3-LGS und die fiinf denkbaren Lagebeziehungen dreier Ebenen.

3%y + 6Xp — 2x3 = —4 —4x, —8x, + 12x3 =-24
€)) — 5%, + 5x3 = 1 (5) —5x, + 10x3 = —10
SXZ - 5X3 4X1 + 3X2 - 2X3
Flg 4 Fig.5 Fig. 6 Fig.7 Fig. 8

Entscheide begriindend, zu welcher Fig. die LGS (4) und (5) gehoren. [Tipp: Betrachte auch
hier die Normalvektoren.]

8 Modifiziert nach einer Aufgabe aus Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW 2017.
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Arbeite mit dem GTR und den folgenden Uberlegungen entsprechende Schnittaufgaben der Auf-
gabe 7 und 8 durch. Entwickle eigene Beispiele fiir jeden der drei Falle und l6se sie. Ubertrage
die Uberlegungen auf die Lagebeziehungen von Geraden.

Exkurs: Schnitt zweier nicht paralleler Ebenen mit dem GTR losen

Es werden drei Fdlle beziiglich der Darstellungsmoglichkeiten der Ebenen betrachtet:

¢ Beide Ebenen sind in Koordinatenform gegeben.
¢ Beide Ebenen sind in Parameterform gegeben.
¢ Eine Ebene ist in Parameter-, eine Ebene in Koordinatenform gegeben.

Beide Ebenen sind in Koordinatenform gegeben
E1:X1 + ZXZ + 3X3 = 6, E2: 4X1 + 5X2 + 6X3 = 120.

Da beide Ebenen E; und E; nicht kollineare Normalvektoren haben, besitzen sie eine Schnittge-
rade s. Wurde bisher das 2x3-LGS aus den beiden Koordinatengleichungen der Ebenen E; und Ex
handisch gelost, kann durch einen kleinen , Trick” der GTR verwendet werden. Man erganzt das
2x3-LGS aus den beiden Ebenengleichungen durch eine dritten Gleichung 0x; + 0x, + 0x3 = 0.
Dies ist moglich, da beim 2x3-LGS der beiden (nicht parallelen) Ebenengleichungen eine Unbe-
kannte immer frei wéhlbar ist (z. B x3 = t).

Nun notiert man in MENU A (Gleichung) die Koeffizienten des 3x3-LGS:

B E]
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b < d Unendlich viele

1 1 2 3 B8 Losungen

2 4 5 6 120} X=T0+7

sl I 0 0 0 Y=-32-27

0 Z=7

REPEAT

70 + x5 70 1
z_ng) ( 32)+X3.(_2)_
0 1

Das LGS ist co!-16sbar mit dem Losungsvektor: < > (
Dies entspricht mit x3 = t der Schnittgeraden: s: X(t) = < > ( 2).
0

Beide Ebenen sind in Parameterform gegeben

. 6 -2 -3 . 30 -5 -3
E1:X(x;y)=<0)+x-< 1)+Y'(0>; E,: X(z;t)=(0)+z-<4)+t'<0>.
0 0 1 0 0 2

Durch Gleichsetzten der beiden Parametergleichungen der Ebenen E; und E» erhélt man ein 3x4-
LGS, das oo!-16sbar ist. Man erginzt das 3x4-LGS durch eine vierten Gleichung 0 - t = 0. Dies ist
ohne Anderung der Losungsmenge moglich, da beim 3x4-LGS wegen der Nicht-Parallelitdt der
Ebenen E; und E; stets ein Parameter frei ist wéhlbar ist (z. B t = p). Zur Bestimmung der Schnitt-
geraden 16st man das 4x4-LGS in MENU A (Gleichung):
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El B
an X+bnY+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z+dn T=en
a b < d - Unendlich viele
1 -2 -3 5 3 Losungen
2 1 0 -4 0 X=-392-4T
3 0 1 0 -2 Y=2T
4 I 0 0 8 Z=—-8-T
La m
REPERD

Die Gleichung der Schnittgeraden ldsst sich fiir das frei wahlbare t = p z. B. berechnen durch
Einsetzen des Parameters fiir z in die Parametergleichung der Ebene Ea:

B 30 -5 -3 70 2
s:X(p.)=<O)+(—8—u)- 4>+u-<0)=(—32)+u-<—4)
0 0 2 0 2

Eine Ebene ist in Parameter-, eine Ebene in Koordinatenform gegeben

X1 6 -2 -3
Gegeben sind E;: X(t;u) = (Xz) = (0) +t- ( 1 ) + u-( 0 >; E;:4x, + 5%, + 6x3 = 120.
X3 0 0 1

Zur Bestimmung der Schnittgeraden 16st man in Analogie zu oben das 5x5-LGS, das aus den drei
Koordinatengleichungen der Parameterform von E; und der Koordinatengleichung E: besteht so-
wie der fiinften Zeile 0 - u = 0. Denn beim 4x5-LGS der beiden (nicht parallelen) Ebenengleichun-
gen ist eine Unbekannte immer frei wahlbar (z. B u = p). Dazu notiert man in MENU A (Glei-
chung) die Koeffizienten des 5x5-LGS:

B B
an X+bn Y+ -+enU=fn an X+bn Y+ -+enlU=fn
a b c d - Losungen

1 0 0 2 X=70+U

2 0 1 0 -1 ¥Y=-32-2U

3 0 0 1 0 =Y

a a 5 6 g T=-32-2U
SOLVE|M3N3y3CLEAR]| EDIT REPEAT

Die Gleichung der Schnittgeraden ldsst sich fiir das frei wéhlbare u = 1 berechnen durch Einsetzen
des Parameters fiir t in die Parametergleichung der Ebene Ei:

. 6 -2 -3 70 1
S: X(u)=<0>+ (—32—2u)-( 1 >+u-( 0>=(—32)+u'(—2>
0 0 1 0 1

Die Situation ldsst sich mit entsprechender Fenstereinstellung unter MENU ] (3D-Grafik) aus un-
terschiedlichen Perspektiven veranschaulichen.

] El
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4 Abstinde von Objekten - Lotfuf$punktverfahren’®

In der Analytischen Geometrie interessieren Losungen zu folgenden Abstandproblemen:

e Abstand zweier Punkte

e Abstand von Punkt und Ebene - Abstand paralleler Ebenen

e Abstand von Punkt und Gerade - Abstand paralleler Geraden
e Abstand windschiefer Geraden

Abstand zweier Punkte

a; b,
Fiir die Punkte A und B mit den dazugehorigen Ortsvektoren A = (az), B= (b2> sowie dem Vek-

az b,
by —a,
torAB= B—A = <b2 - a2> gilt:d(A, B) = AB = |AB| = /(by —a;1)2 + (b, — a3)2 + (b3 — a3)?
b3 — ds

1 —4
Beispiel: A = (—2)' B= ( 5 ) = |AB| = J (—4—1)2 + (5 - (-2))" + (-6 — 3)2 = V155
3 —6

Abstand von Punkt und Ebene - Abstand paralleler Ebenen

Lotfuflpunktverfahren

Man legt durch P eine Normale der Ebene. Diese hat als Richtungsvektor den Normalvektor 1i der
Ebene E. Diese Lotgerade h schneidet die Ebene E im LotfufSpunkt F (Parameter pg). Als Abstand
von P und E erhilt man d(P, E) = PF.

Beispiel: E: 2x; +x, + 3x3 +32=0,P(1/0/-2)

. 1 2 1+ 2p
Lotgeradeh:X=(0>+u-(1)=( 1l )
-2 3 —2+3u

hin E: 2(1 + 2p) + g + 3(=2 + 3pp) +32 =0
o1 2\ /-3
-2 3 -8

\3 T,
_ _4 ‘—‘\\—‘L_L_\“‘ h
-6

= PF

=56 =2V14 ~ 7,48
Hinweis: Mit dem Lotfufipunktverfahren ldsst sich auch der an E gespiegelte Punkt P berechnen
1 —4 -7
durch P’ = P + 2 - PE. Also giltfﬁrP’:ﬁ7 = ( 0 > +2 (—2) = < —4 )

-2 -6 -14

d(BE)=PF

% Alle Abbildungen sind aus: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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Aufgabe 1

Bestimme den Abstand des Ursprungs von der Ebene E: x; + 3x, — 5x3 = 15.

Aufgabe 2

Gegeben sind die Ebenen F und H mit F: 6x; — 3x, + 4x3 = 12,
und H: 6 x; — 3x, + 4x3 = —18.

a) Zeige, dass beide Ebenen echt parallel sind.

b) Berechne den Abstand d (F, H) der parallelen Ebenen F und
H mithilfe des LotfufSpunktverfahrens. [Hinweis: Der Ab-
stand paralleler Ebenen ldsst sich berechnen, indem man
eine Ebene und einen Punkt der zweiten Ebene wihlt und
darauf das obige Lotfuspunktverfahren anwendet.]

¢) Der Ursprung wird an beiden Ebenen gespiegelt. Ermittle die Spiegelpunkte M” bzw. M"".

Aufgabe 3

Die Gerade g ist orthogonal zur Ebene E: 2x; + 6x; — 9x3 = —6 und durchstot die Ebene im Punkt
P (0/2/2). Bestimme alle Punkte auf der Geraden g, die von der Ebene E den Abstand 11 haben.

Abstand von Punkt und Gerade - Abstand paralleler Geraden

LotfuSpunktverfahren iiber den allgemeinen Geradenpunkt

Der Abstand d eines Punkte P von einer Geraden g ist
die Lange des Lots auf g. Ist X ein allgemeiner Geraden-

X,
j dP,g) =PF=17

punkt der Geraden g, also X=0C+ i - U, dann bestimmt 'ﬁ=[

man den Lotfuipunkt F aus der Gleichung PF o1 = 0.
Der Abstand ist dann d(P, g) = PF.

PF-i=0

P
Beispiel: Sei nun g: X = <2> +pu- (—2) und P(0/-2/1). Dann gilt: PF=F-P= <4 - Zup>
5+ 2up 2
PFol = <4——2|J.F>0<—2>=0(:)(5+2uF)'2+(4—2uF)'(—2)+(5+3uF)'3=0

3 5 2 3
= PF = <6> =>d= |§l_5| = /49 = 7. Ferner gilt: F= <2> +(—1)- <—2) = (4)

2 6 3 3
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Aufgabe 4

Untersuche, welcher Punkt auf der Geraden g vom Punkt R die kleinste Entfernung hat.

1 1 2 2
a) g Xt = (1>+t-(—1>;R(—2/—1/1) b) g: X(t) = (3)+t-( 1 );R(l/Z/—B)
0 1 2 ~1

Aufgabe 5

a) Zeige, dass die beiden Geraden g und h unten parallel sind.

b) Berechne den Abstand d (g, h) der parallelen Geraden g und h aus der folgenden Abbildung
mithilfe des obigen Verfahrens. Bestitige rechnerisch den angegebenen Lotfuffpunkt F. [Hin-
weis: Der Abstand paralleler Geraden ldsst sich berechnen, indem man eine Gerade und einen
Punkt der zweiten Gerade wahlt und darauf das obige Lotfufspunktverfahren anwendet.]

G(01212)

d(g,h) = d(g,H) = d(G,h) = HF = 6

Abstand windschiefer Geraden

Was ist der Abstand zweier windschiefer Geraden?

Der Abstand d (g, h) zweier windschiefer Geraden g und h ist die
Lénge der kiirzesten Strecke, die ein Punkt von Punkt von h verbin-
det. Legt man durch jede der beiden Geraden eine Ebene, die paral-
lel ist zur anderen Geraden, dann haben diese beiden Ebenen den
Abstand d (g, h). Die Normalprojektion g” von g in F schneidet h im
Fufipunkt V des gemeinsamen Lots n. Ebenso schneidet die Normal-
projektion h” von h die Gerade g im FufSpunkt U.

Also gilt: Zu zwei windschiefen Geraden g
und h gibt es genau eine Gerade n, die beide
senkrecht schneidet. Die Entfernung der
beiden Schnittpunkte U und V ist der Ab-
stand von g und h. Die Gerade n heifst Nor-
male oder gemeinsames Lot von g und h.
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Methode: , Allgemeiner Geradenpunkt”

Erldutere das folgende Verfahren und tibertrage die Ausfithrungen in Dein Heft.

F(Fafl) (ol

N —-3+4A N 8+4u
Xg=| 9-21 | Xy =] 4+3u
8\ 4 +4p

11 +4p—4A

Allgemeiner Verbindungsvektor X X, =| -5+3u+24

4 +4p-8A

pund A muf man so berechnen, dal X X, auf den Richtungsvektoren von gund h
senkrecht steht:

X X, o =0: 4(11 +4p—42) — (-5 +3u+A)+ 84 +4p-81) =0
X Xpov=0 4011+4p-40)+3(-5+3u+A)+4(4+4p-80)=0

Das Gleichungssystem 81 + 45u—-81A=10
45 +41u— 450 = 0 hat die LosungenA =1, p = 0.

A = 11in g eingesetzt liefert U(1|8|8), p =0 in h eingesetzt liefert V(8|4 4).

s 7 s
Abstandvektor UV = (—4},Abstand digh) =l UV | =9
-4

— 8 -7
Gleichung der Normale n: X = (4} + v{ 4 J
4 4

Grafische Darstellung der Situation

ol

{1 U188y

A d(gh)=UV=9
1 7 e
I H(81414) =V

=80
// m-x;[ijw@] X,

4
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Aufgabe 61°

Berechne den Abstand Geraden g und h.

4 0 3 6
a) g:i(r)z <2>+r-<—3>;h:i(s)= (2)+s-<2>
25 1 5 ~1
1 0 9 3
b) gX(@) = <4>+r-(3 >;h:i(s)= (5>+s-<—1)
~1 -2 10 0

Aufgabe 711

0 0 7 4
Seien g: i(r) = (1) +r- <1) und h: i(s) = (7) +s- <—5>.
2 1 0 2

Berechne den Punkt U auf der Geraden g und den Punkt V auf h, so dass die Strecke von U nach
V die kiirzeste Verbindungsstrecke der beiden Geraden g und h ist.

3D
fé\l Aufgabe 812

Eine Flugschule hat die Ausbildung ihrer neuen Flugschiiler abgeschlossen und ldsst diese das erste
Mal ohne jede Begleitung fliegen. Der erste Schiiler verliert plotzlich die Kontrolle. Sein Flugzeug
gerédt in einen 13-sekiindigen Sturzflug vom Punkt A (1000 |-600 | 1350) zum Punkt B (0400 | 100);
dann hat er wieder alles im Griff. Der zweite Flugschiiler setzt gerade zum Start an. Fiir den Startflug
von C (600 | 600 | 0) nach D (-600 | -200 | 400) benotigt er 27 Sekunden. (Alle Angaben in Metern.)

a) Zeige, dass die beiden Flugbahnen windschief sind, und bestimme den Abstand der windschie-
fen Flugbahnen.

b) Wenn der Abstand zwischen zwei Flugzeugen weniger als 100 Meter betrédgt, spricht man von
einem , Beinahezusammenstofs”“. Ware dies der Fall, miisste der erste Schiiler noch einmal Flug-
stunden nehmen.

Untersuche, ob der erste Schiiler erneut Flugstunden nehmen muss.

c) Die Fluglehrer befinden sich auf dem Flughafen im Punkt (600 | 600 | 0). Auf Grund von schlech-
ter Sicht konnen sie nur 800 Meter weit sehen.

Priife nach, ob die Fluglehrer das Vergehen des (ehemaligen) Flugschiilers {iberhaupt sehen
konnten.

d) Um den ganzen Zusammenhang im Detail rekonstruieren zu kénnen, werden noch die Ge-
schwindigkeiten der beiden Flugzeuge und die Steigung des zweiten Fliegers bendotigt.

Bestimme die Geschwindigkeiten und Steigung des zweiten Flugzeuges.

e) Stelle die Situation im 3D-Modell dar.

10T ambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2017), S. 253.
1 Lambacher Schweizer LK Mathematik NRW (2017), S. 253.
12 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 96.



30

Wenn man bei Abstandsproblemen nur den Abstand und nicht den bzw. die LotfufSpunkt(e) be-
notigt, kann es hilfreich sein, auf Formeln zurtickzugreifen. Alle Abstandsprobleme kénnen mit-
tels einfacher Formeln gelost.

Exkurs: Abstandsberechnung mittels Formeln

Formel fiir den Abstand Punkt - Ebenel3

Ebene in Normalform: Der Abstand eines Punktes P zu einer Ebene E: i o (X —A) = 0 betragt:

_ 5 (P-A)|
B

2 1
Beispiel: E: <—2) ol X - < 1 ) =0 und P: (3/-2/2).

1 —6
2 3 1 5 5
-0 3
o\ 2/ \=e/)|_I\4 g /| _14+6+8 _|18] _
APE) = J22+ (—2)2 + 12 Vo 3 3 77

Ebene in Koordinatenform: Fiir die Ebene E: n;x; + nyx; + n3x; = k und den Punkt P(p1 | p2 | ps)
ergibt sich der Abstand des Punktes P zur Ebene E:
_ In1ps + 5P, + n3p3 — K|

d
\/nlz + nZZ + n32

Beispiel: E: 2x; — 2x, + X3 = —6 und P2 (-8/6/-5)

|2:(-8)—2:-6+1-(-5)—(-6)| |-16—12—-5+6| |-27| 27
V22 +(=2)2 +12 Va+4+1 Vo o3

Manchmal ist interessant, auf welcher Seite einer Ebene sich ein Punkt befindet. Man nennt die
Seite, in die der Normalvektor zeigt, positiven Halbraum, wohingegen der andere Halbraum ne-
gativer Halbraum heifst. Man kann nachweisen?4:

e Istno (1_5 - K) = n;p; + nyp; +nzpz — k> 0 zeigt der Nor- .
malvektor in die Richtung des Punktes P (P liegt im positi- | ~~ "~ -~~~ ~~~~~ P2 —
ver Halbraum). — — Negativer Halbraum — —

SN E+
o Fl‘irdenFall,daSSHO(P—A)=n1p1+n2p2+n3p3—k<0, Pl A AY T 4+

zeigt der Normalvektor in den entgegengesetzte Richtung + + Positiver Halbraum + +
des Punktes P (P liegt im negativen Halbraum).

Wegen 1 o (F{ - K) = 18 und n;p; + nyp; + n3pz —k = —27 < 0 liegt der Punkt P; im positiven
Halbraum und P> im negativen Halbraum. Der Ursprung liegt hier im positiven Halbraum, weil
2:0-2-0+1-0—(—6) = -k =6.

13 Ein Nachweis der obigen Formeln kann z. B. unter http:/ /www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/ab-
stand-punkt-ebene-formel.html (01.09.2017) betrachtet werden.
14 Vgl.: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000), S. 266-268



http://www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/abstand-punkt-ebene-formel.html
http://www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/abstand-punkt-ebene-formel.html
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Formel fiir den Abstand Punkt - Geradel5

Der Abstand eines Punktes P zu einer Geraden g: )_()(r) = G+r-4lautet:
ix(P-G
,_[ix(F-0)|

|ul

5 2
Beispiel: g: X(r) = (2) +r- <—2> und P (0/-2/1).
6 3

’ ° > 2 =5 22
DHE-C]E-C13)
d(P;g) = ° ! o/ 3 —s/1 _\—18/| _ 22+ (=52 + (-18)% _ ,
* V22 4 (-2)% + 32 V17 Vi7 Ji7

Formel fiir den Abstand windschiefer Geraden16

-

Der Abstand zweier windschiefer Geraden g: f()(r) =G+r-d und h: Y(s) = H+ sV lautet:

_|(ﬁx‘7)o(§—ﬁ)|
B [d x V|

-3 4 8 4
Beispiel: g: i(r) = ( 9 ) +r- <—1) und h: )_()(s) = <4> +s- <3>
0 8 4 4
4 4 -3\ (8 —28\ [-11
(@GO 16
8 4 0 4 16 —4 _ |308 + 80 — 64| _
4 4 —28 T -
(_1) y (3) ( I ) J(=28)% + 162 + 162
8 4 16

d(g;h) =

15 Ein Nachweis der obigen Formeln kann z. B. unter http:/ /www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/ab-
stand-punkt-gerade-formel.html (01.09.2017) betrachtet werden.

16 Ein Nachweis der obigen Formeln kann z. B. unter http:/ /www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/ab-
stand-gerade-ws-formel.html (01.09.2017) betrachtet werden.



http://www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/abstand-punkt-gerade-formel.html
http://www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/abstand-punkt-gerade-formel.html
http://www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/abstand-gerade-ws-formel.html
http://www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/abstand-gerade-ws-formel.html
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5 Winkelberechnung!”

In der Analytischen Geometrie interessieren Losungen zu folgenden Winkelproblemen:

e  Winkel zwischen zwei Vektoren

e Schnittwinkel zwischen zwei Geraden

e Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene
e Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen

Aufgabe 1 (

Winkel zwischen zwei Vektoren)

Erldutere die Umformungsschritte fiir folgende Herleitung und notiere die Formel mit Skizze und
Beispiel in Deinem Heft.

Der Winkel zwischen den beiden Vektoren 3@ und b soll mit dem nicht tiberstumpfen Winkel ¢ be-
zeichnet werden (also ist ¢ < 180°). Aus der Mittelstufe kennen wir den wichtigen Kosinussatz, mit
dem wir eine Beziehung zwischen dem Winkel ¢ und den beiden Vektoren herstellen konnen.

=Irﬁ] b=li;' C=l§—_1';‘
b C Kosinussatz

c’=a’ + b* - 2ab-cos y = [al'+ bl - 2[a[[blcos ¢
Y

a
aq b, a; — by

Mit a = <az>, b= (bz) unda—b = (az - bz) gilt fiir die linke Seite der obigen Formel:
asz b3 dz — b3

N —,2

|a— b| =(a; —b;)? + (a; —by)? + (a3 — b3)?

= alz - 2a1b1 + b12 + 822 - Zazbz + b22 + 332 - Za3b3 + b32

= alz + azz + 332 + blz + bzz + b32 - 2(a1b1 + a1b1 + a1b1)

Fiir die rechte Seite der Formel zum Kosinussatz gilt:

—,2
| 3|2 + | b| — 2abcos(¢) = a;% + a2 + az% + b;% + b,% + b3 — 2ab cos(¢)

Da die rechte und linke Seite der Formel zum Kosinussatz gleich sind, erkennt man, dass nach

Subtrahieren aller Quadrate und anschlieSendem Dividieren durch -2 folgende Beziehung ensteht:
S dob

a;b; +a;b; + a;b; = abcos(p) © dob = abcos(p) & cos(g) = b

Satz: Fiir zwei Vektoren a und _B, die den Winkel ¢ einschliefSen, gilt: cos(@) = %

-7 6
Beispiel: 3 = <—6>, b= (—3), dob=(=7)"6+(—6) (=3)+6-(=2) = =36, a =121 = 11,
6 —2

b =+v49 =7, cos(p) = 1_T3-§ = —% = @ =cos™! (—%) ~ 117,9°

17 Abbildungen aus: Anschauliche Analytische Geometrie von Barth, Krumbacher, Barth (2000)
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Aufgabe 2 (Innenwinkel eines Vierecks)18

Ein Viereck hat die Eckpunkte O (0/0/0), P (2/3/5), Q (5/5/6) und R (1/4/9).

Berechne die Langen der Seiten und die Grofie der Innenwinkel des Vierecks.

Aufgabe 3 (Schnittwinkelberechnung I)

Erldutere die Herleitungen der Formeln fiir die Schnittwinkelberechnung auf der folgenden Seite
und notiere die Formeln mit Skizze und Beispiel in Deinem Heft. Nutze dazu das Uberblicksblatt
zur Schnittwinkelberechnung, das in Dein Heft eingeklebt werden kann.

Aufgabe 4 (Schnittwinkelberechnung II)1°

Gegeben sind die sich schneidenden Geraden g: X(r) = ( i > +r- (1), h: X(s) = ( g > +s- <_32>
sowie die Ebenen E: x; — 2x, + 5x3 = 7und F:x, + x3 = 0_.5 ’

a) Berechne die Grofle des Schnittwinkels zwischen den Geraden g und h.

b) Berechne die Groe des Schnittwinkels zwischen den Ebenen E und F.

c) Berechne die Grole des Schnittwinkels zwischen der Geraden g und der Ebene E.

18 Lambacher Schweizer LK Mathematik (2017), S. 194.
19 Lambacher Schweizer LK Mathematik (2017), S. 256.
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Schnittwinkel zweier Geraden

Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen

Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene

u

o
uv

UoV

uv
Blick auf die Ebenen i Uoni| _ [den]|
Richtlung der Schnii?,;;‘::ies cos(90 — ) = ‘:l: = ::
cos(6*) = cos(180 — 6) = — cos(o) cos(¢) = nionz| _ [myeng| Die Betragsstriche berticksichtigen die zwei Fille,
cos(o) = — uev itz fanz dass i und U den Winkel 90°— y bzw. 90 + y ein-
v Die Betragsstriche beriicksichtigen die beiden Félle, dass | schliefen (y < 90°), denn es gilt der Zusammen-
Insgesamt gilt: cos(o) = Uovl _ [uev] die beiden Normalvektoren den Winkel ¢ bzw. 180°- ¢ | hang cos(90 — ) = — cos(90 + ). Mit der Bezie-
wv wv einschlielen, denn es gilt cos(180 — ¢) = — cos(¢g). hung cos(90 — ) = sin(y) folgt sin(y) = %
|u oV |u oV Iny o ng| Ing o g : |u o 0 : |ui o 1
cos(o) = = 0 = cos ! cos(@) = =>@=cos }|————= sin() = = = sin™!
u-v nq-n, nq-n, u-n u-n
gX(r)=G+r- 3);h:X(s)=G +s-| 1 Ei:2%; + X —x3 = 12; Ex:| 1 Je| X—=|5]]=0 gX(r)=G+r-(3E2x +x, —x3 =12
1\ /-2 2\ /-3 1\ /2
GH LHE) (o)
= -1 2/ \1 — -1 -1/ \1 — cin— 2/ \-1
0= cos V12432422 /(=2)2+12+12 ¢ = cos V22414+(=1)2-/(=3)2+12+12 b =sin V12432422 [(=2)2+12+(-1)2
et 1723420y _ 13\ oo (-6 +1—1] _.( 6 = sin (2322 _gin~ 1 (2) & 0
o = oS (m_\/g)—cos (m)~70,9 © = cos 1( o ):cos 1( 66)z42’4° y = sin (m.\/g)—sm (m)~19,1
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6 Hier geht es zum Abitur

Die Pyramiden von Gizeh sind das einzige noch heute erhaltene der Sieben Weltwunder der Antike.
Sie liegen ca. 15 Kilometer von der Innenstadt von Kairo entfernt direkt am Stadtrand des Vorortes
Gizeh in der Wiiste. Der quadratische Grundriss der Pyramiden sowie die Ausrichtung nach den
Himmelsrichtungen wurden beim Bau sehr exakt eingehalten. In Abbildung 1 ist die Situation ver-
einfacht in der Draufsicht dargestellt. Abbildung 2 zeigt die Einbettung im 3D-Koordinatensystem.

Chephren- und Cheops-Pyramide20

D C Cheops-Pyramide

6001

S N
5001
4007 A B w O
3001 |, G . 3

Chephren-Pyramide
2001 T
100
E F
0 .
-300 -200 -100 0 100 200 300 400 500 600 700 Abblldungl

Die nachstehend in Metern angegebenen Koordinaten (x |y |z) beziehen sich auf einen Koordina-
tenursprung O (0| 0|0) nahe der stidwestlichen Ecke der Chephren-Pyramide (siehe Abbildung 1).
Die Chephren-Pyramide steht auf der durch z = 10 festgelegten Ebene und liegt damit 10 m hoher
als die grofiere Cheops-Pyramide, so dass ihre Spitze die der Cheops-Pyramide noch tiberragt. Ab-
bildung 2 bietet eine perspektivische Ansicht, in der die Ebene z = 10 grau getont ist.

Abbildung 2
Es gelten folgende Koordinaten fiir die L S
Eckpunkte der Pyramide: " TR

Cheops-Pyramide:

A (391]41010), B (616]410]0),
C (616635|0), D (391]63510),
S (503,5]522,5|139)
Pyramidenhohe 139 m

Chephren-Pyramide:

E (65]52]10), F (277]52]10),

G (2771264 |10), H (65 | 264 | 10),
T (171|158 | 146) .
Pyramidenhohe 136 m e

a) Diese Teilaufgabe bezieht sich ausschliefslich auf die Geometrie der Cheops-Pyramide.

20 Modifiziert nach einer Vorbereitungsaufgabe auf das NRW-Zentralabitur 2017 (LK Mathematik), die sich
anlehnt an eine Aufgabenidee aus Analytische Geometrie und lineare Algebra von Kroll, Reiffert, Vaupel
(Diimmler-Verlag 1997, S. 41-43)
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(1) Beschreibe, wie sich die Koordinaten der Eckpunkte D, C, S aus den Koordinaten der Eck-
punkte A, B sowie aus der Hohe der Cheops-Pyramide berechnen lassen.

(2) Berechne den (Boschungs-)Winkel, den die Seitenflichen der Cheops-Pyramide mit der
Grundebene einschliefsen.

(3) Um auf moglichst kurzem Wege von der Ecke B zur Ecke D zu gelangen, ohne die massive
Pyramide zu durchbohren, muss man einen Weg auf der Pyramidenoberfldche wihlen, der
durch einen Punkt der Kante AS oder CS fiihrt.

Bestimme die Lange dieser kiirzesten Verbindung, die auf der Cheops-Pyramide von der
Ecke B zur Ecke D fiihrt.

Am Morgen des 21. Mérz 2015 um 9:00 Uhr stand die Sonne im Stidosten. Der Richtungsvektor
der Sonnenstrahlen

a) Bestimme die Grofie der Schattenfliche der Chephren-Pyramide in der durch z = 10 defi-
nierten Ebene.

b) Erkldre durch plausible und realistische Uberlegungen, unter welchen Bedingungen kein
Schatten in der durch z = 10 definierten Ebene entsteht.

c¢) Am Nachmittag des 21. Dezember 2014 um 15:15 Uhr stand die Sonne tief im Stidwesten.
Der Schatten der Pyramidenspitze T (171|158 |146) traf auf die Cheops-Pyramide in einem
Punkt T". Dabei verlief der gedachte Strahl entlang der Geraden vom Punkt T iiber T” nach
T (504|459 | 0).

Nenne mit Hilfe der Abbildung die Seitenfldche der Cheops-Pyramide, in welcher der Schat-
tenpunkt T” liegt, und berechnen Sie die Koordinaten von T".

Um die zum Bau benétigten Steinquader in die erforderliche Hohe zu bringen, wurden geradli-
nige Rampen entlang der Pyramide aufgeschiittet. Im Folgenden soll eine von Westen an die
Stidseite der Cheops-Pyramide fithrende Rampe durch eine Strecke betrachtet werden, welche
in einem Punkt P in der durch z = 0 definierten Ebene beginnt, die Kante AS in einem Punkt Q
zwischen A und S schneidet und in einem Punkt R auf der Kante BS endet. Dies ist in Abbildung
3 in Draufsicht dargestellt.

D C

P A Abbildung 3
(1) Begriinde, weshalb die Punkte P, A, B auf einer Geraden liegen.

(2) Ermittele einen Losungsplan, wie sich der Startpunkt P der Rampe aus der Vorgabe von R
und dem Steigungswinkel der Rampe gegen die Horizontale bestimmen ldsst. Gib fiir jeden
Schritt die notwendigen Gleichungen an.

[Hinweis: Konkrete Rechenschritte sind nicht durchzufiihren.]
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Ich kann ... ﬁ) E, g’
s | 2|2 % E
z | 8| N|E|9

begriinden, dass drei Punkte auf einer Geraden liegen la

den Punkt einer Schar mit rechtem Winkel in einem Dreieck bestimmen. 1b

eine Bedingung fiir Rechtwinkligkeit mittels Skalarprodukt angeben. 2a

ein Viereck auf seine Eigenschaften untersuchen. 2b

den Abstand Punkt - Gerade sowie den LotfuSpunkt berechnen. 3a,b

den Bildpunkt einer Spiegelung an einer Geraden berechnen. 3c

eine Lotgerade zu einer Ebene in Koordinatenform bestimmen. 4a

den Schnittpunkt von Gerade und Ebene in Koordinatenform berechnen. 4b

Abstand zweier Punkte berechnen. 4c

Lagebeziehung von Gerade und Ebene in Koordinatenform untersuchen 5a,b

Lagebeziehung von Ebenen auf der Basis von LGS untersuchen. 6

Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Ich kann ... —‘é E @
REIEEE
z | ¥|R| 5|9

begriinden, dass ein Dreieck in einer Grundebene liegt. 7a

zeigen, dass ein Dreieck gleichseitig ist. 7a

zeigen, dass Dreiecksseiten gleich weit vom Ursprung entfernt liegen. 7a

eine Spitze einer Pyramide bestimmen (Kantenléngen sind bekannt). 7b

die Lagebeziehung von Gerade und Ebene beurteilen. 7c

den Schnittpunkt von Gerade und Ebene berechnen. 7d,8h

den Abstand zweier Punkte bestimmen. 7d,8h

einen Geradenpunkt bestimmen, der genau unterhalb einer Strecke liegen. | 7d

eine Streckenpunkt angeben, der genau oberhalb eines Punktes liegt. 7d

einen Schnittwinkel von Gerade und Ebene berechnen. 7d,e,8h

ein geometrisches Problem (Abstand Punkt - Gerade) lgsen. 7f

iiberpriifen, ob eine Gerade oberhalb eines Punktes verlduft. 8a

Geschwindigkeiten bei Bewegungsaufgaben berechnen. 8b

Lagebeziehung von Geraden untersuchen und im Kontext deuten. 8c,g

den Unterschied zwischen Flugbahnen- und Flugzeuge-Abstand erldutern. | 8d

den geringsten Flugzeuge-Abstand sowie Flugbahnen-Abstand berechnen. | 8e,f

bestimmte Ortspunkte einer Flugbahnen bestimmen. 8h

einen Abstand eines Punktes von einer Ebene berechnen. 8h

iiberpriifen, ob eine Gerade iiber einer Fliche verlduft. 8i

zeigen, dass eine Gerade Schnittgerade zweier nichtparalleler Ebenen ist. 9a

nichtparallele Ebenen bestimmen, die eine bestimmte Schnittgerade haben. | 9b
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Hilfsmittelfreie Aufgaben

Aufgabe 121

Gegeben sind die Punkte A (—2|1| — 2),B (1]|2] — 1) und C (1|1]4) sowie fiir eine reelle Zahl d der
Punkt D (d|1]|4).

a) Begriinde mithilfe der Vektoren AB und AC, dass A, B und C nicht auf einer Geraden liegen, und
gib eine Gleichung der Ebene an, in der das Dreieck ABC liegt.

b) Ermittle den Wert von d, so dass das Dreieck ABD im Punkt B rechtwinklig ist.

Aufgabe 2

1 X
a) Die Vektoren <4> und <0) sollen senkrecht zueinander stehen.
z 5

Erldutere, welche Bedingung sich daraus fiir x, z € R ergibt. Bestimme ein konkretes Zahlenbei-
spiel fur x und z.

1 1
b) Die Vektoren < 4 ) und (0) spannen ein Viereck auf.
-3 5

Erliutere, um welches besondere Viereck es sich handelt.
Aufgabe 3
B 20 1
a) Berechne den Punkt F auf der Geraden g: X(t) = ( 1 > +t- <—4), der die kleinste Entfernung
12 3
vom Punkt P (4/8/—8) hat. [Zur Kontrolle: F (16/17/0).]
b) Ermittle den Abstand des Punktes P von der Geraden g.

c) Bestimme den Bildpunkt P’, der durch Spiegelung des Punktes P an der Geraden g entsteht.

Aufgabe 4 (LK)
Gegeben sind eine Ebene und ein Punkt durch E:2x+y —z =1 und P(5|3]0).

a) Bestimme die Gleichung einer Geraden g, die senkrecht auf E steht und durch P verlduft.
b) Ermittle die Koordinaten des Schnittpunktes von g und E.

c) Berechne den Abstand der Punkte P und F(1 |1] 2).

Aufgabe 5 (LK)

2 2
Gegeben sind eine Ebene E: 2x; — x, + 2x3 = 5 und eine Gerade g: X() = ( 1 ) +t- (—1) (t e R).
-2 —4
a) Berechne die Koordinaten des Schnittpunktes von g und E.

b) Begriinde, dass g nicht senkrecht zu E verlduft.

2 Zentralabitur GK Mathematik NRW 2017
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Aufgabe 6 (LK)

a) Erklire, wie man anhand der Koordinatengleichungen von F: 6x; — 3x; + 4x3 = 12 und
H: 6x; — 3x, + 4x3 = —18 deren Lagebeziehung erkennen kann.

b) Untersuche, wie sich G: —12x; + 6x, — 8x3 = —24 zu F und H verhiilt.

X

c) Fir die Lage dreier Ebenen gibt es fiinf charakteristische Fille. Sind die Ebenen durch Koordi-
natengleichungen gegeben, dann miissen gemeinsame Punkte das zugehorige 3x3-Gleichungs-
system erftillen.

(1) Gib zu jedem Fall an, ob das 3x3-Gleichungssystems der entsprechenden Koordinatenglei-
chungen der drei Ebenen eindeutig l6sbar, unlosbar oder «o!-16sbar ist.

(2) Entscheide, zu welchem Fall die drei folgenden LGS (A), (B) und (C) gehoren.

X1_3X2+2X3:2 X1—3X2+2X3=—2 3X1+3X2_2X3=18
(A) 3X2 - 2X3 = 1 (B) Xl + 3X2 - 2X3 = 5 (C) X1 + 3X2 - 2X3 = 5
_6X2 + 4X3 =3 _6X2 + 4‘X3 =3 _6X2 + 4’X3 =3

[Tipp: Betrachte zunidchst die Normalvektoren der jeweiligen Ebenen.]
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Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln

Aufgabe 7 (Emscherblick??)

In Bottrop im Ruhrgebiet steht auf einer Kohle-Abraumhalde das Kunstwerk ,,Haldenereignis Em-
scherblick” - im Folgenden kurz als Kunstwerk bezeichnet (siehe Abbildung 1 links). Das Kunst-
werk hat die Form einer Pyramide, die von vier gleichseitigen zueinander kongruenten Dreiecken
begrenzt wird (regelmafliges Tetraeder). Eines der Dreiecke bildet die Grundfldche der Pyramide.
Die Kantenldnge betrégt jeweils 60 m. Das Kunstwerk steht auf vier 9 m hohen Betonpfeilern (vgl.
Abbildung 1 links). Um das Kunstwerk begehen zu konnen, sind in die Konstruktion Treppen und

Aussichtsplattformen eingearbeitet.
| /

Q Erste Plattform

B
VAA7ANBY’ 4740 A\ANE //7 .
[ R
e I -
X4

Abbildung 1

Das Kunstwerk wird in einem geeigneten Koordinatensystem durch eine regelméfiige Pyramide
(alle Seiten gleich lang) modelliert. Der Ursprung des Koordinatensystems befindet sich im Schwer-
punkt des Dreiecks ABC (siehe Abbildung 1 rechts), welches die Grundfldche 1 der Pyramide bildet
(Einheit: Meter [m]). Die Eckpunkte sind gegeben durch:

A (V1200 |0] 0) B (—V/300 |30] 0) C (=300 | -30]0)

a) (1) Begriinde, dass die Grundfldche ABC des Kunstwerkes in der xi1x.-Ebene liegt.
(2) Zeige, dass die Punkte A, B und C tatsédchlich die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks

mit der Kantenlédnge 60 [m] sind und jeweils gleich weit vom Koordinatenursprung entfernt
liegen.
b) Die Spitze D liegt oberhalb des Koordinatenursprungs.
(1) Bestimme die Koordinaten der Spitze D des Kunstwerkes.

(2) Gib anschliefiend auch den Abstand der Spitze vom Erdboden gerundet auf zwei Nachkom-
mastellen an.

22 Modifiziert nach einer Aufgabe im Zentralabitur NRW LK und GK Mathematik 2017
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Zur Vereinfachung wird das Kunstwerk im Folgenden durch eine Pyramide mit Eckpunkten mit
ganzzahligen Koordinaten modelliert. In dieser verdnderten Modellierung besitzt die Pyramide die
Eckpunkte A" (35 |0] 0), B’ (—17|30] 0), C" (—17 | — 30| 0), D" (0 |0] 49).

[Hinweis: Die gesuchten Langen- und Winkelangaben sowie die Koordinaten der gesuchten Punkte
sollen im Folgenden jeweils auf 2 Nachkommastellen gerundet werden.]

Die Ebene Epcp-enthidlt die Eckpunkte B”, C* und D". Eine Koordinatenform dieser Ebene lautet:

Epcp: —49x, + 17x3 = 833 [Hinweis: Ebene Epcp kann ohne Nachweis verwendet werden.]

©)

Beurteile die Aussage, dass die Ebene Ep-cp- parallel zur x,-Achse liegt. (LK)

d) Die Besuchertreppe vom Boden zur ersten Plattform wird im ersten Treppenstiick durch einen

Abschnitt der Geraden g modelliert, der in P (16 |20] 9) beginnt und ins Innere der Pyramide
verlduft (vgl. Abbildung 1 links). Die Gerade g ist gegeben durch

. 16 -3
g:X(s):(20>+s-<4)(s€R).
-9 2

Die Gerade g durchstofit die Grundfldche A'B°C” der Pyramide im Punkt T.

(1) Berechne die Koordinaten des Punktes T, und bestimme die Linge des Treppenstiickes,
welches sich aufierhalb der Pyramide befindet.

[Hinweis: Ein Nachweis, dass der Punkt T innerhalb der Dreiecksfliche A'B'C” liegt, wird
nicht erwartet.]

(2) Bestimme die Koordinaten des Punktes auf der Geraden g, der sich genau unterhalb der
Kante A’C” befindet, und ermittle den Abstand dieses Punktes vom vertikal dariiber liegen-
den Punkt auf der Kante A'C".

(3) Um die Sicherheit der Besucher des Kunstwerkes zu gewdihrleisten, miissen Vorschriften
eingehalten werden. Dazu gehort auch, dass der Steigungswinkel der Treppe einen Wert von
30° nicht tiberschreiten sollte.

Zeige, dass fiir den durch g modellierten Abschnitt der Besuchertreppe die obige Sicher-
heitsvorschrift eingehalten wurde.

Die Besuchertreppe soll erneuert werden. Die Planungen sehen vor, dass der Steigungswinkel
der neuen Treppe gegentiber der xi1x>-Ebene dabei 30° betragen soll. In einem ersten Vorschlag
wird die neue Treppe ausgehend vom Punkt Q (—8,5 [15] 9) auf der ersten Plattform (vgl. Ab-
bildung 1 links) als Teil einer Geraden der Schar g, modelliert:

R —8,5 -3
g:X(s)=< 15 >+s-<4>(sE]R,aE]R).
9 a

Bestimme die zugehorigen Werte von a unter den vorgegebenen Bedingungen. (LK)

Die erste kreisformige Aussichtsplattform soll durch einen Kreis mit dem Mittelpunkt
Q (—8,5]15] 9) modelliert werden, der parallel zur Grundfliche A’B’C” liegt. Der mogliche
Durchmesser der Aussichtsplattform wird begrenzt durch einen Stahltrager, der im Modell vom
Mittelpunkt R der Kante A'B” zum Mittelpunkt S der Kante B'D” verlauft (vgl. Abbildung 1 links).

Berechne den maximal moglichen Durchmesser der Aussichtsplattform, wenn diese den Stahl-
trager direkt bertihren wiirde (ohne Berticksichtigung der Dicke des Stahltrégers). (LK)
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Aufgabe 8 (Bewegungsaufgabe?3)

Im Folgenden werden die Flugbewegungen In einem Koordinatensystem beschreibt die x;-x2-Ebene
eine ebene Landschaft, in der sich ein Flughafen und eine Stadt befinden. Das Zentrum der Stadt
liegt mit einer Kirche im Ursprung. Die xi-Achse weist in die Ostrichtung, die x,-Achse in die Nord-
richtung. Im Folgenden werden die Flugbewegungen vereinfacht dargestellt. Unmittelbar nach dem
Abheben des Flugzeuges F1 im Punkt P(—=3 | — 11 | 0) von der Startbahn geht das Flugzeug in eine
geradlinige Flugbahn f; tiber:

B -3 2,2
f1:X(s) = (—11>+S'< 4)(0 <s<15)
0 0,6

Ein zweites Flugzeug F. bewegt sich lings der Geraden f, mit:

0 4
£,:X(0) = (15) +t- (-3) (0 <t<15)
4 0

Dabei geben s und t jeweils die Anzahl der Minuten an, die seit dem Start von F; vergangen sind.
Die Langeneinheit betragt 1 km. Zum Startzeitpunkt von F; befindet sich F, im Punkt (0|15 | 4).

a) Es giltin dieser Stadt fuir startende Flugzeuge die Bestimmung, dass die Kirche nicht tiberflogen
werden darf.
Uberpriife, ob diese Bestimmung von F; eingehalten wird.

b) Untersuche, welches der beiden Flugzeuge schneller fliegt, und gib die Geschwindigkeit des
schnelleren Flugzeuges in km/h an.

c) Weise nach, dass sich die Flugbahnen f; und f, nicht schneiden.

d) Erkldre anschaulich den Unterschied zwischen dem minimalen Abstand der beiden Flugzeuge
und dem kleinsten Abstand der Flugbahnen.

e) Ermittle unter Zuhilfenahme des GTR den Zeitpunkt, in dem die beiden Flugzeuge ihren ge-
ringsten Abstand haben, und gib den minimalen Abstand an. (LK)

[Zur Kontrolle: Die Abstandsfunktion d der beiden Flugzeuge nach der Zeit t betrdgt d(t) =
JB+18-9)2+(26—7-t)2+ (4—0,61)2]

f) Berechne den minimalen Abstand der Flugbahnen. (LK)

g) Wir nehmen an, dass Flugzeug F» genau 1 km tiefer fliegt.
(1) Begriinde, dass die Flugbahn des Flugzeuges F» nun lings der Geraden h mit der Parame-

0 4
tergleichung h: )?(r) = (15) +r- <—3) (0 <r < 15) verl4uft.
3 0

(2) Zeige, dass sich die Flugbahnen f; und h der beiden Flugzeuge F1 und F» im Punkt S(8/9/3)
schneiden.

(3) Beurteile, ob es zu einer Kollision der Flugzeuge kommt.

2 Modifiziert nach einer Abituraufgabe Zentralabitur NRW LK und GK Mathematik 2009
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(4) Bestimme eine Gleichung der Ebene E (Flugkorridor), in der die sich schneidenden Flugbah-
nen f; und h liegen.

Das Flugzeug F; tiberfliegt in der Startphase (Abhebephase) die Spitze Q(12,4 [17]1,3) eines nahe
gelegenen Gebirges und taucht dann in eine Wolkenschicht W ein mit

~ 19 0 1
WXQHD=<%0+%-G>+u-<O)GZSLuSZ)
6 0 -1

(1) Berechne, nach wie viel Minuten die Bergspitze Q iiberflogen wird und ermittle fiir diesen
Zeitpunkt den Abstand, den das Flugzeug F1 von der Spitze Q hat.

(2) Bestimme den Punkt R, in dem das Flugzeug F1in die Wolkenschicht W eintaucht.
[Zur Kontrolle: R(19]2916). ]

(3) Berechne die Strecke, die das Flugzeug F1 vom Start bis zum Eintauchen in die Wolken-
schicht W zuriickgelegt hat.

(4) Ermittle den Steigungswinkel o von Flugzeug Fi beim Startvorgang.

(5) Berechne den Abstand des Punktes Q von der Wolkenschicht W. (LK)

Ein in der xix>-Ebene liegendes militdrisches Sperrgebiet wird beschreiben durch die Parameter-

11 1 0
form einer Ebene E:i(k; m) = <—2) + k- <0> +m- (1) mit0<k<2und0<m<?7.
0 0 0

Priife rechnerisch nach, ob das Flugzeug F. das militarische Sperrgebiet tiberfliegt.

Aufgabe 9 (Schnitt zweier nicht paralleler Ebenen im Kontext von LGS)

a)

Bevor man Vektoren in der Analytischen Geometrie verwendete, beschrieb man eine Gerade mit
einem 2x3-Gleichungssystem (mit zwei Ebenen also). In der folgenden Abbildung werden zwei
Ebenen in Koordinatenform zu Schnitt gebracht.

Zeige, dass die beiden Koordinatengleichungen von der Ebene E: x; + 2x, + 4x3 = 12 und der
Ebene F: 6x; — 3x, + 4x3 = 12 die oben angegebene Schnittgerade s haben.

Ermittle zwei Koordinatengleichungen von Ebenen, die die Gerade s als Schnittgerade haben:

X1 0 1 H
s:X = (Xz) = (1) +p- <1> = <1 + Il). [Tipp: Eliminiere den Parameter p.]
X3 1 1 14+
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Losungen

2 Normal- und Koordinatenform einer Ebene

Aufgabe 1

b) Man bildet jeweils das Skalarprodukt und erhélt genau dann Orthogonalitit, falls das Skalarpro-
dukt Null ist:

2 1 —7 6
(1)<5>o<2>=0 (2)(—6)0(—3>=—42+18—12=—36
-3/ \4 6 -2

(3) (—1127) o <_2223> —3.17-23%0 @) (:2)’) o (‘23) =0 (5 (2_;) o (192) —18-18 =10

2 _
©) (i\tl:) ° ( ab) = —a’b* +a’b =a*(b—b?) =0, fallsa=0oderb=0oderb=1.

¢) Zu zeigen ist, dass die Ortsvektoren paarweise senkrecht aufeinander stehen und deren Skalar-
produkt Null ergibt:

1 2 1 2 2 2

@®(2]e 1)=2+2—4=0; 2)o[=2|=2-442=0;( 1 |o[-2]=4-2-2=0
2/ \-2 2 1 -2 1
10\ /—11 10 2

(2)<—s>o<—2>=—110+10+100:0;<—5)o<14)=20—70+50=0;
10 10 10 5

-11 2

(—2>°<14>=—22—28+50=0

10 5

a at+1
(2)< a+t1 >o<—a-(a+1)>=—110+10+100=0;
a-(a+1) a

a a-(a+1)
a+1 o a =20-70+50=0;
a-(a+1) —a—1

a+1 ar(a+1)
(—a-(a+1))°< a )=—22—28+50=0

a —a—1
d) Es gilt A1B,ALC undB LG, falls das Skalarprodukt der Vektoren Null ergibt:

1 —u
(1)<u)o<14>=—u+14u—2u2=0(:>—2u2+13u=0(:>u-(—2u+13)=0(:>u=OVu=6,5
2u —u

1 2u
u Jo|l—4|=2u—4u+ 2u =0 firjedesu.
2u 1

—u 2u
<14> 0 <—4) =-2u’-5-u=0& —2u?—u—56 =0 < u?+0,5u+ 28 = 0 (unlésbar)
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u+1 u
2({2-u °<u+2>=u2+u+4—u2—u—4=Ofiirjedesu
-1 u-+4

u+1 2 —3u
2—u]e u =2u—3uw?+2-3u+2u—u?—-2-2u=—-4u* -u=0 @u=0vu=-0,25.
-1 2+ 2u

u 2 — 3u
<u+2>o< u )=2u—3u2+u2+2u+2u+2u2+8+8u=14u+8=0<:>u=—3
u+4 24+ 2u 7

Aufgabe 6
a)x; —2X, —7x3+12=0 b) 2x; + 5%, —x3 =0 C) 6x; +3x, +2x3 —49=0
Aufgabe 7
2 —_ 1
a) (—2}0[)(—(0]}:0 2%, — 2%, + 3x3+ 7=0
3 -3

— 11
c) Aerg={5]x[
4 —4

1 — 1
d) [IJQ[X -{-1]:|=0 X1+X2—4X3—16:0
-4 -4
s . (1Y (2 1y (1Y —
e) gund hsind echt parallel, HG xT, = [0}([—1}:{—1], [—1]0)( =0
1 3 -1 —
XI_X2—X3=O

f) gund h sind identisch, es gibt keine eindeutige Losung.

Aufgabe 8
— 1 3 —_ 2 3
a) nnX = [7]“{0} b) m:X = (2J+u(0]
3 1 1 1

Aufgabe 9

. —_— —_— _ — —_—
F wird aufgespannt von ng und r,,also ngp || g x r,

.. (83 2 1 1Y [— (4
o o =[S (AA) (HF- (10 memonane

R

b) ngxr, = [—1 X (-1}: 0, g ist Normale von E, keine eindeutige Losung
2 2
Alle infrage kommenden Ebenen bilden ein Biischel mit g als Tréger-
gerade.
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Aufgabe 10

a)

b)

Die Symmetrieebene hat die Normalrichtung "AB und geht durch den Mit-

2 — 5
telpunkt von [AB] : [—2]0[)( —(—3]]:0 2%, —2%9—3x3—13=0
1 .

Die Symmetrieebene S zweier Parallelen enthélt deren Mittelparallele m
und steht senkrecht auf der Ebene E, in der die Parallelen liegen
oder enthélt das Parallelenpaar oder steht darauf senkrecht.

ol o)
(e (g o[)

4 — s 2
S:(SJO[X—(Z)]zo 4X1+8X2-"5X3—24=0
-5 0

Die Schnittgerade s von E und F steht senkrecht auf der Symmetrieebene S.

L2y (2 -1 1y —
Is =(—1J><[—1J=2[—2J S:(Z]oX =0 X; +2%,=0
2 4 0 0

Aufgabe 11

s 14 3
a) Projektionsgeradep: X = ( 2 J +U (—IJ schneidet E in P":
1 0

3(14+3u) @2-w=0, =p=—4, P(2!6|1)
Spiegelpunkt S: S_P'+PP' 2P -P, S-10l10lD)
N 11

3
b) Projektionsgerade p: X =| 11 |+p| 3 | schneidet E: 3x; + 3x, + 2x3=6
3

2
in P 3(11+3p) +3(11 +3) + 263 + 21) = 6, =p=-3,P2[2]-3)

SpiegelpunktS: S = P' + PP' =2P' - P,  S(=7|-7/-9)
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3 Lagebeziehungen

Aufgabe 1

a) E F G

o) le) | G ) | () (el

0\ _ 1\ | 0N
NF <O>°X—4=0 <0>0X+5=0 <1>°X+6=0
1 0 0

KF X3_4=O X1+5=O X2+6=0
b) E F G
/0 0 -3\ | 4 0 4| /o0 1 0
PF | X=|6|+2-[0]+n(-6 X=(o])+a-(1)+pn(o0])|X=(=2])+a-[0)+pn (2
0 1 0 0 0 3 0 0 -4
2 . 3\ 0\ _
NF —1]X+6=0 0|oX—-12=0 2|oX+4=0
0 4 1
KF 2X1_X2+0'X3+6=0 3X1+0'X2+4’X3_12=0 0'X1+2X2+X3+4=0

¢) (1) A geht durch den Ursprung.
B geht durch den Ursprung und ist parallel zu x;-Achse,
enthélt also die x3-Achse.
C ist die x,x3-Ebene.

D ist parallel zur x,x;-Ebene und schneidet die x,-Achse bei 2.
E ist parallel zur x,-Achse.

F enthélt x;-Achse und halbiert die Oktanten I, III, V und VIL

(2) A ist parallel zur x;x3-Ebene und schneidet die x,-Achse bei 2.
B ist die x,x5-Ebene.
C ist parallel zur x;x,-Ebene und schneidet die xg-Achse bei 3.
D geht durch O.
E ist parallel zur x;x,-Ebene und schneidet die x5-Achse bei 3 ,E = C.

d A x3+3=0 B: x,+x%x3-1=0 C: x,—x3=0
D: X.]_—X3+1=0 E: X3—4=0
Aufgabe 2

a) x; = x, = 0. Daher folgt: 6x3 —6 = 0= x3 =1 = S;,(0/0/1)
X; = x3 = 0. Daher folgt: 3x, —6 =0 = x, = 2 = S,3(0/2/0)

b)2x1+3x2+6x3—6=0fg2x1+3x2+6x3=6<::6>);—1+X?2+XT3=1

- - > H hat die Achsenabschnitte a; =3, a, =2 und a3 = 1.
Setze zwei Koordinaten Null und

multpliziere mit dem Nenner unter
der dritten Koordinate
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-3 3 -3
<) sz3sl3=s_1§—s_23’=<z )zsg:x’:s_zg’u-szgslg =<0>+;\-< 2 >(X3=0!)
0 0 0
L 3 o . 0 3
S12S;3 =S,3 —S1p = < o>:>sz:x=slz+x-slzsz3 = <o)+x-( 0 >(X2=0!)
-1 1 -1

d) Bestimme die Achsenschnittpunkte und Spurgeraden der Ebenen A bis F und stelle sie mithilfe
des Spurdreiecks grafisch dar (Bei C bis E vergleiche die folgende Uberblicksseite).

A: 6l0/0),(0]-3[0),0]0]-7)

o %= (Deofl) X =(Deold)  wT=(d)er(3)

B: (<15/0]0),©]-5]0),©l0]3)

R -15 3 _— -15 5 Y 0 0
X =| o0 -1 s X =1 0 0 : X =1|0 5
wX=(0)eofa) wT=(7)eefs) wT-(g)o(g)
C: (0lolo)
S5t X :o(—2] s X =p[0 s: X =’C[1J
0 2
D: (<2]10/0),(0l4]0)

—a 0 1 i -2 0 _)_(_s 0 0
X =|4 2 X = 0 [+p]0O . =|4|+1|0
X =(tlsofa]. =1 Jwfe] . T g]relt]

=g 1 — 0
E: (0l0]0) 5t X =°[§ s ZP[?J
< 0 1 Y 0 0
: o : =|-2 0 : = |-2 0
F: (0]-210) 830 X (0)+0(0] S (0]+p[1J
Aufgabe 3

~ 4 -1\ 1 1 . 0 3
f:X(r)=<O>+r-< 1 ); g:X(r)=<0>+r-( 1 >; h:X(r)=<4>+r-(—4>
4 0 4 -1 2 1
B 4 -1 -2 1\ [/X1\ /6
E:X(s;t)=<0)+s-< 3 >+t-< 1 ); E:%+%+%=1;<1>°[(X2>—<0)]=O
2 -2 1 1 X3 0

E:X1+X2 +X3_6:0
g und E haben eine Schnittpunkt S; h liegt in E; f verlduft parallel zu E

Aufgabe 5

1 X1 6

Setze den Geradenvektor i(r) in die Normalform (1) o [(Xz) - (0)] = 0 ein und 16se die entste-
1 X3 0

hende Gleichung nach r auf.

Aufgabe 7

b) E: x; —x, +x3 =1, F: x; — X, — X3 = 1 haben nichtkollineare Normalvektoren. Sie
schneiden sich daher in einer Geraden. G: 6x; — 6X, — 6X3 = 12 und F haben zwar kol-
lineare Richtungsvektoren, allerdings gilt G: x; — x; — x3 = 2. G und F sind echt paral-
lel. Die Abbildung rechts beschreibt die Situation.
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¢) Zum Beispiel: Echt parallel: E: x; +x, +x3 = 1, F: x; +X; + x3 = 0 (gleicher Normalvektor und
unterschiedliches Skalar auf der rechten Seite der Gleichung) identisch mit nicht identischem Nor-
malvektor: E: x; +X; +x3 = 1, F: —x; — X, — X3 + 1 = 0 (Multiplikation von F mit -1 liefert E); sich
schneidende Ebenen: E: x; +x, +x3 = 1, F: x; + X, — X3 = 1 (nicht kollineare Normalvektoren).

Aufgabe 8

a) (1) gehort zu Fig. 2, da Normalvektoren kollinear sind. (3) gehort zu Fig. 3, da das Skalarprodukt
der beiden Normalvektoren Null ergibt und die Ebenen senkrecht aufeinander stehen. (2) gehort zu
Fig. 1, da die Normalvektoren nicht kollinear mit einem Skalarprodukt ungleich Null sind.

b)
(I) 2X1 +X2 - 2X3 =2
()%, — 2%, = 1= X; = —0,5+0,5%, =— 05+ 05 (1 +0,8x5) = 0,4%;

1
2. (I) + (II) ergibt (II") 5x; — 4x3 = 5 © x4 = 1 + 0, 8x3 (x3 beliebig, aber fest)

B X1 1+ 0,8x3 1 0,8 1 4
Man erhilt X(p) = (Xz) = < 0,4x5 ) = <0> + X3 <0,4> = (0) + - (2)
X3 X3 0 1 0 5

GTR-Losung;:
E| El
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d “Ugul&b Wil
1 2 1 -2 2 X=1+gZ
2|: 1 -2 0 1:|
3 I 0 0 0 y=%z
0
SOLVE|[MIR3II|CLEAR]| EDIT REPEAT
() 2x; +x,—2x3=5
() 5% —2x, + X3 =1= X, = —%+§X1 +O,5x33—%+g-(%+§x3)+%xs :2_;+§X3
g

(ID) +2 - (I) ergibt (I) 9%; — 3%; = 11 & X; = 3 + 3 X3 (X3 beliebig, aber fest)

1 1 11 1 11
. X\ (9 t3¥) (7 3\ [o 3
Man erhilt X(p) = (Xz) =(B A, =B | +xsc| 2= 2]+ (4)
X3 9 ' 373 9 3 9 1
X3 0 1 0
GTR-Losung;:
E| B
dn X+bn Y+Cn Z=dn dn X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d LatS h LALLMl
1 2 1 -2 5 x=£+lz
2{ b -2 1 1} 9 3
LI 0 0 0 Y=§+i2
9 3
0 =7
REPEAT




50

¢) LGS (4) gehort zu Fig. 5 und LGS (5) zu Fig. 8. Begriindung: LGS (4) représentiert drei Koordina-
tengleichungen von Ebenen, von denen zwei echt parallel sind (Normalvektoren der zweiten und
dritten Gleichung unterscheiden sich nur um das Vorzeichen; rechts vom = stehen in beiden Fallen
die 1) und beide nicht parallel Ebene mit der ersten Koordinatengleichung sind (nicht kollineare
Normalvektoren). Dass LGS (5) zu Fig. 8 gehort (und nicht zu Fig. 6 bzw. Fig. 7, die auch zu LGS (5)
wegen der paarweise nicht kollinearen Normalvektoren passen konnten), erkennt man durch Ad-
dition von erster und dritter Gleichung; es entsteht die zweite Gleichung. Daher besitzt ist das LGS
unendlich viele Losungen.



4 Abstinde von Objekten - LotfuSpunktverfahren

Aufgabe 1

E: x; + 3%, — 5x3 = 15, P(0/0/0)
. 1 B
Lotgerade h: X = u-( 3 ): ( 3;1)
-5 —5u

hinE:p+3-3u—5-(-50)=15=>p=

/

_ \ 3\ /9 15\* 3
d=0F= = G) +(G) +(-7) =773 =254
ol

N|w

-
\

~

N O N W

Aufgabe 2
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a) F und H sind echt parallel, da beide Ebenen den gleichen Normalvektor haben, aber rechts vom

=" unterschiedliche Zahlenwerte stehen.
b) F: 6x; — 3x, + 4x3 = 12 und H: 6x; — 3%, + 4x3 = —18

Betrachte den Abstand des Punktes (2/0/0), der auf F liegt, von H: 6x; — 3x, + 4x3 = —18.

. 2 6 2+ 6p
Lotgerade h: X = (0) +u- <—3) = < —3u >
0 4 4u

hinH: 6- (2 +61) — 3+ (—3W) +4-4p=—18=> 12 + 360+ 9u + 16p = —18

a=Pr=|l 3| ) () =T e

6
¢) Betrachte die Schnittpunkte der Lotgeraden h: X = p - (—3) mit den beiden Ebenen F und H
4
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hinF:6-6u—3-(-3wW+4-4u=12=>pu= g. Damit erhélt man fiir den Spiegelpunkt M~ des Ur-

144
61
72

6 2,36
sprungs an der Ebene F: M =2- o (—3) = | 5 1= (—1,18)
4 96 1,57
\%)

hinH:6-6p—3-(-3p)+4-4u=—-18=>pu= —g. Damit erhélt man fiir den Spiegelpunkt M"” des

216
(&) (s
Ursprungs an der Ebene H: M7 =2- (— —) ( ) 16018 | ~ ( 1,77 )
4 \_ﬁ ~2,36
61

Aufgabe 3

0 2 2u

Die Gerade g lautet X = <2> +p- ( 6 ) = <2 + 6u>. Sie ist Lotgerade zu E. Der Schnittpunkt (Lot-
2 -9 2 -9y

fuSpunkt) berechnet sich als Schnittpunkt von g und E:

2:2u+6-2+60)—-9-2-9) =-64u+12+36p—18+8lu=—-6p=0

2
Daher ist P der Schnittpunkt von g und E. Von P geht man 11 Langeneinheiten in Richtung ( 6 )
-9

-2
bzw. (—6). Diese beiden Richtungsvektoren haben die Lange 11, da /22 + 62 + (—9)2 = 11. Man

9
erhilt daher fiir die Punkte A und B auf der Geraden g, die von P den Abstand 11 haben die folgen-

/0 (2 4 /0 (72 (2
denAnsétze:A=<2)+11-H-(6)=(8 undB=(2)+11-E- —6)= —4 .
2 -9 -7 2 9 11

Aufgabe 4

1
a) Es gilt: g: X(t = (1) ( >
0

+ 3+t
Dann gilt: PF = F — P < - ) < ) < ) Da PF senkrecht steht zum Richtungsvektor
t

1+t
( ) Sei F der gesuchte Punkt auf g mit dem Parameter t.

1+t

1
( )—O<:>3+t—2+t—1+t—0(:>t—0=>F—(1)

. 3+t
der Geraden, gilt: PF o U = ( 2—t
0

1+t

2 2+ 2t
b) Es gilt: g: i(t) = (3) ( > = ( 3+t > Sei F der gesuchte Punkt auf g mit dem Parameter t.
2 2—t

L 2+ 2t 1+2t .
Dann gilt: PF=F—-P={( 3+t =| 1+t |.Da PF senkrecht steht zum Richtungsvektor
2—t —3 5—-t

8
. 142t /2 L /130
der Geraden, gilt: PFou = 1+t |o| 1 |=0©2+4t+1+t-5+t=0t=-=>F= |

5t 1 ; \3/
3
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Aufgabe 5

B 0 2 2t B -6 2 —6+ 2t
a) g: X(t) = <2>+t-<—2> = (2—2t) und h: X(t) = (2 >+t-<—2> = ( 2—2t ).DieGeradeng
2 1 2+t 5 1 5+t

und h sind parallel oder identisch, da sie dieselben Richtungsvektoren haben. Da es kein t gibt, dass
z. B. Punkt (-6/2/5) auf g liegt (nachrechnen!), sind beide Geraden parallel.

b) Sei F der gesuchte LotfufSpunkt auf g mit dem Parameter t. Dann gilt fiir den Verbindungsvektor

2t -6\ [6+2t\
von Hnach F:HF =F—-H=|2-2t|—| 2 |=| -2t | Da HF senkrecht steht zum Richtungs-
2+t 5 -3+t

6 + 2t 2
VektorderGeradeng,gilt:ﬁoﬁ=( -2t )o —2)=0<:)12+4t+4t—3+t=0<:)t=—1
-3+t 1

2)

-2

1
Aufgabe 6
a)d=19
b)d=11
Aufgabe 7
G (0/3/4)und H (7/7/0)
Aufgabe 84
A 1000\ /—1000
a) Richtung von Flugzeug 1: AB=B—-A = 400) - <—600> = < 1000 ) Flugbahn von Flugzeug
100 1350 —1250
. 1000 —1000 1000 — 1000s
1: Fap: X(t) = (—600) +s- ( 1000 > = (—600 + 10005) (s = 0in 13 — Sekunden — Abschnitten)
1350 —1250 1350 — 1250s

. [—600\ /600\ /—1200
Richtung Flugzeug 2: CD =D - C = (—200 - (600) =| —800 ). Flugbahn von Flugzeug 2:
400 0 400

. 600 —1200 600 — 1200t
Fep:X(t) =1 600 | +t-| —800 |=| 600 — 800t | fiir (t = 0in 27 — Sekunden — Abschnitten)
0 400 400t

Da beide Richtungsvektoren nicht kollinear sind, sind die Flugbahnen entweder windschief, oder
sie besitzen einen Schnittpunkt. Setzt man die beiden Geradenvektoren gleich, erhélt man:

1000 — 1000s 600 — 1200t —1000s + 1200t —400
—600+ 1000s | =( 600—-800t || 1000s+800t |=| 1200
1350 — 1250s 400t —1250s — 400t —1350

Durch die ersten beiden Koordinatengleichungen erhilt man die Losungen s = 0,88 und t = 0,4. Diese
beiden Losungen erfiillen die dritte Gleichung nicht (-1260 # -1350). Daher sind beide Geraden wind-
schief.

24 Modifiziert nach EISEN, V.: Handlungsorientierter Mathematikunterricht. MUED, Appelhiilsen 2017, 96.
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Der Abstand der beiden Flugbahnen betrédgt (z. B. mit der Formel fiir den Abstand windschiefer
Geraden): 63,76 m. Dieser Abstand ist kleiner oder gleich dem Abstand der Flugzeuge, da diese in

der Regel nicht zugleich an den Lotfufipunkten des gemeinsamen Lots auf die Flugbahnen befinden.

b) Man wandle die Parametergleichungen nun so um, dass fiir beide der gleiche Parameter s = t gilt:

1000
1000 — 13 S
Fap: X(t) = | —600 +E- 1000 )| =| —600 + s | (t= 0inSekunden)
1350 —1250 \1350 1250 /
13 °
/00 1200t
/600 ~1200 o
Fep: X(t) = 600 +ﬁ' —800 =| 600—7t |(ti'1rt201nSekunden)
0 400 \ 400
27
Fiir den zeitabhiangigen Abstandsvektor beider Flugbahnen gilt:
600 12OOt 1000 1OOOt 400+11400t
27 13 351
- o . 800 1000 37400
d=Xep(® ~Xan(®) = | 600 -2t |~ | ~600+ -t | = Sthel
co(® —Xap(®) = | 600 ———-¢ 600 +—=—t 1200 — ——t

\ 400, / \1350 1250t/ \1350 38950t/
27 © 13 B 351

Fiir die Lange des Abstandsvektors gilt:

- 11400 \? 37400 \* 38950
|d| = (—400+ t) +(1200— t) +(—1350+ t)

351 351 351
Mithilfe des GTR erhilt man folgende globale Minimumstelle:

B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=((-A00+(11400.351)x)2+(1200-(37

........................................ | | | bt
dFrdx=0% 1D 15 20 25 MIN
X=h1.75705335 ¥=71.88010074

Nach ca. 12 Sekunden ist der Abstand mit ca. 72 m am geringsten. Es stehen also weitere Flugstun-
den an.

¢) Man berechne zunéchst den Punkt des ersten Flugzeuges, an dem der Abstand zum zweiten Flug-
zeug am geringsten ist. Er hat den Ortsvektor:

. 1000 176 —1000 95,38
X(11,76) = <—600> + ? ( 1000 > = <304,62). Der Verbindungsvektor von Flughafen zum
1350 —1250 219,23

. 600\ /—504,62
Ortspunkt des ersten Flugzeuges nach 11,76 Sekunden lautet: X(11,76) — (600) ~ (—295,38).
0 219,23

Seine Lange betragt,/(—504,62)2 + (—295,38)2 + 219,232 ~ 624,46 < 800
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Die Fluglehrer konnte den ,, Beinahezusammenstofs” sehen.

—-1000
1000
—1250

d) Geschwindigkeit von Flugzeug 1: % =o= = 1837’46 ~ 145,19 m pro Sekunde = 522,68 km
~1200
o )
pro Stunde. Geschwindigkeit von Flugzeug 2: [6D] _ I\ 400 /I 189666 55,43 m pro Sekunde =199,
27 27 27

56 km pro Stunde.

Die Steigung des zweiten Flugzeuges ist ca. 15,5 Grad. Beweis: Der senkrechte Projektionspunkt D~
von D in die xi-x>-Ebene ist D’(—600/—200/0). Er bildet mit den beiden Punkten C(600/600/0) und
D ein rechtwinkliges Dreieck mit der ldngsten Seite von C nach D. Daher gilt:

— tan—1 (P2 = tan-1 400 ~
a=tan™" (z3) = tan ™" (5imom) ~ 155
e) Zur Darstellung im Modell: 100 m pro Einheit Die Flugbahn des Flugzeuges 1 ldsst sich mit Punkt

P1(4]0|6) und Punkt P> (0|4 |1) darstellen. Die Flugbahn des Flugzeuges 2 ldsst sich mit Punkt
P3(6|6]0) und Punkt P4 (0|2]2) darstellen.



5 Winkelberechnung
Aufgabe 2

OP =+/38; PQ = V14; QR = v/26; RO = 7/2;
ZROP ~ 14,8 «0PQ = 137,5; <PQR ~ 54,8% %«QRO ~ 67,9°

Aufgabe 4
a) 84,8°
b) 67,2°

c)74°

56



57

6 Hier geht es zum Abitur

Chephren- und Cheops-Pyramide

a) (1) Die Kantenldnge der quadratischen Grundfldche der Cheops-Pyramide betrdgt 225 m. Daraus
ergeben sich die fehlenden Eckpunkte C (616|635 |0) und D (391|635 | 0) durch Addition von 225
zur y-Koordinate von B bzw. A. Der Mittelpunkt der Strecke AC ist M (503,5 | 522,5 | 0), zu berechnen
durch Mittelung der Koordinaten von A und C. Aus der Hohe ergibt sich die z-Koordinate von S
(503,51522,5|139).

(2) Fir die Cheops-Pyramide ist a = %(S,Mpg, M) der gesuchte Winkel im Dreieck MMasS. Aus

139 e
tan(a) = Eerglbt sich a = 51,0°

(3) Gesucht ist der doppelte Abstand zwischen B und der Kante AS. Dazu wird das Lot von B auf

. 391 112,5 391 4+ 112,51
die Gerade gags: X(A) = <410> +A- (112,5) = <410 + 112,5A> gefillt. Sei F der Lotfufspunkt auf gas

0 139 1391
. 391 + 112,54 616 —225+112,5\
mit dem Parameter A. Dann gilt fir BF =F — B = <410 + 112,57\> - (410) = < 112,52 ) Da
1397 0 1391

—225+ 112,54 112,5
BF senkrecht steht zum Richtungsvektor von g, gilt: BF o 1 = < 112,54 > ° (112,5) =0 A=
1392 139
0,567. Da dieser Wert im Intervall [0;1] liegt, liegt der zugehorige LotfuSpunkt F auf der Kante AS

391 112,5
410 |+ 0,567 -( 112,5
0 139

kiirzesten Verbindung betrdgt also ca. 381 m.

im Abstand d (B; gas) = |ﬁ')| x ~ 190,4 von B. Die gesuchte Linge der

b) (1) Zunidchst ist der Schattenpunkt T” der Pyramidenspitze T (171|158 | 146) in der durch z = 10
definierten Ebene zu berechnen. Dazu ist in der Gleichung der Geraden mit der Parameter-

171 —0,7154

form g:X(A) = (158) +A- ( 0,3468 ) die z-Koordinate gleich 10 zu setzen. Dies ergibt \ ~ 224,24
146 —0,6065

und damit den Schattenpunkt T” ~ (10,6 | 235,8 | 10). Dieser Punkt liegt 54,4 m westlich der 212 m

langen Kante EH, so dass die gesuchte Fliche ein Dreieck mit Flacheninhalt A = % +212m-54,4m =

5766,4 m? ist.

(2) Zu einem spiteren Zeitpunkt wird die Sonne hoher stehen, wodurch der Schattenpunkt T* auf
den Mittelpunkt der quadratischen Grundfldche zuwandert und auch in dieser Fldche liegen kann.
Dann wirft die Pyramide keinen Schatten mehr auf der Ebene z = 10.

(3) Der Sonnenstrahl durch T folgt der durch zwei Punkte T, T*" definierten Geraden h mit der Pa-

171 333

rametergleichung h: X(\) = (158) +A- ( 301 ) Anhand von Abb. 1 kann man aus der Lage des
146 —146

Punktes T”” und der Richtung von g schlussfolgern, dass der Schattenpunkt T* auf der Seitenfldche

ABS liegen muss. Die zugehorige Ebene kann mit der Ebenengleichung in Parameterform
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. 391 225 112,5

E:X(w; v) =(410 |+p-{ 0 |+v-|112,5 | parametrisiert werden. Zur Berechnung des Schnitt-
0 0 139

punktes von h und E stellt man ein lineares Gleichungssystem fiir (\/p/v) auf, z. B. in Matrix-

—333 225 1125 171 -391 A 0,8831
form 158 —410 | < | u | = | 0,2678 |. Dies fiihrt nach Einsetzen auf un-

=301 0 1125
146 0 139 146 -0 \Y 0,1228

gefshr T* (465/424/17).

¢) (1) P liegt auf der Geraden durch die Punkte Q und R und in der durch z = 0 definierten Ebene. Die
Gerade durch Q und R und damit auch P liegen in der durch ABS definierten Ebene E. P liegt im
Schnitt der Ebene E mit der durch z = 0 definierten Ebene, also auf der Gerade durch die Punkte A
und B.

(2) Mit K, P und R werden die Ortsvektoren der Punkte A, P, R bezeichnet. Die moglichen Punkte P
1

liegen auf dem Hilfsstrahl gap:P(A) = A — A~ <0> mit A > 0. Die Steigung der zugehdtrigen Rampe
0

wird durch die gegebene z-Koordinate zr von R sowie die Lange 1(A) = | R- 1_5(7\)| der Rampe be-

ZR

rechnet: sin(a) = o

Da der Steigungswinkel a gegeben ist, berechnet man zunéchst 1(A) und dar-

— — 1
R—A+7\'<O>
0

aus den Wert von A aus 1(A) = | R- 1_5(7\)| = Damit ist P durch 1_5(70 bestimmt.
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7 Kontrollaufgaben

Hilfsmittelfreie Aufgaben

Aufgabe 1
L 3 R, 3
a)AB=B—-A= (1) und AC=C—-A= (0) Da die beiden Vektoren nicht kollinear sind, liegen A,
1 6

B und C nicht auf einer Geraden und spannen daher eine Ebene auf. Ihre Gleichung in lautet

. 2 3 3 -2 3 1
E:X(\; V) =A+A-AB+v-AC=( 1 |+A-[1)+v-{o]=[ 1 |+r-[1])+pn-[0)
-2 1 6 -2 1 2

d—1
b) Es gilt: BD =D — B =( -1 ).Das Dreieck ABD ist im Punkt B rechtwinklig genau dann, wenn
5
ﬁoﬁ:0@3-(d—1)—1+5=0<=3d—3—1+5=0@d=—§.

Aufgabe 2

1 X

a) Die zwei Vektoren stehen senkrecht zueinander genau dann, wenn <4> ° <0> =0ex+5z=0.
z 5

Fiir z = -1 ergibt sich zum Beispiel x = 5.

1 1
b) < 4 ) = \/12 +4% + (—3)2 =26 = 12+ 0% +5%= <0> : Es handelt es sich um eine Raute.
-3 5
Aufgabe 3
o 20 +t
a) Sei t der Parameter zum LotfufSpunktF, d. h., P = X(t) = ( 1—4t ) Dann gilt fiir den Vektor von
12 + 3t

. [20+t—4 16+t .
P nach F: PF=F—-P = ( 1-4t-8 > = <—7 - 4t). Da der Vektor PF senkrecht auf g steht, gilt:
12+ 3t+8 20 + 3t

16+t 1
(—7—4t)°<—4>=0®16+t+28+16t+60+9t=0=>26t=—104=>t=—4. Also erhilt
20 + 3t 3

16
man insgesamt: F=X(-4) = (17).
0

=V12*+9*+8* =17

b) Der gesuchte Abstand ist: |§1?| =

12
(2)
8

L4 12\ /28

c)P'=P+2-PF=<8)+2-<9)=(26>
-8 8 8
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Aufgabe 4

5 2 5+2A
a)g:X(\) =P+A-ng = <3> +A- ( 1 ) = ( 3+A ) (Richtungsvektor von g ist Normalvektor von E)
0 -1 —A

b) Koordinaten von g in E einsetzen: 2+ (5 +2A) +3+A+A =1 & 6A = —12 & A = —2.Man erhalt
den Schnittpunkt F(1]1]2).

1 5 —4
c)ﬁ:ﬁ—ﬁ:<1>—<3> = <—2):> |PF| =\/(—4)2+(—2)2+22 = V24 = 2V/6.

2 0 2
Aufgabe 5
B 2 2 2+ 2t
a) Setze die Koordinaten von g: X(t) = < 1 ) +t- <—1) = ( 1-t > in die Koordinatengleichung
-2 —4 —2—4t

vonEein:2-2+20)—-(1-t)+2(-2—-4t)=54+4t—14+t—4—-8t=5St=—-2. Maner-
hilt als Schnittpunkt (-2/3/6).

2 2
b) Da der Richtungsvektor der Geraden g (—1) und der Normalvektor der Ebene (—1) offenbar
—4 2
nicht kollinear zueinander sind, verlduft g nicht senkrecht zu E.

Aufgabe 6 (LK)

a) Die beiden Ebenen F und H haben den gleichen Normalvektor aber ein unterschiedliches d. Daher
sind sie echt parallel.

b) Ebene G ist mit F identisch, daher ebenfalls echt parallel zu H.
¢) (1) Unlosbar: Fille 1, 2 und 3. Eindeutig 16sbar: Fall 4. co!-16sbar: Fall 5.

(2) (A) gehort zu Fall 2, da die Normalvektoren der zweiten und dritten Ebene kollinear sind und
beide offenbar nicht kollinear zum Normalvektor der ersten Ebene sind. Da bei (B) die Normalvek-
toren aller drei Ebenen untereinander nicht kollinear sind, kommen nur die Félle 3 bis 5 in Frage.
Das LGS ist allerdings unltsbar, denn I+(-1)-(II) liefert -6x> +4xs = -7 im Widerspruch zur dritten
Gleichung. Auch fiir (C) kommen zunéchst die Fille 3 bis 5 in Frage. Allerdings liefert (I) + (-1)-(II)
die dritte Gleichung, so dass das LGS ool-16sbar ist. Daher handelt es sich um Fall 5.
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Aufgaben unter Nutzung von Hilfsmitteln

Aufgabe 7

a) (1) Die drei Eckpunkte A, B und C besitzen alle die x3-Koordinate Null und liegen somit in der
x1x2-Ebene.

= |AB| = 30
0

—v300 —+1200
= 60, denn es gilt

@) |AC| = ‘( ~30
0

J(—m — VIZ00)” + (£30)2 = 60.

. ‘(—\/m—\hzoo)

Fiir die Lange der Ortsvektoren von A, B und C gilt: [A] = |B| = |C| = V1200 = 20v3 ~ 34,64 [m]

b) Da die Spitze D tiber dem Koordinatenursprung liegt, hat sie die Darstellung D (0/0/h) und somit

0 0
ist sein Ortsvektor: D = <0> =h- (0), wobei h die Hohe des Kunstwerkes ist. Die Hohe h lisst sich

h 1
zum Beispiel unter Verwendung des Satzes von Pythagoras im Dreieck COD bestimmen (mit dem

rechten Winkel beim Koordinatenursprung O):h = |ﬁ)’|2 - |ff|2 = /602 — (300 + 302) = 206 ~
48,99 [m]. Daher ist D (0/0/48,99), und die Entfernung der Pyramidenspitze D vom Erdboden be-
tragt 9 + 48,99 = 57,99 [m].

—49
¢) Ein Normalvektor der Ebene Epcp: —49x; + 17x3 = 833 istD = < 0 > Dieser liegt senkrecht
17
0
zum Vektor | 1 |. Damit liegt die Ebene Ep-cp- senkrecht zur xo-Achse.
0

d) Die Ebene Ep g liegt in der xixo-Ebene. Daher muss die xs-Koordinate des Punktes T auf der
Geraden g Null betragen.

—94s:-2=0&s=45

Einsetzen von s = 4,5 in die Geradengleichung liefert die Koordinaten des gesuchten Schnittpunktes
T@251-210).

—13,5
Fiir die Lange des gesuchten Treppenstticks gilt somit |ﬁ| = ‘( 18 ) ~ 24,23 [m]

9

e) Der Steigungswinkel der Treppe entspricht dem Winkel zwischen einer Geraden der Schar g, und
der xix>-Ebene. Es gilt in Abhdngigkeit vom Parameter a:

1O
(e

(:0,25-(25+az)=azc>25+a2=4a2(:>a2=§(:>a=\EV3=—\E.

al 5 05=-—_<05-V25+a2 = |a

sin(30°) = =
(30°) V25+a?-1 sin(30°)=0,5 V25+a2

f) Berechnung des Schnittpunktes der zur xix>-Ebene parallelen Ebene, die den Punkt Q enthalt (Eq:
x3 = 9) und der Geraden, die den Stahltrdger RS enthalt:
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N

o, (35 —52 9
R=A'+E-A’B'=<O>+ -<30>=(15>.
0 0 0
R AN A Y -8,5
S:B'+E-B'D':<30>+5-(—30)=(15 )
0 49 24,5
9 —-17,5
gRS:i(k)=ﬁ+k-ﬁ:<15)+k-< 0 );OSkSL

0 24,5

Fiir die Schnittpunktberechnung (Einsetzen der dritten Koordinate in Eq: x3 = 9) ergibt sich:

k-245=9 e k=_~037(0<k<1).

Der Punkt L auf dem Stahltrager in der Hohe der Plattform hat somit die Darstellung
L (3 /15/9) bzw. L (2,57/15/9).
155

Es ergibt sich ein Abstand von |B'D'| =T 11,07 [m]. Als maximalen Durchmesser der Aussichts-

plattform erhélt man einen Wert von etwa 22,14 [m].

Aufgabe 8
_ 15
0 -3 2,2 ST
a) <0> = (—11) +s- ( 4 ) & =1 . Es gibt kein eindeutiges s. Daher fliegt das Flugzeug

0,6 4
X3 0 X3 = 0,65

nicht tiber den Kirchturm im Zentrum (0/0/0).
2,2
0,6

4
_ 2 _oy2 _ c km km
<—03> = /4?2 + (-3)? = Smin—BOOmin

Das zweite Flugzeug ist schneller als das erste Flugzeug.

: - 2 1 42 2~ akm
b) Flugzeug Fu: = V2,22 +42+0.62 ~ 4,6 —

Flugzeug Fi:

¢) Da die Richtungsvektoren der beiden Flugbahnen nicht kollinear zueinander sind, schneiden sich
die Geraden oder sind windschief. Man setzt daher beide Terme fiir X¢ (s) und sz (t) gleich:

—-3+22-s 4-t 22-s—4-t 3 s=5
(—11+4-s>=<15—3-t>®<4-S+3-t)= (26>Gﬁ>{t=2
0,6-s 4 0,6-s 4 s =62

Da es keine eindeutigen s und t gibt, die das LGS 16sen, besitzen die beiden Geraden keinen Schnitt-
punkt und sind daher windschief.

d) Im Falle der Windschiefheit wird der minimale Abstand der Flugbahnen durch das Lot auf beide
Geraden festgelegt. Dieser geringste Abstand entspricht nicht zwangsldufig dem geringsten Ab-
stand der Flugzeuge, da sich die beiden Flugzeuge in der Regel nicht zum gleichen Zeitpunkt an
den LotfuSpunkten befinden.

e) Sei d der Abstandsvektor der beiden Ortspunkte der Flugzeuge. Dann gilt:

. 4-t —3+22-t 3+1,8-t

d= )_()Flugzeugl(t) - )_()Flugzeugz(t) = (15 -3 t) - (—11 +4- t) = (26 -7 t). Damit gilt fiir den
4 0,6t 4-06-t

Abstand d in Abhéngigkeit vom Zeitpunkt t:
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d(t) = |8| =JB+18: )2+ (26—7 )2+ (4 — 0,6 - t)2. Mithilfe des GTR erhlt man fiir das glo-
bale Minimum (t > 0) d(3,40) = 9,58.

Also: Beide Flugzeuge haben nach ca. 3 Minuten und 24 Sekunden mit ca. 9600 m den geringsten
Abstand.

Bl [EXE]:Koordinaten anzeigen
Y1=4((1.8x+3)2+(26" Rx)2+(4-. 6x)2)

dy/dX=0

¥=3.4030418565 O=9.584128198 °

|@x¥)o(G-H)|
[Uxv|

(EHCEHEHE] I
BE )

0 4
g) (1) hmith: X() = <15> +r- (—3) (0 <r < 15) verlduft genau 1 km tiefer als f>, da folgendes gilt:
3 0

wo-soo- (3 (3 (8- (-6

(2) Da die Richtungsvektoren der beiden Flugbahnen f; und h nicht kollinear zueinander sind,

f) Formel fuir den Abstand der Flugbahnen: d =

|-5,4—62,4+90,4|
J1,82+2,42+(-22,6)2

d(fy; f5) = ~ 0,99 [km].

schneiden sich die Geraden oder sind windschief. Man setzt daher beide Terme fiir: X¢ (s) und X, (1)

gleich:

—3+4+22"s 4-r 2,2's—4-r 3 s=5
(—11+4-s>=<15—3-r)@(4-s+3-r>= (26>?Rr=2.
0,6-s 3 0,6-s 3 s=5

Das LGS ist eindeutig 16sbar mit s = 5 und r = 2. Daher schneiden sich f; und h. Fiir den Schnittpunkt

o 4-2 8
S gilt: S = X,(2) = (15—3-2) = (9).
3 3

(3) Da die beiden Flugzeuge zu unterschiedlichen Zeiten am Schnittpunkt ankommen, besteht keine
unmittelbare Kollisionsgefahr.

(4) Fur die Ebenengleichung wahlt man die nicht kollinearen Richtungsvektoren der Geraden f; und
h sowie z. B. den Schnittpunkt oder einen den beiden Aufpunkte. Man erhilt fiir die entsprechende

8 2,2 4
Ebene: E¢ ;p: X(c; d) = (9) +c- < 4 > +d- <—3) (c,d € R).
3 0,6 0

h) (1) Das Flugzeug fliegt tiber den Wolkenkratzer Q (12,4/17/1,3), wenn folgende Gleichung erfiillt
12,4 —-3+22"s s=7
ist: ( 17 ) = (—11 +4- s> & s=7 . Damit befindet sich das Flugzeug nach 7 Minuten genau

X3 0,6 S X3 = 4,2
2900 m iiber dem Punkt Q.
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(2) Man bestimme den Schnittpunkt R von f; und W:
—-3+22-s 19 0 1
X(s) =X w) & <—11+4-s) = (30)+A-(1)+u-< 0 )(—2 <Ap<2)
0,6-s 6 0 -1

22-s—u 22 S 10
o 4s—A |=(41]|=(A]|=|-1] DasLGSist eindeutig losbar, so dass man fiir den Schnitt-
0,6-s—p 6/ \u 0

19
punkt R erhilt: R = X(10) = (29).
6

()Gl L)

(4) Nach 10 Minuten befindet sich F; im Punkt R, dessen senkrechte Projektion in die x1-x2-Ebene
R*(19/29/0) lautet. Der Startpunkt von Fj, der Punkt R und der Projektionspunkt R* bilden ein
rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenusenldnge von 46,04 und der Gegenkathete zum Stei-

(3) |§ — ifl (0)| = = 46,04 km legt F; in den ersten 10 Minuten bis zum

Punkt R zuriick.

gungswinkel a mit der Lange 6. Daher gilt: sin(a) = ﬁ = a=sin"! (?‘04) ~ 7,49°. Alternative

Losung moglich tiber die Formel fiir den Schnitt von Gerade F; und x;-x2>-Ebene:

e

2,22+44240,62-1

1

P =sin~ ~ 7,49°

19 0 1

(5) Gesucht: Abstand Q(12,4|17|1,3) von W:X(}; p) = (30) +A- (1) +u- < 0 )(—2 <SAu<2).
6 0 -1

Die Losung erfolgt tiber die Formel fiir den Abstand von Punkt und Ebene.

-GGG 1))
() (2)

i) Man untersuche die Lagebeziehung der Projektionsgrade p und E:

0 4 11 1 0
(15)+r-<—3)=(—2)+k-<0>+m-(1)mit0£k£2und0£m£7
0 0 0 0 0

4r-k 11 11+k ~17+m
o|-3r—m|=|-17]|er= undr=——
0 0 4 -3

Mit den obigen Einschrankungen fiir k und m gilt fiir r durch Abschdtzung mit k einerseits die

Ungleichung% <r= %_k < % =3,25 wund andererseits durch Abschitzung mit m die

64+47 11,1 7,85 [km]
= = = /, m
V2 V2

)

Ungleichung 3% = UM 6. Da sich beide Ungleichungen widersprechen, gibt es keine

3 = -3
Losung des obigen LGS und daher keine gemeinsame Punkte von p und E.
Dabher tiberfliegt F> das Militdrspeergebiet nicht. Die folgende Abbildung stellt die in die xi1x>-Ebene

projizierte Situation dar.
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-
<;/’

} ~Projektion p von f;

\ Ba)

Aufgabe 9

a) Durch F + (-1)-E erhélt man die Gleichung 5x; — 5x, = 0 & x; = X, = p. Formt man die Gleichung
zu E nachxz um, giltxz = 3 —0,25x; — 0,5%, = 3 —0,75u. Mit 4A = p erhdlt man: x; = x, = 4A

- X 4 0 4
undx3=3—3?\,also:X(7\)=(X2)=< 42 )=(0)+7\-(4>.
X3 3-—-3A 3 -3

b)x =g x=x3= l+pee—m x,=14+x, x3=14+x© X +x,=1,—X, +x3=1
U=X;in X, =X3

Die erste Ebene hat z. B. die Koordinatengleichung —x; + x, = 1, die zweite —x; + x3 = 1.



