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1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

Aufgabe 1: Eigenschaften der Exponentialfunktionen

Die Funktion mit der Gleichung f(x) = c-a* (a> 0, a #1 und c € R) wird fiir verschiedene Werte a
und c mithilfe Hilfe des GTR als Graf (MENU 5) und als Tabelle (MENU 7) dargestellt.

(1) Ermittle die Funktionsgleichungen der Form f(x) = c - a* fiir die folgenden vier Grafen.

1B
v

2 | B (athifegNorn
y

1

3[B

4 |B [HathDedfornd

(2) Gib die fehlenden Werte in der nachfolgenden Tabelle an und beschreibe die exponentielle Zu-
nahme (Funktion f) bzw. die exponentielle Abnahme (Funktion g), indem Du Merks&tze der
Form , Wenn der x-Wert sich um k vergrofsert (verkleinert), dann ... sich der Funktionswert der

Funktion f mit f(x) = c-a*um ...”.

X -3 2 -1 0 0,5 2 3
f(x) =4-2%
g(x) = 2-0,5%

(3) Erldutere, wie man am Funktionsterm erkennen kann, ob es sich um eine exponentielle Zu-
nahme bzw. um eine exponentielle Abnahme handelt. Nenne Anwendungsbeispiele fiir expo-

nentielle Zu- und Abnahme.

(4) Erkldre anschaulich am Beispiel der Funktioneny = 2* und y = x2, wie sich exponentielle Zu-
nahme vom Wachstum einer Potenzfunktion unterscheidet. Vielleicht hilft Dir fiir ganzzahlige
und positive x die Aussage: ,, Exponentielles Wachstum ist durch die besondere Eigenschaft ge-
kennzeichnet, dass der letzte Eintrag grofier ist als die Summe aller vorherigen Eintrage.”

(5) Bestimme die sechs exponentiellen
Funktionsgleichungen mit der Dar-
stellung f(x) =c-a* (a> 0 undce€
R), die zu den sechs Spalten geho-
ren, welche mit dem GTR unter
MENU 7 erzeugt worden sind.

E Fethifes)florni] (dic)Real

.5
Q 3 -1
1 6

-1
FORMULA) (N1 TP [ EDIT | [GPH-CON][GPH-PLT

E Fethifegforn] (dic)Real

X Y4 Y6 Y6
2.5 5 0.3333
2 20  0.04 9
5 160 3.2e-4 243
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FORMULA) OTINE13 IEIT [ EDIT | (@PH-CONI(GFH-PLT




(6) Begriinde mithilfe der Potenzgesetze! folgende Gleichheit:
(1) 27X = (,5% (2) 3x-1 — % 3X (3) (3X)2 = 9X (4) 32x+2 — g.9gX (5) 250,5x=0,5 _ 0,2 - 5%

(7) Ubertrage mit Beispielen in Dein Heft und erklire, warum a > 0 und a # 1 sein muss.

Merksitze:
(1) Eine Funktion f mit f(x) = c-a* (a >0, a # 1 und c € R) heifit Exponentialfunktion.

(2) Wenn eine Exponentialfunktion einen Wachstumsvorgang beschreibt, handelt es sich fiir ...
a>1 um eine exponentielle Zunahme.

a <1 um eine exponentielle Abnahme.

(3) Der Faktor a heifit Wachstumsfaktor.

(4) Der Faktor c entspricht dem Startwert bei x = 0.

Aufgabe 2: Logarithmus und Exponentialgleichungen?

Gegeben sind 8 Kértchen und 4 Punkte auf dem Grafen einer Exponentialfunktion.

a) Gib die Funktionsgleichung von f an und untersuche mithilfe des GTR, welche beiden Kértchen
zu den Punkten A, B, C bzw. D gehoren.

2 =4 y
x = log, (%) ‘ ' > /f

x = log;(4) ! / ?

w
.

2 =1

/
x = log,(1) 2
2X =2 1 C
E
B |
x = logz(v2) —=|="""A —T ' >
ox — 1 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

8 HEEEEEEEEEEEEEEN

b) Gib die beiden entsprechenden Gleichungen fiir den Punkt E an und erklire die Bedeutung des
Ausdrucks log,(b).

c) Gib die Losungen der folgenden 8 Exponentialgleichungen als Logarithmus an und ordne sie
ohne GTR der Grofie nach. Gib dabei jeweils den Losungssatz an.

E:15-1,3% = 30 H:0,125 - 0,5% = 0,25 U:4+ (g)x -6 Al= (g)x

$:10- 2%+ = 50 D: (1) = 103 5:2,5%72- 2,52 = 99 T:1,9527% =

8
1

1al- a5 = a™s; afa®=a'S;a" - b" = (a-b)%; (@)° = a’s;
2 Ideen modifiziert nach Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)



Ermittle den Funktionsterm fiir die folgenden 4 Exponentialfunktionen und gib den x-Wert des
Grafenpunktes P als Logarithmus und als Lésung einer Exponentialgleichung an. Uberpriife Deine
Rechnungen mit dem GTR.

Aufgabe 3: Ermitteln von Funktionsterm und x-Wert

\ a0 \ Yrool LV Feo
4 4 P(x/3,5) 4
\ / \
3 3 3
\\ / \\ \
2 2 o 2 2
P(x/1,5) // P(x/2) N\ P(X/1,5)
1 — 1
B L | . | . l\
0 1 2 | x| 0 1 z‘ x| 2 -1 0| x| 0 1 2 x|

a) Der Graf zur Funktion f mit f(x) = 2* wird auf zwei Weisen transformiert. In der linken Abbil-
dung wird der Graf von f um 1 Einheit nach links verschoben. In der rechten Darstellung erfolgt
eine Streckung des Grafen von f von der x-Achse aus um den Faktor 2.

“\/ /g /f ﬂy //g /f

Aufgabe 4: Transformationen von Exponentialfunktionen

4 / 1/ 4 //‘ /
3 / / 3 / /

N
N

I M Ry

S = +
312 1710 1 2 3 3] -2

Zeige rechnerisch, dass in beiden Féllen derselbe Graf entsteht.

[

(i

\ Aol

) Aol

yd
Z A2
1

b) Gegeben sind die Funktionen f, g und h mit f(x) = 3%, g(x) = 3**? und h(x) = = 3*.

1
3
Begriinde grafisch mit den Funktionsgrafen und rechnerisch mit den N\ 4
Funktionstermen, dass die Grafen von g und h sowohl durch eine Ver-
schiebung als auch eine Streckung aus dem Grafen von f hervorgehen
konnen. \

v
/[
n|{c Im

¢) Ordne die folgenden Funktionsgleichungen den Grafen A bis D in der
Abbildung rechts zu. Begriinde Deine Zuordnungen.

f(x) =05 g(x) =05%+2 h(x) = 0,51 k(x) =0,5%1+1




Auf einer unbewohnten Insel wurden zu Beginn des Jahres 2012 sechs Kaninchen ausgesetzt. Nach
42 Monaten zdhlte man 77 Tiere. Man geht davon aus, dass sich die Population exponentiell
entwickelt.

Aufgabe 5: Kaninchenwachstum3

a) Beschreibe die Entwicklung der Kaninchenpopulation in Abhidngigkeit von der Zeit (in Jahren)
durch eine Exponentialfunktion und skizziere den dazugehorigen Grafen fiir 0 <t <5.

b) Ermittle die zu erwartene Anzahl der Tiere am 1.1.2016, 1.2.2018 und 1.10.2022.

c) Ab einer Population von 12000 Kaninchen wird diese zwecks Reduzierung zum Abschuss
freigegeben. Bestimme den Zeitpunkt der ersten Abschussfreigabe.

d) Erldutere, welche Modellannahmen in Aufgabenteilen a) bis c) gemacht werden miissen.

¥

Aufgabe 6: Gilt immer - gilt nie - kommt darauf an*

Entscheide begriindend, ob die 4 Aussagen immer, nie oder unter bestimmten Bedingungen gelten.

(1) Eine Exponentialfunktion ist nicht symmetrisch.

(2) Eine Exponetialgleichung besitzt immer genau eine Losung.

(3) Der Graf einer Exponentialfunktion nihert sich immer der x-Achse an.

(4) Ein und derselbe Wachstumsvorgang kann mit unterschiedlichen Wachstumsfunktionen
beschrieben werden.

Infoblock: Was bedeutet Logarithmus und wie rechnet man damit?

Das Wort Logarithmus stammt aus dem Griechischen von 16gos (,Verstindnis, Lehre,
Verhiltnis”) arithmés (,Zahl”) ab. Der Logarithmus einer Zahl bezeichnet den Exponenten x
(Hochzahl, Verhaltniszahl), mit dem die Basis a potenziert werden muss, um die gegebene Zahl
b zu erhalten. Fasst man diese Definition in Gleichungen, erhélt man:

Unter dem Logarithmus von b zur Basis a (a, b > 0) versteht man die eindeutig bestimmte Losung
der Exponentialgleichung a* = b. Man schreibt x = log,(b). Damit sind Logarithmieren und Po-
tenzieren gegenseitige Umkehroperationen. Zum Beispiel ist log,(0,125) = —3,da 273 = 0,125.

Zur Erinnerung: Der Ausdruck Va (a = 0 und n € N) ist definiert worden als nichtnegative Lo-
sung der Gleichung x" = a. Wahrend beim Logarithmus die Hochzahl gesucht ist, ist bei der Wur-
zel die Basis die gesuchte Zahl.

Beweis der Produktregel:

Die Logarithmusgesetze lauten (a, u, v>0; r € R): Setze x = log,(u), y = log,(v)
(1) Produktregel: log,(u-v) = log,(u) + log,(v) Dann gilt: a* = u; @ = v
(2) Quotientenregel: log,(u:v) = log,(u) —log,(v) Also: log,(u - v)
(3) Potenzregel:log,(u") =r-log,(u) = log,(a% - a¥)

. . . = log,(a**Y)
Erldutere den Beweis zur Produktregel und beweise analog | _ e G
die Quotienten- und Potenzregel. v~ P -2

3 Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
4 Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)



2 Die natiirliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

Aufgabe 1: Graf zeichnen mit der Eigenschaft f"(x) = f(x)°

Zeichne einen beliebigen Startpunkt mit einem positiven y-Wert in ein Koordinatenystem. Zeichne
nun einen Grafen durch A, dessen Steigung an jeder Stelle x genau dem y-Wert an der Stelle x
entspricht. Untersuche, wie sich der Graph verdndert, wenn der Startpunkt auf oder unterhalb der
x-Achse liegt. Vergleiche die Ergebnisse mit Deinem Nachbarn.

A

b Yy

A Kol

3 2] -1lol |1 ]2 3

2 % _1

>

—

1
N

\ B
J

B

Aufgabe 2: Graf von Exponentialfunktionen und deren Ableitungen

Ordne jedem der Funktionsterme f, g, h und k den passenden Grafen A, B, C bzw. D sowie den
Grafen der Ableitungsfunktion [, II, III und IV zu. Begriinde Deine Zuordnungen.

£(x) = 3 g(x) = 5% heo = (2) k(x) = 0,2%

A A A ’ \ A

Y Y y
/’c o\ 6
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y
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\ B
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5 Aufgabe aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)



Aufgabe 3: Ableitung der Exponentialfunktionen

Bisher haben wir nur die Ableitungen fiir ganzrationale Funktionen und Potenzfunktionen berech-
nen konnen. Fiir Exponentialfunktionen der Form f(x) = a* ist noch keine Ableitung bekannt. Wir
betrachten zunichst die Funktion f mit f(x) = 2*. Mithilfe des GTR sind Grafen und Wertetabellen

zur Funktion f, " und f? dargestellt. Mit der Trace-Funktion ist dariiber hinaus f'(0) angegeben.

B B B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Tabellenfkt.:V= . o1 vo Y1=27(x) Eyf( N
X X
YIE2 . = 0.5 0.3465 N
Y2Ed—(2 )|x=x [—1 0 1 0.6931 e

x 1 2 1.3862 2

2 42,7725 f

o o -1 ¥/d%=0.6931 | =
(FORHULA) (W13 WP (EDIT 1 (GFA-CON GPH-FL] x=07 % ¥ 2 Tof=f 2 3 4 % B

a) Beschreibe deine Beobachtungen und begriinde, dass f'(x) = f'(0) - f(x) = 0,6931 - 2X gilt.

b) Zeichne zu f mit f(x) = a* mit dem GTR Grafen von f, und% in ein gemeinsames Koordina-
tensystem und ermittle die Ableitung von f an der Stelle 0. Variiere die Basis a und beschreibe
deine Beobachtungen.

c) Es gibt eine Zahl e, die sogenannte eulersche Zahl, fiir die der Ableitungsgraf mit dem Funkti-
onsgraf f mit f(x) = e* exakt tibereinstimmt. Es gilt dann f'(x) = f(x). Ermittle durch Variation
der Werte von a eine Ndherung fuir dieses Zahl e.

d) Im Folgenden sind Beweisschritte eines Nachweises angegeben, dass fiir eine Exponentialfunk-
tion des Typs f(x) = a* gilt: f'(x) = {'(0) - a*. Bringe die folgenden 8 Rechenschritte und Schluss-
folgerungen in die logisch richtige Reihenfolge und begriinde jede einzelne Termumformung
und Schlussfolgerung. Fiille dazu die nachfolgende Tabelle aus.6

X Fiir die Ableitung einer Expo-

0+h _ o X, —
aX- u = u = nentialfunktion von der Form a*-f(0) =f(0)-a*
h h f(x) = a* gilt: f'(x) = {(0) - a*
f(x + h) — f(x) . f(0+h)—£(0) axth — g% a*-(ah — 1)
—_— m ar—> —_—m _— =
h h h-0 h h

Begriindung

Begriindung

Merksatz zur Ableitung einer Exponentialfunktion: Fuir die Ableitung einer Exponentialfunk-
tion vom Typ f(x) = a* (a > 0) gilt fiir die Ableitungsfunktion: f'(x) = f'(0) - a*. Die Ableitungs-
funktion einer Exponentialfunktion ist somit proportional zur Ausgangsfunktion.

6 Aufgabenidee aus dem Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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Aufgabe 4: Natiirliche Exponentialfunktion und eulersche Zahl e

Die Zahl e, fur die f'(x) = f(x) = e* gilt, heifst eulersche Zahl (Leonard Euler lebte von 1707 bis
1783). Die Zahl e ist irrational (und transzendent, d. h. ldsst sich nicht als Lésung einer Gleichung
ausdriicken) und betrdgt ungefahr 2,71828. Die dazugehorige Funktion mit der Funktionsglei-
chung f(x) = e* heifst natiirliche Exponentialfunktion. Insbesondere ist F mit F(x) = e* eine
Stammfunktion von f. Der Graf der natiirlichen Exponentialfunktion verlduft komplett oberhalb
der x-Achse, ist linksgekriimmt, streng monoton wachsend und besitzt keine Null- und Extrem-
stellen. Fiir x — +oo streben die Funktionswerte gegen Unendlich. Fiir x — —co néhert sich der Graf
der x-Achse an.

r, [’
6 If(x)=ex
[/
5
I/
a1 f(1)re
3 /
1
A/
¢ £ (0)=1
P 1 i
T X
3 -2 110 12 | 3

a) Erkldre, warum die natiirliche Exponentialfunktion an der Stelle 0 die Steigung 1 hat.

n
b) Begriinde, warum man mit dem Term (1 + %) fiir n — oo einen Ndherungswert fiir e berechnen

kann. Bringe die folgenden Rechenschritte in die richtige Reihenfolge, erldutere die jeweiligen
Aquivalenzumformungen und bilde abschliefend den Grenzwert fiir h — 0 bzw. n — «.7

[}
[

l n
e:(en) o1 ) QO+h _ g , EOR Mith=%
~ (1 + %)n : ” h - n erhilt man:

[¢]
Sl
|
[y
Q
=R

Begriindung

c) Zeige, dass der Graf der Exponentialfunktion linksgekrtimmt ist, keine Wende-, Extrem- und
Nullstellen besitzt und streng monoton wachsend ist.

7 Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)



d) Bestimme den Fldcheninhalt, den der Graf zu f mit f(x) = e* tiber folgenden Intervallen mit
der x-Achse einschliefst: [0; 1]; [—1;0]; [0;In(100)]; [—In(100); 0]; ]—o0; 0]; [0; +oo].8

Merksatz: Es gilt fiir f mit f(x) = e* der Zusammenhang f(x) = f'(x) = F(x) = ex.

X

Aufgabe 5: Berechnung von Ableitung, Tangente und Flicheninhalt

Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = 0,75e* + x? — 2x + 1. \ A / ‘
Im Punkt P(1/£(1)) wird eine Tangente angelegt. Die Tan- f Yy t
gente, der Graf von f sowie die beiden Koordinatenachsen \\ 3 /
schliefSen einen Fldcheninhalt A ein. Dartiber hinaus ist eine \\ /
verschobene Normalparabel p gegeben. Die Gesamtsituation \
ist rechts dargestellt.

N
a) Berechne die Terme fiir f'(x) und f""(x) sowie F(x). \

o

>/

b) Bestimme die Gleichung der Tangenten t im Punkt P. 1

c) Zeige, dass der Graf von f linksgekrtimmt ist. N / N
d) Ermittle den Fldcheninhalt des Flachenstticks A. Ny -

e) Beweise, dass der Graf von f und die Normalparabel p
keine gemeinsamen Punkte besitzen.

b

Aufgabe 6: Flicheninhalt zwischen zwei Kurven und markante Punkte

Es sind Grafen zu den beiden Funktionen f und g mit den dazuge- /'y I
horigen Gleichungen f(x) = —x + e* und g(x) = —x* + e* gegeben. y

]
e —
(=]

3
a) Berechne die Schnittstellen der Funktionsgrafen zu f und g. | //

™
b) Bestimme rechnerisch den Flacheninhalt, den die beiden Gra- \\ 2
fen zu f und g einschliefien.

c) Ermittle den globalen Tiefpunkt des Grafen von f und zeige,
dass er durchweg linksgekriimmt ist. 7 0

A B

d) Untersuche den Grafen von g auf sein Kriimmungsverhalten. / | |

X

Aufgabe 7: Transformation der natiirlichen Exponentialfunktion®

a) Skizziere die Grafen zu den Funktionen fy, f;, f3,f, und f; mit den dazugehorigen Funktions-
gleichungen f; (x) = e, f,(x) = e* + 1,f3(x) = —€*,f,(x) = e¥"? und f5(x) = e7*.

b) Beschreibe begriindend, wie die Grafen von f,, f3, f, und f5 aus dem Grafen der natiirlichen Ex-
ponentialfunktion hervorgehen.

¢) Begriinde anhand der Ergebnisse aus a) und b), dass f5'(x) = —e ™™ sein muss.

&In(b) bezeichnet den Logarithmus von b zur Basis e, d. h. In(b) = log.(b) (vgl. Kap. 5)
9 Modifiziert nach Aufgaben aus dem Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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3 Natiirlicher Logarithmus — Ableitung der Exponentialfunktion

a)

Aufgabe 1: Natiirlicher Logarithmus

Bestimme zeichnerisch den Schnittpunkt S des Graphen der na- A I
turlichen Exponentialfunktion f mit f(x) = e* und der Geraden g y
mit g(x) = 6. Uberpriife Deine Ablesung durch eine Rechnung. 8 I

(@)}

uns der Logarithmus zur Basis e weiter. Denn x = log,(b) ist Lo-
sung genau dieser Gleichung. Hierfiir schreiben wir zukiinftig
kiirzer In(b) und nennen diesen Ausdruck den natiirlichen Lo- 4 /
garithmus von b. /

Wenn die Losung der Gleichung e* = b (b > 0) gesucht ist, hilft % g

.. |
(1) Uberpriife die Ablesung aus a) geeignet mit dem nattiirlichen 2 /
Logarithmus.

(2) Begriinde: e"® =b (b > 0) und In(e®) =b (b € R) o
. _ _ >Y e (>
(3) Zeige:In(1) =0, In(e) = 1 und In(x) {<}0 furx{<} 1.

-
P>

0 2 4

(4) Weise nach: Jede Exponentialfunktion lasst sich durch f(x) = a* = e"@* als Exponential-
funktion zur Basis e darstellen.

Definition:

Fiir eine positive reelle Zahl b heifst die Losung x der Exponentialgleichung e* = b der natiirli-
che Logarithmus von b. Man schreibt x = In(b).

Merksitze:

(1) Es gilt: en®) = p (b > 0) und In(e®) = ¢ (c € R). Die Rechenoperationen e und In(...) he-

(2) Jede Exponentialfunktion lisst sich zur Basis e schreiben durch f(x) = a* = e!"@x,

ben sich gegenseitig auf, sind also Umkehroperationen zueinander.

0
d)

Schreibe die Funktionen f, g, und h mit f(x) = 3%, g(x) = (;)X und h(x) = 0,2* zur Basis e.

Gib die Losungen mithilfe des nattirlichen Logarithmus an und bestimme dann einen Nahe-
rungswert.10

(1) e* =15 2)eX=24 3 e** =7 (4)3-e**=16,2

(5)e*=10 (6)er*x=1 (7)e* =5 (8)2-eX=5

(9) e>*1 =10 (10)3-e251=1  (11)i.-e? =1 (12) = S-e77405 =7
3 5 7 6

Gib die Losungen mithilfe des natiirlichen Logarithmus an. [Hinweis: Substituiere u = e*, lose
die quadratische Gleichung, bevor du x zurticksubstituierst.]

(1) e*-2-eX=0 (2)e**—2-eX=-1 (3)110-e2"—e"=—E

= @WeP+e™+1=0

10 Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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Aufgabe 2: Ableitung und Stammfunktion einer beliebigen Exponentialfunktion

In Kapitel 3 haben wir gezeigt, dass fiir eine beliebige Exponential- [E [ExEi:Koordinaten anzeigen
funktion f mit f(x) = a* fiir den Term der Ableitung f'(x) = f'(0) - a* |
gilt. Wir wollen nun herausfinden, welchen Wert in Abhéangigkeit
von a der Proportionalitdtsfaktor f'(0) annimmt. Mithilfe des GTR!

kann die Steigung an der Stelle Null bestimmt werden. Fir die ob T
Funktion f mit f(x) = 2* ist dies in der Abbildung rechts dargestellt. |x=5" *~ ° 7 "0y = T 7T

0.1y
X

a) Uberpriife mit dem GTR die folgenden drei Aussagen fiir die [@
beiden Funktionen f und g mit f(x) = 2* und g(x) = 4* (vgl. Ab- Y
bildung rechts):12 5
(1) Der Graf Gt ist an der Stelle 0 halb so steil wie der Graf Gg.

(2) Der Graf Gt ist an jeder Stelle x, halb so steil wie der Graf Gg. e T x
(3) Geist an der Stelle x, halb so steil wie G bei x; = 2 - X,.

b) Zeichne mit dem GTR verschiedene Grafen von Exponentialfunktionen und notiere in der fol-
genden Tabelle £°(0). Stelle einen funktionalen Zusammenhang zwischen a und {"(0) her.

a e”3 -1 0,5 2 el =e 3 e2 el

£(0) ~ 0,6931

e 2 e

=

c) Wir wollen nun zunéchst in zwei Schritten zeigen, dass der Ableitungsterm zur Funktion f mit
f(x) = ek* folgendermafien lautet: f'(x) = k- ekx,

(1) Zeige, dass die Funktion f mit f(x) = e¥* eine Exponentialfunktion vom Typ f(x) = a* ist und
daher fiir die Ableitung f'(x) = f'(0) - e gilt. [Tipp: Potenzregel]

(2) Weise mithilfe der h-Methode nach, dass f'(0) = k ist und damit mit (1) die Behauptung er-
tullt ist. Bringe dazu begriindend die folgenden Beweisschritte in die richtige Reihenfolge.

Q0+Kh _ 40 e ek (0+h) _ ok0

K- _ k- —_— - k-1 =f(0)
. t h-0
k-h t=k-h-0 h
— o+kh _ .0 Fiir die Ableitung einer Expo- 0+kh _ .0
w = 1_< . u - nentialfunktion von der Form € € —
h k h f(x) = ek gilt: f'(x) = k- ekx h

Begriindung

Begriindung

1 Stelle im SET UP Derivative auf ON.
12 Jdee aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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Merksatz: Fiir die Ableitung einer Exponentialfunktion mit f(x) = ekx gilt: f'(x) = k- e (k € R).

d) Sei f nun eine beliebige Exponentialfunktion mit f(x) = a*. Beweise, dass fiir den Ableitungs-
term einer beliebigen Exponentialfunktion f'(x) = In(a) - a* gilt. [Tipp: Schreibe f zur Basis e und
wende den obigen Merksatz an.]

Merksatz: Fiir die Ableitung einer Exponentialfunktion mit f(x) = a* gilt: f'(x) = In(a) - a*.

e) Begriinde:

[

aX

(1) Die Stammfunktion einer Exponentialfunktion des Typs f(x) = a* lautet: F(x) = "ol

(2) Die Stammfunktion einer Exponentialfunktion des Typs f(x) = e¥* lautet: F(x) = % - ek,

Merksatz: Fiir die Stammfunktionen der Funktionen f mit f(x) = a* und g mit g(x) = ekx gilt:

—_1 . x _ 1 kx
F(x)—ln(a) a* und G(x)—k e,

f) Schreibe die Funktionsterme - falls notwendig - zunichst zur Basis e, berechne die ersten bei-
den Ableitungen und die Stammfunktion sowie die Gleichung der Tangente im Punkt P.

(1) ) = 3, P(1/3) @60 = (3) P(~1/4)

2

(3) f(x) = x% — 2%, P(2/1(2)) (4) f(x) = e72X 4+ 47X, P(0/£(0))

Aufgabe 3: Transformationen der natiirlichen Exponentialfunktion

a) In der Abbildung rechts sind der Graf der nattirlichen Expo- A \
nentialfunktion f mit f(x) = e* und der Graf einer Exponenti- ' Y fex / e
alfunktion g mit g(x) = e** angegeben. 4-

a) Erldutere mithilfe der Darstellung, warum an der Stelle 0 /
die Steigung des Grafen zu g doppelt so grofs ist wie die 3 / /M
des Grafens von f an der Stelle 0. /
b) Begriinde mit (1) und unter Zuhilfenahme des Merksatzes 27 %
fur beliebige Exponentialfunktionen aus Kapitel 3, dass
g'(x) =2-e*gilt. /
- i

b) Durch Transformation kann aus dem Graphen der natiirlichen ——] ol X»
Exponentialfunktion ein Graf einer Exponentialfunktion der -1 /0] 1 2
Form f_y (x) = c- e¥* (¢, k € R*?) erzeugt werden. ‘ ‘ ‘

(1) Erldutere, welche Transformationen durch die beiden Parameter ¢ und k erzeugt werden.

(2) Beschreibe den Grafenverlauf (Verhalten im Unendlichen, Monotonie, Schnittpunkte mit
den Achsen, Kriimmungsverhalten) fiir verschiedene Werte von ¢ und k und zeichne mit
dem GTR entsprechende Beispielgrafen.

(3) Gib erste und zweite Ableitung und Stammfunktion von f. j an.

(4) Weise die Beschreibungen aus (2) in Bezug auf Monotonie und Kriimmungsverhalten rech-
nerisch nach.
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¥

Aufgabe 4: Skizzieren von Grafen, Flichenberechnung und Tangente

Gegeben seien die Funktion f mit f(x) = 2* und g mit g(x) = —2x + 4.
a) Skizziere die Grafen in ein Koordinatensystem.
b) Weise nach, dass S5(1/2) der einzige Schnittpunkt der beiden Grafen ist.

c) Bestimme mithilfe der Stammfunktionen zu f und g den Inhalt der Fldche, den die Grafen von f
und g und die y-Achse einschliefien.

d) Bestimme die Gleichung der Tangenten an den Grafen von f im Punkt S.

e) Gesucht ist der Graf einer Exponentialfunktion der Form f(x) = e¥* (k € R*?), der eine zu g pa-
rallele Gerade als Tangente besitzt. Ermittle einen Losungsansatz fiir die Bestimmung der ge-
suchten Exponentialfunktion und begriinde, warum k < 0 sein muss.

Es sind Grafen zu den beiden Funktionen f und g mit i
den dazugehorigen Gleichungen f(x) = —x+2*—0,5 Y
und g(x) = 2¥+ 27— 1,5 gegeben. Die Grafen sind \ ! !

rechts dargestellt. ™

Aufgabe 5: Flicheninhalt zwischen zwei Kurven und markante Punkte

=

™

(]
+

a) Zeige rechnerisch, dass -1 und 0 Schnittstellen der
Funktionsgrafen zu f und g sind. AN
N

b) Bestimme rechnerisch den Flicheninhalt, den die ~_
beiden Grafen zu f und g einschliefSen (vgl. Abb.). o,

c) Untersuche die Grafen von f und g auf lokale und 0.25
globale Extremstellen. '

) Aol

d) Untersuche beide Grafen auf ihr Kriimmungsver- 1 075 -05 -025 0 025
halten. | " " " "

Entscheide begriindend, ob die 6 Aussagen immer, nie oder unter bestimmten Bedingungen gelten.

Aufgabe 6: Gilt immer - gilt nie - kommt darauf an

(1) Die Grafen von f mit f(x) = e¥*(k € R*®) haben weder Hoch- noch Tiefpunkte.

(2) Die Grafen von f mit f(x) = e¥* (k € R*®) haben mit der Geraden y = a genau 1 Schnittpunkt.
(3) Die Ableitung von f mit f(x) = eX¥* (k € R*?) ist an der Stelle x = 0 positiv.

(4) Die Grafen von f und g mit f(x) = e~ @ und g(x) = a* sind fiir a > 0 symmetrisch zueinander.
(5) Der Ableitungsgraf von f mit f(x) = a* verlduft fiir a > 0 immer oberhalb der x-Achse.

(6) Die Exponentialgleichung c - e¥* — 1 = 0 (¢, k € R*?) besitzt genau eine Losung.



14

4 Natiirliche Logarithmusfunktion

Im Folgenden sind 5 Aussagen und 8 Funktionen angegeben. Ermittle passende Begriindungen fuir
die Aussagen und ermittle fehlende Funktionspartner.

Aufgabe 1: Funktionspartner!3

1
y =X y=§X yz\/)_( y = 3X y=x+3 y=3\/)_( y

Il
>

In der folgenden Abbildung siehst du den Grafen der nattirlichen Exponentialfunktion f mit der
Gleichung f(x) = e*, der an der ersten Winkelhalbierenden y = x gespiegelt wurde. In dieser Auf-
gabe soll gezeigt werden, dass der gespiegelte Graf den Grafen der natiirlichen Logarithmusfunk-

tion g mit g(x) = In(x) darstellt, der die Ableitungsfunktion g'(x) = % besitzt und Umkehrfunktion
(,Partnerfunktion” aus Aufgabe 1) zur Funktion f genannt wird.

Aufgabe 2: Umkehrfunktion der natiirlichen Exponentialfunktion

X, /)
7
7 y=f(x)=ex 7l
| /
o] / //
/
-5+ ] Ay ] // ]
3
oo %
v N\ /
LN T
|
3 \
(1/e) 4 : X 1 |
5 ViGN Ay | y=g(x)=In(x)
i i;.::’_/__'__-j\ Ax%ﬂ.-—-—"
@/ = G
(-1/e) AR aliClVI. |
e 4 / | I );
-2 -1 0 (1/0) 2 3 4 5 6 7
al [
/ '1‘f(e-1/—1
Ll
/I 2 !
/

13 Aufgabenidee aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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Begriinde mithilfe elementargeometrischer Uberlegungen, warum fiir den Spiegelpunkt eines
beliebigen Punktes P(x/y) des Grafen der nattirlichen Exponentialfunktion P*(y/x) gilt. [Tipp:
Kongruenzsitze fiir Dreiecke.]

In Aufgabenteil a) haben wir gezeigt, dass fiir einen beliebigen Punkt P des Grafen der nattirli-
chen Exponentialfunktion den dazugehorigen Bildpunkt P” erhilt, indem man x- und y-Wert
vertauscht. Fiihre die Gleichung y = e* geeignet in die Gleichung y = In(x) tiber.

Zeige mithilfe der obigen Abbildung, den beiden Steigungsdreiecken in den Punkten P und P~
sowie den Uberlegungen aus a), dass die Ableitung der natiirlichen Exponentialfunktion y” = e*

geeignet in die Ableitung der nattirlichen Logarithmusfunktion y” = i tiberfiihrt werden kann.

Satz und Definition:

Der Graf der Funktion g, die man durch Spiegelung des Grafen der natiirlichen Exponential-
funktion f mit f(x) = e* an der ersten Winkelhalbierenden erhilt, ist der Graf der natiirlichen
Logarithmusfunktion mit der Gleichung g(x) = In(x). Man nennt die Funktion g auch eine
Umkehrfunktion der Funktion f. Das Umkehren eines Grafen einer Funktion f ist nur dann
moglich, wenn zu jedem Funktionswert von f genau ein x-Wert existiert. Andernfalls wiirde
man beim gespiegelten Graf einem x-Wert des Definitionsbereiches von g (= Wertebereich von
f) mehr als ein Funktionswert aus dem Wertebereich von g (= Definitionsbereich von f) zuord-
nen, was fiir eine Funktion nicht moglich ist. Die wichtigsten Eigenschaften beider Funktionen
sind in folgender Tabelle vergleichend dargestellt:

Nattirliche Nattirliche
Exponentialfunktion (EXP) Logarithmusfunktion (LN)
Funktionsgleichung f(x) = e* g(x) = In(x)
A v / ‘ ‘ A y
3——(1/8)‘/ f(x)=ex
1/
/
Graf (0 /1) /
(-1/et)
10 12 |
Definitionsbereich R
Wertebereich R>0 R
Monotonie streng monoton wachsend streng monoton wachsend
X — +oo: f(x) — +oo X — +o0: f(x) — +o0
Randverhalten
x — —oo: f(x) = 0 x — 0: f(x) = —o

Nullstellen keine x=1
y-Achsenschnittstelle y=1 keine
Kriimmungsverhalten linksgekrimmt rechtsgekrimmt
Ableitungsterm e* :
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d) Zeige rechnerisch folgende Eigenschaften der nattirliche Logarithmusfunktion g mit
g(x) = In(x):

(1) Die Funktion g ist auf R”° monoton steigend und besitzt dort keine Extremstellen.

(2) 1ist einzige Nullstelle von g.

(3) Die Funktion g ist auf R>° rechtsgekriimmt.

(4) Der Graf der natiirlichen Logarithmusfunktion tiberschreitet jede noch so grofie Schranke
bzw. unterschreitet jede noch so kleine (betragsméfiig grofse) Grenze.

e) Gib Beispiel fiir Funktionen an, die nicht auf ihrem gesamten Definitionsbereich umkehrbar
sind. Erldutere bei diesen Funktionen die entsprechende Vorgehensweise fiir das Umkehren.

Merksatz: Da zu g mit g(x) = In(x) fiir die Ableitung g” die Gleichung g'(x) = - gilt, ist umgekehrt

F mit F(x) = In(x) fiir x > 0 eine Stammfunktion zu f mit f(x) = 2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = i und eine Gerade g mit g(x) = —x + 2,5.

Aufgabe 3: Flichenberechnung im Kontext der natiirlichen Logarithmusfunktion

a) Skizziere beide Grafen in ein Koordinatensystem.
b) Berechne die Schnittpunkte beider Grafen zu f und g.
c) Bestimme der Inhalt der Fldche, den die Grafen von f und g vollstandig umschliefien.

d) Berechne den Flicheninhalt, den der Graf der Funktion f tiber dem Intervall [1; 10] mit der x-
Achse einschliefst.

e) Untersuche die Integrale 1+°° i dx und | 01 i dx auf Existenz und deute das Ergebnis geometrisch.

Berechne mithilfe der Stammfunktion den Inhalt der Flache, den der Graf der Funktion f iiber dem
Intervall I mit der x-Achse einschliefst.

Aufgabe 4: Flichenberechnung bei zusammengesetzten Funktionen

a) f(x) = ——+xund I = [1; 3] b) f(x) =2+ und I = [1; 2] Q) f(x) = > + ——und I=[1;2]

Aufgabe 5: Wahr oder falsch4

Begriinde die jeweilige Aussage oder widerlege sie durch ein Gegenbeispiel.

(1) Ist eine ganzrationale Funktion gerade, ist sie nicht umkehrbar.

(2) Ist eine ganzrationale Funktion nicht umkehrbar, dann ist sie gerade.

(3) Hat eine ganzrationale Funktion keine Extremstellen, dann ist sie umkehrbar.
(4) Ist eine ganzrationale Funktion umkehrbar, hat sie keine Extremstellen.

(5) Jede umkehrbare Funktion ist monoton zunehmend oder monoton abnehmend.
(6) Fiir die Funktion f mit f(x) = x2(x > 0) ist g mit g(x) = v/x die Umkehrfunktion.

14 Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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i

Aufgabe 6: Komplexe Aufgabe

Gegeben sind die Funktion f mit f(x) = e?* und g [y / /
mit g(x) = In(vx) (x > 0). Y 1t ~
. _1 y . / d
a) Zeige, dass g(x) = Eln(x) und g fiir x > 0 eine o) y:
Umkehrfunktion zu f ist. il
b) Weise folgende Behauptungen nach: _/// L7 q
/ S
(1) Die Funktion g hat die Nullstelle x = 1. —(_'ff)‘.{ _/_ - / /.,4’:
@ [°, fx) dx =2 —2e2 1 ) X|
Ve | /
() [.g@dx=2e2 - S/
]
@ J°,fe0dx = - [, g(0 dx = 1 7 / e?/-1)
c) Ermittle mithilfe von g” die Gleichung der 7 I
Tangente t an den Grafen von f im Punkt 7
(1/0). [Kontrollergebnis: t(x) = 0,5x — 0,5] /

d) Bestimme mithilfe von c) (4) den Inhalt der unbeschréankten Fldche, welche die Tangente t und
der Graf von g tiber dem Intervall [0; 1] und die y-Achse begrenzen.



5 Wachstumsvorginge

Aufgabe 1: Populationsdynamik

18

In der Populationsdynamik wird die Frage untersucht, wie sich ein Bestand von Individuen B(t) im
Laufe der Zeit verdndert. Die Wachstumsgeschwindigkeit des Bestands B’(t) ist beim linearen
Wachstum zu jedem Zeitpunkt konstant. Im Folgenden sollst du Wachstumsarten untersuchen, bei
denen sich die Wachstumsgeschwindigkeit B’(t) zu jedem Zeitpunkt dndert. Die folgende Tabelle
benennt drei Wachstumsarten, gibt die Eigenschaft von B(t) an und zeigt einen moglichen Grafen-
verlauf fur den Bestand B(t).

Wachs-
tumsart

exponentiell

beschrinkt

logistisch

Eigenschaften
von B(t)

Die Wachstumsgeschwin-
digkeit B’(t) ist proportio-
nal zum Bestand B(t):

B'(t) = k- B(t)

Die Wachstumsgeschwin-
digkeit B’(t) ist proportio-
nal zum Sattigungsmanko
S - B(t) (= Differenz aus
Séttigungsgrenze S und
Bestand B(t)):

B'(t) =k-(S—B(1)

Die Wachstumsgeschwin-

digkeit B’(t) ist proportio-

nal zum Bestand und zum
Sattigungsmanko:

B'(t) =k-B(t)- (S— B(b))

im 100-m-Sprint

A A A/
B(t) // B(t) B(t)
L= | —10 —10 — 10
v /A / el
> 8 yd
- s+ 51/ 5-
GE: P e . .
> | = = > / : > i >
0 5 | 10 I 5 | 10 5 0 5
| [ | |
Beispiel | Algenwachstum Leistungszuwachs erbreifung

a) Gib fiir alle Wachstumsarten den Anfangsbestand B(0) an und trage ihn jeweils in die Abbil-
dungen ein.

b) Beim beschrénkten und logistischen Wachstum wird fiir die Population eine Séttigung S ange-
nommen, da es begrenzende Faktoren wie Nahrung, Lebensraum, Nistplidtze usw. gibt. Gib je-
weils die Sattigungsgrenze S an und zeichne die Werte in die Abbildungen ein.

c) Erldutere die angegebenen Beispiele und gib weitere Beispiele fiir die Wachstumsarten an.
Ordne begriindend zu jeder Wachstumsart eine der folgenden Prozesse zu: Ausbreitung einer
ansteckenden Krankheit, Guthabenzunahme auf einem Sparkonto, Erwarmung eines Tiefkiihl-
produkts bei Zimmertemperatur.

d) Untersuche mit dem GTR, welche der Wachstumsarten welcher der drei Bestandsfunktionen
zugeordnet werden kann.

By(t) = 10 — (10 — 2)e 022

2-10

B,(t) =

2 + (10 — 2)e~02210¢

B3(t) = 2 - €022t




e) Zeige, dass B;(t) und B3(t) die dazugehorige Differentialgleichung aus Wachstumsgeschwin-

digkeit B'(t) und Bestand B(t) aus der obigen Tabelle erfiillen. 15

f) Entscheide begriindend, zu welcher Wachstumsform die Formulierungen am ehesten passen.1¢
FORMULIERUNG WACHSTUMSFORM

(1) Marcel ist 9 Jahre alt und erhalt 2,50€ Taschengeld pro Wo- |  linear __ logistisch
che. Zu jedem Geburtstag erhilt er eine Erhthung des Taschen- | | exponentiell
geldes von 50Cent. Zu dem Betrag von 5€ ,fehlen ihm” noch |  peschrankt
5 Jahre. __ kein Wachstum
(2) Das mobile Kommunikationsgerit ,e-banana” wird neu auf | _ linear __logistisch
dem Markt eingefiihrt. Die Absatzzahlen hingen linear davon | | exponentiell
ab, wie viele Gerite schon verkauft sind und wie viele noch ver- | peschriankt
kauft werden kénnen. __ kein Wachstum

__ linear __ logistisch
(3) Eine Griinpflanze erreicht eine maximale Wuchshéhe von | | exponentiell
2,70m. Je kleiner die Pflanze, desto schneller wichst sie. | ' beschrankt

. kein Wachstum

__ linear __ logistisch
(4) Frau Wegner legt ihr Geld in einem Rentenfond an, der ihr | | exponentiell
jahrlich einen Zinssatz 3,5 % garantiert. __ beschrankt

_ kein Wachstum

__ linear __ logistisch
(5) Im Verlauf eines Tages steht die Sonne unterschiedlich hoch. |- exponentiell

- beschrénkt

- kein Wachstum

| linear __ logistisch
(6) Stellt man ein 25°C warmes Getrank in den Kiihlschrank, so | | exponentiell
kiihlt es ab, weil es sich seiner Umgebungstemperatur anpasst. | | beschrankt

~ kein Wachstum

| linear __ logistisch
(7) In einer Herde mit 750 Tieren sterben jahrlich 3 % der Tiere; |  exponentiell
allerdings werden pro Jahr auch 15 Neue geboren. | beschrankt

_ kein Wachstum
(8) Sandra und Maria setzen ein Geriicht in die Welt. Seine Aus- |  linear 2 logistisch
breitungsgeschwindigkeit héingt zum einen davon ab, wie viele |  exponentiell
Leute das Geriicht schon vernommen haben; zum anderen da- | | peschrinkt
von, wie viele das Geriicht noch erreichen kann.  kein Wachstum

' linear __ logistisch
(9) Das radioaktive Kohlenstoff-Isotop C-14 zerfallt mit einer | ‘exponentiell
Halbwertszeit von 5730 Jahren. | beschrankt

__ kein Wachstum

15 Der Nachweis, dass B, die entsprechende Differenzialgleichung erfiillt, bedarf weiterer Ableitungsregeln

(z. B. Kettenregel)

16 Aus dem Zusatzmaterial des Fokus Mathematik fiir die Q-Phase, Cornelsen-Verlag (2014)
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Aufgabe 2: Exponentielles Wachstum

Bei einem Wiirfelspiel wird eine bestimmte Anzahl von Wiirfeln geworfen. Alle Sechsen wer-
den aussortiert. Dann werden die {ibrigen Wiirfel geworfen und die Sechsen werden aussor-
tiert. So geht es weiter. Leah spielt das Spiel. Nach 10 Wiirfen hat sie noch 5 Wiirfel. Untersu-
che, wie viele sie vermutlich zu Beginn hatte.?”

Definition: Fine Gleichung, die den Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihren Ablei-
tungen beschreibt, heifst Differentialgleichung.

Satz: Eine Bestandsfunktion der Form B(t) = B(0) - ek beschreibt exponentielles Wachstum. Sie
modelliert fiir k > 0 eine exponentielle Zunahme, fiir k < 0 eine exponentielle Abnahme und
erfiillt eine Differentialgleichung der Form B’(t) = k- B(t).

b)

d)

Innermathematische Zusammenhinge:

(1) Beweise die Richtigkeit des Satzes.1#

(2) Zeige, dass folgende Aussage gilt: Ist die Funktion B in der Form B(t) = B(0) - a* mit dem
Wachstumsfaktor a > 0 gegeben, so erhélt man durch k = In(a) den Basiswechsel von der
Basis a zur Basis e. Es gilt: B(t) = B(0) - et = B(0) - a*.1v

(3) Gib fiir die Beispielfunktion Bs die Proportionalitdtskonstante k an und bestimme den
Wachstumsfaktor a.

Bevolkerungswachstum: Im Jahre 1950 lebten 2,5 Milliarden Menschen auf der Erde, 1980 wa-
ren es 4,5 Milliarden. Das Bevolkerungswachstum wird durch eine exponentielle Bestandsfunk-
tion B mit B(t) = B(0) - Xt beschrieben.

(1) Ermittle die Wachstumskonstante k, den Wachstumsfaktor a.

(2) Bestimme die Verdopplungszeit und interpretiere das Ergebnis im Sachzusammenhang.

(3) Vergleiche die Ergebnisse der Modellfunktion mit den Daten fiir 2005 (6,4 Milliarden) bzw.
1920 (1,8 Milliarden) und berechne jeweils die prozentuale Abweichung des Modellwertes
vom tatsédchlichen Wert.

Bakterienwachstum: In einer Bakterienkultur wird stiindlich die Anzahl der Bakterien gezihlt.

Zeit t (in h) 0 1 2 3 4 5
Bakterienanzahl B(t) 80 145,9 266,4 482,4 875,7 1597,8
a= “f%) 1,824 1,826 | 1,811 1,815 | 1,825
Wachstumsgeschwin-
digkeit B“(t)

(1) Zeige, dass es sich um ein exponentielles Wachstum handelt und bestimme die Bestands-
funktion B der Formen B(t) = B(0) - ekt = B(0) - a® (k auf 4 Nachkommastellen).

17 Aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
18 Fiir die Funktion B3 hast du dies in Aufgabe 1 e) bereits erledigt.
19 Vergleiche Kapitel 4 Merksatz (2) unter Aufgabe 1
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(2) Bestimme mit dem GTR die Wachstumsgeschwindigkeiten B’(t) zu den Zeitpunkten in der
Tabelle.

(3) Gib einen Term fiir die Wachstumsgeschwindigkeit B’(t) an und berechne, wann sich die
Wachstumsgeschwindigkeit verdoppelt hat.

Bestimmung einer Zerfallsfunktion: Zur Untersuchung der Langzeitwirkung eines Medika-
ments wurde einer Versuchsperson eine Dosis von 70 mg verabreicht und im téglichen Abstand
die Konzentration des Medikaments im Blut gemessen.

Zeit t (in Tagen) 0 1 2 3 4 5
Konzentration (in mg/l) 10 7,20 5,18 3,73 2,68 1,98
_f(t+1)
O

(1) Zeige, dass es sich um eine exponentielle Abnahme handelt und bestimme die Bestands-
funktion B der Form B(t) = B(0) - e** (k auf 4 Nachkommastellen).

(2) Ermittle eine zweite exponentielle Funktion C falls nur bekannt ist, dass die Konzentrationen
nach 2 Tagen 5 mg/1 und nach 5 Tagen 2 mg/1 betragen.

Exponentielles Wachstum und Integralrechnung: Die Wachstumsgeschwindigkeit einer
Pflanze (in cm pro Woche) kann durch folgende Funktionsgleichung beschrieben werden: v(t) =
3,8 0,9'. Dabei gibt t die Anzahl der Wochen seit dem Einpflanzen der Pflanze an. Zu Beginn
bei t = 0 war die Pflanze 10 cm hoch.

(1) Berechne mithilfe der Funktion v die zu erwartende Hohe der Pflanze 10 Wochen nach dem
Einpflanzen.

(2) Ermittle die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit innerhalb der ersten 10 Wochen.

(3) Bestimme die Halbwertszeit der Wachstumsgeschwindigkeit.

(4) Interpretiere das Integral [ J v(x) dx im Sachkontext.

Aufgabe 3: Beschrinktes Wachstum?2

a)

Im Folgenden sind drei Grafen gegeben.

A A A
\ y Graf Y y

X X X
> > A >

/ Graf II Graf III

20 Jdeen aus Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)



22

(1) Gib an, welche Transformationen den Grafen I in den Grafen III tiberfiihren.

(2) Graf I gehort zur Funktionsgleichung f mit f(x) = ce¥*. Erldutere, was man iiber die Para-
meter ¢ und k sagen kann.

(3) Nenne eine mogliche Funktionsgleichung fiir den Grafen IIL

Satz: Eine Bestandsfunktion B(t) = S — (S — B(0)) - e™¥* (k > 0) beschreibt beschranktes Wachs-
tum und erfiillt eine Differentialgleichung der Form B'(t) = k- (S — B(t)). Die Wachstumsge-
schwindigkeit B’(t) des beschrankten Wachstums ist proportional zum Sattigungsmanko S - B(t).

b) Okologische Ackernutzung: In einem landwirtschaftlich genutzten Gebiet mit einer Gesamtfla-
che von 700 ha beginnen einige Bauern auf einer Fldche von 80 ha ihre Felder 6kologisch zu
bewirtschaften. Sie erwarten, dass sich in jedem der folgenden Jahre die Besitzer von 10% der
jeweils restlichen Anbaufldche ihrer Anbaumethode anschliefsen werden.

(1) Bestimme fiir die ndchsten 5 Jahre die jeweils 6kologisch genutzte Ackerfldche.

(2) Skizziere ein Schaubild, wie sich unter der genannten Erwartung die 6kologisch genutzte
Ackerfldche in Abhdngigkeit von der Zeit verdandert und erldutere, warum es sich dabei um
ein beschranktes Wachstum handelt.

(3) Bestimme eine Funktionsgleichung f(t), welche die 6kologisch genutzte Ackerfldche nach t
Jahren angibt.

c) Abkiihlen von Kaffee: Frisch aufgebriihter 80°C heifser Kaffee wird in einem 20°C warmen
Raum stehen gelassen. f(t) sei nun die Temperatur des Kaffees zum Zeitpunkt t. In der folgenden
Wertetabelle wird die Temperatur B(t) des Kaffees, die Temperaturdifferenz D(t) = 20 - B(t) zur
Raumtemperatur und die Wachstumsgeschwindigkeit B’(t) fiir die Zeitpunkte t =0, 1, ..., 10

angegeben.
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B(t) 80 | 71 | 63,4 | 568 | 51,3 | 46,6 | 426 | 39,2 | 363 | 33,9 | 318
B (t) 98 1|-83|-71 | -6 51 | 43 | -37|-31]-27|-23|-19
D(t)=20-B(t) | -60 | -51 | -43,4|-36,8 | -31,3 | -26,6 | -22,6 | -19,2|-16,3 | -13,9 | -11,8
B(t):D(t)

(1) Zeichne den Grafen zu B.

(2) Berechne den Quotienten aus Abkiihlgeschwindigkeit und Temperaturdifferenz zur Raum-
temperatur fiir die Zeitpunkte t =0, 1, ..., 10 und begriinde, dass es sich bei der Funktion B
um ein beschrianktes Wachstum handelt.

(3) Ermittle eine Funktion, dessen Graf den Verlauf des Abkiihlvorgangs gut wiedergibt (runde
k auf die vierte Nachkommastelle). [Zur Kontrolle: B(t) = 20 + 60 - e~ %1625t ]

(4) Berechne mit Hilfe des Funktionsterms die Temperatur des Kaffees nach 20 Minuten und
den Zeitpunkt, an dem der Kaffee die Temperatur von 40°C unterschritten hat.

(5) Gib die Abkiihlungsrate (in %) der noch vorhandenen Temperaturdifferenz zur Raumtem-
peratur an.

d) Karpfenpopulation: In einem Karpfenteich, in dem 1000 Karpfen leben konnen, werden zu Be-
ginn 100 Tiere ausgesetzt. Diese vermehren sich so, dass die jahrliche Zuwachsgeschwindigkeit
15% des Unterschiedes zwischen 1000 und aktuellem Fischbestand betrédgt. Ermittle den Term
fiir die Anzahl der Fische im Teich in Abhéngigkeit von der Zeit.
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e) Wachstum einer Sonnenblume: Unter giinstigen Bedingungen kann eine Sonnenblume 3 m
grofs werden. Wochentlich kann sie um 12% der Differenz zwischen 3 m und aktueller Hohe
wachsen. Eine Pflanze ist am Anfang 50 cm hoch. Bestimme den Term fiir ihre Grof3e in Abhan-
gigkeit von der Zeit.

f) Kabelanschluss: Eine Gemeinde mit 5000 Haushalten erhilt Kabelanschluss. Zu Beginn werden
200 Haushalte angeschlossen. Danach kommen monatlich 5% der Differenz zu 5000 hinzu. Er-
mittle den Term fiir die Anzahl der Haushalte in Abhdngigkeit von der Zeit und untersuche, ab
wann 90 % aller Haushalte verkabelt sind.

g) Fieberentwicklung: Ein Patient hat Fieber mit 40°C Korpertemperatur. Er erhdlt ein fiebersen-
kendes Mittel, das die Korpertemperatur nach Wirkungseintritt stiindlich um 80% der Differenz
zur normalen Korpertemperatur von 36,8°C erniedrigt. Gib den Term fiir die Kérperkerntem-
peratur an.

h) Beschrinktes Wachstum und Integralrechnung;:

Eine Tasse Tee hat eine Ausgangstemperatur von 80 °. Die Umgebungstemperatur betrédgt 25 °C.
Die momentane Anderungsrate der Temperatur des Tees (in °C pro Minute) kann niherungs-
weise durch die Funktion v mit v(t) = —6,6 - e~ %12t beschrieben werden.

(1) Bestimme eine Stammfunktion von v.

(2) Berechne mithilfe einer Stammfunktion | 010 v(t) dt und -2 folo v(t) dt und deute die beiden

10-0

Werte im obigen Sachkontext.
(3) Gib eine Funktion f an, mit der die Temperatur nach t Minuten beschrieben werden kann.
(4) Untersuche, wann die Temperatur des Tees auf 40 °C abgekiihlt ist.

(5) Stelle die Grafen von f und v in einem Koordinatensystem dar.

i) Exponentielles Wachstum mit k < 0:

(1) Gib die Saittigungsgrenze S, den Anfangswert B(0), den Proportionalitdtsfaktor k und den
Wachstumsfaktor a fiir die beiden Zerfallsfunktionen B und C aus Aufgabe 2 e) an.

(2) Begriinde, dass es sich bei der exponentiellen Abnahme im Rahmen des exponentiellen
Wachstums (k < 0) um einen Spezialfall des beschréankten Wachstums handelt.

Bei vielen Wachstumsvorgdngen in der Natur fallt auf, dass das Wachstum anfangs anndhernd ex-
ponentiell verlduft. Mit zunehmender Zeitdauer verlangsamt es sich allerdings und kommt schliefs-
lich zum Erliegen.

Aufgabe 4: Logistisches Wachstum?!

Beschreibt man diesen Verlauf mithilfe der momentanen Wachstumsgeschwindigkeit B’(t), so ist
anfangs, wenn das Wachstum annédhernd exponentiell verlduft, B'(t) in etwa proportional zum mo-
mentanen Bestand B(t). Gegen Ende des Beobachtungszeitraumes nahert sich das Wachstum dem
beschrankten Wachstum, damit ist B’(t) ndherungsweise proportional zum Sittigungsmanko S -
B(t), wobei S die Sdttigungsgrenze ist. Insgesamt kann bei der beschriebenen Situation angenommen
werden, dass B’(t) zum Produkt aus B(t) und S - B(t) proportional ist. Wachstum, das in dieser Form
beschrieben werden kann, heifit logistisches Wachstum.

21 fakultativ
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Dabei gilt folgender Satz:

Satz: Eine Bestandsfunktion B(t) =
erfiillt eine Differentialgleichung der Form B’(t) = k- B(t) - (S — B(t)).

B(0)'S
B(0)+(S—B(0))-e kSt

(k> 0) beschreibt logistisches Wachstum und

a)

Verbreitung von Geriichten: Bei zwei unterschiedlichen Gruppen von amerikani-
schen Farmern wurde untersucht, wie sich Informationen zu einem neuen Diinge-
mittel verbreiten. Die Farmer der ersten Gruppe lebten weitgehend isoliert und er-
hielten ihre Informationen vorwiegend aus Fachzeitschriften und Massenmedien.
Die der zweiten Gruppe hatten intensiven Umgang miteinander und wurden {tiber-
wiegend durch ,Mund-zu-Mund-Propaganda” informiert. Fiir den Informations-
grad B in Abhéngigkeit von der Zeit ergaben sich zwei Graphen, die am rechten
Rand dargestellt werden. Begriinde welcher Graph zu welcher Gruppe gehort.

Hopfen und Malz: Hopfen, der zur Herstellung von Bier benttigt wird, ist eine schnell wach-
sende Schlingpflanze. Um Aussagen iiber das Hohenwachstum zu machen, wurde bei einer Un-
tersuchung die folgende Messreihe aufgenommen:

Zeit t in Wochen 0 2 4 6 8 10 12 16
Hohe B(t) in m 0,6 1,2 2,0 3,3 41 5,0 5,5 5,8

(1) Trage die Messwerte in ein geeignetes Koordinatensystem ein.

(2) Lege anhand der Tabelle den Anfangswert B(0) und die Sattigungsgrenze S des Wachstums
fest und gib die dazugehorige Differentialgleichung an, wenn man logistisches Wachstum
voraussetzt.

(3) Bestimme die fehlenden Parameter k mithilfe eines Messpunktes und gib eine mogliche
Funktionsgleichung B(t) an.

(4) Zeichne den Graphen von B in das vorhandene Koordinatensystem.
(5) Bestimme die Hohe des Hopfens nach 18 Wochen.

(6) Untersuche mit und ohne GTR, ob der Hopfen nach 4 Wochen schneller wéchst als nach 8
Wochen.

Krankheitsentwicklung: Im tropischen Regenwald lebt isoliert ein 5000 Menschen zdhlender
Indianerstamm. Einer seiner Bewohner wird unabsichtlich mit einer ungefdhrlichen, aber sehr
ansteckenden Grippe infiziert. Durch gegenseitige Ansteckung in den darauffolgenden Wochen
z&dhlt man nach 4 Wochen bereits 300 Kranke. Um die Ausbreitung dieser Grippe zu modellieren,
geht man von logistischem Wachstum der Anzahl B der Erkrankten aus.

(1) Erldutere, was fiir diese Annahme eines logistischen Wachstums spricht.
(2) Bestimme den Funktionsterm B(t).

(3) Untersuche, nach welcher Zeit die Hélfte der Stammesbewohner krank ist und gib an, wel-
che Bedeutung dieser Zeitpunkt fiir die weitere Ausbreitung der Krankheit hat.

(4) Ermittle die mittlere Zunahme an Erkrankten pro Woche in den ersten 2 Monaten.
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g ”
I
92} o
Ich kann ... S| 8| E
= | =| 5| B
% 21 E|g| B
= |§| N8| 5|79
den Graf einer Exponentialfunktion sowie einer Tangente an den Gra- 1a)
fen der Exponentialfunktion skizzieren.
eine Gleichung einer Tangente an den Grafen einer Exponentialfunk- 1b)
tion rechnerisch mittels Ableitungsterm bestimmen.
die Funktionsgleichung eines transformierten Grafen angeben. 1)
begriindend Funktionsgleichungen von Exponentialfunktionen ent- 2a)
sprechenden Grafen zuordnen.
mithilfe von Funktionsgleichungen und grafisch beschreiben, wie ein 2b)
Graf einer Exponentialfunktion durch einfache Transformationen aus 20) ’ 2d)
dem Grafen einer natiirlichen Exponentialfunktion hervorgeht. ’
Exponentialgleichungen 16sen. 3a)
Integrale mithilfe von Stammfunktionen aus der Funktionsklasse von b
nattirlicher Exponential- und Logarithmusfunktion 16sen.
Aussagen zu einer Geschwindigkeitsfunktion eines beschrankten
Wachstumsprozesses begriindend tiberpriifen, ob sie wahr oder 4
falsch sind.
hohere Ableitungen von sinh und cosh bestimmen und eine Regel- 5a)
mafligkeit erkennen.
rechnerisch zeigen, dass die Grafen von sinh und cosh keine Schnitt- 5b)
stellen haben.
die Grafen von sinh und cosh auf Symmetrie priifen. 5¢)
die Grafen von sinh und cosh auf globale Extremstellen und Kriim- 5d), 5e)
mungsverhalten untersuchen. ’
Flacheninhalte von beschrankten und unbeschrankten Flachen, die
durch die Grafen von sinh und cosh begrenzt werden mit einer 5f)

Stammfunktion berechnen.

[cosh(x)]? — [sinh(x)]? = 1 beweisen.
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Ich kann ...

Wo?

sicher

ziemlich sicher
unsicher
sehr unsicher

eine beliebige Exponentialfunktion von der Basis 2 mithilfe des nattir-
lichen Logarithmus zur Basis e darstellen.

1a)

mithilfe der Ableitung Tangenten an den Grafen einer beliebigen Ex-
ponentialfunktion bestimmen.

1b)

den Grafen einer Exponentialfunktion sowie zweier Tangenten mit-
hilfe des GTR in einem Koordinatensystem darstellen.

1c)

unter Nutzung einer Stammfunktion Fldcheninhalte von unbe-
schrankten und beschriankten Flachen berechnen, die durch den Graf
einer Exponentialfunktion und der x-Achse sowie zweier Tangenten
und der x-Achse begrenzt werden.

1d)

rechnerisch nachweisen, dass bei einer Exponentialfunktion eine Stre-
ckung in y-Richtung gleichbedeutend ist mit einer geeigneten Ver-
schiebung in x-Richtung.

le)

auf der Basis von Datenvorgaben rechnerisch die Parameter a und b
einer exponentiellen Wachstumsfunktion der Form f(t) = a - ebt
teln.

ermit-

2a)

mit einer Modellfunktion Problemstellungen 16sen, bei denen Expo-
nentialgleichungen gelost werden miissen.

2b), 3a)

den Ableitungsterm einer exponentiellen Wachstumsfunktion be-
rechnen und ihre Bedeutung im Sachzusammenhang angeben.

Geschwindigkeiten einer Bestandsfunktion zum beschrankten
Wachstum mithilfe des GTR bestimmen und grafisch darstellen.

begriinden, warum einen vorgegebene Modellfunktion ungeeignet
ist, um einen Wachstumsvorgang zu modellieren.

einen Grafen zum beschrankten Wachstum im vorgegebenen Kon-
text skizzieren.

begriinden, warum eine Funktionsgleichung zum Wachstumspro-
zess des beschrankten Wachstums passt.

Parameter ¢, d und k einer Funktionsgleichung f(t) = ¢ —d - e

beschrankten Wachstum im Sachkontext interpretieren und pas-
sende Werte fiir ¢, d und k angeben.

zum

durch Termumformung und Angabe von Parametern zeigen, dass
eine Funktionsgleichung von der Form f(t) = c - e ist und ein expo-
nentielles Wachstum beschreibt.

Parameter ¢ und k einer Funktionsgleichung f(t) = c- eX* zum expo-

nentiellen Wachstum im Sachkontext interpretieren und den Wachs-
tumsfaktor a = eX angeben.

3c)

mittels Ableitungen der Modellfunktion nachweisen, dass der Graf
einer Funktion streng monoton wachsend und linksgekriimmt ist.

3d)

den Randwert als maximale Steigung identifizieren und die zugeho-
rige Wachstumsgeschwindigkeit mittels Ableitung berechnen.

3e)

die Tauglichkeit einer Modellfunktion fiir einen bestimmten Zeit-
raum kritisch priifen.

3e)
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mittels Integralrechnung die Bestandsfunktion eines beschrénkten

Wachstums bestimmen, wenn die Funktion zur Wachstumsgeschwin- | 3f)
digkeit gegeben ist.

durch Termumformung und Angabe von Parametern zeigen, dass

eine Funktionsgleichung von der Form f(t) =S — d - et ist und ein | 3f)
beschranktes Wachstum beschreibt.

priifen, ob eine Ubergangsstelle zweier Teilfunktionen knickfrei ist. | 3f)
auf der Basis von Datenvorgaben rechnerisch die Parameter S, d und

k einer beschrinkten Wachstumsfunktion der Form f(t) =S —d-e ™ | 3g)
ermitteln.

nachweisen, dass einen Funktion logistisches Wachstum beschreibt. 3h)
anhand des Kriimmungsverhaltens begriinden, welches Modell am 3h)
besten geeignet ist.

ein Verfahren beschreiben, mit dem man die grofite Differenz zwi-

schen Modellfunktion f und der Funktion h in einem Intervall be- 3h)

rechnen kann.
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i3 Teil I: Hilfsmittelfreier Teil

Aufgabe 1: Skizzieren eines Grafen, Tangente und Punktspiegelung.
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2 - e%5%,

a) Skizziere den Grafen von f und die Tangente t an den Grafen an der Stelle 2.

b) Berechne die Gleichung der Tangenten t an den Grafen von f an der Stelle x = 2.

c) Der Graf von f wird am Ursprung gespiegelt. Bestimme den dazugehorigen Funktionsterm.

Aufgabe 2: Transformationen von Exponentialfunktionen

Gegeben sind drei Grafen und sechs Funktionsgleichungen.

A /Y J
\ bV % y //
\ 4 4 - 4 7
\ B /
e
}. | 2.. / 2__ / C
N\, A
\\ I
0 2 | 4 |y /0 2 | 4 [y 0 2 | 4 |x
f,(x) =5—4-0,75% £,(x) = e fa(x) =5 — 4 ¥
f,(x) = Z' e f(x) =5+ 4-e 07 fo(x) = 5 — 4 - en(075)x

a) Ordne jedem Graf die passenden Funktionsgleichungen zu.22 Begriinde Dein Vorgehen.

b) Gib die Transformationen an, die notwendig sind, um vom Grafen der nattirlichen Exponenti-
alfunktion f mit f(x) = ¥ zum Grafen zur Funktion fs5 zu gelangen.

c) Beschreibe, wie sich eine Funktionsgleichung verandern, wenn man bei der Beschriftung der
(1) y-Achse alle Werte verdoppelt bzw. halbiert.
(2) x-Achse alle Werte verdoppelt bzw. halbiert.

d) Gib fiir die Vorgange (1) und (2) die Funktionsgleichungen an, die man in Bezug auf die Aus-
gangsfunktion f; und f; erhalt.

Aufgabe 3: Gleichungen und Integrale 16sen
a) Bestimme die Zahl x, die folgende Gleichungen 16st.

=7 eX== [fidt=1n(10) e +7=0 Inx) =6  e*—4eX+4=0
b) Berechne mithilfe der Stammfunktion folgende Integrale.

In(3) In(3) 3 el ef2 ef1 1
[ ex dx Jo Tedx  [[(e*+x+Ddx  [iodx [ (§+\/§) dx | (———) dx

22 Es kann auch mehr als eine Funktionsgleichung zugeordnet werden.



Aufgabe 4: Sinkgeschwindigkeit eines Steins?3
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Ein Stein sinkt in einem See. Fiir seine Sinkgeschwindigkeit gilt: v(t) = 2,5 (1 — e~*!"). Dabei ist t
die Zeit in Sekunden seit Beobachtungsbeginn und v(t) die Sinkgeschwindigkeit in Meter pro Se-

kunde.

Entscheide unter Angabe einer Begriindung, welche der folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Aussage

Wahr

Falsch

Begriindung

Die Sinkgeschwindigkeit des Steins ist
immer positiv.

Die maximale Sinkgeschwindigkeit
wird zu Beginn erreicht.

Der Stein erreicht den Boden des Sees
niemals.

Die maximale Beschleunigung des Stei-
nes wird zu Beginn erreicht.

Man kann mithilfe eines Integrals be-
rechnen, wie tief der Stein insgesamt ge-
sunken ist.

Die Sinkgeschwindigkeit ist immer klei-
ner als 2,5 Meter pro Sekunden.

Die Sinkgeschwindigkeit verdoppelt
sich jeweils in 0,9 Sekunden.

2 Aufgabe modifiziert nach Lambacher Schweizer fiir die Q-Phase, Klett-Verlag (2014)
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Aufgabe 5: Sinus Hyperbolicus und Cosinus Hyperbolicus

Die Funktionen sinh und cosh mit sinh(x) = % ‘(¥ —e ) und \\ \ A /

cosh(x) = % (e* + e7¥) heifien Sinus Hyperbolicus und Co- 3
sinus Hyperbolicus. Ihre Graphen sind rechts dargestellt. \ //

//

a) Berechne die 1. und 2. Ableitung von sinh und cosh. Gib \
die 1810. und die 2013. Ableitung von sinh und cosh an. N\

b) Zeige, dass die beiden Graphen keine gemeinsamen
Schnittpunkte haben.

[Tipp: Setze die Funktionsterme gleich und zeige, dass die 2 -1 1 2
Gleichung unltsbar.]

\ Aa¥

c) Begriinde, dass sinh punktsymmetrisch zum Ursprung —sinh
und cosh achsensymmetrisch zur y-Achse ist. |

d) Zeige, dass (0/1) globaler Tiefpunkt von cosh ist und cosh durchweg linksgekrtimmt ist.
e) Untersuche den Grafen von sinh auf sein Krimmungsverhalten.
f) Berechne mithilfe der Stammfunktion den Fldcheninhalt der Fldche, den beide Grafen
(1) uber dem Intervall [0; 1] einschliefSen.
(2) tiber dem Intervall [0; +oo[ einschliefSen.

g) Beweise: [cosh(x)]? — [sinh(x)]? = 1.
[Tipp: 1. und 2. Binomische Formel und e* - e™ = 1]
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Teil II: Aufgaben unter Zuhilfenahme des GTR

Aufgabe 1: Ableitung, Tangente, Flichenberechnung und Transformation

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2*.
a) Stelle den Funktionsterm zur Basis e dar und bestimme die erste Ableitung.

b) Ermittle rechnerisch mithilfe von f*(x) die Gleichungen der Tangenten t; und t> an den Grafen
von f in den Punkten (1/£(1)) und (-1/£(-1)).
[Kontrollergebnisse zum Weiterarbeiten: t; (x) = 1,39x + 0,61;t,(x) = 0,35x + 0,85]

c) Stelle die Situation in einem Koordinatensystem dar.

d) Ermittle mit der Stammfunktion den Flacheninhalt der Flidche, die
(1) vom Grafen von f {iber dem Intervall [-1; 0] mit der x-Achse eingeschlossen wird.
(2) vom Grafen von f {iber dem Intervall | — co; 0] mit der x-Achse eingeschlossen wird.

(3) von den beiden Tangenten t; und t; und der x-Achse begrenzt wird.

[Hinweis: Verwende die Tangentengleichung aus dem Kontrollergebnis aus b) und runde
Schnitt- und Nullstellen sowie den Flacheninhalt auf die zweite Nachkommastelle.]

e) Der Graf von f wird in y-Richtung um den Faktor 2 gestreckt, so dass der Graf von g entsteht.
Ermittle eine Verschiebung, so dass der Graf von g aus dem Grafen von f entsteht.

Aufgabe 2: Abkiihlen von Kaffee

Peter kauft sich bei einem Fufiballspiel in der Halbzeitpause zum Aufwérmen eine Tasse Kaffee. Bei
einer Auflentemperatur von frostigen 0 °C kiihlt der warme Kaffee schon nach einer Minute auf
86,04 °C ab. Nach zwei Minuten betrigt die Kaffeetemperatur nur noch 82,25 °C. Die Temperatur

des Kaffees kann durch eine Funktion der Form f(t) = a - e®t beschrieben werden (t=0, tin Minuten,
f(t)in °C,a=0und b <0).

a) Ermittle die Parameter a und b und gib die Anfangstemperatur an.

Fiir die Temperatur des Kaffees (in °C) wird nachfolgend die exponentielle Funktionsgleichung
f(t) = 90 - e 2945t (t > 0; t in Minuten) angenommen.

b) Bestimme die Temperatur des Kaffees nach 10 Minuten und berechne den Zeitpunkt, an dem
die Kaffeetemperatur unter 45 °C gesunken ist.

c) Ermittle f'(t) und gib die Bedeutung des Ableitungsterms im Sachzusammenhang an.

d) Bestimme mit dem GTR die Geschwindigkeit der Temperaturabnahme in °C pro Minute nach
einer, fiinf, zehn und 30 Minuten. Beschreibe den Abkiihlungsvorgang und skizziere den Gra-
fen von £,

e) Begriinde, warum die Modellfunktion fiir den Abkiihlungsvorgang bei einer Raumtemperatur
von 20 °C ungeeignet ist.

f) Frank hat VIP-Karten und trinkt im VIP-Raum in der Pause ebenfalls einen Kaffee. Sei g die
Funktion, die den Abkiihlungsvorgang von 90 °C heifiem Kaffee bei einer Raumtemperatur von
20 °C beschreibt.
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(1) Skizziere neben dem Grafen von f einen moglichen Graphen zur Funktion g und begriinde,
dass g von der Form g(t) = ¢ —d - e X ist.

(2) Interpretiere die Parameter ¢, d und k und gib passende Werte fiir c und d und k an.

Aufgabe 3: Modifizierte Abituraufgabe zu Wachstumsprozessen?*

Die Hohe eines Strauches in den ersten zwanzig Tagen nach dem Aus pflanzen
wird durch die Funktion h mit

h(t) = 0,2 - %1799 (t in Tagen, h(t) in Metern)

beschrieben. Diese Pflanze hat zum Zeitpunkt des Auspflanzens eine Hohe von
8 cm und ist am Ende des 20. Tages (t = 20) auf eine Hohe von etwa 60 cm ge-
wachsen. Der Graf ist in der Abbildung unten links angegeben.

a) Berechne, zu welchem Zeitpunkt der Strauch eine Hohe von 50 cm hat.

b) Zeige durch Angabe der Parameter ¢ und k, dass die Funktion h ein exponentielles Wachstum
der Form h(t) = ¢ - e¥t beschreibt.
[Tipp: Wende zunichst ein Potenzgesetz an. ]

c) Gib die Bedeutung der Parameter c und k im Sachkontext an und bestimme den Wachstums-
faktor a.

d) Weise nach, dass der Graf zu h fiir 0 < t < 20 streng monoton wachsend und linksgekrtimmt ist.

e) Bestimme rechnerisch den Zeitpunkt innerhalb der ersten zwanzig Tage (0 <t <20), an dem die
Pflanze am schnellsten wachst und berechne die zugehorige Wachstumsgeschwindigkeit. Be-
griinde, warum die angegebene Funktion h nur fiir einen begrenzten Zeitraum die Hohe der
Pflanze beschreiben kann.

f) Vom Beginn des 21. Tages an verringert sich die Wachstumsgeschwindigkeit des Strauches. Von
diesem Zeitpunkt an ist nur noch die Wachstumsgeschwindigkeit (in Meter pro Tag) bekannt,
sie wird beschrieben durch die Funktion z mit

z(t) = 0,02 - e7%¥™*31 (t in Tagen, z(t) in Meter pro Jahr)

Die Hohe des Strauches fiir t > 20 soll durch eine Funktion h, beschrieben werden.

(1) Ermittle einen Term ho(t), der die Hohe des Strauches nach t Tagen fiir t = 20 beschreibt.
[Zur Kontrolle: h,(t) = 1,2 — 0,2 - e~ %131 (t > 20), vgl. Abb. links unten]

(2) Begriinde anhand des Terms h,(t), dass der Strauch nicht beliebig hoch wird, und gib die
maximale Hohe des Strauches an.

(3) Weise rechnerisch durch Angabe der Parameter S, b und k nach, dass die Funktion h; ein
beschrinktes Wachstum der bekannten Form h,(t) = S — b - e K beschreibt.

[Tipp: Wende zunichst ein Potenzgesetz an. ]
(4) Interpretiere die Werte der Parameter S, b und k im Sachkontext.

(5) Untersuche, ob die Ubergangsstelle t = 20 knickfrei ist, d. h. h"(20) = h,"(20) gilt.

Nun soll eine Funktion die Pflanzenhohe fiir den gesamten Zeitraum, also tiber die ersten zwanzig
Tage hinaus, moglichst zutreffend modellieren. Die mittlere Abbildung stellt den Grafen einer Funk-
tion f; zu einem beschriankten Wachstum dar (Modell 1). Rechts ist der Graf einer Funktion f> zu

24 Modifiziert nach Zentralabitur NRW 2009
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sehen, der ein logistisches Wachstum beschreibt (Modell 2). Die linke Abbildung zeigt den Graphen,
der aus den beiden Funktionen h (0 < t <20) und h; (t > 20) zusammengesetzt ist und den tatsachli-
chen Verlauf der Strauchhohe wiedergibt.

T T T T | T T T T | T T T T I
Strauchhéhe in m 4 Strauchhéhe in m 4 Strauchhdhe in m
1,5 1,51 1,5
fol
1 bl fit | 1 =
// // //
// L //
0,5 h ./ 0,5 0,5 v
| _—T | Zeittin Jahren| Zeit t in Jahren | [ Zeit t in Jahren |
} i > } i > } ; >
0 1‘0 2‘0 30 0 10 2‘0 30 0 10 | 20 | 30
Tatsidchlicher Verlauf Modell 2 Modell 3

g) Modell 1 (beschrinktes Wachstum): Da der Strauch nicht hoher als ungefdhr 1,2 m wird, muss
die Modellfunktion beschrankt sein. Zunichst wird dafiir eine Modellfunktion f; gewéhlt, die
die Form f; (t) = S — d - e ¥t hat. Dabei ist S = 1,2 die obere Grenze, welche die Hohe der Pflanze
auf lange Sicht nicht tiberschreitet.

(1) Bestimme die Parameter d und k so, dass der Strauch beim Auspflanzen und am 20. Tag die
beobachteten Hohen von 0,08 m bzw. von 0,60 m besitzt.

(2) Gib die Bedeutung des Parameters d an.

h) Modell 2 (logistisches Wachstum): In einem alternativen Ansatz soll ein logistisches Wachstum
£,(0)-S
f2(0)+(S— £2(0))-e"kSt

0,096
0,08+1,12-¢70132
dem die Anfangshohe 0,08 m betrdgt, nach 20 Tagen eine Hohe von 0,60 m vorhanden ist und
langfristig 1,2 m nicht tiberschritten werden.

der bekannten Form f,(t) = angenommen werden.

Zeige, dass die Funktion f> mit f, (t) = ein logistisches Wachstum beschreibt, bei

i) Begriinde anhand des Kriimmungsverhaltens, welche der Modellfunktionen f; und f» eher ge-
eignet ist, die Strauchhohe (in Abb. 1) in Metern in Abhédngigkeit von der Zeit in Tagen zu be-
schreiben (vgl. Abb. 1, 2 und 3).

j) Beschreibe ein Verfahren zur Berechnung der grofiten Differenz zwischen einer (differenzierba-
ren) Modellfunktion f und der Funktion h im Intervall [0; 20].
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Losungen

1 Grundwissen rund um Exponentialfunktionen

1a)
1 2 3 4
f(x) = 2% f(x) = —0,5-0,5% f(x) =3-3% f(x) = —3- 3%
1b)
X -3 -2 -1 0 0,5 1 2 3
f(x) = 4-2% 0,5 1 2 4 5,67 8 16 32
g(x) = 2-0,5% 16 8 4 2 1,41 1 0,5 0,25

¢ Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um 1 vergrofiert, dann verandert sich der
der Funktionswert mit dem Wachstumsfaktor a.

e  Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um 1 verkleinert, dann verandert sich der
der Funktionswert mit dem Kehrwert a-'des Wachstumsfaktors a.

e Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um k vergrofiert, dann verandert sich der
Funktionswert mit dem Faktor ak.

e  Wenn der x-Wert einer exponentiellen Funktion sich um k verkleinert, dann verdndert sich der
Funktionswert mit dem Faktor ak.

1c)

Eine Funktionsgleichung der Form f(x) = c - a* beschreibt ein exponentielles Wachstum. Ist a > 1
handelt es sich um eine exponentielle Zunahme (z. B. Zinswachstum). Im Falle 0 < a < 1 spricht man
von einer exponentiellen Abnahme (z. B. radioaktiver Zerfall).

1d)

Bei der Normalparabel verlduft der Graf fiir beide Rander gegen + unendlich. Bei der Exponential-
funktion y = 2x ndhert sich der Graf fiir kleine x der x-Achse an, wihrend er auf der anderen Seite
fiir grofie x ebenfalls unbeschrankt wachst. Stellt man nun beide Funktionen fiir ganzzahlige posi-
tive x mithilfe einer Wertetabelle dar, erhilt man:

x |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
x2 |0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 | 121 | 144 | 169
2% |1 2 4 8 16 32 64 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192

Man erkennt: Die Exponentialfunktion wachst schon recht friih sehr viel stiarker als die quadratische
Funktion. Dartiber hinaus ist bei der Exponentialfunktion jeder neue Wert in der Wertetabelle (um
1) grofser als die Summe aller vorherigen Eintrédge (z. B. 32> 24 + 8 + 4 + 2 + 1). Bei der quadratischen
Funktion gilt fiir x > 4: Jeder neue Eintrag in der Wertetabelle ist kleiner als die Summe der vorheri-
gen Eintrdge (z. B. 25 <16 + 9 + 4 + 1 + 0 = 30). Wahrend bei der quadratischen Funktion bei Ver-
grofierung des x-Wertes um 1 der vorherige Funktionswert um eine ungerade Zahl vergrofiert wird
(1, 3,5,7, usw.) wird bei der Exponentialfunktion der Vorgdnger um den Faktor 2 erhoht.

le)

YL:A(0) =3=f(x) =3-a%5 f(1) =6 3-al =6 a=2>f(x) =3 2%
Y2: £(0) = —1 = f(x) = — a%; f(1) = —0,5 & —a=—0,5 @ a =05 = f(x) = —0,5%
Y3:£(0) =32 f(x) =3-a%5 f(1) =9 o 3a=9 & a=3 = f(x) = 3-3% = 3¢+

Y4: f(x) = ¢+ a%; a3=%=%=8@a=2; f(2)=20©c22=200c=5=f(x) =5 2X

. _ . _ f(2) _ o0a _ _ 1, _ . -1 _ _ X
Y5.f(x)—c-ax,a3—ﬁ—%—0,008®a—§,f(—l)—5(:>c ) =5eoc=1=2fx=()
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Y6: f(x) = ¢+ a%; B3=18_23_ 974,53 fQ)=9oc'32=9oc=1>f(x) = 3%

T2 9
1)
X X
W2*=2=(3) =05* @3 '1=3=1.3 (3)(3)?=3%=(3} =9
2X+2 _ 22X .22 —_ (22YX.0 — O . 0,5x—0,5 _ 25%5% _ (yz8)* _ 5% _ .
(4) 32542 = 32%. 32 = (32)* - 9 = 9 - O (5) 2505505 = B0 = () =5 — 0 2. 5%
1g)

Der Wachstumsfaktor a muss positiv sein, da z. B. fiir x = 0,5 die Wurzel aus a gezogen wird und
dann a%° = +/a nicht definiert ware. Der Fall a = 1 liefert keine Exponentialfunktion, sondern die
Konstante y = c.

2a)

Die Funktionsgleichung lautet f(x) = 2*.
Punkt A: 2* = 1 & x = log, (%) = log,(27%) = -3

8
Punkt B: 2* =1 & x = log,(2°) = 0
Punkt C: 2¥ = V2 © x = log,(V2) = x = log,(2%°%) = 0,5

Punkt D: 2% = 4 & x = log,(22) = 2
2b)

Punkt E: 2¥ = 0,5 © x = log,(0,5) = x = log,(271) = -1

Der Logarithmus von b zur Basis 2 bezeichnet den Exponenten x (Hochzahl, Verhiltniszahl), mit
dem die Basis 2 potenziert werden muss, um die gegebene Zahl b zu erhalten. Gesucht ist also die
Zahl x, so dass 2* = b. Dieses Zahl x wird als Logarithmus von b zur Basis 2 definiert.

2¢)
E:15-13* =30 13*=2 o x=log13(2); 2<x<3
H:0,125-0,5% = 0,25 © 0,5* = 2 © x = log( 5(2) = logys(0,571) = -1
U'4+(E)X=6<:)(z)x=2(:>x=lo 2(2); —2<x< -1
) 3 3 g§ ’

A:1=(%)X-8<:)(%)X=%(:>x=log%(%); 0<x<1

S:10-2*"1 =50 22X =5 2*=25ox=10g,(2,5); 1 <x<2
_ 1%
D: (1) = 10° ol 100 (2)" =2 =500 & x = log1(500); =9 < x < —8
7 2
$:2,5%72:252=99 & 2,5* =99 & x =log,5(99); 5<x<6
T: 1,952 = 1 & 1,95% = 1,95 & x = log, ,5(1,95%) = 2

Es gilt nun folgende Rangfolge: DU HAST ES.

3)

fO)=4=>fx)=4-a5f(1)=2e4-al=2oa=05=f(x) =4-0,5%
3

f(0) = 1,5 & 4-0,5% = 1,5 & 0,5 = & x = logos (2) ~ 1,42

g0)=1=2gx)=a%5gl)=15ea'=150a=15=g[x) =15
gx) =2 155 =2ox=log;5(2) ~ 1,71

h(0)=1=>h(x)=a% h(-1)=2¢< a l=2oa= 0,5=h(x) = 0,5%
h(x) =35 05* =35 x=logy5(3,5) ~ —1,81

k(0)=2=k(x)=2-a% k(1) =05 2-al =0,5ea=0,25>k(x) =2-0,25%
k() = 1,5 © 2- 0,255 = 1,5 & 0,25% = 0,75 & x = log,,5(0,75) ~ 0,21
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4a)

f(x) = 2¥ _ — g(x) = 21 =2%. 21 = 2. 2%
Verschiebung um 1 nach links

f(x) = 2% g(x) =2-2%
Streckung um den Faktor 2 von der y—Achse aus

4b)

f(x) = 3% , — g(x) = 3**2 =3%.32 =9 3%
Verschiebung um 2 nach links

f(x) = 3% g(x) =9 3% = 3x+2
Streckung um den Faktor 9 von der y—Achse aus

- - 1

f(x) = 3¥ : h(x) = 3%t = 3%.371 = 2.3

Verschiebung um 1 nach rechts 3
1 —

f(x) = 3% - h(x) =2-3%¥=3x"1
Streckung um den Faktor 3 von der y—Achse aus 3

4c)

Uber den y-Achsenabschnitt lassen sich f und h zuordnen: f(0) = 1 und h(0) = 2. Daher gilt A = f
und C = h. Uber die Stelle x = -1 erkennt man: Der Graf von k entsteht durch Verschiebung des
Grafen von h um 1 nach oben. Deshalb gilt k = D. Ebenso wird der Graf zu f um 2 nach oben ver-
schoben, so dass der Graf von g entsteht. Alsoist B=g.

5a)

2
f0)=6=>fx)=6-a%f(1)=77=6" ar=77 ©a= (Z) ~ 2,0733 = f(x) ~ 6+ 2,0733%

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y5=4§E<j2. 0733 (x)

400
3500
300
250F
200F
150r
1007

50F

X=4D: ¥=110.8663733

5b)

73 129
f(4) = 6-2,0733* ~ 111;£(73) = 6 2,073312 ~ 506 f

%) = 6-2,073312 ~ 15215

12
5¢)

f(x) = 12000 © 6-2,0733* = 12000 < 2,0733* = 2000 < x = log; 0733(2000) =~ 10,42 Jahre. An-
fang Mai des Jahres 2012 wiirde eine Abschussfreigabe erfolgen.

5d)

Mogliche Antworten fiir die Giiltigkeit des Modells:

Die Fortpflanzungsbedingungen bleiben unverédndert.

Es ist ausreichend Lebensraum fiir eine derartige Population vorhanden.

Die Kaninchen pflanzen sich kontinuierlich fort (entspricht nicht den realen Bedingungen)

Im Modell ist wegen des zu kurzen Zeitraums die Sterberate nicht ausreichend berticksichtigt
worden, ebenso die Dezimierung durch Krankheiten o. &.
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6)

(1) ,Gilt immer”. Punktsymmetrie fallt aus, da f(x) > O (ftir ¢ > 0) oder f(x) <0 (c < 0). Auch Achsen-
symmetrie ist nicht moglich: f(—x) = f(x) gilt nur fir x =0, dennc-a*=c-a* @ a®* =1 x=0.

(2) ,Kommt darauf an”. Die Gleichung c-a* = d (Schnitt der Exponentialfunktionen mit der Gera-
den y=d) besitzt genau eine Losung x = log,(%) genau dann, wenn ¢ und d beide das gleiche Vor-
zeichen haben und beide ungleich Null sind. Andernfalls gibt es keine Losung.

(3) ,Gilt immer”. Der Term a* strebt im Falle a > 1 fiir x gegen minus unendlich gegen Null, im Falle
0 <a <1 fiir x gegen plus unendlich gegen Null. Der Faktor ¢ beeinflusst nur, ob der Graf sich von
oben (c > 0) oder von unten (c < 0) der x-Achse nédhert.

(4) ,Gilt immer”. Zum einen erhilt man fiir den gleichen Wachstumsvorgang unterschiedliche
Wachstumsfaktoren, wenn man den Startzeitpunkt nach vorne oder nach hinten verschiebt. Zum
Beispiel beschreiben f und g mit f(x) = ¢ - a* und g(x) = c* a**? denselben Wachstumsvorgang, nur
dass der Start bei g um 2 Einheiten friiher einsetzt. Zum anderen kann der Startwert zu unterschied-
lichen Zeitpunkten gewdhlt werden, ohne dass sich dadurch der Wachstumsvorgang als solcher
verdndert. Beispiel: f und g mit f(x) = c-a* und g(x) = 5-a* = c-a*"P beschreiben denselben Vor-
gang, nur, dass der Startwert bei g um p Zeiteinheiten spater erfolgt.
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2 Die natiirliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

1)

Im linken Diagramm entsteht ein steigender Graf, der komplett oberhalb der x-Achse liegt. Im rech-
ten Diagramm erhilt man einen fallenden Grafen, der unterhalb der x-Achse liegt. Sollte sich der
Startpunkt auf der x-Achse liegen, erfiillt offenbar nur die Nullfunktion die geforderte Bedingung.
Gesucht ist also eine Funktion f mit f(x) = f'(x). Wir werden sehen, dass
f(x) = c-e* (e = 2,72;c # 0) und f(x) = 0 die einzigen Funktionen sind, die diese Bedingung - man
auch diese Differenzialgleichung - erfiillen.

2)

f(x) = 3% g(x) = 5% heo = (2) k(x) = 0,2%

I
- [}
[s3]
EN [}

/| X / X N X X
> 0 > | [ -2 ]o] | 2 2 0 2 1270 2

¥ <
P

II

[e)}

1T

] X X
- > V46 16
-2 0 2 2 |0 2

| | | | |

Die Zuordnung der Funktionsgleichung zu den Funktionsgrafen kann folgendermafien begriindet

werden:

e An der Stelle x = 1 haben die beiden steigenden Grafen den Funktionswert 3 bzw. 5. Daher ge-
hort f zu Cund g zu A.

e Ander Stelle x = -1 haben die beiden fallenden Grafen den Funktionswert 3 bzw. 5. Daher gehort
h zu D und k zu B.

Fiir die Zuordnung von Graf und Ableitungsgraf konnen folgende Begriindungen herangezogen

werden:

e Die beiden steigenden Grafen A und C haben tiberall eine positive Steigung. Daher muss der
Graf der Ableitung komplett oberhalb der x-Achse liegen und es kommen nur die Grafen III und
II in Frage. An der Stelle 0 ist Graf A steiler als Graf C. Somit besitzt der Ableitungsgraf bei x =
0 einen grofieren Funktionswert. Also: A gehort zu Il und C zu 1L

e Mit der gleichen Argumentation ist die Steigung des Grafen von B an der Stelle 0 steiler als bei
Graf D, so dass Ableitungsgrafen I zu Graf B gehort und Graf D zu IV.
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Fiir f mit f(x) = 2* gilt: f'(0) ~ 0,6931 und £ ~

f(x)

39

0,6931. Formt man die zweite Gleichung nach

f(x) um und setzt {'(0) entsprechend ein, erhélt man: f'(x) = f(0) - f(x) = 0,6931 - 2*.

3b) und 3c¢)

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

¥1=2.5"(x) (¥

x=0

15 1 s gPY/dESULUI62E
¥=1

B [EXEl:Koordinaten anzeigen

¥1=2.8"(x) ¥

Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

¥1=2.7"(x)

¥

b4
-i§ 1 05 pdY/d¥=0.89325
¥=0 ¥=1
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=3r(x) ki
. | | | | X
-1.5 -1 05 0 aY/dx=1.1Y5bs
=0 ¥=1

Es lasst sich der Zusammenhang von Aufgabenteil a fiir weitere Exponentialfunktionen bestatigen.
Die Ableitung ist proportional zur Ausgangsfunktion. Die Proportionalitdtskonstante entspricht
dem Ableitungswert an der Stelle 0. Fiir einen Wert von ungefdhr a = 2,72 liegen Graf und Ablei-
tungsgraf tibereinander. Dieser Graf hat an der Stelle 0 die Steigung 1.

3d)
f(x +h) —f(x) a*th —a* a*-al —a* a*-(@"-1)
h B h h h -
2 | Diff .
£ | Differenzenquoti- Funktionsterm fiir £ Potenzgesetz angewen- . .
£ |ent von f an der mit f(x) = a* eingesetzt | det: a*P = a* - ah a* faktorisiert
@ | Stelle x - 8 ’ -
m
0o+h _ .o _ Fiir die Ableitung einer Expo-
aX- a a_ a¥ w N a*-f'(0) =f(0)-a* nentialfunktion von der Form
h h h—0 f(x) = a* gilt: F(x) = £(0) - a*
e . 0+h_,0 . .
3 | Bs gilt: ist der Fiir h gegen Null ergibt
5 a%*h = ah sowie Differenzenquotient sich der Ableitungswert
pg;f a’=1 von f an der Stelle 0 von f an der Stelle x
4a)

Da fiir eine beliebige Exponentialfunktion f'(x) = f'(0) - f(x) und fiir die nattirliche Exponentialfunk-
tion f'(x) = f(x) gilt, muss bei der nattirlichen Exponentialfunktion {*(0) =1 sein.
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4b)
1 n
e0+h _ g0 Mith=% e%—l 1 1~1 1~1 1 e=(en)
~1 - . 1 ~1 e-l®a en~ 147 1\"
h erhilt man: i ~ (1 + _)
n
g ! strebt fii Man multipli
2 Ersetze h , strebt fur _ Man bi i
3 ) n . ) . an bildet die
£ FO=1 durch L n — o auch ziert mit dlem Man addiert 1. n-te Potenz
éo n gegen Null. Nenner .
4¢)

Der Graf von f liegt oberhalb der x-Achse, weil f(x) = e* > 0. Der Graf besitzt daher keine Nullstel-
len. Da f'(x) = f"(x) = e* > 0 ist, ist der Graf von f streng monoton steigend und linksgekriimmt.
Aus diesem Grund existieren auch keine Extrem- und Wendestellen.

4d)
Es gilt allgemein: fab eXdx = [e¥]} = eP — e?. Fiir die angegebenen Intervalle gilt:
[0;1] [-1;0] [0;1n(100)] [—1In(100); 0] | ]—o0; 0] [0; +oo[
el — e—ln(lOO) el — eb 1 eb — g0 5> 400
0 1 e]n(lOO) _ e0 1 ( 1 ) | b+
el —ef e e 100 -1 =1—e"100 | da der Term e’ | da der Term eP
=e—1 =1-- —99 =1—1i00 fir b > — ge- | flir b » + ge-
= 0,99 gen Null strebt. | gen +o strebt.
5a)

f(x) = 0,75 +x? —2x+ 1= f(x) = 0,75e* + 2x — 2 = f’(X) = 0,75e* + 2
F(x) = 0,75e* + %x3 —x? +x

5b)

(1) =0,75e = t(x) = 0,75e'x+b; f(1) = 0,75e = 0,75e-1+b=0,75e = b =0 = t(x) = 0,75e X
5¢)

f’(x) = 0,75e* + 2 > 2,dajeder e — Term > 0 = Graf von f ist linksgekriimmt.

5d)

Der Graf von f schliefSt tiber dem Intervall [0; 1] mit der x-Achse den folgenden Fldcheninhalt B ein:
B = f01 f(x) dx = [0,75e* + 2x3 —x* + x]:) =0,75e +1—-0,75=0,75e — =

12
Die Tangente t schliefdt tiber dem Intervall [0; 1] mit der x-Achse den folgenden Fldcheninhalt C ein:
C = 0,375e (Dreiecksfldche)

Es gilt A=B - C=0,75e — = — 0,375e = 0,375e — = ~ 0,60.

12 -
Eine Uberpriifung mit dem GTR liefert fiir die Formel des Flacheninhalts zwischen zwei Kurven:
LTG0 — t(0)] dx = [10,75e* + x? — 2x + 1 — 0,75¢ - x]dx ~ 0,60

5e)

Die Normalparabel hat die Gleichung p(x) = (x — 1)? = x? — 2x + 1. Durch Gleichsetzen mit f(x) er-
hélt man: 0,75e* + x2 —2x+ 1 = x> — 2x 4+ 1 & 0,75e* = 0. Dies ist nicht moglich, da jede Potenz
von e echt positiv ist. Daher haben die Grafen zu p und f keine Schnittpunkte. Vielmehr ist der Graf
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zu p fiir x — - o eine Asymptote, der sich der Graf von f anndhert. Denn: 0,75e* —— 0 und somit

X——00

f(x) = t(x) flir x - —oo.

6a)
fx) =gx) ©® x+e¥=-x*+efox’*—x=0ox-x—-1)=0ox=0vx=1
6b)

f(x) —g(x) = —x + e¥ — (—x? + ¥) = x? —x
Also: A = |f01[f(x) —g(x)]dx| = |f01(x2 —x)dx| =

1
[ -] | = -1 =2
6¢)

fx)=—=x+eX=2fx)=—1+e*= f"xX)=e*>0

fx)=—1+eX=0ce*=1x=0; f(0) =1; f'(0) =e® =1 > 0:(0/1) ist lokaler Tiefpunkt, der
global, da der Graf wegen f”*(x) > 0 durchweg linksgekriimmt ist (oder an den Randern jeweils gegen
unendlich strebt).

6d)

gx) = x*+eX=2g(x)=-2x+e¥=> g'(x) = -2+ =g " (x) =e*
gx)=-2+ef=0e=2ex=In2);g”UnR)) = e"@ =2 > 0 (RrLiPo): x = In(2) ist
Rechts-Links-Wendestelle.

7a)
El & [Real
Grafikfunkt. :Y= - ﬁf
Y1ige” [—1 L ;
Y2Be” +1 [—] A3

-2 Z-a T g} 1 3z 3

Y4ge™+? [—1 N
YH5Be ¥ [ — 1] ol
NAIEAN DELETE] TYPE J TOOL JEOI&i([DIETAT

7b)

fl (X) =e Verschiebung um 1 nach oben f2 (X) =e'+1

fl (X) = e Spiegelung an der x—Achse f3 (X) = e

fl (X) = e Verschiebung um 2 nach links f4 (X) =

fl (X) =e Spiegelung an der y—Achse fS (X) =e

7¢)

Da der Graf von fs an der y-Achse gespiegelt wurde, ist jeder negative Steigungswert des Grafen
von f5 an einer Stelle -a genau der positive Steigungswert des Grafen von f; an der Stelle a. Dies sieht
man zum Beispiel daran, dass das Steigungsdreieck der Tangente an der Stelle a das gleiche Ay
besitzt wie die vergleichbare Tangente des gespiegelten Grafen, aber Ax sich um das Vorzeichen
unterscheidet (vgl. Abb. oben rechts). Es gilt daher f;'(—a) = —f;"(a) = —e®. Mit der folgenden Sub-
stitutionx = —a © a = —x gilt: f;"(x) = —e™.
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3 Natiirlicher Logarithmus - Ableitung der Exponentialfunktion

1a)

e*=6 o x=1log.(6) =18

1b)

(1) e* =6 © x =loge(6) = In(e)

(2) Sei e* = b. Dann ist nach der Definition des nattirlichen Logarithmus x = In(b) und damit gilt
auch durch Einsetzen von x in der Startgleichung: e™® = b. Fiir die zweite Gleichung kann folgen-

dermafen geschlossen werden: e* = eP hat die nach der Definition des natiirlichen Logarithmus die
Losung x = In(eP). Andererseits gilt offenbar x = b. Also: b = In(eP).

(3) In(1) =In(e®) = 0, In(e) = In(e?) = 1. Es giltx = e™® > 1 = ¢, dann kann wegen der streng
steigenden Monotonie der nattirlichen Exponentialfunktion In(x) > 0 gefolgert werden. Analog gilt
auchx = e"® <1 =¢% = In(x) < 0.

(4) eM@x = In(@) nach der Potenzregel fiir Logarithmen.
1c)

f(x) = 3% = eln(®x g(x) = (;)X — eln(%)-x = e~In(3)x h(x) = eln(02)x — eln(%)-x — e~ In(5)x

1d)

(1) e*=15< x =1n(15) = 2,71

2)e*=24<x=1In(2,4) ~ 0,88

Re*=72x=In(7) & x = %ln(7) =In(v7) ~ 0,97

4)3-e% =162 e =54 4x =In(54) © x = In(54) = In (}/5,4) ~ 042
(5)e*=10 —x =1n(10) ® x = —In(10) = In(0,1) = —2,3
B)e**=1o04—x=In(1)=0x=4%

Ne*r**=54—4x=In(5) @ —4x=In(G)—-4ox=1- %ln(S) =1-1In(V5) ~ 0,60
8)2re*=5o0e*=25e —x=In(25) ©x=-In(2,5) =In(0,4) ~ —0,91

(9) e¥*1 =10 & 2x +1 =In(10) © x = -In(10) —  ~ 0,65

(10)3-e%% 1 =1 & e =1 05r—1=I(})ex=2mh(})+2=I(})+2~-020
(11)§-e%><—1=§=>eix—1=§=>§x—1=1n(§)<=x=4ln(§)+4z1,96

(12) —s-e_é’“'o":’ =lo e 505 = _1 ist unlosbar, da jede Potenz von x echt positiv ist.
le)
Me*-2-e*=0=xu*-2u=u@u-2)=00u=0vu=2e*=0ve* =2 x=1In(2)
u=e u=e
Q)e*-2ref=-1=uv*-2u+1l=@U-1P2=0u=1=se=1ox=h1)=0
u=e u=e
B)it-e¥—e¥=-Le—su*-10u+24=02u=5+t1e*=5+1<x=m4)Vvx=In(6)
u=e u=e

(4) e*™ + e** + 1 = 0 ist unlosbar, da e** + e** + 1 > 1 gilt.

2a)

Aussage (1) stimmt. Aussage (2) ist falsch. Aussage (3) stimmt. Vergleiche dazu die beiden Tabel-
len, die mit dem GTR erstellt wurden.
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Tabec}lenfkt. 'Y=
YIE(2 )| vex
Y2EH(4 )|x=x

VA __
RaNEaN| DELETE] TYPE JSTYLE TA1BLE

5]

B

2
FORKULA) PIENET3 TP EDIT J(GPH-CON)(GPH-PLT]

X ¥1 ¥2 X ¥1 ¥2

[ ] -1 0.3465 0.3465 IF 0.5931 1.3862
0 0.8031 1.3862 2 2,7726 22.18

[—1 1 1.3862 5.5451 4 11.09 354.89
I 2.7725 22.18 6 44.361 5678.2

0
DTNMDELETE] ROW JHahN GPH-PLT]

2b)
a e 3 -2 e t=1 0,5 2 el=e 3 e? e3
£(0) = -3 -2 -1 -0,6931 | 0,6931 1 1,0986 2 3

Es gilt: f'(0) = In(a)
2c¢)

(D) f(x) = ek* = (ek)x. Also ist a = eK. Damit gilt nach dem Merksatz zu Aufgabe 3 aus dem letzten
Kapitel fiir die Ableitung: f'(x) = f'(0) - e** gilt.

(2)
f(0 + h) — £(0) 3 ek (0+h) _ ok-0 e0+kh _ 50 k e0+kh _ 40
h N h h k h
1 Ei d
-§ Differenzenquoti- 1n'setzen o . Multiplizieren mit X (als
5 Funktionswerte fiir Ausmultiplizieren k
B ent an der Stelle 0 f mit f(x) = e eine ,unsichtbare” 1)
m
e0+tkh _ 40 el0tt _ o0 Fiir die Ableitung einer Expo-
ki — = k- f W k-1= f’(O) nentialfunktion von der Form
k-h t=k-h—0 f(x) = e gilt: f'(x) = k- e
& Ersetze k- h durch t. Der Bruch konvergiert
-§ Multiplikation Beide Zahlen konvergie- | fiirt — 0 gegen g"(0) =1
g von Briichen ren gegen Null, da k be- | fiir g(x) = ex (e-Funktion
& liebig aber fest ist. hat bei 0 die Steigung 1)
2d)
f(x) = a* = elP@ X = f(x) = In(a) - @)% = In(a) - a*
2e)
—_1 . x . —__1 . L aX — X
1) Fx) = na &2 F(x) = e In(a)-a* =a
(2F(x) =1 e =5 F(x) = k- ek = el
2f)
1) f(x) = 3* = "% = f(x) = In(3) - "X = f7(x) = In(3) - In(3) - X = [In(3)]? - en®*
— 1 . In(3)x
Fx) = — @ €

m, = f'(1) = In(3) - @1 = 3In(3) =In(27) undt(1) =3 =1In(27)-1+b=3=b =3 —1n(27)

=2>t(x) =In(27)x+3 -

In(27)

2 fx) = (%)X = eN@* o f(x) = ln(%) @)X 5 f'(x) = ln(%) . ln(%) Celn@)x = [ln(%)]z - en@)x

F(x) =  en@)x

1
In(3)

m; = f(—1) =1n (%) NG D = Iy (%) . eln((%)_l) =In G) - eln@ = Ip G) -2 =1In(0,25); t(-1) =4
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= In(0,25)-(-1)+b=4=Db=4—-1n(4) = t(x) =In(0,25)x+ 4 — In(4)
@) f(x) =x% — 2 =x? — e"@X 5 f'(x) = 2x — In(2) - "D X = f(x) = 2 — [In(2)]? - ")

1 .
F(x) = §x3 The eln@x

m,=f(2) =4—1n(2) e"@2=4_1n(2) e?) =4 —41In(2); t(2) =f(2) = 0
=24 —-4In2)):2+4b=0=>b=8In(2)—8=>t(x) =(4—4In(2))-x+ 8In(2) — 8

(4) f(x) = e 2X L 47X — 72X 4 (4—1)){ — e 2X 1 0,25% = e~ 2% 4 oIn(0,25)x
= f'(x) = —2e72 4+ 1n(0,25) - e"(025)% 5 £ (x) = 472X 4 [In(0,25)]?;

_ _1,,-2X 1, ,In(0,25)x
F(X)_ 2 e +ln(o,zs) e

m; = f(0) = -2 +In(0,25) = In(0,25) — 2; t(0) =f(0) =2 =b = t(x) = (In(0,25) — 2) - x+ 2

3a)

(1) Durch die Streckung in x-Richtung halbiert sich beim Steigungsdreieck der Tangente des ge-
streckten Graf Ax, wiahrend Ay gleich bleibt. Daher ist die Steigung des gestreckten Grafen an der
Stelle 0 doppelt so grof3.

(2) Da die nattirliche Exponentialfunktion an der Stelle 1 die Steigung 1 besitzt und mit (1) der ge-
streckte Graf dort die Steigung 2 hat, gilt fiir den gestreckten Grafen g’(0) = 2. Da der gestreckte Graf
der Graf einer Exponentialfunktion mit der Basis e? ist, gilt nach dem Merksatz zu Aufgabe 3 aus
dem letzten Kapitel fiir die Ableitung: g"(x) =2 - g(x) =2 - e2x.

3b)

(1) Der Parameter c streckt den Grafen von der x-Achse aus in y-Richtung und verandert damit auch
die Schnittstelle mit der y-Achse. Sollte ¢ negativ sein, findet eine Spiegelung an der x-Achse statt.
Der Parameter k streckt von der y-Achse in x-Richtung. Fur k > 1 und k < -1 wird der Graf der
nattirlichen Exponentialfunktion in Richtung y-Achse zusammengedriickt. Fiir 0 < k <1 und auch
fur -1 <k <0 findet eine Stauchung in x-Richtung statt. Der Graf wird von der y-Achse weg , ausei-
nandergezogen”. Ein Vorzeichenwechsel bei k ldsst den Grafen an der y-Achse spiegeln.

(2)

f(x) = cek* c¢>0und k> 0: z. B. f(x) = 2e3% c>0und k <0: z. B. f(x) = 273
Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1=2x(e"(3x)) S ¥2=2x(e"(-3x)) BES
:
4
Graf 3
)
X | ! . b4
-0.5 0 0.5
X=0 X=0 “k=2
Monotonie streng monoton zunehmend streng monoton abnehmend
X — +o0: f(X) — +o0 X — +oo: f(x) = 0
Randverhalten
x — —oo: f(x) = 0 x — —oo: f(x) — +oo
Nullstellen keine keine
y-Achsenschnittstelle y=c y=c
Kriimmungsverhalten linksgekriimmt linksgekriimmt
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f(x) = cek* c<0und k>0:z B.f(x) = —2e3* | c<0und k <0: z. B. f(x) = —2e 3
E [EXEl:Koordinaten anzeigen B [EXEl:Koordinaten anzeigen
Y1==-2x(e™(3x)) 1}¥ 3 ¥2==2x{e*(=3x)) 1|¥ 3
' ‘ 3] s ‘ ' 05 5] ‘
Graf
¥=0 =0
Monotonie streng monoton abnehmend streng monoton zunehmend
X — +oo: f(x) — —o© x — +oo: f(x) = 0
Randverhalten
x — —oo: f(x) — 0 x — — oo f(x) > — o0
Nullstellen keine keine
y-Achsenschnittstelle y=c y=c
Krimmungsverhalten rechtsgekrimmt rechtsgekriimmt
(4)

fo(x) =ce®=f ' (x)=ck-e™=f,"(x)=c k? e*und F.(x) = % - ekx

f.1'(x) = ¢ k- e > 0, falls c und k beide positiv bzw. beide negativ sind. Daher ist der Graph streng
monoton zunehmend, falls ¢ und k dasselbe Vorzeichen haben. Bei unterschiedlichen Vorzeichen ist
der Graf streng monoton abnehmend. f_;”(x) = c- k? - e > 0 fiir ¢ > 0. Daher ist der Graf linksge-
krtiimmt fur ¢ > 0 und rechtsgekriimmt fiir ¢ <0.

4a)
“y /I=
4 !
\ /
; /
/
/// <
1 0 1 2 gé >
A\
4b)

Es gilt f(1) = g(1) = 2. Daher ist S Schnittpunkt der beiden Grafen. Aufgrund des Verhaltens an den
Rédndern kann es keinen weiteren Schnittpunkt geben.

4¢)

Die gesuchte Fldche ldsst sich berechnen iiber den Ansatz fol[g(x) — f(x)] dx. Berechne dafiir zu-
nichst die Differenzfunktion d(x) = g(x) — f(x) = —2x + 4 — 2*. Die Stammfunktion D ist gegeben

durch: D(x) = —x? + 4x —

—-2% Daher gilt:

In(2)
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1 _ _[y2 _aoxt o _ 2 (1 \_,__1
fo[g(x) f(X)]dX_[ X% 44X — 2 ]0_ 1+4 In(2) ( ln(Z))_3 In(2)

4d)

f(x)=In2)-2% m=f(1)=2In(2); t(1) =2=>2In(2)-1+b=2=b=2-21In(2)
=>t(x) =2In(2)-x+ 2 —1n(2)

4e)

Ansatz: f'(x) = k- e = -2 @ & = —Tz Diese Gleichung ist nur l6sbar, wenn k negativ ist, da sonst

e** negativ ware. Formt man sie nach x um, ergibt sich: kx = In (—Tz) S x= %ln (_TZ) Fiir den y-Wert

1 -2 _ _ _
des Beriihrpunktes berechnet man: y = ek'i'ln(T) = TZ Also: B (% In (Tz) / ?2)
5a)

Man setzt f(x) und g(x) gleich und zeigt, dass x =0 und x = -1:
—x+2¥—-0,5=2¥+2"%-1,5 © 1 —x = 27X Offenbar erfiillen sowohl x = 0 und x = -1 diese Glei-
chung.

5b)
dx) =f(x) —g(x) = —x+2—-05—-(2*+2%*-15)=1-x—2%=1—-—x— (271)¥

— v X — v 1.2 _ 1 . X
=1-x—-05*=DX) =x * oD 0,5
° [f de=[x—2x2— 1 .05 =— 1 _(_1—05- 1 .05
JIf) — g()] dx = [X — X " ies O ]_1 = Thos (_ ~ U0 T s Y )
1 2 1
= In(0y5) +15+ In(0,5) L5+ (0,5 0,06
5¢) und 5d)

f(x) =—1+1n(2) 2¥und f"(x) = [In(2)]?:2¥ >0
fx)=-1+In(2)-2*=0e2*=_L_ o x=log, (ﬁ) ~ 0,53. Da der Graf von f wegen {”(x) > 0

~ In(2)

ﬁ) eine globale Minimumstelle.

g’ (x) =In(2) - 2X +In(0,5) - 0,5%; g”’(x) = [In(2)]? - 2*¥ + [In(0,5)]?- 0,5%* > 0
g(x) =In(2)-2*+1n(0,5):0,5* =0 < In(2) - 2* = —In(0,5) - 0,5* © 2*=0,5* = x=0. Da der
Graf von g wegen £'(x) > 0 durchweg linksgekriimmt ist, ist x = 0 eine globale Minimumstelle.

durchweg linksgekriimmt ist, ist x = log, (

6

Aussage (1) ist wahr, da f'(x) = k-e** # 0 fiir k#0

Aussage (2) ist wahr, falls e¥* = a genau eine Lésung hat. Dies ist genau fiir a > 0 der Fall.

Aussage (3) ist wahr, falls f'(x) = k- ek an der Stelle 0 positiv ist. Also f'(0) = k > 0. Dies ist fur
positive k der Fall.

Aussage (4) ist wahr, da f(x) = ™M@ = ¢ln@™) = 37X dje Funktion des an der y-Achse gespiegel-
ten Grafen zu g mit g(x) = a* ist.

Aussage (5) ist nur wahr fiira>1, daf(x) =In(a) -a* > 0 ﬁ In(a) >0 a>1.

Aussage (6) ist nur wahr fiir ¢ > 0, da ce* — 1 = 0 & e* = Inur fiir ¢ > 0 genau eine Losung besitzt.
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4 Natiirliche Logarithmusfunktion

1

,Funktionspartner sein” bedeutet, dass der Graf einer Funktion an der 1. Winkelhalbierenden
gespiegelt wird, um den Grafen der Partnerfunktion zu erzeugen. Man erhalt zum Punkt P(x/y)
eines Grafen den Bildpunkt durch Vertauschen von x- und y-Wert. Also gilt P’(y/x). Beispiel: Der
Punkt P auf dem rechten Normalparabelast mit f(x) = x2und x > 0 hat den allgemeinen Parabelpunkt
P(x/y = x?). Der Bildpunkt lautet P"(y = x2/x). Fiir den Bildpunkt wird nun jedem y = x2 > 0 ein
Funktionswert x = 0 zugeordnet. Wegen y = x? & x = +./y undx >0 wird jedem y = 0 der
Funktionswert ,/y zugeordnet. Es gilt fiir die Funktionsgleichung g des gespiegelten Grafen

also: g(y) = ﬁ Ersetzt man x durch y (x, y 2 0) erhilt man die bekannte Form g(x) = V.

\ A / 7/
Yy Vd
f(x)=x2, x <0 f(x)=x2, x =20 /
4 7
\ ] Pogy=x3) /
\ X2T——+— / g(x)=vx, x20 |
I\ /')___-

/ N
-1
7 N~
/7 5 \\\
/ ‘--._.______.\.‘
/ T
-3 g(x)=-vx, x=0_]

Ve

Analog gilty = x*> @ x = i/;/ undx = 0 und es folgt die Funktion g(y) = iﬁ fiir y > 0. Setzt man
x statt y, erhdlt man die gewohnte Form g(x) = i/x mit x = 0.

Die Partnerfunktion zu f(x) = x + 3 lautet g(x) = x - 3. Begriindung: Der allgemeine Geradenpunkt
der Gerade f lautet P(x/y = x + 3) und hat den Bildpunkt P’(y = x + 3/x). Wegen der Umformung
y=x+3eox=y—3 liefert g(y) =y—3 bzw. gx) =x—3die Funktionsgleichung des
gespiegelten Grafen.

Ebenso erhilt man aus y = 3x die Gleichung x =y und ausy = i & x = -. In allen Féllen nennt

1
y
man die Funktionen der gespiegelten Grafen Umkehrfunktionen zu den Funktionen der Ausgangs-
grafen.
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2a)
“y Z
7
7 y=Ff(x)=ex 7
/
: }5/ ,
. s
s
5 I Ay //
y
% _PE(/‘YJ A 1 //
/!\\\ //
| /7
3+ AN
(1/e) : IXE |
IZEN Ay | y=g(x)=In(x)
Bl /A D, | N
(O/y ] =P (y/%)
(/e A1 21 L () | |
-2 -1 /40 1/0) 2 3 4C[ 5 6 7
A/
ST f(e-i/-l)
// -2
/
/

Es sei P(x/y). Daher hat das Rechteck ABPC die Seitenldngen x und y. Zu Zeigen ist, dass das
Rechteck ACP'B” die Seitenlédngen y und x hat. Beweis: Sei D der Schnittpunkt der lingeren
Rechteckseiten und AB = x und AC = y. Die Dreiecke ABD und ADB’ sind konkruent nach SWW
(gemeinsame Seite AD, 45-Grad-Winkel als Steigungswinkel der Geraden y = x und 90-Grad-
Winkel). Daher gilt: B'D = BD. Beide Seiten entsprechen der Strecke AB, da die beiden Dreiecke ABD
und ADB’ auch gleichschenklig sind (Basiswinkel betragen beide 45 Grad). Also: BD = C'P’ = x.
Ebenso sind die Dreiecke DP'E und DEP kongruent z. B. nach SWS (Seite DE, PE = P'E und rechter
Winkel). Daher gilt PD = P'D und mit B'D = BD auch BP = B'P" =Y.

2b)

Der x-Wert des Bildpunktes betrdgt y = e*. Thm wird der y-Wert x zugeordnet. Wegen der
Umformungy = e* & x = In(y) und der Tatsache, dass e* alle positiven Zahlen durchlduft, wird
jedem y=e* > 0 der Funktionswert x =In(y) zugeordnet. Man erhdlt also fiir y > 0 die
Funktionsgleichung g(y) = In(y) mit y > 0. [Eine alternative Argumentation kann folgendermaflen

aussehen:y = e* > 0 — x=eY>0———y= In(x) mitx > 0.]
Spiegelung: x und y—Wert vertauschen nach y auflésen

2¢)

Sei f'(x) = % = e*. Offenbar gilt fiir die Umkehrfunktion g: g’(y) = i—;; = % Da aber y = f(x) = e* und
Ax

e* alle positiven Zahlen durchléuft, folgt fiir y > 0: g’'(y) = 2= % Ersetzt man y durch x, erhdlt man

g'(y) =%=§ mity > 0

die géngige Form: g'(x) = i Kurzform: f'(x) = e* S

gespiegeltes Steigungsdreieck

2d)

(1) Wegen g'(x) = i > 0 ist der Graf der nattirlichen Logarithmusfunktion fiir x > 0 streng monoton
wachsend und besitzt daher keine Extremstellen.
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(2) Es giltIn(1) = 0, da e? =1. Da der Graf wegen (1) streng monoton wachsend fiir x > 0 ist, existiert
keine weitere Nullstelle von g.

B g =—x2=- Xiz < 0: Der Graf von g ist fuir x > 0 rechtsgekriimmt.

(4) Dies kann aus dem Verhalten der nattirlichen Exponentialfunktion an den Riandern und der
Tatsache, dass der Graf der nattirlichen Logarithmusfunktion an der Geraden y = x gespiegelt wurde
gefolgert werden: y = e* x = In(y) 7o T Analog kann fiir das Verhalten x — +o

x——0o Spiegelung

gefolgert werden:y = e* x = In(y) e gl

+ 00
X—+00 Spiegelung
2e)

Ein Beispiel ist die Funktion f mit f(x) = x2. Wiirde man den kompletten Grafen spiegeln, was
gleichbedeutend ist mit der Bildung einer Umkehrfunktion auf dem kompletten Definitionsbereich,
erhielte man keinen Grafen einer Funktion, da einem x-Wert zwei y-Werte zugeordnet wéren.
Wichtig ist also, dass beim Definitionsbereich der Ausgangsfunktion jedem y-Wert genau ein x-Wert
zugeordnet ist. Denn dann entshet erst eine Funktion, die jedem x-Wert (y-Wert der
Ausgangsfunktion) genau ein y-Wert (x-Wert der Ausgangsfunktion) zugeordnet wird.

3a)
vt
g 1 f
2
1
1 s >
1 -1 0 1 2 4 x|
-1
\
24 |
\ N\
\
3b)

Die Schnittstellen der Funktionen f und g berechnet man durch Gleichsetzen der Funktionsterme:
fx) =gx) & i =—-x+25 =1= —x2+25x© x2—-25x+1=0. Die Diskrimininate lautet

2 2
dann: D = (g) -q= (Z) -1= % - g = %. Daher gilt fur die Losungen der quadratischen
Gleichung und damit fiir die Schnittstellen: x = ; + 116 = % + % ©x=2vx=0,5.

3¢)

Fiir den Flacheninhalt A, den beide Grafen einschlielen gilt: A = | Ozs[g(x) — f(x)]dx

_ 02'5 (_X +25— i) dx = [_%Xz +2,5% — ln(X)]z,s =(-2+5-1In(2))— (—%+ % — ln(O,S))

=3-1In(2) -2 +1n(0,5) = T — 2In(2) ~ 0,49
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3d)

[ dx = In@)]i° = In(10) - In(1) ~ 2,30

3e)

ffidx = [In(x)]R = In(R) — +oo (Aufgabe 2d(4))

le i dx = [In(®)]} = —In(L) Tt (Aufgabe 2d(4))

Daher existieren beide Integrale nicht.

4a)

f? (i + x) dx = [1In(x) + 1¢]” =1In(3) + 21— L =4 +1In(3) ~ 4,37

3x E)

4b)
2
I (§+Xi2) dx = [51n(x) —ﬂl =5In(2) —1+1=1+5In(2) ~ 3,97

4¢)

f12 (e2X + i) dx = [2e* + %ln(x)]i =2e* +1In(2) — ie® = (e* — e? +1n(2)) ~ 23,95

5

Aussage (1) ist wahr, wenn man sich auf den kompletten Definitionsbereich bezieht. Denn aufgrund
der Achsensymmetrie beziiglich der y-Achse konnen jeden y-Wert aus dem Wertebereich der
Funktion immer mindestens zwei x-Werte aus dem Definitionsbereich zugeordnet werden.

Gegenbeispiel zu Aussage (2): Die Funktion f mit f(x) = (x — 1)? ist als nicht gerade Funktion nicht
umkehrbar auf R, da jeden Funktionswert > 0 genau zwei x-Werte zugeordnet sind.

Aussage (3) ist wahr. Denn wenn f'(x) # 0 fiir alle x-Werte des Definitionsbereiches, dann muss
f'(x) > 0 oder f'(x) < 0 fiir alle x des Definitionsbereiches sein (sonst gdbe es eine Nullstelle der
ersten Ableitung). Daher muss der Graf von f streng monoton I
wachsend oder streng monoton fallend sein. Somit ist die
Funktion auch umkehrbar. 2

Yy

Aussage (4) ist wahr. Denn hitte eine umkehrbare Funktion
auf ihrem Definitionsbereich eine Extremstelle a, gidbe es in
einer Umgebung von a zwei Stelle c und d mit f(c) = f(d), was
ein Widerspruch zur Umkehrbarkeit der Funktion ware. 2 -1 1 2

19

\ A

Aussage (5) ist falsch, da die Funktion nicht unbedingt -1

sprungfrei sein muss. Betrachte zum Beispiel folgende
xflirx <0 2

Funktion f mit f(x) = {1 — x fiir 0 < x < 1 (Graf rechts)
xflirx>1

y = yxmitx > 0.

Aussage (6) ist wahr:y = x? > 0 x=y2>0 -
x und y—Wert vertauschen nach y auflésen
6a)

Man vertauscht x und y-Wert und 16st na y auf. Dabei sind Definitions- und Wertebereich von
Funktion und Umkehrfunktion jeweils vertauscht. In Kurzschreibweise gilt:



51

= 2x . = 2y . = =1 = 3 .
y=e >0,XE]R%X—:S>IX eV >0,yeR 2y =In(x) @y =;In(x) ln(xz)EIR,x>0

_—
nach y auflésen
6b)

(1) In(¥x) =0

@ [ e dx = [1e2]] =1~

(3) f_01 e?Xdx = — fel_z g(x) dx + Rechteck mit den Seitenlidngen 1 und e 2 = — fel_z g(x)dx +e72. Also
gilt: fel_z g(x)dx = — f_ol eXdxte?=—2+le?tet=22-2

2

4) fLO e?*dx = Bez"]g =1_ZL2L — >. Aus Symmetriegriinden gilt) [ 01 gx)dx = —%

6¢)

g =2m=g(1)=;2t® =;x+bt(1) =0:5-1+b=0eb=—2 Also gilt fur die
1

Tangente t im Punkt (1/0): t(x) = %x -3

6d)

Man subtrahiert vom Fldcheninhalt der unbeschrénkten Fldche, die der Graf von g tiber dem
Intervall [0; 1] mit der x-Achse einschliefst (er betrdgt nach b)(4) 0,5) den Fldcheninhalt des
rechtwinkligen Dreieck, das die Tangente t mit den beiden Koordinatenachsen begrenzt (er betragt
0,25). Also betrédgt der gesuchte Flacheninhalt 0,25.



52
5 Wachstumsvorginge

1a) Der Anfangsbestand B(0) betragt in allen Fallen 2.

1b)

B:1 beschreibt das beschrankte Wachstum (x —-co: By(t)—-00; x —+oo: Bi(t)—10), B2 das logistische
Wachstum (x —-o0: Ba(t)—0; x —+o0: Bo(t)—10) und Bs das exponentielle Wachstum (x —-oo: B3(t)—0;
X —+o0: Bs(t)—>+o0).

exponentiell beschrankt logistisch
T T
tet // Bt tew |
52 | |10 —10¢——T——Ec== 104——+——
< C: / | / /
EE / L f
< g 51—/ 5 5
§ Fi o) // 2
= = t 26 ' t < t
> > 4 4 g
0 5 10 Js 5 | 10 5 o |5

1c) Die Ausbreitung einer ansteckenden Krankheit verlduft logistisch, der Guthabenzins auf einem
Sparkonto exponentiell, die Erwdarmung eines Tiefkiihlprodukts bei Zimmertemperatur beschrankt.

1d) B; gehort zum beschrankten Wachstum, B; zum exponentiellen Wachstum und Bz zum logisti-
schen Wachstum.

1e)

By(t) = 2-e%?2 = B3 () = 2-0,22-e%22t = 0,22+ 2 - e%?2t = 0,22 - B5(t) = k- B3(t)

By(t) =10 — (10 — 2)e™%?2* = 10 — 8- e %2 = B, (t) = —8- (—0,22) - e %%t = 1,76 - 7022t
Andererseits gilt: k- (S—B;(t)) = 0,22+ (10 — [10 — (10 — 2)e™%?2']) = 0,22 -8 - 7022t =
1,76 - e~ 022t

Nicht gefordert, da Kettenregel vorausgesetzt wird:

2+10 s
B,(t) = P T(10=2)e 0TEToE = 2:10- (2 + (10 — 2)e~02210t)-1
= Bz’(t) =2-10"- (—1) . (2 + (10 — Z)e—0,22-10-t)—2 . (10 _ 2) . (_0’22) 10 - e_0’22.10't
=0,22- 210 S(10 = 2) - 10 - e~02210t = 9 77 . 1600-e—0:22°10t

(2+(10—2)e—022:10t)2 (2+8-e—0,22-1—0_t)2

Andererseits gilt:

2-10 2-10
k-Bo(0 - (S~ B,(0) = 0,22 2+(10-2)e—02210T (10 B 2+(10—2)e—°'22'1°'t)
_ ] 2:10-10 _ 2:10-2-10 _ _210-10-(2+(10-2)e” *?2101)—2.10-2-10
=022 (2+(10—2)e‘0'22'10't (2+(10—2)e‘°'22'10't)2) =022 (2+(10-2)e~022'10t)2

2:10-10-(10—2)-e~022'10't
(2+(10-2)e—0.22:10:t)2

2:10-10:24+2:10-10-(10—2)-e~%22'10t_3.10.2.10
(2+(10_2)e—0,22'10't)2

1f) (1) linear; (2) logistisch; (3) beschrénkt; (4) exponentiell; (5) kein Wachstum; (6) beschrankt; (7)2
beschrankt; (8) logistisch; (9) exponentielle (k < 0) und beschrankt (S = 0).

=022

=022

= B, (t) von oben (Puh!)

> Die Anzahl der Tiere nach n Jahren lisst sich durch folgenden Ausdruck beschreiben:

N(n) = 0,97 - (- (0,97 - (0,97 - (0,97 - 750 + 15) + 15) + 15) + 15--) + 15

=0,97"-750 +0,97**-15+0,97"72- 15+ --- 4+ 0,97% - 154+ 0,97* - 15+ 15

=0,97"-750 + (0,97" 1 4+ 0,97" 2 4+ -+ 0,97+ 0,97* + 1) - 15

=0,97"-750 + 15- Yp23 0,97k — 15 _ 15 _ 500, Langfristig hat die Herde eine Grofie von 500 Tieren.

no+o 1-0,97 0,3
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2a) Sei n die Anzahl der Wiirfe, B(0) die Wiirfelzahl zu Beginn und B(n) die Wiirfelanzahl nach n

Versuchen. Dann gilt fiir die Wiirfelzahl nach n Versuchen B(n) = B(0) - (g)n. Da Leah nach 10 Ver-

10
suchen nur noch 5 Wiirfel hat, gilt 5 = B(0) - (g) < B(0) =

(5;10 =~ 31. Es waren wohl 31 Wiirfel.
2b) 6

(1) B(t) = B(0) - eX* = B’(t) = B(0) - k- ekt = k- B(0) - ekt = k- B(t)

(2) B(t) = B(0) - at = B(0) - ekt = B(0) - (ek) oa=ekok=In()

(3) Bei Bs: k =0,22; a = €022

2¢)

(1) Ansatz: B(t) = B(0) - ekt = 2,5- ek, B(30) = 4,5 = 4,5 = 2,5 3% & 1,8 = 3% & 30k = In(1,8).
Also: k = @8 0,0196 = B(t) = 2,5 %0196t 5 3 = 0019 ~ 10198

(2) Ansatz Verdopplungszeit: 5 = 2,5 - e201%t o 2 = 00196t o t = 0@ 2 35,4 Jahre. Die jahrli-
0,0196

che Wachstumsrate betrdgt p = €919 — 1 ~ 1,98 %. Nach 35,4 Jahren hat sich die Weltbevolkerung
bei einer jahrlichen Wachstumsrate von knapp 2 % verdoppelt.

(3) B(55) = 2,5 - %0196'55 ~ 7 35; Abweichung zum tatsidchlichen Wert: 7’—35 — 1= 14,84 %;
B(—30) = 2,5 - e%0196(=30) 5 1 39; Abweichung zum tatséchlichen Wert: =22 — 1 ~ —22,78 %;

2d)
(1) Durchschnittswert: 1,8202. B(t) = B(0) - a* = 80 - 1,8202% = 80 - e¥%; k = In(1,8202) ~ 0,5989

(2) Uber die Funktion % (MENU 1 — OPT — CALC) kann die Ableitung an einer bestimmten Stelle
berechnet werden: B'(0) =~ 47,92; B"(1) = 87,22; B’(2) = 158,75; B"(3) ~ 288,96, B"(4) = 525,96; B’ (5) ~
957,36. Fiir den Ableitungsterm der Funktion B gilt: B'(t) = 80 - 0,5989 - %5989t = 47,912 - 25989,
Die Verdopplung der Wachstumsgeschwindigkeit berechnet man durch folgenden Ansatz: 2 =

05989t o t = (:25)2;9 ~ 1,16. Nach 1,16 Stunden hat sich die Bakterienzahl verdoppelt.

2e)

(1) Fiir den durchschnittlichen Wachstumsfaktor a ergibt sich gerundet a =0,7234. Also gilt fur k: k =
In(0,7234) ~ —0,3238. Mit dem Anfangswert B(0) = 10 ergibt sich B(t) = 10 - e793238%,
(2) Fiir die Funktion C mit C(t) = c- ekt und den beiden Bedingungen C(2) = 5 und C(5) = 2 erhalt

man die beiden Gleichungen c - e?k =5 undc-e’k = 2. Es gilt durch , Division” der beiden Glei-
Sk
chungen = % = é oek=04=2k= In(04) ~ —0,3054 = c = ~ 9,2095.

2f)

e2:(=0,3054)

(1) Die Lange der Pflanze nach 10 Wochen kann beschreiben werden durch die Summe aus Aus-
gangsléinge und LéngenzuwaChS' Daher gilt fir diese Lénge' v(t) =3,8-09"

10+ [ v(t) dt = 10 + [3 8- 0,9t] =10+ — (0 0,910 — % ~ 33,5 [cm]

In (09)

2) ﬁ ) folo v(t) dt =~ 2,35 [cm pro Woche]

(3) 38:09'=19 09" =05 & t =1logy4(0,5) = 6,58. Nach ca. 6,5 Wochen hat sich die Wachs-
tumsgeschwindigkeit auf die Halfte halbiert.

@ [ J v(x) dx: Langenzuwachs nach t Wochen.
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3a)

(1) Der Parameter c ist positiv, da der y-Achsenabschnitt oberhalb der x-Achse liegt. Der Parameter
k ist ebenso negativ, da der Graf von f monoton fallend ist.

(2) Graf I wird an der x-Achse gespiegelt (Graf II) und dann in positive y-Richtung (Graf III) ver-
schoben.

(3) Die Gleichung von Graf III lautet h(x) = —c*- ekx 4 d(c,d > 0; k < 0). Er entsteht durch:

— ~. akx — . kX — _ . kX
f(X) -ce Spiegelung an der x—Achse g(X) ce Verschiebung um d nach oben h(X) cre+d
3b)

1)
tin Jahren | Verfahren1 (,Zunahme der tkologisch genutzten Fldche™)
0 80
1 80 4+ (700 —80)-0,1 = 142
2 142 + (700 — 142)-0,1 = 197,8
3 197,8 + (700 — 197,8) - 0,1 = 248,02
4 248,02 + (700 — 248,02) - 0,1 = 293,218
5 293,218 4+ (700 — 293,218) - 0,1 = 333,8962
t Biologisch genutzte Flache nach t — 1 Jahren
+ nicht biologisch genutzte Flache nach t — 1 Jahren - biologische Nutzungsrate

Fiir dieses Verfahren ist eine Herleitung der expliziten Formel fiir B(t) eher ungeeignet und bedarf
einiger ,scharfer” Blicke, der mehrfachen Anwendung des Distributivgesetzes und eines Rechen-
tricks.26

Einfacher geht es fiir die Herleitung einer expliziten Formel mit einem zweiten Verfahren:

t in Jahren Verfahren 2 (, Abnahme der biologisch ungenutzten Fldche”)
0 700 — (700 — 80) = 80

1 700 — (700 — 80) - 0,9 = 142
700 — (700 — 142) - 0,9 = 700 — (700 — (700 — (700 — 80) - 0,9)) - 0,9
2 =700 — (700 — 700 + (700 — 80) - 0,9) - 0,9 = 700 — (700 — 80) - 0,9 - 0,9

=700 — (700 — 80) - 0,9 = 197,8

700 — (700 — 80) - 0,9% = 248,02

700 — (700 — 80) - 0,9* = 293,218

700 — (700 — 80) - 0,9° = 333,8962

Gesamtfliche — biologisch genutzte Fliche - konventionelle Nutzungsrate/2hre

700 — (700 — 80) - 0,9*

Sattigungsgrenze—Sattigungsmanko zu Beginn - konventionelle Nutzungsratelahre

Ol |W

6B, =80 = 700 — (700 — 80)

B, = 700 — (700 — 80) + (700 — 80) - 0,1 = 700 — ((700 — 80) - 1 — (700 — 80) - 0,1)
=700 — (700 — 80) - (1 — 0,1) = 700 — (700 — 80) - 0,9 = 700 — (700 — 80) - 0,9"

B, = 700 — (700 — 80) - 0,9* + (700 — (700 — (700 — 80) - 0,91)) - 0,1

=700 — (700 — 80) - 0,9 + (700 — 700 + (700 — 80) - 0,9') - 0,1

=700 — (700 — 80) - 0,9* 4+ (700 — 80) - 0,91 - 0,1 = 700 — (700 — 80) - 0,9 - (1 — 0,1)
=700 — (700 — 80) - 0,92

B; = 700 — (700 — 80) - 0,92 + (700 — (700 — (700 — 80) - 0,9%)) - 0,1

700 — (700 — 80) - 0,92 + (700 — 80) - 0,92+ 0,1 = 700 — (700 — 80) - 0,9 - (1 — 0,1)
=700 — (700 — 80) - 0,93

Also: B, = 700 — (700 — 80) - 0,9
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(2) Es handelt sich um ein beschranktes Wachstum mit der oberen Schranke

von 700 und einem Startwert von 80. Die Differenz von Gesamtflache und bi- 700~ 7>
ologisch genutzter Fliche wird immer kleiner und ist proportional zur Wachs-
tumsgeschwindigkeit, mit der sich die 6kologisch genutzte Flache dndert.

(3) Die 6kologisch genutzte Fliche B(t) nach t Jahren lisst sich durch die Ge- 80

samtfldche minus die 6kologisch ungenutzte Fldche nach t Jahren berechnen. Also gilt: B(t) = 700 —
620-0,9t = 700 — 620 - e XKt & 0,9 = e X & k = —In(0,9) ~ 0,1054. B(t) = 700 — (700 — 80) -
e 01054t = 700 — 620 - e~ %1954 Die Sittigungsgrenze S betrdgt 700, der Anfangswert B(0) ist 80. Ins-
gesamt handelt sich um ein nach oben beschranktes Wachstum. Der Graph ist monoton steigend,
rechtsgekriimmt, das Sattigungsmanko (hier die nicht 6kologisch genutzte Flache S - B(t)) nimmt
mit der Zeit ab und ist proportional (mit dem Faktor k) zur momentanen Anderungsrate B'(t) der
okologisch genutzten Fldche.

3¢)
1 (B El
% Y eu»y
70r 70
§0r £0r
50F 50
40t 40t
a0t a0t
ran ikl =0F
. 1ar . . . . . . . . . X . 10 . . . . X
0 I 2 4 & 2 m 12 14 18 18 0 I 2 4 & 2 1n
@)
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B(t) 80 71 63,4 56,8 51,3 46,6 42,6 39,2 36,3 33,9 31,8
B(t) -9,8 -8,3 -7,1 -6 -5,1 -4,3 -3,7 -3,1 -2,7 -2,3 -1,9
20 - B(t) -60 -51 -43,4 -36,8 -31,3 -26,6 -22,6 -19,2 -16,3 -13,9 -11,8
k=B’(t):D(t) | 0,1633 | 0,1627 | 0,1636 | 0,1630 | 0,1629 | 0,1617 | 0,1637 | 0,1615 | 0,1656 | 0,1655 | 0,1610

Bei der Temperaturabkiihlung handelt es sich um ein nach unten beschranktes Wachstum. Der
Graph ist streng monoton fallend, linksgekriimmt und nédhert sich der Raumtemperatur von 20 Grad
Celsius an. Die Séttigungsgrenze S ist die Raumtemperatur von 20 Grad Celsius. B(0) beschreibt die
Anfangstemperatur des Kaffes und betrégt 80 Grad Celsius. Die Proportionalitdtskonstante k aus
Abktihlgeschwindigkeit B’(t) und D(t) betrdgt im Mittel ca. k = 0,1631

(3) Die Temperatur B(t) des Kaffees nach t Minuten ist gleich der Raumtemperatur plus die Tempe-
raturdifferenz aus aktueller Kaffeetemperatur und Raumtemperatur. Also gilt fiir die Funktion B:
B(t) = 20 + 60 - e™*t = 20 + 60 - e701631¢,

(4) B(20) = 20 + 60 - e~*1631:20 ~ 22 3. Nach 20 Minuten hat der Kaffee eine Temperatur von ca. 22

1

ﬁ =~ 6,73. Nach

Grad Celsius. B(t) = 40 gilt wenn 40 = 20 + 60 - e 01631t o 1 — ¢=01631t o ¢ —
3 ~0,1631

etwa sieben Minuten erreicht der Kaffee eine Temperatur von 40 Grad Celsius.

(5) Gesucht ist der Wachstumsfaktor a. Es gilta = e™% = 701631 ~ (0,8495. Man kénnte daher auch
B(t) = 20 + 60 - 0,8495" schreiben. Pro Minute nimmt die Kaffeetemperatur mit ca. 15 % der noch
vorhandenen Temperaturdifferenz zur Raumtemperatur ab.

3d)
B(t) = 1000 — 900 - 0,85% = 1000 — 900 - ekt & 0,85 = ek & k = —In(0,85) ~ 0,1625.
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3e)

B(t) =3-25-0,88t=3—-25-e K < 0,88 =e ¥ o k = —In(0,88) ~ 0,1278.

3f)

B(t) = 5000 — 4800 - 0,95¢ = 5000 — 4800 - ™Kt & 0,95 = ek & k = —In(0,95) ~ 0,0513.

5

In(—=
4500 = 5000 — 4800 - e 905Vt o ... ot = M ~ 44,09 Monate

-0,0513
3g)
B(t) =36,8+3,2:-0,2:=368+32-e K =02=e¥ok=-In(0,2) ~ 1,6094
3h)

(1) Eine Stammfunktion v lautet v(t) = —6,6 - —— - 7012t = 55 . ¢70.12¢,

—-0,12

) f01o v(t) dt = [55- e 1210 = 55712 — 55 ~ —38,43 [°C] beschreibt die Temperaturabnahme des
Tees nach 10 Minuten. Der Tee hat nach 10 Minuten eine Temperatur von 41,57 °C. Durch
! f010 v(t)dt = - [55-e”%121]g% ~ —3,84 [°C pro Minute] wird die mittlere Abkiihlgeschwindig-

10—-0
keit in den ersten 10 Minuten bestimmt.

(3) Die Funktion f kann konstruiert werden durch die Summe der Ausgangstemperatur und der
Temperaturabnahme. Daher gilt f(t) = 80 + fotv(x) dx =80 + [55- e 12Xl = 80 + 55 ¢~ %12t — 55
=25+ 55712 = 25 — (25— 80) - e7O12,

(4)f(t) =40 © 25+ 55 e %120 =40 © 55 01 = 15 @ e %1% =2 & 0,12t = In (%)

St= _0112 -In (%) ~ 10,83 [°C]. Nach knapp 11 Minuten hat der Tee eine Temperatur von 40 °C er-
reicht.
) Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

+B56x(e~(-0.12x%x)) \L%;%.Bx(e*(—ﬂ. 12xx))

o
A0
20 20r
b4 | | | b4
: o ~ ™ i 1'3 o TC ES) %{D_.—E.E) = 15] =4 I 1 14 s 1=
X=45 v=80 X=A3 Y=-6.8
3i)
(1) Es gilt z. B. fiir B: B(t) = 10-e~%3238t = 0 — (0 — 10) - e %3238t 5 § = 0; B(0) = 10;k = 0,3238
B(O) S k a= e-k
B(t) = 10 - e~ %3238t 10 0 0,3238 0,7233
C(t) = 9,2095 - e~ %3054 9,2095 0 0,3054 0,7368

(2) Allgemein gilt fiir S = 0 und positives k beim exponentiellen Wachstum (exponentielle Ab-
nahme): B(t) = B(0) - e7¥* = 0 — (0 — B(0)) - e*t. Daher ist das exponentielle Wachstum fiir negative
k ein nach unten durch S = 0 beschranktes Wachstum (B(0) > 0) oder ein nach oben durch beschrank-
tes exponentielles Wachstum (B(0) < 0) (vgl. Grafen I und II aus Aufgabenteil a)).
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4a)

Obere Figur: Farmer mit den Informationen aus Fachzeitschriften und Massenmedien. Untere Figur:
Farmer mit Informationen tiberwiegend durch ,Mund-zu-Mund"-Propaganda. Begriindung (stark
vereinfachtes Modell): Bei den Farmern (, Mund-zu-Mund”-Propaganda) ist die Verbreitung der In-
formation auf Kontakte untereinander angewiesen. Damit findet die Verbreitung anfangs in etwa
exponentiell statt. Spéater findet eine Séttigung statt. Bei den Farmern aus der oberen Darstellung ist
die Verbreitung bei guter Werbung bereits im Anfangsstadium stark; der Anstieg der Verbreitung
lasst dann mit der Zeit immer mehr nach, da durch Werbung und Information immer weniger zu-
sdtzlich tiberzeugt werden konnen.

b)
@)

3 ¢—Hohe H
== Modellwert

Hohe der Pflanze

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Zeit t in Wochen

(2)

Durch den Ansatz B(t) = Ok

B(0)+(S—B(0))-e"kst
Pflanze die Funktionsgleichung B(t) =

ergibt sich mit S = 6 und B(0) = 0,6 fiir die Hohe der
3,6

0,6+5,4e”6kt”

(3) Setzt man den Messwert fiir t = 2 in die Funktionsgleichung ein erhalt man mit B(2) = 1,2:

L_uk = 1,2. Diese Gleichung muss nach k aufgelost werden (zundchst beide Seiten mit dem
0,6+5,4-

Nenner 0,6 + 5,4 - e~*2K multiplizieren). Daher ergibt sich k = — 1—12 In (g) ~ 0,0676. Damit gilt fiir die
Hohe B(t): B(t) = >0

(4) In der obigen Abbildung sind die Messwerte und die Modellwerte eingezeichnet.

3,6
0,6+5,4-e_0'4056'18

(5) Hohe nach 18 Wochen: B(18) = ~ 596 m.

(6) Fiir die Wachstumsgeschwindigkeit B'(t) gilt die DGL B'(t) = k- B(t) - (S — B(t)) (es kann B(t)
auch abgeleitet werden, dies ist aber aufwidndig). Durch Einsetzen der Werte fiir S und k erhalt
man B'(t) = 0,0676 - B(t) - (6 — B(t)). Nun miissen die Werte B’(4) und B(8) verglichen werden. Es
gilt fiir die Wachstumsgeschwindigkeit nach 4 Wochen: B'(4) = 0,0676 - B(4) - (6 — B(4)) = 0,0676 -
2,16 (6 — 2,16) =~ 0,5607 Meter pro Woche. Fiir die Wachstumsgeschwindigkeit nach acht Wochen
rechnet man analog mithilfe der DGL zum logistischen Wachstum: B’(8) = 0,0676 - B(8) -
(6 —B(8)) = 0,0676- 4,44 - (6 — 4,44) ~ 0,4682 Meter pro Woche. Damit ist die Wachstumsge-
schwindigkeit nach 4 Wochen hoher als nach 8 Wochen.

Untersuchung mit dem GTR z. B. iiber Menu 5:
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Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen Bl [EXEl:Koordinaten anzeigen

5

4

3

2

1 1
1T . . . . d¥/d¥X=0.5B0D7 . B||~—T . . . | =

z 4 & 8 .10 12_ 14 1b 1. 5 4 & & 10 1p_ 14 1B 18

X=g-_ ¥Y=2.160/74569565 X=%_ Y=4.441864252

(1) Anfangs wird sich die Krankheit sehr schnell (angenéhert exponentiell) ausbreiten. Spéter erfolgt
eine Verlangsamung (Séttigung) der Ausbreitung, bis alle Stammesbewohner krank sind bzw. wa-
ren.

(2) Mit dem Ansatz B(t) = By (S]i(]:()(';)_e_k_s_t und B(0) =1, S= 5000 erhélt man zuné&chst fur die Funk-
tion B: B(t) = % . Durch die zusétzliche Bedingung B(4) = 300 lasst sich der Parameter k
berechnen: % =300 - o k=-— 20(1)00 (%) ~ 0,0002883. Daher gilt insgesamt fiir
B:B() = ——""

. - . e 5000 — . a—14414t _
(3) Mit dem Ansatz B(t) = 2500 ergibt sich: —————-7rs = 2500 & 1+ 4999 -e =2¢&

emlatiat — 1 o T gy (L) ~ 5,91. Nach ca. 6 Wochen ist der halbe Stamm infiziert. Ab
4999 —1,4414 \4999

diesem Zeitpunkt (das Schaubild hat an dieser Stelle einen Wendepunkt) sinkt die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Krankheit - deshalb ,, Vitalitdtsknick" genannt.

(4) Fur die mittlere Zunahme an Erkrankten der ersten acht Wochen ergibt sich BE-BO) _

27069571 ~ 595,6 Erkrankte pro Woche.
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7 Kontrollaufgaben
Hilfsmittelfrei:

A y /
1a) o /
Abbildung rechts /
1b) T 4
f,(X) =2. 0,5 . eO,5X — eO,SX; 44 /
f(2Q)=e=m=>t(x) =e-x+Db; At
t2)=f(2Q)=2e=e-2+b=2e=2>b=0=2t(x) =e-x /
1c) L — /

g(x) = —f(—x) = —2- €70 R >
VAN
2a)

A gehort zu fy, daf,(0) = 1,75 ist. B gehort zu f; und fs, da f; (1) = fs(1) = 2 und f;(x) = f5(x).
C gehort zu f,, da £ als einzige Funktion ein unbeschrianktes Wachstum beschreibt.

2b)

X eO,7x e—0,7x
Streckung in x—Richtung mit dem Faktor 0,7 Spiegelung an der y—Achse
4.e707% 5+4-e707%
Verschiebung um 5 in positive y—Richtung

Streckung in y—Richtung mit dem Faktor 4

2¢)

(1) Werden alle Werte auf der y-Achse verdoppelt, wird der Graf von f in y-Richtung um den
Faktor 2 gestreckt. Es gilt fiir die Funktion g des gestreckten Grafen g(x) = 2-f(x). Analog bedeutet
die Halbierung die Streckung in y-Richtung mit dem Faktor 0,5: g(x) = 0,5-f(x)

(2) Werden alle Werte auf der x-Achse verdoppelt, wird der Graf von f in x-Richtung um den
Faktor 0,5 gestreckt. Es gilt fiir die Funktion g des gestreckten Grafen g(x) = £(0,5-x). Analog be-

deutet die Halbierung die Streckung in x-Richtung mit dem Faktor: g(x) = £(2-x).

2d)

f,(x) =5—4-0,75%

Faktor 2

Faktor 0,5

(1) Streckung in y-Richtung

Verdopplung der y-Achsenwerte

Halbierung der y-Achsenwerte

g,(x) =10—-8-0,75*

hy(x) = 2,5 — 2 0,75%

(2) Streckung in x-Richtung

Halbierung der x-Achsenwerte

Verdopplung der x-Achsenwerte

u;(x) =5—4-0,75%

v;(x) =5—4-0,75%5%

£,(x) = e

Faktor 2

Faktor 0,5

(1) Streckung in y-Richtung

Verdopplung der y-Achsenwerte

Halbierung der y-Achsenwerte

g,(x)=2" e%X

h,(x) =0,5- e

(2) Streckung in x-Richtung

Halbierung der x-Achsenwerte

Verdopplung der x-Achsenwerte

2
up(x) = e3"

1
vz (x) = es”

3a)

etl=7ox+1=In7)ex=In7)-1
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eX
lx%dt =1In(10) © [In(t)]f = In(10) © In(x) —In(1) = In(10) © In(x) = In(10) © x =10
e*+ 7 =0unlosbar,dae*+7>7

Inx) =6 ©x=e®

eZX—4eX+4=Oﬁu2—4u+4=0®(u—2)2 =0<:)u=2ﬁex=2<:)x=ln(2)

1 _
;@e":e lex=-1

3b)
f(}n(3) eXdx = [ex]l)n(3) =elnB®) _e0=3_1=2
LM e2xdx = 0,5 2N = 0,5 210 0,5 = 0,5+ () — 0,5 = 4
f13(ex+x+1)dxz [ex+§x2+x]i =e>+45+3—-(e+05+1) =e3—-e+6
J{2dx = [In(®)]$ =1In(e) —In(1) = 1

ef2 _J2 231 _ 2,2 45 2_2 35 4 _
fl (§+\/§)dx—[Eln(x)+§x2]1—g+§e 5——6 E~2'72

3
L e

e
1

4

Aussage zu v(t) = 2,5- (1 —e %1t Begriindung

Falsch

v(t) = 2,5 (1 —e 01

25-(1—-e 91 >021-e01t>0
eVl <cloe -01t<0et>0

v(t) =25 -(1—e %) =25-25-e01"
Es gilt v(0) = 0 und v(t) > 0 fiir t >0

Die Sinkgeschwindigkeit des Steins ist
immer positiv.

Die maximale Sinkgeschwindigkeit
wird zu Beginn erreicht.

Der Stein erreicht den Boden des Sees
niemals.

Dies kann anhand der Funktionsgleichung
fiir v nicht abgelesene werden.

Die Beschleunigung ist bei t = 0 maximal, da
der Graf zu v'(t) = 0,25e~%1t der Graf einer
fallenden Exponentialfunktion darstellt.

s(t) = [, v(x)dx = [2,5x + 25¢~ 1]

= 2,5t + 25e7 %1t — 25

beschreibt die zuriickgelegte Strecke des
Steins im Zeitintervall [0; t]

vit) =25-(1—e %) =25-25-¢ 01t
25-25e %M <250 0M>0

Diese Gleichung ist fiir alle t erfiillt.
Alternativ kann auch mit der Saittigungs-
grenze beim beschrankten Wachstum argu-
mentiert werden:

v(t) =2,5—2,5e %t =25—(2,5—0)e 1t

Die maximale Beschleunigung des
Steins wird zu Beginn erreicht.

- DD-Wahr
HEn BN N

Man kann mithilfe eines Integrals be-
rechnen, wie tief der Stein insgesamt ge-
sunken ist.

|
[

Die Sinkgeschwindigkeit ist immer klei- . D
ner als 2,5 Meter pro Sekunden.

Dies kann nicht sein, da dann ein exponen-
Die Sinkgeschwindigkeit verdoppelt D . tielles Wachstum vorliegen miisste. Die
sich jeweils in 0,9 Sekunden. Funktionsgleichung v beschreibt ein be-
schranktes Wachstum.
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5a)

sinh’(x) = % (e* + e™*) = cosh(x); sinh”(x) = % (e* — e™™) = sinh(x). Analog gilt fuir die Ableitun-

gen von cosh: cosh’(x) = % (e* — e™®) = sinh(x) ; cosh”(x) = % (e* + e™™) = cosh(x). Daher gilt:

sinh(810)(x) = sinh(x); sinh?°13)(x) = cosh(x); cosh819(x) = cosh(x); cosh®°13)(x) = sinh(x).
5b)

%- (e*+e™) = % (e*—e M) o ef+e*=e*—e* o 2e7* =0 < e™* = 0.Daher gibt es keine Lo-

sung der Gleichung, also keine Schnittpunkte der beiden Graphen.
5¢)

sinh(—a) = % (e_a — e_(_a)) = % (eT2—e?) = —%- (e? — e™@) = —sinh(a). Daher: Graph zu sinh ist

punktsymmetrisch zum Ursprung.

cosh(—a) = % (e2 + e'('a)) = % (eT?+¢€?) = % (e? + e7@) = cosh(a). Daher ist der Graph zu cosh
achsensymmetrisch zur y-Achse.

5d)
i 1
cosh(x)zz-(ex—e‘x):O@ex—e"‘=0<:>ex=e‘x<:§e2x=1@2x=0<:>x=0
e

cosh”(x) = % (e* + e™*) > 0,da beide e — Terme echt positiv sind: 0 ist lokale Minimumstelle von
cosh und cosh ist tiberall linksgekriimmt.

Da cosh(0) = 1 ist und der Graf linksgekriimmt ist, ist 0 auch globale Minimumstelle und 1 globales
Minimum.

Alternativer Ansatz: % (e+e ™) >1 = eX+1>2ef e -2e5+1>0 (eX-1)2>0
‘Z€
& e* # 1 © x # 0 und die Tatsache, dass f(0) = 1 ist, reichen zum Nachweis der Behauptung,.

5e)
sinh"(x)zz-(ex—e‘x)=O@ex—e"‘:O(:)eX:e‘Xfe:;eZX:1(:»2x=0(:>x=0
sinh”’(x) = % (e* + e™*) > 0: Daher ist 0 Rechts-Links-Wendestelle.
5f)
cosh(x) — sinh(x) = % (e*+e™™)— % (e*—e*)=e7*
1 1(Cosh(x) — sinh(x)) dx = leXdx = [—e ]} = ~14+1~063
0 0 0 e
2 R(cosh(x) —sinh(x)) dx = Re X dx = [-e ¥R =—-eR+1——1,dae R——0.
0 0 0 +
5g)
2 2
Man erhilt |=- (X + e )| = [3- (X —e™)| =1 (e +2+e2%) = 1. (e2X =2 + &%)
2 2 4 4

1 ox 1,1 oy 1 o¢ 1 1 __ox
= e+t e S ety —e =1,q.e.d.
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Mit Hilfsmitteln:

1a)
f(X) = 2X = pln(2)x
1b)

f'(x) = In(2) - e@x;

me, = f(1) =2-In(2) = t;(x) = 2-In(2) - x + b;
t,(D=f)=2o2-In(2)-1+b=2eb=2-2-1n(2)
=>t;x)=2-In(2)'x+2-2-In(2) = 1,39x + 0,61

m, =f(=1) =0,5-1n(2) = t,(x) = 0,5 In(2) - x+ b;
t,(-1)=1f(-1)=05<05-In(2)-(-1)+b=05<b=0,5+0,5-In(2)
=>t,(x)=05-In(2)-x+0,5+0,5-In(2) = 0,35x + 0,85

1c)
A /
y f /T
/b
/
2
-
Pl
/ // L2
7 |
_— / X
] —r >
2 | -1/l0 1 | 2
/1
1d)
0 In@xgy — [ L .on@x]° __1 .gn@ __1 . -In@__1 _ 05 _ 05 _
(1) f_le dx = [m(z) € ]_1_111(2) In(2) T In@) ln(Z)_ln(2)~0'72
O m@xaw L1 . n@=x]°_ 1 1 n@)L 1 ()L _
@ Je dx = [m(z) € ]L “h@ n@ °© Do ~ bAbda lim e =0

(3) Man bestimme die Nullstellen der Geraden sowie die Schnittstelle der beiden Geraden:
t;(x) =t,(x) © 1,39x + 0,61 = 0,35x + 0,85 © 1,04x = 0,24 © x = 0,23 = y = 0,93
Nullstelle von ti: 1,39x + 0,61 = 0 & x =~ —0,44

Nullstelle von t2: 0,35x + 0,85 = 0 & x =~ —2,43

Also gilt fiir den Flacheninhalt: 2 - (2,43 +0,23) - 0,93 — >+ (0,44 + 0,23) - 0,93 = 0,93

2
le)

g(x) =2-f(x) =2-2%¥=2%"1 =f(x + 1): Verschiebung des Grafen von f um 1 nach links = Stre-
ckung des Grafen von f um den Faktor 2 in y-Richtung
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2a)
_ .. .b_ ) _ . .2b _ f(2) a-e?® 8225 b _ 8225 _ 8225\ _
f(1)=a-c® =8604(2) =a-e® =8225 ;3 T p = o P = F B s b =In (—86'04) ~ —0,045
2
Also ergibt sich a = 260% ~ 90. Die Anfangstemperatur betragt 90 °C.
82,24
2b)
f(10) =90 - e=%04510 £ 57,39 °C f(t) = 90 - e 0045t = 45 & ¢ 0t = 05 S t = 1_“;‘;:; ~ 15,40

Nach ca. 15,4 Minuten ist die Temperatur des Kaffees unter 45 °C gesunken.

2¢)
f'(t) =90 - (—0,045) - e 9045t = —4,05 - 79045, momentane Abkiihlgeschwindigkeit des Kaffees;
2d)
B 5] B [EXE]l:Koordinaten anzeigen
Y1=drjdx(90x(e“(—0.045xx)),x)
b ¥1 X ¥1
B -2.05 15 -2.062
5 -3.233 20 -1.646
10 -2.582 25 -1.314
15 -2.062 HER -1.040
0 30 dy/d¥=0.1742
FORMULA) [ENE13 ISP EDIT | @Ph-Con)(GPr-pur | | (FORMULA) (NN ISP EDIT )[GPH-CON GPH-PLT ¥=-3.871780501

2e)

Die Temperatur des Kaffees wiirde dann nach ca. 36 Minuten unter die Raumtemperatur von 20 °C
sinken (vgl. Graf von f).

El [EXEl:Koordinaten anzeigen
=9 (e™(-.046xx))
0

t=le]
=]
40
i 'EELK

20

| .r!VfriY:—1 GAB i3
) 10 15 200 25 =i a8
x=90 ¥=36.59126938

2f)

(1) Ein moglicher Graf g muss nach unten durch S = 20 be- |E [EXE]:Koordinaten anzeigen
schrankt sein. Mit einer Starttemperatur von g(0) = 90, der ARG o7oxen (0. 035xx))

Raumtemperatur (Sittigungsgrenze) S = 20 und der Tempe-
raturdifferenz von Raum- und Starttemperatur (Sattigungs-
manko zu Beginn) S - g(0) = -70, erhdlt man die folgende
Funktionsgleichung mitk > 0 fiir g: ) 2

d't’b/dx 2 521-5
g) =S—(S—g0))-ekt=c—d-ekt=20+70. ekt |X=0° ¥=00

(2) Der Parameter ¢ = 20 beschreibt also die Sattigungsgrenze (Raumtemperatur), d = -70 das Satti-
gungsmanko (Temperaturdifferenz von Raumtemperatur und Kaffeetemperatur zu Beginn). Der
Parameter k als Proportionalitdtskonstante aus Abkiihlgeschwindigkeit und Temperaturdifferenz
von Raumtemperatur und aktueller Kaffeetemperatur (Sittigungsmanko) muss kleiner als 0,045
sein, da der Kaffee bei Raumtemperatur langsamer abkiihlt als bei 0 °C.
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3a)

h(t) =0,2-e%1799 = 0,50 & 21799 = 250 & t = 10-In(2,5) + 9 = 18,16 m. Nach 18 Tagen und
fast 5 Stunden ist die Pflanze 50 cmm hoch.

3b)

h(t) =0,2-e%1t709 =0,2-e%1t.e709 = 0,2-e709- 01t % 0,08 - €% . Damit ist c ungefihr 0,08 und
k=0,1.

3¢)

Dabei gibt c die Anfangshohe an und k ist die Proportionalitdtskonstante aus Wachstumsgeschwin-
digkeit und Hohe des Strauches. Fiir den Wachstumsfaktor a gilta = e®! ~ 1,1051.

3d)

Es gilt fur die erste und zweite Ableitung von h (fiir alle t des Definitionsbereiches):

h'(t) =0,2-0,1-e%1t09 = 0,02 e%1%0% > 0; h”(t) =0,02-0,1-e%109 = 0,002 - 2109 > 0.
Damit ist der Graph fiir den Definitionsbereich streng monoton wachsend (h’(t) > 0) und dort auch
linksgekriimmt (h™’(t) > 0).

3e)

Da der Graph im Bereich 0 < t < 20 streng monoton wachsend und linksgekriimmt ist, nehmen die
Steigungen in diesem Bereich standig zu. Eine Wendestelle existiert nicht. Damit ist h”(20) die grofite
Steigung des Graphen und sein Wert entspricht der grofiten Wachstumsgeschwindigkeit. Es gilt:
h’(20) = 0,02 - 2120709 ~ 0,06 Meter pro Woche. Der Strauch wichst also am zwanzigsten Tag mit
einer Geschwindigkeit von 6 cm pro Tag.

Da die Werte einer Exponentialfunktion beliebig grofs werden, wenn der Exponent gegen unendlich
strebt, wiirde der Strauch dementsprechend unendlich grof3. Insofern kann die Funktion h nur fiir
einen begrenzten Zeitraum als Modell bzw. zur Modellierung dienen.

3f)

(1) ha beschreibt die Wirkungsfunktion der Wachstumsgeschwindigkeit z. Man muss also die spezi-
elle Stammfunktion zu z finden, fur die h>(20) = 0,60 gilt (Strauch ist nach 20 Wochen 0,6 Meter

hoch). Fiir die Wirkungsfunktion h, gilt:h,(t) = % e 0l L K= 0,2 0131 L K Mit

hy(20) = 0,60 ergibt sich fiir die Konstante K: —0,2-e7%120%31 41 K = 0,60 = K= 0,60+ 0,2
e~ 0120431 &~ 1 20. Damit erhilt man fiir die Wirkungsfunktion h»: h,(t) = 1,2 - 0,2 - e 01t+31

Alternativ hdtte man auch mit der sogenannten Integralfunktion zum Ergebnis kommen konnen.
Fiir die Hohe hy(t) nach t Tagen (t > 20) gilt némlich:

hy (1) = 0,60 + [, z(x)dx = 0,60 + [, 0,02+ e~%1**31 dx = 0,60 + [0,2 - e OT**31]5

=060+ (—0,2-e 0131 _ (—0,2-¢70120+31)) = 0,60 + (—0,2 - e 2131 — (-0,60))

=12-02- e 0131,

(2) Da der Term —0,1 - t + 3,1 im Exponenten der Funktion mit steigendem t gegen minus unendlich
strebt, ndhert sich e"%1**31 Null an und insgesamt strebt h,(t) gegen 1,20 m. Der Strauch wird daher
nicht hoher als ca. 1,20 Meter. Mathematische Notation: 1,2 —0,2-e 01t31 512 oder

t-+o0
lim (1,2 — 0,2+ e OLt+31) = 1 2

t—>+o00

(3) Durch Umformung erhélt man:

hy() =1,2—-0,2-e 0131 =12 0,2 0lt.e31 =12 -0,2-e31-e 01t = 12 — 44396 011
=12-[1,2-(-3,2396)] - e %1t =S — (S—h,(0)) - e ®M" =S =1,2;b = 44396,k = 0,1.
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(4) Die maximal mogliche Lange des Strauches (Sattigungsgrenze) S = 1,20 Meter. Die Differenz aus
maximaler Lange von 1,2 m und der hypothetischen Strauchlédnge des bei t = 0 beginnenden be-
schrankten Wachstums (= maximaler Langenzuwachs = Sattigungsmanko zum hypothetischen
Startwert bei t = 0) ergibt sich durch b =S - h,(0) = 4,4396. Ein grofseres b ldsst den Strauch langsamer
wachsen. Der Parameter k = 0,1 ist die Proportionalitdtskonstante aus Wachstumsgeschwindigkeit
und Differenz aus maximaler Strauchldnge und aktueller Strauchldnge (Sattigungsmanko). Je hoher
kist, desto schneller wéchst der Strauch zu Beginn an.

(5) h,’(20) = z(20) = 0,02 - e~ 0120+31 = 0,02 - 21 = 0,02 - €%120709 = h"(20) Der Ubergang ist
knickfrei.

38)

Mit dem Ansatz f;(t) =S —d-e ¥ und S = 1,2 und f1(0) = 0,08 bzw. £;(20) = 0,6 konnen d und k auf
zwei Weisen errechnet werden. Kennt man die Formel fiir beschrinktes Wachstum, namlich die
Gleichung f; (t) = S — (S — fl(O)) -7kt weif man, dassd= S— f;(0) =1,2—0,08=1,12. An-
schlieffend nutzt man die zweite Bedingung zur Berechnung des Parameters k aus: f1(20) = 0,6
ergibt 1,2 —1,12-e"2% =06 o - & k= —Lzo' In (:—Z) ~ 0,03121. Der Funktionsterm lautet
dann: f;(t) = 1,2 — 1,12 - e~ 003121t

Alternativ hiatte man zur Bestimmung von d die Bedingung f;(0) = 0,08 nutzen kénnen und mit der
Gleichung 1,2 — d - e72°%0 = 0,08 folgt d = 1,12.

Der Parameter d beschreibt den maximalen Langenzuwachs nach dem Einsetzen des Strauches (=
Séttigungsmanko bei t = 0).

3h)
Mit £,(0) = 0,08 und S = 1,2 erhélt man mit der Formel fiir den logistischen Ansatz den Funktions-

0,096
term (1) = Zur Berechnung des Parameters k hat man £(20) = 0,6.
0,09 .. 1 1 ) . .
——— = 0,6 fithrt zuk =—"1n (—) ~ 0,10 und damit zur entsprechenden Funktionsglei-
0,08+1,12-e~1.2'k20 —24 14
0,096 _ 0,096
chung f,(t) = 0,08+1,12-e-120.1't — 0,08+1,12-¢~0132t *

Alternativer Ansatz (wenn man die Formel fiir das logistische Wachstum vergessen hat): Geht man
umgekehrt vom Funktionsterm f,(t) aus, muss man fiir ein logistisches Wachstum zeigen, dass fol-

genden Gleichungen erfiillt sind: 2(20) = 0,6 und £>(0) = 0,08 und t1—i>£-noo (ﬁ) =1,2.

3i)

Der Graph von f; verdndert sein Kriimmungsverhalten im gesamten Beobachtungszeitraum nicht.
Inhaltlich bedeutet das konkret, dass das Pflanzenwachstum, das der Graph von f; beschreibt, {iber
den gesamten Beobachtungszeitraum kleiner wird. Der Graph von f> verdandert sein Kriimmungs-
verhalten im Wendepunkt, der etwa bei t = 20 liegt. Bis zu diesem Zeitpunkt nimmt das Wachstum
des Strauches beinahe exponentiell zu, erst nach dem 20. Tag wird ein sinkendes Pflanzenwachstum
beschrieben. Das legt die Vermutung nahe, dass die Strauchhohe h in Metern in Abhéngigkeit von
der Zeit in Tagen tiber den gesamten Beobachtungszeitraum eher durch ein Wachstumsmodell wie
in f> beschrieben werden kann.

3K)

Zunichst muss eine neue (differenzierbare) Funktion d = h - f definiert werden, die die Differenz
zwischen den beiden Funktionen angibt. Von dieser miissen dann durch Bestimmung der Nullstel-
len der ersten Ableitung mogliche lokale Extremstellen im Intervall [0; 20] berechnet werden. Durch
Vergleich der Betrdge der Funktionswerte an diesen Stellen mit den Betrdgen der Randwerte | d(0) |
und | d(20) | findet man die gesuchte grofite Differenz.



